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MaxEnt, MinxEnt entropi optimizasyon dagilimlar1 cesitli problemlerin
¢Oziimiinde sagladigi basaridan dolayi, basta istatistik olmak iizere, ekonomi,
miihendislik bilimleri, uzay bilimleri ve daha bir¢cok alanda 6nemli uygulamalara
sahiptir. Son yillarda bu dagilimlarin istatistiksel veriyi modelleme ag¢isindan
onemli genellestirilmesi olan MinMaxEnt, MaxMaxEnt, MaxMinxEnt,
MinMinxEnt dagilimlar1 tanimlanmis ve uygulanmaktadir. Fakat siirekli rassal
degiskenler icin entropi optimizasyon dagilimlar1 ve genellestirilmis entropi
optimizasyon dagilimlarinin bulunmasi, tasidiklar1 bazi 6zelliklerden dolayi
bir¢ok zorluklarla karsilagilmaktadir.

Bu tezde, siirekli rassal degiskenler i¢in MaxEnt, MinxEnt entropi
optimizasyon dagilimlar1 ve MinMaxEnt, MaxMaxEnt, MaxMinxEnt,
MinMinxEnt genellestirilmis entropi optimizasyon dagilimlarinin bulunmasin
oneren Gauss-Legendre yaklagimina dayali niimerik bir yontem gelistirilmistir.
Bu yontem Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontem olarak adlandirilmistir.
Gauss-Legendre yaklagimima dayali yontemle elde edilmis genellestirilmis
entropi optimizasyon dagilimlart ile cesitli istatistiksel veriler modellenmistir.
S6z konusu yontemle elde edilmis dagilimlarin uyumu istatistiksel testler ve
kriterler yardimiyla gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: MaxEnt ve MinxEnt Dagilimlari, Genellestirilmis MaxEnt

ve MinxEnt Dagilimlari, Gauss-Legendre Y ontemi
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MaxEnt, MinxEnt entropy optimization distributions have important
applications in many fields such as particularly statistics, economy, engineering,
space sciences and other fields, by virtue of success in the solving of several
problems. Recently, MinMaxEnt, MaxMaxEnt, MaxMinxEnt, MinMinxEnt
distributions, which are important generalizations of these distributions in terms
of modelling statistical data, have been defined and applied in literature. However,
many difficulties are encountered to obtain entropy optimization distributions and
generalized entropy optimization distributions for continuous random variables
due to certain properties of these distributions.

In this thesis, a numerical method based on the Gauss-Legendre approach,
which is assigned to obtain MaxEnt, MinxEnt entropy optimization distributions
and MinMaxEnt, MaxMaxEnt, MaxMinxEnt, MinMinxEnt generalized entropy
optimization distributions for continuous random variables, is developed. We call
this method as the method based on Gauss-Legendre approach. Various statistical
data is modelled via generalized entropy optimization distributions obtained by
means of the method based on Gauss-Legendre approach. The goodness of the
distributions, which are obtained through this method is presented with statistical
tests and criteria.

Keywords: MaxEnt and MinxEnt Distributions, Generalized MaxEnt and
MinxEnt Distributions, Gauss-Legendre Method
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1. GIRIS

Istatistigin en Onemli dallarindan biri dagilimlar teorisidir. Bu teoride
gelistirilen dagilimlar, istatistiksel c¢ikarsamanin temel hedeflerinden biri olan
rassal degiskeni bir baska ifade ile istatistiksel veriyi modellemek igin
uygulanmaktadir. Fakat gercek hayatta 0yle istatistiksel veriler ortaya ¢cikmaktadir
ki, bu veriler bilinen istatistiksel dagilimlarla modellenememektedir. Bu sebepten
dolay1, daha esnek veya uyumlu dagilimlarin tanimlanmasi problemi 6nem
tasimaktadir. Bu tiir problemleri agmak i¢in gerek tek degiskenli gerekse ¢ok
degiskenli olmak {iizere, ¢ok sayida olasilik dagilimlarin gelistirilmesine devam
edilmektedir(Scott 1992; Hansen ve ark. 2007). Bu tiir dagilimlara 6rnek olarak
son yillarda gelistirilen ve entropi optimizasyon metotlarinin bir sonucu olarak
bilinen maksimum entropi (MaxEnt) ve minimum c¢apraz entropi (MinxEnt)
dagilimlar1 diger bir ifade ile entropi optimizasyon dagilimlar1 gosterilebilir
(Kapur ve Kesevan 1992; Cover ve Thomas 2006; Shamilov 2006, 2007;
Shamilov ve ark 2006¢; 2006d)

Bu dagilimlarin en Onemlilerinden biri olan MaxEnt dagilimi, rassal
degiskenden elde edilen moment bilgilerine goére Shannon entropi (Shannon 1948)
Ol¢limiinii maksimum yapan dagilimidir. Bu dagilimi istatistiksel verinin dagilim
(olasilik yogunluk fonksiyonu) modeli olarak oneren metoda MaxEnt metodu
denir (Jaynes 1957). Bir baska ifade ile MaxEnt metodu, verilen birkag moment
kisidim1 saglayan sonsuz sayida dagilimlar arasindan, Shannon Ol¢limiinii
maksimum yapan dagilim fonksiyonunu, istatistiksel veri icin aranan dagilim
modelinin bir tahmini olarak dnermektedir. S6z konusu MaxEnt metodu kesikli ve
stirekli rassal degiskenler i¢in gegerlidir.

Diger bir 6nemli entropi optimizasyon dagilimi olan MinxEnt dagilimi,
rassal degiskenden elde edilen moment bilgilerine ve ayni zamanda Onsel
dagilima gore Kullback-Leibler c¢apraz entropi (Kullback ve Leibler 1951)
Ol¢timiinii minimum yapan dagilimdir. S6z konusu dagilimi 6nsel dagilima sahip
istatistiksel verinin dagilim modeli olarak 6neren metoda MinxEnt metodu denir.
(Kullback 1959). Bir bagka ifade ile MinxEnt metodu, verilen birkag moment

kisidin1 saglayan sonsuz sayida dagilimlar arasindan, Kullback-Leibler dl¢timiinii



minimum yapan dagilim fonksiyonunu, 6nsel dagilima sahip istatistiksel veri i¢in
aranan dagilim modelinin bir tahmini olarak Oneren metottur. S6z konusu
MinxEnt metodu kesikli ve siirekli rassal degiskenler i¢in gecerlidir.

Glinlimiizde entropi optimizasyon metotlar1 ¢esitli problemlerin ¢ézliimiinde
sagladig1 basaridan dolayi, basta istatistik olmak iizere, ekonomi, finans, risk
analizi, pazarlama, matematik, miihendislik bilimleri, uzay bilimleri ve daha
bircok alanda 6nemli uygulamalara sahiptir. (Nailong 1977; Kapur ve Kesevan
1992; Fomby ve Hill 1997; Karmeshu 2003; Cover ve Thomas 2006; Shamilov ve
ark. 2006a, 2006b; Shamilov ve ark. 2008b).

Istatistikte pek ¢cok konu MaxEnt ve MinxEnt metotlari, bir baska deyisle
entropi optimizasyon metotlar1 yardimiyla incelenmistir (Kapur ve Kesevan 1992;
Golan ve ark. 1996; Kullback 1959, 1997; Lind 1997; Shamilov 2005; Shamilov
ve Kantar Mert 2005; Shamilov ve ark. 2008a; Kantar ve Usta 2008; Shamilov ve
Asma 2008). Ozellikle MaxEnt ve MinxEnt dagilimlariyla ilgili pek ¢ok ¢aligma
mevcuttur. Ornegin Ryu (1993)’de MaxEnt dagilimmi regresyon modelinde
kullanmistir. Buchen ve Kelly (1996) ve Borwein ve ark. (2003)’de menkul
kiymetlerin opsiyonlu fiyatlarinin dagilimmi MaxEnt dagilimi yardimiyla
incelemistir. Zellner (1997) ve Zellner ve Tobias (2001)’de MaxEnt metodunu
kullanarak Bayes metodundaki 6nsel dagilimi tahmin etmislerdir. Zhu (1998)’de
inceledigi istatistiksel verinin dagilimini MinxEnt metodu yardimiyla bulmustur.
Ebrahimi (2000) ve Asadi ve ark. (2004)’de yasam dagilimlar1 i¢cin MaxEnt
metodunu uygulamistir. Pandey (2001a, 2001b) yillarindaki ¢alismalarinda
MinxEnt metodunu kullanarak dagilim fonksiyonunun tersinin tahminini
yapmustir. Rockinger ve Jondeau (2002)’de MaxEnt dagilimlarini incelemis ve bu
dagilimlar1 zaman serisi modellerine uygulamistir. Wu (2003)’de MaxEnt
dagilimlarinin hesaplamasi iizerinde durmus ve uygulama olarak bir iilkenin gelir
dagilimini incelemistir. Wu ve Stengos (2005)’de dogrusal regresyon modelindeki
artiklarin dagilimi MaxEnt dagilimlar1 yardimiyla modellemistir. Ayrica ayni
calismada MaxEnt dagilimlar1 yardimiyla tahmin edilen regresyon katsayilarinin
hatasinin, daha kiiclik oldugunu simiilasyon ¢aligmasiyla gostermistir. Ramirez ve
Carta (2005) ve Li ve Li (2005a, 2005b)’deki calismalarda, riizgdr hizinin

dagilimi MaxEnt dagilimlartyla elde edilmis ve istatistiksel dagilimlarla



karsilastirilmistir. Wu ve Perloff (2007)‘de gruplandirilmis verilerin MaxEnt
dagilimini1 tahmin etmistir. Bera ve Park (2007, 2009) yillarindaki ¢alismalarinda
zaman serisi modellerindeki parametrelerinin tahminin MaxEnt dagilimina dayali
olarak incelemistir. Ridder ve Rubinstein (2007)’de MinxEnt metodu yardimiyla
nadir olaylarin (rare-event) olasilik dagilimini modellemistir. Botev ve Kroese
(2009)°de olasilik dagiliminin tahmininde ¢apraz entropi metodunu kullanmaistir.

Literatiirde, MaxEnt ve MinxEnt dagilimlarinin hesaplanmasina iligkin de
cesitli caligmalar vardir. Ornegin Mead ve Papanicolaou (1984)’de MaxEnt
dagiliminin hesaplanmasi igin teorik incelemeler yapmstir. Zellner ve Highfield
(1988) wyilindaki c¢alismasinda, MaxEnt dagilimmin hesaplanmasi igin bir
algoritma Onermistir. Ormoneit ve White (1999)’da MaxEnt dagiliminin
hesaplanmasinda, Zellner ve Highfield onerdigi algoritmay1 gelistirmiglerdir.
Ximing (2003)’de MaxEnt dagiliminin hesabinda ardisik yaklasimlar metodunu
uygulamistir. Woodbury (2004) de MinxEnt dagilimlarin1 elde eden FORTRAN
programi yazmistir. Muhlenbein ve Hons (2005)’da Kullback-Leibler capraz
entropi Ol¢limiinii incelemis, MaxEnt ve MinxEnt dagilimlarin hesaplanmasi igin
cesitli algoritmalar1 tartismistir. Li ve Li (2006)’da MaxEnt dagiliminin
hesaplanmasinda Newton metoduna dayal ti¢ farkli algoritmay1 karsilagtirmistir.
Balestrino ve ark. (2006)’da MaxEnt dagiliminin tahminde etkin bir niimerik
yaklagim onermislerdir.

Son yillarda MaxEnt ve MinxEnt metotlar1 yardimiyla, parametre tahmini,
kontenjan tablolari, kuyruk teorisi, zaman serisi analizi gibi istatistigin diger
onemli konular1 da incelenmektedir.(Kapur ve Kesevan 1992; Ranneby 1984;
Ranneby ve ark. 2005; Park ve Park 2001; Bera ve Park 2009).

Ayrica  Shamilov (2006, 2007) ¢alismalarinda, moment vektor
fonksiyonlarindan olusan K kiimesi tiizerinde U entropi optimizasyon
fonksiyonellini tamimlayarak, U ’ya minimum ve maksimum deger veren moment
fonksiyonlarmn1  bularak bu moment fonksiyonlarina uygun dagilimlar
tanimlamistir. Bu dagilimlardan en Onemlileri, genellestirilmis entropi
optimizasyon dagilimlar1 olarak adlandirilmis olan MinMaxEnt, MaxMaxEnt,
MaxMinxEnt, MinMinxEnt dagilimlaridir. Genellestirilmis entropi optimizasyon

dagilimlari, verilmis moment fonksiyonlar1 kiimesinden istatistiksel veriye entropi



optimizasyon Ol¢iimiine gére en yakin ve en uzak olan dagilimlar1 belirleyen
moment fonksiyonlarinin bulunmasini gergeklestirerek, istatistiksel veriyi kriterler
acisindan daha iyi modellemeyi saglamaktadir.

Samilov A. danismanligi ile Mert Kantar (2006)’da doktora tezinde ve Usta
(2006) ise yiiksek lisans tezinde MinMaxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlartyla ile
ilgili ¢esitli teorik incelemeler ve uygulamalar yapmislardir.

Shamilov, Mert Kantar ve Usta (2008a) calismasinda riizgar hizinin
dagilimmin modellenmesinde MinMaxEnt dagilimlar1  kullanarak klasik
istatistiksel dagilimlarla karsilagtirmislardir. Ayrica bu ¢alismalarinda riizgar giicii
tahminlerinin belirlenen MinMaxEnt dagilimlar1 kullanilarak, daha az hatayla
tahmin edilebilecegini gostermislerdir. Shamilov ve ark.(2008b)’de MinMaxEnt
dagiliminin belirlenmesinde 6nem bir yere sahip olan K kiimesinin uygunlugu
kavramin gelistirerek gerekli teorik ve pratik incelemeleri yapmuslardir.

Yapilan arastirmalar sonucunda entropi optimizasyon dagilimlart ve
genellestirilmis entropi optimizasyon dagilimlarinin tasidigi 6zellikler bakimindan,
siirekli rassal degiskenler i¢in bulunmasinin hem teorik hem de niimerik agidan
bir problem olusturdugu goriilmiistiir. Uygulama agisindan bakildiginda da,
stirekli rassal degiskenler i¢in MaxEnt ve MinxEnt dagilimlarinin bulunmasinda
karsilagilan farkli zorluklar vardir. S6z konusu zorluklardan birisi, bu dagilimlarin
bulunmasin da 6nemli role sahip olan Lagrange carpanlarinin integral isareti
altinda olmasidir. Bu durum integral hesabinda niimerik yontemlerden en iyisinin
se¢ilmesini gerektirir. Yapilan incelemeler sonucunda niimerik integral hesabi
yontemlerinden en dnemlisinin, Gauss-Legendre nlimerik integral yontemi oldugu
gorlilmiistiir (Fikhtengoltz 1959; Demidovich ve Maron 1970; Abramowitz ve
Stegun 1972; Ormoneit ve White 1999; Rockinger ve Jondeau 2002).

Bu tez ¢alismasinda, siirekli rassal degiskenler icin MaxEnt ve MinxEnt
entropi optimizasyon dagilimlarinin bulunmasi problemi Gauss-Legendre integral
hesab1 yoOntemiyle ¢06ziilmiistiir ve yoOntemin performans: incelenmistir. Bu
yontem daha sonra siirekli rassal degiskenler i¢cin MinMaxEnt, MaxMaxEnt,
MaxMinxEnt, MinMinxEnt genellestirilmis entropi optimizasyon dagilimlarinin
bulunmasi i¢in de gelistirilmistir. Bu yontem Gauss-Legendre yaklasimina dayali

yontem olarak adlandirilmistir. Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontemle elde



edilmis genellestirilmis entropi optimizasyon dagilimlari ile cesitli istatistiksel
veriler modellenmistir. S6z konusu yontemle elde edilmis dagilimlarin uyumu
istatistiksel testler ve kriterler yardimiyla gosterilmistir.

Tezin bundan sonraki béliimleri su sekilde diizenlenmistir. Ikinci béliimde,
siirekli rassal degiskenler icin MaxEnt, MinxEnt metotlart ve bu metotlarin
onerdigi sirastyla MaxEnt, MinxEnt dagilimlar1 ele alimmustir. Siirekli rassal
degiskenler i¢cin MaxEnt ve MinxEnt dagilimlarinin bulunmas1 problemi Gauss-
Legendre integral hesabi yontemiyle ¢oziilmiistiir. Ayrica ayni boliimde MaxEnt
ve MinxEnt dagilimlarinin  Gauss-Legendre yaklasimina dayali yoOntemle
bulunmasina ait ¢esitli incelemeler yapilmistir.

Uciincii  boliimde, siirekli rassal degiskenler icin MaxEnt metodu
yardimiyla moment fonksiyonlarina bagli 6zel fonksiyonel ile bu fonksiyonele K
kiimesi iizerinde minimum ve maksimum deger veren genellestirilmis MaxEnt
dagilimlar1 bir bagka ifade ile MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlari(Shamilov
2006, 2007) tanitilmistir. Ayrica bu boliimde, Gauss-Legendre yaklagimina dayali
yontem stirekli rassal degiskenler i¢in MinMaxEnt, MaxMaxEnt dagilimlar1 i¢in
gelistirilmistir.

Dordiincii boliimde, siirekli rassal degiskenler icin MinxEnt metodu
yardimiyla moment fonksiyonlarina bagli 6zel fonksiyonel ile bu fonksiyonele K
kiimesi tlizerinde maksimum ve minimum deger veren genellestirilmis MinxEnt
dagilimlarindan diger bir ifade ile MaxMinxEnt ve MinMinxEnt dagilimlarindan
(Shamilov 2006, 2007) bahsedilmistir. Ayrica bu boliimde, Gauss-Legendre
yaklasimina dayali yontem siirekli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt ve
MinMinxEnt dagilimlari i¢in gelistirilmistir.

Besinci boliimde, moment kisitlarina bagli 6zel o6nsel dagilimlara uygun
olarak MinxEnt dagilimi i¢in Lagrange carpanlarinin bulunmasi yontemi teorem
seklinde ifade edilmistir. S6z konusu teorem yardimiyla MinxEnt dagilimi ile aym
moment kisitlar1 saglayan MaxEnt dagilimi i¢in de Lagrange carpanlarinin
bulunmasi problemi ¢oziilmiistiir.

Altinc1 boliimde, genellestirilmis entropi optimizasyon dagilimlart i¢in
sonlu sayida elemandan olusan moment vektdr fonksiyonlari1 kiimesi, entropi

optimizasyon dagilimlar1 i¢in Lagrange ¢arpanlariin analitik ifadelerinin



bulunmasi ve yaygin olarak kullanilan bazi istatistiksel testler ile kriterler ele
alinmustir.

Yedinci boliimde, stirekli rassal degiskenler icin Gauss-Legendre
yaklagimina dayali yontem ile bulunan genellestirilmis MaxEnt dagilimlarinin,
diger bir ifade ile MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlarinin, ¢esitli istatistiksel
verilerin modellenmesine iligkin uygulamalar sunulmustur. Bu dagilimlarin
istatistiksel veriye uyumu, cesitli uyum iyiligi testleri ve informasyon kriterlerine
gore incelenmistir. Ayrica bulunan MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlarinin
uyumu gorsel olarak da sunulmustur

Sekizinci boliimde, siirekli rassal degiskenler icin Gauss-Legendre
yaklagimina dayali yontem ile bulunan genellestirilmis MinxEnt dagilimlarinin,
diger bir ifade ile MaxMinxEnt ve MinMinxEnt dagilimlarinin, ¢esitli istatistiksel
verilerin  dagilimmin bulunmasina iliskin uygulamalar sunulmustur. Bu
dagilimlarin istatistiksel veriye uyumu, cesitli uyum iyiligi testleri, informasyon
kriterlerine ve gorsel olarak da incelenmistir.

Son boliimde elde edilmis sonuglar ve oneriler sunulmustur.



2. ENTROPIi OPTIMIiZASYON METOTLARI

Bu boliimde siirekli rassal degiskenler icin, Shannon entropi Ol¢imiinii
maksimum yapmaya dayali olan MaxEnt metodu ve Kullback-Leibler capraz
entropi Ol¢limiinli minimize etmeye dayali olan MinxEnt metodu ele alinmustir.
Ayrica siirekli rassal degiskenler icin MaxEnt ve MinxEnt dagilimlarinin

bulunmasi problemi Gauss-Legendre yontemiyle ¢oziilmiistiir.

2.1. Siirekli Rassal Degiskenler icin Maksimum Entropi Metodu

Shannon entropi Olglimiinii, rassal degiskenden elde edilen moment
bilgilerine gore maksimum yapan ¢oziimii, rassal degiskenin dagilimi olarak
kullanilmasini 6neren metoda MaxEnt metodu, Onerilen dagilima da MaxEnt
dagilimi denir. MaxEnt metodu mevcut bilgiyi etkin sekilde kullanamaya dayanir
ve elde edilen MaxEnt dagilimi, bu rassal degiskene uygun diger dagilimlar
arasinda en yansiz olanidir (Jaynes 1957). MaxEnt metodu kesikli ve siirekli
rassal degiskenler i¢in gegerlidir. Siirekli rassal degiskenler i¢in MaxEnt metodu
asagida verilmistir.

X stirekli rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) olsun. X

stirekli rassal degiskeninin Shannon entropi 6l¢limii,

b
H(x) = [ f(x)In f (x)dx 2.1)
seklinde tanimlanir. Siirekli X rassal degiskenin (2.1) ile ifade edilen entropi
Ol¢limiinii,
b
[feodx=1 (2.2)
b
[ 2,00/ @)dx = p,, (j=1mm) (2.3)

kisitlar1 altinda maksimum yapan optimizasyon probleminin f(x) ¢éziimiini, X

siirekli rassal degiskenin dagilimi olarak kullanilmasini dneren metoda MaxEnt

metodu denir. Bu metotta dnerilen dagilima MaxEnt dagilimi denir (Jaynes 1957).



(2.3) de ifade edilen g,(x), (j=L,...,m) moment fonksiyonlari, x;, (j=1,...,m)

moment degerleri denir.
Stirekli rassal degiskenler i¢cin MaxEnt metodun da ortaya c¢ikan
optimizasyon problemi Euler-Lagrange carpanlart yontemi ile c¢oziilebilir. L

Lagrange yardimci fonksiyoneli,
b b m b
=—[ f()In £ (x)dx = (1- ao)[ [ £y - 1} - Za{ [ 2,00 f(0)dx - uj] (2.4)
a a j=1 a
sekilde tanimlanir. (2.4) de gerekli islemler yapildiginda f(x) fonksiyonu,
S(x)= eXp(— a, - g, (x)j
j=1
veya
b m
Q(a) =exp(a,) = J.exp [—Z a,g; (x)] dx
a Jj=1

olmak lizere

1 m
f(x)= o exp(—;aj gj(x)j, o= (a,0,,...a,) (2.5)

seklinde bulunur (Kapur ve Kesevan 1992; Samilov 2009). «,,«,,...,«, Lagrange

carpanlarinin  degerleri (2.3) esitlikleri ve niimerik yontemler yardimiyla
bulunabilir.

Bir bagka deyisle, (2.5) ifadesi (2.3)’ de yerine yazilarak gerekli islemler

yapildiginda,
b m
fo o a0}
a j=1 .
= , (=1,
U, o) (J m)
veya
b m
jg,(x)exp(—za,gj(x)}dx
=" - , (j=1,...,m) (2.6)

Iexp [—i a;g; (x)de



esitliklerinden yararlanarak o, (j =1,...,m) ’lerin degerleri bulunabilir. Ayrica
(2.6) ifadesinden goriildigii gibi, «,,...,«,, Lagrange ¢arpanlart p, i,,..., 1, ’lere

baghidir.

2.2, Siirekli Rassal Degiskenler icin Maksimum Entropi Metodunda Gauss-
Legendre Yaklasim

Stirekli rassal degiskenler i¢in MaxEnt metodunun uygulanmasinda 6énemli
agsamalardan biri Lagrange ¢arpanlarinin bulunmasidir. Bu problemin ¢oziimii i¢in
cesitli niimerik yontemler uygulanabilir. Bu yontemlerden en 6nemlisi Newton
yontemidir. Bunun nedeni Newton yontemi ile kurulmus yaklasimlar dizisinin
daha ytiksek yakinsama hizina sahip olmasidir.

Uygulama acisindan bakildiginda, stirekli rassal degiskenler i¢in MaxEnt
metodunun karsilastig1 farkli zorluklar vardir. Siirekli rassal degiskenler igin s6z
konusu zorluklardan birisi Lagrange ¢arpanlarinin integral altinda bulunmasidir.
Bir bagka ifade ile parametrelere bagli integrallerin dahil oldugu denklemler
sisteminden bu parametrelerin bulunmasi s6z konusudur. Bu durum integral
hesabinda niimerik yontemlerden en iyisinin se¢ilmesini gerektirir. Niimerik
integral hesab1 yontemlerinden en onemlisi Gauss-Legendre integral yontemidir
(Abramowitz ve Stegun 1972; Ralston ve Rabinowitz 1978; Noble 2000;
Rockinger ve Jondeau 2002; Woodbury 2004). Bu tez caligmasinda Gauss-
Legendre integral hesab1 yontemi, MaxEnt dagiliminin bulunmasinda niimerik
yontem olarak kullanilmistir.

Bu bolimde siirekli rassal degiskenler i¢cin MaxEnt dagiliminin
bulunmasinda kullanilan Gauss-Legendre niimerik yontemiyle ilgili gerekli
ayrintilar verilmistir

Gauss-Legendre integral yonteminde oncelikle Legendre polinomu hakkinda
bilgi verilmelidir. Legendre polinomu asagida tanimlanan probleme dayali olarak

ortaya ¢cikmistir: @ ve b keyfi verilmis sayilar olmak iizere,

[ X, ()0(x)dx =0 2.7)



Oyle n. dereceden X, (x) polinomu bulmak gerekir ki, derecesi n ’den kiigiik
olan keyfi Q(x) polinomu i¢in (2.7) esitligi saglansin.
Bu problemin ¢dziimii olan n. dereceden X, (x) polinomu,
d"
dx"
seklinde elde edilir. (2.8) esitliginde a =—1 ve b = +1 kabul edilirse X, (x),

X,(x)=c,——(x-a)" (x=b)"] (2.8)

n

d" ., .,
e [(x™ =D"] (2.9)

F,(x)=c,

polinomuna déniisiir. (2.9) polinomuna Legendre polinomu denir ve P, (x) ile

gosterilir. P,(x) Legendre polinomunda ¢, sabiti,

1
T (2.10)

formiilii yardimi ile bulunur.
Legendre polinomlart i¢in P,(1)=1, P (-1)=(-1)" ve F,(x)=1 oldugu

kabul edilir. Legendre polinomunun tanimina gore,

1

[P.(0)0(x)dx =0 @.11)
-1

esitligi derecesi n ’den kiiciik olan keyfi O(x) igin saglamr. Ozel olarak

O(x) =P, (x) alindiginda (2.11) esitligi,

1

[P.(x)P, (x)dx =0 2.12)
-1

sekline doniisiir. (2.12) esitligindeki » ve m sayilari, birbirine esit olmayan
pozitif tam sayilardir. Ozel olarak n = m se¢ildigin de,

1 i ) 2
J £ (s = 2n+1)

-1

(2.13)

esitligi gecerlidir.
Legendre polinomlarint daha kolay olusturmak i¢in, bu polinomlar arasinda
ardigik (recurrent) baglant1 vardir. Bu baglanti

(n+1)P,, —(2n+1)xP, +nP,_ =0 (2.14)

n—1

10



seklinde gosterilir. Yiiksek dereceli Legendre polinomlari, bu baglanti yardimiyla

ve Py =1, P, =x’dan yola ¢ikarak daha kolay sekilde bulunur. (2.14) ardisik

baglantis1 yardimiyla,

3 3x? -1 P 5x° = 3x

35x* —30x% +3
2 7 2 8 '

P, . (2.15)

Legendre polinomlar1 bulunabilir(Fikhtengoltz, 1959).
Gauss-Legendre niimerik integral yonteminde ©nemli role sahip olan

Legendre polinomlarinin 6zellikleri asagidaki sekilde siralanabilir.

B 1 dn
2"n! dx"

P (x) [(x*-1)"], n=012,... (2.16)

polinomuna Legendre polinomu denir.

Legendre polinomlarinin 6zellikleri:

1. P()=1, P(-))=(=D)", n=01.2,...
2. jp,,(x)Qk(x)dFo, k<n

0, (x) derecesi n’yi asamayan k dereceli keyfi polinomdur.
3. P,(x) Legendre polinomunun (—1,1) araliginda » tane birbirinden farkli

reel kokleri vardir.

2 3 4 _ 2
3x 1,P3:5x 3x’P4:35x 30x"+3
2 2 8
olmak tizere, Sekil 2.1.’de F,(x), P(x), P, (x), P (x), P,(x) Legendre

P()(x)zla Pl(x):xa P, =

polinomlarinin grafigi verilmistir.
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Sekil 2.1. Py, P, P,, P;, P, Legendre polinomlarinin grafigi

Legendre Polinamlari

Y 2 T
— P
— P
= P2
151 sm P3 |
= P4

y = f(x) fonksiyonunun Gauss-Legendre integral formiilii, [-1,1] aralig1
izerinde tanimlanmaktadir ve bu durum lineer doniisiim yardimiyla [a,b] genel
durumuna doniistiiriilmektedir.

Gauss-Legendre integral formiilii, asagida tanimlanan probleme dayali
olarak ortaya ¢ikmistir. Buna gore problem su sekildedir:

X,,X,,...,x, noktalari ve 4,,4,,..., A, katsayilarin1 6yle se¢mek gerekir ki,

JfGode =2 4.f(x) @.17)

formiilii derecesi en yiiksek N olan polinomlarin tiimii i¢in gecerli olsun.
2n—1 dereceli polinomlar 2n sayida katsay:r ile belirlendigi icin, genel
halde en yliksek derece N =2n—1 dir.

(2.17) esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul, f(x) fonksiyonunun

2

1L,x,x°,...,x>"" seklinden secilmesidir. Bir baska degisle,

1

[xfax= 4xf, (k=0,1,.,2n-1) (2.18)
i=1

-1

gecerlidir. Eger

12



2n—1

f(x)=> ¢x* (2.19)
k=0

seklinde segilirse,

1 2n-1 1

j f(x)dx= ¢, j x*dx (2.20)

-1 k=0 -1

elde edilir. (2.18) esitligi (2.20) esitliginde yerine yazildiginda

1 2n-1

1 n— n
.[f(x)dx = ZZ:lck kadx = ch ZA,-x,-k
-1 k=0 k=0 i=1

-1

= iAi ickxik = iAif(xi)
veya
Jfeodse =2 4.f(x) (221)

sonucuna ulagilir

2
p (-1 |—— k cift ise
[ dax=2CD 1 4 (2.22)

-1 k+1 0 k tek ise

oldugu dikkate alindiginda x; ve 4, ’lerin bulunabilmesi i¢in, (2.23) seklinde

verilen 2n sayida denklemler sisteminin ¢oziilmesi gerekir.

>4 =2, k=0 |
i=1
D Ax, =0, k=1
i=1
’ (2.23)
D Ax =i, k=2n-2
i=1 21’! _1
> Axr =0, k=2n-1
i=1

(2.23) sistemi lineer olmayan (nonlineer) denklem sistemidir ve bu sistemin
¢Oziimii biiyiilk matematiksel zorluklara dayanmaktadir. Fakat (2.23) sistemini
¢ozmek i¢in asagida verilen yontem uygulanir.

P (x) Legendre polinomu olmak iizere,

13



f(x)=x"P (x), (k=0,1,....n—1) (2.24)
fonksiyonu ele alalim. Bu polinomlarin derecesi 27 —1’den kiigiik oldugu i¢in,
(2.23) sistemi dogrultusunda (2.18) formiilii gecerli olmak zorundadir. Bu

durumda,

1

jkan (x)dx = ZA,.kan (x,), (k=0,1,...,n-1) (2.25)
i=1

i

-1
esitligi yazilabilir. Legendre polinomlarinin ikinci 6zeligine gore,

1
[xP()ax=0,  (k=0,1,..,n-1) (2.26)

-1

esitligi gecerlidir. (2.25) esitligi (2.26) esitlinde dikkate alinirsa,
> Ax/P(x)=0, (k=0,1,..n-1) (2.27)
i=l

elde edilir. (2.27) esitliginde P,(x;) =0, (i=1,...,n) kabul edilirse, 4, ’lerin keyfi
degerleri igin (2.27) esitligi gecerlidir. Bagka bir ifade ile (2.17) formiiliine en
yiiksek kesinlik derecesi ile ulagsmak i¢in x, noktalar1 olarak Legendre

polinomunun koklerini segmek gerekir.

x, ’ler bilindiginde (2.23) sisteminin ilk » denkleminden 4, katsayilari

bulunabilir. (2.23) sistemin determinanti Vandermonde determinantidir ve sifirdan

farkhidir. Bir bagka ifade ile, Legendre polinomlarinin {ic¢lincii 6zeligine gore,

polinomun kokleri reel birbirinden farkli oldugu i¢in D = H (x; —x,;)#0 dir. Bu

i>j
durumda 4, ’ler tek ¢oziime sahiptir.
x, ’ler P,(x;) Legendre polinomun kokleri ve 4, ’ler (2.23) sistemi ile

tanimlaniyor ise, bu durumda (2.17) formiiliine Gauss-Legendre niimerik integral
yontemi denir.

(2.17) formiilii, @ ve b keyfi sayilar olmak iizere [a,b] araliginda siirekli
f(x) fonksiyonlar1 i¢inde gegerlidir. [a,b] araliginda siirekli /' (x) fonksiyonlar

igin

[ f(oax (2.28)

14



integralinin Gauss-Legendre niimerik integral formiilii,

b+a b-a
= + t, te[-11 2.29
X=— 5 e[-L]] (2.29)

lineer doniisiimii yapilarak bulunur. (2.29) doniisimi (2.28) integralinde

uygulandiginda,

b b —a 1

[£ G === [ g+ 5oyt (2.30)
a -1

elde edilir. (2.30) esitligi (2.17) formiiliinde dikkate alindiginda,

f b-a3

[ £ (odx== 2 AL () (2.31)

formiiliine ulasilir. (2.31) formiiliine [a,b] aralifinda Gauss-Legendre niimerik
integral formiilii denir. ¢, ’lere Legendre polinomunun kokleri, A4, ’lere ise bu

koklere karsilik gelen Gauss agirliklari denir (Demidovich ve Maron 1970;
Abramowitz ve Stegun 1972).

t,’lere Legendre polinomunun kdkleri ve bu koklere karsilik gelen 4. Gauss

agirliklarim bulmak icin MATLAB dilinde program yazilmistir. Bu program
yardimiyla elde edilen kok ve agirliklar su sekildedir.

Cizelge 2.1. Gauss-Legendre niimerik integral yonteminde kullanilan Legendre kokleri ve bu

koklere karsilik gelen Gauss agirliklart

[Fed=Y 41)

N ! Legendre Kokleri | A4 Gauss Agirliklart
2 +0.5773502692 1.0000000000
3 1 0.7745966692 0.5555555556
0.0000000000 0.8888888888
4 *0.8611363116 0.3418548451
+0.3399810436 0.6521451549
1 0.9061798459 0.2369268851
5 +0.5384693101 0.4786286705
0.0000000000 0.5688888888
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Stirekli rassal degiskenler icin MaxEnt dagilimimi bulmak icin

a;, (j=1,.,m) Lagrange c¢arpanlarinin bulunmasi gerekir. Bunun igin

a;, (j=1...m)’lerin u,, (j=1,...,m) lere baghligin1 gosteren
b m
feoon{ ool
a J=1
Hp="" " ’
Iexp[— a,g; (x)de
a Jj=1

denklem sisteminden yararlanilir. o, (j=1,...,m) parametrelerine bagh

(j=1,...,m) (2.32)

integrallerin dahil oldugu denklemler sisteminde bu parametrelerin bulunmasi
gerektiginden dolay1 (2.32) sisteminin ¢dziimii zordur.

Bu durum integral hesabinda niimerik ¢6ziim yontemlerinin kullanilmasini
gerektirir. Literatiirde Gauss-Legendre yaklasimi, integral hesabinda niimerik
¢ozlim yontemleri arasinda en iyisi olarak kabul edilmektedir (Fikhtengoltz 1959;
Demidovich ve Maron 1970; Noble 2000; Rockinger ve Jondeau 2002).

Bu yaklasim (2.32) sitemindeki,

b m
Q(u):J-exp(—Zajgj(x))dx, o=(a,a,,..a,) (2.33)
a J=1
integraline uygulansin. Gauss-Legendre niimerik integral formiiliinde,
b+a b-a
= t, tel[-1l1 2.34
5 5 [-L1] (2.34)

t €[-1,1] Legendre polinomunu kokleri veya diigiim noktalar1 olmak tizere, (2.34)

lineer doniisiimii uygulandiginda,
b—a = 1
Q(a) :Tj.exp —Zajgj[g(l(b—a)-i-(b-i-a))] dt (2.35)
—1 Jj=1

esitligi elde edilir. (2.35) integralinde (2.31) Gauss-Legendre formiilii
uygulandiginda,

aw="0Y 4 exp{—i a8 [ (b= a)+ b+ a))]j

veya

n, = %(li (b—a)+ (b+a)) olmak lizere
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b —a m
Qo) = TZA,. exp[—z ag, (77")} . a=(a,0,,..a,) (2.36)
i=1 Jj=1
sonucu elde edilir. (2.32) esitligindeki
b m
[2,() exp[— Yag, (x)de (2.37)
a Jj=1
integrali icinde benzer siire¢ izlendiginde,

J2,) exp[— >, (x)JdF Ly ag, (m)exp[—ﬁ’ ag, (771-)) (238)

sonucu elde edilir. (2.32) esitligi yaklasik olarak,

1 b_ n m
T 2a;Aig,<ni)exp(—;a,g,<ni)] . (=Lm) (2:39)

ifade edilebilir. Boylece «, (j=1,...,m) Lagrange carpanlar1 integral isareti

altinda olan ve (2.32) de ifade edilen denklem sistemi, parametreleri toplam igareti
altinda bulunan ve (2.39) da ifade edilen denklem sistemine doniisiir. Bu durum
uygun niimerik ¢éziim yontemlerinin uygulanmasini kolaylastirmis olur. Diger bir
ifade ile stirekli rassal degiskenler icin MaxEnt dagiliminin uygulanabilirligini
genigletmis olur.

Stirekli rassal degiskenler i¢in MaxEnt dagilimi bir baska ifade ile

a;, (j=1,..,m) Lagrange carpanlar1 (2.39) ile ifade edilen denklem sistemine

cesitli niimerik yontemler uygulayarak bulunabilir.

2.3. Siirekli Rassal Degiskenler icin MaxEnt Dagiliminin Bulunmasina Tliskin

incelemeler

Bu boliimde siirekli rassal degiskenler icin MaxEnt dagiliminin
bulunmasiyla ilgili iki farkli inceleme yapilmustir. ilk incelemede, siirekli rassal
degiskenler i¢in MaxEnt dagiliminin bulunmasinda Gauss-Legendre yaklagimina
dayali yontemin performansi simiilasyon calismasiyla gosterilmistir. Ikincisinde
ise siirekli rassal degiskenler icin MaxEnt dagiliminin bulunmasi ve moment kisit
sayisina baglh olarak elde edilen MaxEnt dagilimlarinin degisimi incelenmistir.

Yapilan tiim hesaplamalar i¢in MATLAB’da yazilan programdan yararlanilmistir.
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2.3.1. Siirekli Rassal Degiskenler icin MaxEnt Metodunda Gauss-

Legendre Yaklasiminin Onemi

Bu uygulama ile siirekli rassal degiskenler i¢cin MaxEnt dagiliminin
bulunmasinda ortaya ¢ikan Lagrange g¢arpanlarinin hesaplanmasinda kullanilan
Gauss-Legendre yaklasimmin performansi, simiilasyon ¢alismasiyla ortaya
konulmustur. Simiilasyon siireci su sekilde olusturulur:

e o, (j=1,..,m) Lagrange ¢arpanlarinin analitik sekilde ifade edilebilen

bir dagilim segilir.

e Secgilen dagilim i¢in a;, (j=1..,m) Lagrange carpanlarinin gergek

(anakiitle) degerleri belirlenir.

e Secilen dagilimin Lagrange carpanlarinin gercek degerleri ile n birimlik

ornek secilir.

e Secilen Ornekten, MaxEnt dagilimmni belirleyen moment degerleri

hesaplanir veya belli bir deger verilir.

e Secilen dagilima uygun moment kisitlar1 yardimiyla olusturulan MaxEnt

dagilimmin Lagrange carpanlar1 Gauss-Legendre yaklagimi ile hesaplanir.

e Busiireg N defa tekrarlanir.

e Gauss-Legendre yaklasimi yardimiyla hesaplanan bir baska ifade ile

tahmin edilen Lagrange c¢arpanlar1 degerlerine uygun Bias (yan), MSE

(ortalama karesel hata ) degerleri hesaplanir.

Yukaridaki siirece gore olusturulan simiilasyon su sekildedir:
e Bilindigi gibi, moment fonksiyonlar1 g,(x)=x ve g,(x)=x" seklinde
secildiginde MaxEnt dagilimi 6zel olarak Normal dagilima doniisiir.

Ayritili bilgi Bolim 6.2’de verilmistir. Bu sebepten dolayma dagilim

olarak, X ~ N(u,0”) Normal dagilimi segilmistir.
e Normal dagilimin parametreleri z ve o ( X ~N(u,0°) ) seklinde
segildiginde, uygun «; , o, Lagrange carpanlari degerleri bulunur. Gerekli

ayrintt Boliim 6.2°de anlatilmistir.
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e X ~N(u,0”) normal dagilimindan sirasiyla n = 25,50,100,200 birimlik
ornek secilmistir.

e Bu Ornekten MaxEnt dagilimini  belirleyen moment degerleri

H; = %Z g,(x), (j=12) tahmincileri yardimiyla hesaplanmistir.
i=1

e Normal dagihm igin g,(x)=x ve g,(x)=x" moment fonksiyonlarina

dayali MaxEnt dagilimina uygun Lagrange carpanlar1 Gauss-Legendre
yaklasimi ile hesaplanmigtir.

e Siire¢ her bir 6rnek biiytlikliigii icin N =1000 defa tekrarlanmistir.

e Gauss-Legendre yaklagimi yardimiyla hesaplanan Lagrange carpanlari
degerlerine uygun Bias, MSE degerleri hesaplanmistir.

Yukarida ifade edilen simiilasyon siireci sirastyla X ~ N(0,1), X ~ N(-1,3)

ve X ~ N(3,1.5) rassal degiskenleri i¢in uygulanmistir ve sonuglar Cizelge 2.2.

de gosterilmistir.

Cizelge 2.2. X ~N(0,1) , X ~N(-1,3) V€ X ~N(3,1.5) rassal degiskenleri igin MaxEnt
dagiliminin Gauss-Legendre yaklagimina gore incelenmesi

Ve

Gauss-Legendre
Yaklagimina gore Hesaplanan Lagrange Carpanlarina Uygun Sonuglar

N(0,1) N(-1,3) N(3,1.5)

a =0 a,=05 o =0333 a,=0166 o =-2 «, =0.333

o, a, a, a, a, a,

n=25 -0.0083  0.0099 0.0527 0.0281 -0.0252 0.0197

g n=50 0.0078  0.0059 0.0331 0.0162 -0.0125 0.0172
| x=100 0.0028  0.0016 0.0111 0.0070 -0.0116 0.0099
n=200 -0.0008 0.0009 0.0086 0.0048 -0.0051 0.0090
n=25 0.0340 0.0281 0.0337 0.0035 0.0997 0.0092

B on= 50 0.0203 0.0144 0.0156 0.0018 0.0864 0.0075
= n=100 0.0105  0.0061 0.0080 0.0006 0.0551 0.0026
n=200 0.0045 0.0029 0.0031 0.0003 0.0250 0.0014

Cizelge 2.2 den goriildiigii gibi ¢, parametresi i¢in n 6rnek biiyiikliiklerine

secilen dagilimlara uygun Gauss-Legendre yaklasimma dayali olarak
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hesaplanan Lagrange carpanlarinin Bias degerleri —0.0008 ile 0.0527 arasinda

degismektedir. «, parametresi igin ise, uygun Bias degerleri 0.0009 ile

0.02806 arasinda degisim gostermektedir. Benzer sonuglar MSE degeri iginde

gdzlenmektedir. Ornedin ¢, parametresi i¢in n 6rnek biiyiikliiklerine ve segilen
dagilimlara uygun MSE degerleri 0.0031 ile 0.0997 arasinda degisirken, o,

parametresi i¢in uygun MSE degerleri 0.0003 ile 0.0281 arasinda degismektedir.
Bir baska ifade ile Gauss-Legendre yaklasimiyla hesaplanan Lagrange
carpanlarinin degerlerine uygun Bias ve MSE degerleri oldukea kiiciiktiir.
Beklendigi gibi bu sonuglar ayni zamanda, n Ornek biylkligl artikca
uygun Bias ve MSE degerlerinin azaldigin1 da gostermektedir. Diger bir ifade ile
n Ornek biylikliigline bagli olarak artan moment bilgisinin Gauss-Legendre
yaklagimiyla hesaplanan Lagrange carpanlarinin  degerlerine  yansidigi
goriilmektedir. Bu sonu¢ gorsel olarak Sekil 2.2 ve Sekil 2.3 de

desteklenmektedir.

Sekil 2.2. N(0,1) rassal degiskeninden gekilen » =25 birimlik 6rnekler i¢in hesaplanan Lagrange
carpanlarina uygun (o, o,) noktalarin sagilimi

Normal(0,1) Dagilim1 igin Gauss-Legendre Yaklagimma gére a; ve o, Degerleri
1

. e Hesaplanan D. (o, a,)

0.9 O Gergek D. (ay,a,)=(0,0.5) ¢ ° i

0.8

0.7r

0.6

0.5F

a3

0.4r

0.3r

0.2r B

0.1r B

o
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Sekil 2.3. N(0,1) rassal degiskeninden gekilen =200 birimlik 6rnekler i¢in hesaplanan Lagrange
carpanlarina uygun (a,,a,) noktalarin sagilimi

Normal(0,1) Dagilmi i¢cin Gauss-Legendre Yaklasimma gére o ; ve o, Degerleri
1
o Hesaplanan D. (a;.a,)
0.9r O Gergek D. (a;,a,)=(0,0.5) ]
0.8 ,
0.7} * R
0.6 ,
L]

S 05 R
0.4 B
0.3 ,
0.2 B
0.1r B

0 L L L L L L L L L
-0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
a

Sekil 2.2 ve Sekil 2.3 den goriildigi gibi, X ~ N(0,1) rassal degiskeninden
cekilen n=200 birimlik 6rneklere uygun olacak sekilde hesaplanan Lagrange
carpanlarinin o, ve o, degerlerinin belirledigi (o,,0,) noktalarmin gergek
o, =0 ve a, =0.5 degerlerinin belirledigi (0,0.5) noktas: etrafindaki sag¢ilimu,
n=25 birimlik Orneklere gore daha yakindir. Diger bir ifade ile n Ornek
blyiikliigline bagli olarak moment bilgisi artikga, hesaplanan Lagrange
carpanlarina uygun (o,,0,) noktalarin sagilimi gergcek (0,0.5) noktasina
yakinlasmaktadir. Bu gorsel sonu¢ simiilasyon siirecinde segilen tiim rassal
degiskenler icin de elde edilmis olmasmna ragmen sadece X ~ N(0,1) rassal
degiskeni i¢in sunulmustur.

Elde edilen tiim sonuglara gore, Gauss-Legendre yaklasimiyla hesaplanan
Lagrange c¢arpanlarinin degerlerinin gergek degerlere olduk¢a yakin oldugu
sOylenebilir. Bir baska ifade ile siirekli rassal degiskenler icin MaxEnt dagiliminin

bulunmasinda Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontemin kullanimi elverislidir.
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2.3.2. Siirekli Rassal Degiskenler icin MaxEnt Metodunda Moment

Kosullarinin Onemi

Bu boliimiinde stirekli rassal degiskenler icin MaxEnt dagiliminin Gauss-
Legendre yaklasimina dayali olarak bulunmasiyla ilgili bir uygulama yapilmistir.
Dagilimi aranan X rassal degiskeni, Istanbul menkul kiymetler borsasinda islem
goren bir hisse senedinin 1996 ile 1998 yillar1 arasindaki haftalik getiri
degerleridir.

MaxEnt dagilimin bulunmasinda moment kosullarinin énemini gdstermek
icin, moment fonksiyonlar1 olarak literatiirde yaygin olarak kullanilan kuvvet
fonksiyonlar1 (g;(x) = x/, j=1,...,m) secilmistir (Ormoneit ve White 1999; Wu
2003). Ayrica m moment kisit sayisinin artirilmasmna baglh olarak,
a;, (j=1,...,m) Lagrange ¢arpanlarinin degerlerindeki degigim ile uygun MaxEnt
dagilimlarinin degisimi incelenmistir.

Hisse senedinin haftalik getirilerinin dagilimi i¢in moment kisitlarina bagh

olarak alt1 farkli (MaxEnt), , (m=1,..,6) dagilimlar1 asagida verilen Entropi

optimizasyon probleminin ¢oziimii seklinde olusturulur:

H(x)= —j F(x)In £ (x)dx

b

[ f)dx = 1, (j=0,..,m), (m=1,..,6) ve (4, =1)

a

(2.40)

(2.40)’dan gorildigi gibi, (MaxEnt), dagilimi moment kisit sayisina
(m=1,..,6) baghh olarak degismektedir. (2.40) ile ifade edilen entropi

optimizasyon problemindeki y;, (j =1,...,m) moment degerleri,

IS 0 .
=25 (G=Lem) (2.41)

yardimiyla hesaplanir. Hisse senedinin haftalik getirilerine uygun (MaxEnt),

(m=1,..,6) dagilmlar1 i¢in (2.41) yardimiyla hesaplanan moment degerleri

Cizelge 2.3 de verilmistir.
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Cizelge 2.3. Hisse senedinin haftalik getirilerine uygun (muxtnr), (m=1,...,6) dagilimlari i¢in

hesaplanan moment degerleri

Moment Degerleri

Moment Sayis1

Hy Hy Hy Hy Hs He

I 0.2471 — — — — —

II 0.2471 4.8756 — — — —

111 0.2471 4.8756 3.3137 - — —

v 0.2471 4.8756 3.3137 117.0119 — —

\'% 0.2471 4.8756 3.3137 117.0119 -19.1150 -
VI 0.2471 4.8756 3.3137 117.0119 -19.1150 4248.1754

Cizelge 2.3°de gorildugi gibi, moment fonksiyonun (g, (x) =x’) derecesi
artiginda, x;, moment degerlerinde biyiik artislar olmaktadir. Bu sonug, moment

fonksiyonlart kuvvet momentleri seklinde se¢ilmesinden ve hisse senedinin
haftalik getirilerinin degerlerinde biiylik veya kiicliik sigramalar olmasindan
kaynaklanmaktadir. Bu durum MaxEnt dagilimini1 olumsuz yonde etkilemektedir
(Dalén 1987; Wu ve Stengos 2005).

(2.40)’da belirtilen moment kisitlarina ve Cizelge 2.3’de belirtilen moment

degerlerine uygun olarak bulunan (MaxEnt), (m=1,..,6) dagilimlarinin, Gauss-

Legendre yaklasimina dayali yonteme goére hesaplanan Lagrange carpanlari

degerleri Cizelge 2.4’de verilmistir.

Cizelge 2.4. Hisse senedinin haftalik getirilerine uygun (MaxEnt), (m=1,...,6) dagilimlarinin

Gauss-Legendre yaklagimina gore hesaplanan Lagrange carpanlari degerleri

Gauss-Legendre
MaxEnt Dagilimlary Y aklagimina gore Hesaplanan Lagrange Carpanlari Degerleri

a, a, a, a, a, o,
(MaxEnt), -0,0593 — — — — —
(MaxEnt), -0.0540  0.1008 - - - -
(MaxEnt), -0.0439  0.1010  -0.0007 — - -
(MaxEnt), 0.0015 0.2437 -0.0062 -0.0043 - -
(MaxEnt), -0.0193  0.2453  -0.0029 -0.0044 -0.0001 -
(MaxEnt), 0.0314 03010 -0.0121 -0.0088  0.0002  0.0001
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Cizelge 2.4’e gore, (MaxEnt), dagilim igin kisit sayisinin artirilmasi ile
Lagrange carpanlarinin degerlerinde bir degisme oldugu goriilmektedir. Fakat
g,;(x) =x’, (j=0,..,5) moment fonksiyonlarina uygun (MaxEnt), dagilimi igin
bulunan a; Lagrange ¢arpani degeri oldukga kiigiiktiir. Benzer sonu¢ (MaxEnt),
dagillminda a, ve «, Lagrange carpanlarinin degerleri icinde gecerlidir. Bu
sonug g,(x)=x" ve g,(x)=x° moment fonksiyonlarinin (MaxEnt), dagilimina

modelleme bakimindan 6nemli bir katkis1 olmadigini gosterir. Ayrica daha 6nce
belirtildigi gibi g,(x), g,(x) ve g,(x) moment fonksiyonlarma bagli moment
degerleri, istatistiksel verideki biiylik veya kiiciik degerlerden (sigramalardan)
olumsuz yonde etkilenmektedir. Bu olumsuzluklardan dolayi, MaxEnt dagilimi
icin  moment  fonksiyonlart  olarak, g, (x) =x/, (j=1,..,m) kuvvet
fonksiyonlarin kullanilmasinin yeterli olmayacagi sdylenebilir. Bu durum, daha
uygun moment fonksiyonlarinin se¢imini 6n plana ¢ikmaktadir (Wu ve Perloff
2007; Shamilov ve ark. 2008a, 2008b; Bera ve Park 2009). Ileride bu konu bir
boliim (Boliim 6.1) halinde tekrar ele alinacaktir.

Hisse senedinin haftalik getirileri i¢in bulunan (MaxEnt), (m=1,..,6)

dagilimlarinin grafigi Sekil 2.4’de gosterilmistir.

Sekil 2.4. Hisse senedinin haftalik getirilerine uygun (ymaxgnr)  (m =1,...,6) dagilimlarinin grafigi

Hisse Senedinin Haftalik Getirilerine Iliskin MaxEnt Dagilimlar1

70

Frekans
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Sekil 2.4’den hisse senedinin haftalik getirileri i¢in bulunan (MaxEnt)

m

(m=1,.,6) dagilmlann arasinda (MaxEnt), , (MaxEnt), ve (MaxEnt),

dagilimlarinin istatistiksel veriye uyumu, gorsel olarak goriilmektedir. Fakat
istatistiksel verinin biiyiik (sag kuyruk) veya kiiciik (sol kuyruk) degerlerinde, s6z
konusu dagilimlarin olumsuz etkilendigi Sekil 2.4’den gorsel olarak da
gozlenmektedir. Diger bir ifade ile Lagrange ¢arpanlari ve moment degerlerinden

cikardigimiz sonug, gorsel olarak da desteklenmektedir.

2.4. Surekli Rassal Degiskenler icin Minimum Capraz Entropi Metodu

Bir rassal degiskenden elde edilen moment bilgisini ve ayni rassal degiskene
ait onsel dagilim bilgisini, Kullback-Leibler ol¢iimiine gore minimum yapacak
sekilde kullanan metoda MinxEnt metodu ve bu metodunun 6nerdigi dagilima da
MinxEnt dagilimi denir. MaxEnt metodunda oldugu gibi MinxEnt metodu da,
kesikli ve siirekli rassal degiskenler icin gegerlidir. MinxEnt metodunun en
onemli 6zelligi onsel dagilim bilgisini kullanmasidir. Bununla beraber, diizgiin
dagilim o6nsel dagilim olarak secildigi durumlarda, MinxEnt metodu ile MaxEnt
metodu arasinda ¢ok yakin bir iligki vardir. Bir baska ifade ile bu iki metot cakisir
(Kullback 1997; Kapur ve Kesavan 1992).

Stirekli rassal degiskenler icin MinxEnt metodunu kisaca su sekilde

Ozetlenebilir. X siirekli rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x)

ve Onsel dagilimi g(x) olsun. X siirekli rassal degiskeninin Kullback-Leibler

Olglimiinii,

D(f :q)= j rmd 0.42)
ve moment kisitlari,

[feoax=1 (2.43)
J&,0f@dr=p,. J=lsm (2.44)
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seklinde tanimlanir. (2.44) de ifade edilen g;(x), (j =1L...,m) fonksiyonlarina
moment fonksiyonlari, u;, (j=L...,m) degerlerine de g,(x), (j=1....m)

moment fonksiyonlar1 yardimiyla rassal degiskenden elde edilen moment
degerleri denir.
(2.42)’de tanimlanan Kullback-Leibler Ol¢timiinii (2.43), (2.44) kisitlar

altinda minimum yapan optimizasyon probleminin f(x) ¢0ziimiinii, X siirekli

rassal degiskenin daglimi olarak kullanilmasin1 6neren metoda MinxEnt metodu
ve bu metotta 6nerilen dagilima MinxEnt dagilim1 denir (Kullback 1959).

Stirekli rassal degiskenler i¢in MinxEnt metodun da ortaya c¢ikan
optimizasyon problemi Euler-Lagrange carpanlart yontemi ile c¢oziilebilir. L

Lagrange yardimc1 fonksiyoneli,

L E_j[f(x)ln%dx—(ao —I)Gf(x)dx—l]—éaj(jgj(x)f(x)dx—,ujj(z,45)

seklinde tanimlanir. «, (j =1,...,m) ’lere Lagrange carpanlart denir. L Lagrange

yardimci fonksiyonelinde gerekli islemler yapildiginda f(x) fonksiyonu,
f()=q() exp(—ao Da, (x)j
=
seklinde bulunur (Kapur ve Kesevan 1992; Samilov 2009). Bir bagka ifade ile
@) = explar) = [ () exp{—ﬁ ajgj(X)de
a J=
olmak iizere

1 m
f(x)= mq(x) exp(—; a_ig_/.(x)J , a=(a,a,,..,a,) (2.46)

seklinde gosterilebilir. Genel durumlarda «,, (j =1,...,m) Lagrange ¢arpanlarinin
degerlerinin analitik ¢oziimi yoktur. «,, (j=1L,...,m) ’ler nimerik ydntemler

yardimiyla bulunabilir.
Niimerik yontemler de kullanilan denklemler, (2.46) ifadesi (2.44)’ de

yerine yazilarak gerekli igslemler yapildiginda,
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[a(0g, () exp(—ia,.g,.(x)}dx

ﬂj = Q(a) . (]= ,...,WI)
veya
Iq(x)g (%) exp(— i a,g, (x)de
=" S . (j=L..,m) (2.47)

Jat) exp(—ia,-g, (x)jdx

seklinde bulunur. «,....,«,, Lagrange carpanlarinin g, 44,,..., 1, ’lere bagli oldugu

(2.47) ifadesinden goriilmektedir.

2.5. Siirekli Rassal Degiskenler icin Minimum Capraz Entropi Metodunda

Gauss-Legendre Yaklasimi

Stirekli rassal degiskenler i¢cin MaxEnt metodunda oldugu gibi, MinxEnt
metodunda da Lagrange carpanlarmmin bulunmasit icin Newton ydntemi
kullanilabilir. Fakat Newton yonteminin uygulanmasinda ¢esitli zorluklarla
karsilagilir. Bu zorluklardan birisi yine MaxEnt metodunda oldugu gibi,
parametrelere (Lagrange ¢arpanlarina) bagl integrallerin dahil oldugu denklemler
sisteminden bu parametrelerin bulunmasi gerekliligidir. Diger bir ifade ile stirekli

rassal degiskenler icin MinxEnt dagiliminin bulunabilmesi igin,

[a(ng, exp(— >, (x)]dx
[q(x) exp(—ia_,g, (x)de

denklemler sisteminden «;, (j =1,...,m) ’lerin hesaplanmasi gerekir Bu durum,

u, = . (=1,m) (2.48)

MaxEnt metodunda oldugu gibi integral hesabinda niimerik yontemlerden en
lyisinin se¢ilmesini gerektirir. Boliim 2.2°de anlatildigr gibi, integral hesabin
niimerik yontemlerinden en 6dnemlisi Gauss-Legendre yontemidir (Demidovich ve
Maron 1970; Abramowitz ve Stegun 1972; Ralston ve Rabinowitz 1978). Bu

sebepten dolayr sunulan bu tez calismasinda, stirekli rassal degiskenler igin
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MinxEnt dagilimmin bulunmasinda MaxEnt dagiliminda oldugu gibi, Gauss-
Legendre niimerik yonteminden yararlanilmstir.

Bu bolimde siirekli rassal degiskenler i¢in MinxEnt dagiliminin
bulunmasinda kullanilan Gauss-Legendre niimerik yontemiyle ilgili gerekli
ayritilar verilmistir

Bolim 2.2°de anlatildigi gibi a ve b keyfi sayilar olmak iizere [a,b]

araliginda siirekli f'(x) fonksiyonlar1 i¢in,

b

[ £()dx (2.49)
integralinin Gauss-Legendre niimerik integral formiilii,

x:b;“+b;“t, te[-11] (2.50)

olmak tizere,

b n

[ FOdr =523 A4 f (250 + 2504) (2.51)
a i=l

seklinde tanimlanir. (2.50) formiiliinde ¢, ’lere Legendre polinomunun kdokleri,

4; ’lere ise bu koklere karsilik gelen Gauss agirliklari denir (Demidovich ve

Maron 1970).
Gauss-Legendre yaklasimi MinxEnt dagilimini bulmak i¢in ilk olarak (2.48)

sitemindeki,
b m

O(a) = j q(x)exp(—Zajgj(x)]dx, a=(a,a,,..a,) (2.52)
a J=1

integraline uygulansin. (2.50) Gauss-Legendre formiiliine uygun olarak gerekli

diizenlemeler yapildiginda, ¢, € (—1,1) Legendre polinomunun kokleri ve 4. ’ler

diigim noktalar1 olmak iizere,

Qo) = b;a iAiq(%(zi(b—a)+(b+a)))exp(—iajgj (g(zi(b—a)+(b+a)))]
veya
= %(t,- (b—a)+(b+a)) (2.53)

olarak gosterilirse
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b —a m
Qo) =723 44(n) exp(—z a8, (n,-)J , 0= (a),5na,)  (2.54)
i=1 Jj=1
sonucu elde edilir. Benzer siire¢ (2.48) denklemler sistemindeki
b m
jgj (x)exp(—Zajgj (x)de (2.55)
a J=1
integraller i¢in de uygulandiginda,
b
m b —a < m
Igj (x)Q(x) exXp [_z ajgj (x)] dx = T Z Aigj (771 )‘](771) exXp (_Z a(jgj (771 )]
g j=1 i=1 J=1

(2.56)
sonucu elde edilir. (2.48) denklemler sistemi yaklasik olarak,

m

Iuj 1 b—a iAlq(nl)g](nl)eXpE—z a]gj(?]l)j D (] = 1,...,m) (257)

TQ@) 2 5
seklinde ifade edilebilir.

Béylece «,, (j =1,...,m) Lagrange ¢arpanlari integral isareti altinda olan ve
(2.48) ile ifade edilen denklemler sistemi, «, (j =1,...,m) bilinmeyenleri toplam

isareti altinda bulunan ve (2.57) ile ifade edilen denklemler sistemine doniismiis
olur. Gorildigli gibi (2.57) sistemine uygun nilimerik ¢éziim yoOntemlerinin
uygulanmasi (2.48)’e gore daha da kolaylastirilmistir. Bu durum ise siirekli rassal
degiskenler i¢in MinxEnt dagiliminin uygulanabilirligini genisletmis olur.

a;, (j=1,..,m) Lagrange carpanlart (2.57) ile ifade edilen denklemler

sistemine ¢esitli nilimerik yoOntemler uygulanarak bulunabilir. Daha 6nce

belirtildigi gibi, bu yontemlerden en 6nemlisi Newton yontemidir.

2.6. Siirekli Rassal Degiskenler icin MinxEnt Dagilimina Bulunmasina Tliskin

incelemeler

Bu boliimde Boliim 2.3°de yapilan incelemelere benzer olarak, siirekli rassal
degiskenler icin MinxEnt dagilimimin bulunmasiyla ilgili iki farkli inceleme
yapilmistir. i1k incelemede, siirekli rassal degiskenler i¢in MinxEnt dagiliminin
bulunmasinda Gauss-Legendre yaklasimma dayali ydntemin performansi,

simiilasyon ¢alismasiyla gosterilmistir. Ikincisinde ise hem siirekli rassal
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degiskenler i¢cin MinxEnt dagiliminin bulunmasi hem de moment kisit sayisina ve
onsel dagilim bilgisine bagh olarak MinxEnt dagilimimin degisimi incelenmistir.

Yapilan tiim hesaplamalar i¢in MATLAB ile yazilan programdan yararlanilmistir.

2.6.1. Siirekli Rassal Degiskenler icin MinxEnt Metodunda Gauss-

Legendre Yaklasiminin Onemi

Bu uyguluma ile siirekli rassal degiskenler i¢in MinxEnt dagiliminin
bulunmasinda ortaya ¢ikan Lagrange carpanlarinin hesaplanmasinda kullanilan
Gauss-Legendre yaklagiminin performansi, simiilasyon ¢alismasiyla gozlenmistir.
Bolim 2.3.1°de kullanilan simiilasyon siireci benzer bir siire¢ bu bdliimde de
kullanilmigtir. Buna gére simiilasyon siireci su sekildedir:

e o, (j=1,..,m) Lagrange ¢arpanlarinin analitik sekilde ifade edilebilen

bir dagilim segilir.

e Secilen dagilima uygun bir 6nsel dagilim segilir.

e Secilen dagilima ve Onsel dagilima uygun a;,( j=1,...,m) Lagrange

carpanlarinin gercek (anakiitle) degerleri belirlenir.

e Secilen dagilimin Lagrange carpanlarinin gercek degerleri ile n birimlik
ornek secilir.

e Secilen Ornekten, MinxEnt dagilimmi belirleyen moment degerleri
hesaplanir veya belli bir deger verilir.

e Secilen dagilima uygun moment kisitlar1 yardimiyla olusturulan MinxEnt
dagiliminin Lagrange carpanlar1 Gauss-Legendre yaklasimi ile hesaplanir.

e Busiireg N defa tekrarlanir.

e Gauss-Legendre yaklasimi yardimiyla hesaplanan bir baska ifade ile
tahmin edilen Lagrange carpanlar1 degerlerine uygun Bias , MSE

degerleri hesaplanir.

Yukaridaki siirece gore olusturulan simiilasyon su sekildedir:

e Moment fonksiyonlar1 g,(x)=x ve g,(x)=Inx seklinde secildiginde

MinxEnt dagilimi 6zel olarak Gamma dagilima doniislir. Ayrintili bilgi
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Bolim 6.3’de verilmigtir. Buna gore dagilim olarak X ~ Gam(A, S)

gamma dagilimi se¢ilmistir.

e Secilen  Gamma  dagilimma uygun  Onsel dagilim  olarak
q(x) =exp(-a, —ax—a, Inx) segilmistir.

e Gamma dagilimin parametreleri A, f ve Onsel dagilim parametreleri ¢,
a,, a, seklinde segildiginde, uygun ¢, , a, Lagrange carpanlar1 degerleri
bulunur. Gerekli ayrintilar Boliim 6.3°de anlatilmustir.

o X ~Gam(A,p) gamma dagilimindan sirastyla »n=25,50,100,200
birimlik 6rnek sec¢ilmistir.

e Bu oOrnekten MinxEnt dagilimimi belirleyen moment degerleri

1 L
u; = —Z g,;(x) (j=1,2)tahmincileri yardimiyla hesaplanmustir.
P e

e Gamma dagilim i¢in g,(x)=x ve g,(x)=Inx moment fonksiyonlarina

dayali MinxEnt dagilimina uygun Lagrange c¢arpanlari Gauss-Legendre
yaklagimi ile hesaplanmistir.

e Siire¢ her bir 6rnek biiytlikliigii icin N =1000 defa tekrarlanmustir.

e Gauss-Legendre yaklagimi yardimiyla hesaplanan Lagrange carpanlari

degerlerine uygun Bias, MSE degerleri hesaplanmistir.

Yukarida ifade edilen simiilasyon siireci sirasiyla X ~ Gam(2,1) ,

X ~Gam(3,0.5) ve X ~Gam(1.5,2.5) rassal degiskenleri i¢in uygulanmistir.
Ayrica her bir rassal degisken icin sirasiyla g(x)= exp(—O.S —x—In x) ,
q(x)=exp (—0.3 —0.5x—In x) ve q(x)=exp (2 —0.6x+0.5In x) onsel dagilimlari

kullanilmistir. Elde edilen simiilasyon sonuglar1 Cizelge 2.5’de verilmistir.
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Cizelge 2.5. Gam(2,1),Gam(3,0.5) V€ Gam(1.5,2.5) rassal degiskenleri i¢in MinxEnt dagiliminmn
Gauss-Legendre yaklasimina gore incelenmesi

Gauss-Legendre
Yaklasimina gore Hesaplanan Lagrange Carpanlarina Uygun Sonuglar

Gam(2,1) Gam(3,0.5) Gam(1.5,2.5)

n=25 01199 -0.1732 0.2195 -0.3867 0.0519 -0.2175
n=50  0.0698 -0.1106 0.1223 -0.1959 0.0308 -0.0827

»
§ n=100 0.0365 -0.0594 0.0236 -0.0834 0.0260 -0.0766
n=200 0.0250 -0.0426 0.0114 -0.0098 0.0095 -0.0158
n=25  0.1984 0.5806 0.4153 0.6131 0.0395 0.3103
g o7 =50  0.0567 0.1184 0.1860 0.3961 0.0116 0.1007
= =100  0.0243 0.0739 0.0578 0.1153 0.0072 0.0613

n=200 0.0130 0.0354 0.0258 0.0433 0.0027 0.0282

Cizelge 2.5 den goriildiigii gibi ¢, parametresi icin secilen dagilimlara ve n

ornek biytikliiklerine uygun Gauss-Legendre yaklagimina dayali olarak
hesaplanan Lagrange carpanlarinin Bias degerleri 0.0095 ile 0.2195 arasinda

degismektedir. o, parametresi i¢in ise, uygun Bias degerleri —0.3867 ile

—0.0098 arasinda degisim gostermektedir. Benzer sonuglar MSE degeri icinde

gdzlenmektedir. Ornedin ¢, parametresi igin n drnek bilyiikliiklerine ve segilen
dagilimlara uygun MSE degerleri 0.0027 ile 0.4153 arasinda degisirken, «,

parametresi i¢in uygun MSE degerleri 0.0282 ile 0.6131 arasinda degismektedir.
Bir bagka ifade ile Bias ve MSE degerleri agisindan, Gauss-Legendre
yaklagimiyla hesaplanan Lagrange carpanlarinin degerleri gercek Lagrange
carpanlar1 degerlerine olduk¢a yakindir.

Cizelge 2.5 den aynmi1 zamanda, n Ornek biiyiikligi artikca uygun Bias ve
MSE degerlerin azaldigi da goriilmektedir. Diger bir ifade ile »n Ornek
biiyiikliigiine bagl olarak artan moment bilgisinin, MinxEnt dagilimi i¢in Gauss-
Legendre yaklagimiyla hesaplanan Lagrange carpanlarinin degerlerine yansidigi
gozlenmektedir. Bu sonu¢ Sekil 2.5 ve Sekil 2.6’da gorsel olarak da

desteklenmektedir. Bu sonuglar simiilasyon siirecinde segilen tiim rassal
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degiskenler i¢cin de elde edilmis olmasina ragmen, sadece X ~ Gam(2,1) rassal

degiskeni i¢in sunulmustur.

Sekil 2.5. Gam(2,1) rassal degiskeninden cekilen » =25 birimlik &rnekler i¢in hesaplanan
Lagrange carpanlarina uygun (a,,a,) noktalarin sagilimi

Gamma(2,1) Dagilmi i¢in Gauss-Legendre Yaklagimma gore o, ve a, Degerleri
-0.5 T T

o Hesaplanan D. (ay.a,)

O Gergek D. (a;,2,)=(0,-2)

-1.5¢

%3
N
‘

-2.5¢

-3.5 L I

Sekil 2.6. Gam(2,1) rassal degiskeninden cekilen n=200 birimlik Ornekler i¢in hesaplanan
Lagrange carpanlarina uygun (q,,o,) noktalarm sagilimi

Gamma(2,1) Dagimi i¢in Gauss-Legendre Yaklasimma gore o, ve a, Degerleri
-0.5 i i i i T T
e Hesaplanan D. (al,az)
O  Gergek D. (al,az):(o,-Z)
-1+ ,
L]
-1.5F B
S 2r R
-2.5F B
L]
-3+ -
-3.5 1 1 1 1 1 1 L L L
-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
ay
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Sekil 2.5 ve Sekil 2.6’dan gorildiigii gibi, X ~Gam(2,1) rassal
degiskeninden ¢ekilen » =200 birimlik 6rneklere ve q(x)zexp(—O.S—x—ln x)
onsel dagilimimna uygun olacak sekilde hesaplanan Lagrange carpanlarinin o, ve
o, degerlerinin belirledigi (a,,a,) noktalarinin gercek o, =0 ve o, =-2
degerlerinin belirledigi (0,—2) noktas1 etrafindaki sacilimi, n =25 birimlik
ornekler i¢in hesaplanan degerlere gore daha yakindir. Bagka bir ifade ile n 6rnek

blyiikliigline bagli olarak moment bilgisi artikga, hesaplanan Lagrange

carpanlarina uygun (o,,0,) noktalarin sagilimi gergek (0,-2) noktasina

yakinlagsmaktadir.

Elde edilen tiim sonuglara gore, Gauss-Legendre yaklagimiyla hesaplanan
Lagrange carpanlarinin degerlerinin gercek degerlere olduk¢a yakin oldugu
sOylenebilir. Bir baska ifade ile siirekli rassal degiskenler i¢in Onsel dagilim
bilgisine sahip MinxEnt dagiliminin bulunmasinda Gauss-Legendre yaklagimina

dayali yontemin kullanimi uygundur.

2.6.2. Siirekli Rassal Degiskenler icin MinxEnt Metodunda Moment

Kosullarinin ve Onsel Dagilimin Onemi

Bu boliimde siirekli rassal degiskenler i¢cin MinxEnt dagiliminin Gauss-
Legendre yaklasimina dayali olarak bulunmasiyla ilgili bir uygulama yapilmstir.
MaxEnt dagilimi ile onsel dagilim bilgisine sahip MinxEnt dagilimi arasindaki
farki uygulama iizerinde de gostermek amaciyla, dagilimi aranan X rassal
degiskeni olarak, Boliim 2.3.2. kullanilan hisse senedinin haftalik getiri degerleri
alimmustir. Ayrica bu boliimde moment kisit sayisina ve onsel dagilim bilgisine
bagli olarak, uygun MinxEnt dagilimlarinin degisimi incelenmistir.

Bu amagla MinxEnt dagilimlarinin bulunmasinda, kuvvet fonksiyonlar1
( gj(x)=xj , (j=L..,m) ) moment fonksiyonlar1 olarak se¢ilmistir. Ayrica
MinxEnt dagilimi i¢in iki farkli 6nsel dagilm (g, (x), (r =1,2)) kullanilmistir.

S6z konusu MinxEnt dagilimlarinin bulunmasi i¢in Gauss-Legendre yaklasimi

uygulanmistir.
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Hisse senedinin haftalik getirilerinin dagilimi i¢in her bir ¢,.(x) (r =1,2)

onsel dagilimima uygun alti farkli (MinxEnt), (m=1,..,6) dagilim , asagida

verilen ¢apraz entropi optimizasyon probleminin ¢éziimii seklinde olusturulur:

f(x)
D | d
(f:q)= jf(x)n o
g(x)=q,(x), (r=12) (2.58)

b

jxff(x)dxz H;s (j=0,m), (m=1,..,6) ve (4, =1)

a

(2.58)’den goriildiigii gibi, (MinxEnt), (r=1,2), (m=1,..,6) dagilimlar
onsel dagilima ve moment kisit sayisina bagh olarak degismektedir. (MinxEnt),

(r=12),(m=1,..,6)dagilim: i¢in 6nerilen (varsayilan) g (x) onsel dagilimlar su

sekildedir:
q,(x)=U(a,b) Diizgiin Dagilim (2.59)
q,(x)=N(u,c%) Normal Dagilim (2.60)

(2.59) ve (2.60)’da verilen onsel dagilimlarin ilgili parametreleri en ¢ok
olabilirlik yontemiyle tahmin edilmistir. Moment degerleri ise Bolim 2.3.2. deki

gibi olusturulmustur. Belirtilen moment kisitlarina ve ¢, (x)=U(-7.77,6.32)

onsel dagilimma uygun olarak bulunan (MinxEnt)' (m=1,..,6) dagilimlarmin,

Gauss-Legendre yaklagimina dayali yonteme gore hesaplanan Lagrange ¢arpanlari

degerleri Cizelge 2.6’da listelenmistir.

Cizelge 2.6. Hisse senedinin haftalik getirileri igin g (x) 6nsel dagilimina uygun (MinxEnt),,

(m=1,...,6) dagilimlarinin Gauss-Legendre yaklagimma gore hesaplanan Lagrange carpanlari
degerleri

Gauss-Legendre

MinxEnt Yaklasimina gére Hesaplanan Lagrange Carpanlar1 Degerleri
Dagilimlari

a, o, 28 a, as s

(Miannt)i -0.0593 — — - - -

(MinxEnt), ~ -0.0540  0.1008 - - —~ —
(MinxEnt),  -0.0439  0.1010  -0.0007 - - -
(MinxEnt), — 0.0015 02437  -0.0062 -0.0043 - -
(MinxEnt), ~ -0.0193 02453 -0.0029 -0.0044 -0.0001 -
(MinxEnt),  0.0314 03010  -0.0121 -0.0088 0.0002  0.0001
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Daha once soylenildigi gibi, MinxEnt metodunda Onsel dagilim olarak

q,(x)=U(-7.77,6.32) diizgiin dagilim secildiginde, bulunan MinxEnt dagilimi

ile ayn1 moment kisitlar1 altinda bulunan MaxEnt dagilimi ¢akisir. Bu teorik bilgi,
Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontemle elde edilen ve Cizelge 2.6 verilen
uygulama sonuglariyla da desteklenmektedir. Bir baska ifade ile Cizelge 2.6’da
verilen (MinxEnt), (m=1,..,6) dagilimlarina uygun «,,..,a, Lagrange

carpanlarinin  degerleri, Cizelge 2.4’de verilen (MaxEnt), (m=1,..,6)

dagilimlarina uygun degerlerle aynidir. Bu sonug gorsel olarak Sekil 2.7°de

gozlenmektedir.

Sekil 2.7. Hisse senedinin haftalik getirileri i¢in g, (x) 6nsel dagilimina uygun (MinxEnt)),

(m=1,...,6)dagilimlarinin grafikleri

Hisse Senedinin Haftalik Getirilerine iliskin MinxEnt Dagilimlar1
70 T T T T " "

MinxEnt
MinxEnt.

60 - )
MinxEnt

MinxEnt

50 - MinxEnt

MinxEnt
OnselD,

1
2
3
4
5
6

40+ Diizgiin

Frekans

Sekil 2.7°den goriildiigli gibi hisse senedinin haftalik getirileri igin
U(-7.77,6.32) onsel dagihmina uygun (MinxEnt), (m=1,..,6) dagilimlarinin
gorsel sonuglart ile Sekil 2.4’de verilen (MaxEnt), (m=1,..,6) dagilimlarinin
gorsel sonuglar1 aynidir.

Hisse senedinin haftalik getirileri icin gj(x)=xj , (j=1,...,m) moment

kisitlarma  ve g,(x)= N(0.247,4.85) onsel dagilimma uygun (MinxEnt)’,
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(m=1,..,6) dagilimlarinin, Gauss-Legendre yaklagimma dayali yonteme gore

hesaplanan Lagrange carpanlar1 degerleri Cizelge 2.7°de verilmistir.

Cizelge 2.7. Hisse senedinin haftalik getirileri i¢in g, (x) Onsel dagilmina uygun (MinxEnt),

(m=1,...,6) dagilhmlarmin Gauss-Legendre yaklasimlara gére hesaplanan Lagrange carpanlar

degerleri
) Gauss-Legendre
MinxEnt Yaklasimina gore Hesaplanan Lagrange Carpanlar1 Degerleri
Dagilimlan
a, @, a; ay as 253
(MinxEnt); -0.0039 - - - - -
(MinxEnt)} -0.0031 -0.0023 - - - -
(MinxEnt)} 0.0071 -0.0021  -0.0007 - - —
(MinxEnt); 0.0524 0.1406  -0.0062 -0.0043 - -
(MinxEnt); 0.0317 0.1422  -0.0029 -0.0044 -0.0001 -
(MinxEnt); 0.0823 0.1980  -0.0121 -0.0088  0.0002 0.0001

Cizelge 2.7 den, g¢,(x) oOnsel dagilim bilgisine sahip (MinxEnt)’,

(m=1,..,6) dagilimlarinin uygun Lagrange carpanlarinin degerleri, moment kisit

sayist m ’ye baglh olarak degistigi goriilmektedir. Bu durum onsel dagilim

bilgisinin Lagrange carpanlarin1 nasil etkiledigini gostermektedir. Bunlara ek

olarak (MinxEnt). (m=1,..,6) dagilmlar igin bulunan Lagrange garpanlari

degerleri arasinda o, ve «, Lagrange c¢arpanlarmin degerlerinin olduke¢a kiiciik

oldugu Cizelge 2.7 den goriilmektedir. Tiim bu sonuglar, 6nsel dagilimin ve daha

uygun moment fonksiyonlarinin se¢imini 6n plana ¢ikmaktadir. Bu konu Boliim

6.1°de tekrar ele alinacaktir.

Hisse senedinin haftalik getirileri i¢cin Gauss-Legendre yaklagimina dayali

yontem ile bulunan ¢,(x)=N(0.247,4.85) oOnsel dagilim bilgisine sahip

(MinxEnt)., (m=1,..,6) dagilimlarmin gorsel sonuglari Sekil 2.8’de verilmistir.
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Sekil 2.8. Hisse senedinin haftalik getirileri igin q,(x) onsel dagilimina uygun (Miannz)fn

(m=1,...,6)dagilimlarmm grafikleri

Hisse Senedinin Haftalik Getirilerine iliskin MinxEnt Dagilimlar1
70 T T T T : "

MinxEnt
MinxEnt

60r MinxEnt

MinxEnt

50 MinxEnt,

MinxEnt
OnselD

1
2
3
4
5
6

40 Normal [

Frekans

N(0.247,4.85) 6nsel dagilim bilgisinin (MinxEnt):, (m=1,..,6) dagihmlart
tizerindeki etkisi, Sekil 2.8’den daha net goriilmektedir. Bir baska ifade ile
moment kisit sayist kiigiik olan (MinxEnt)! (m=1,2,3) dagilimlari, onsel

dagilim bilgisinden daha ¢ok etkilenmistir.

Uygulama siirecinde simdiye kadar, hisse senedinin haftalik getirileri igin
U(-7.77,6.32) , N(0.247,4.85) olacak sekilde onsel dagilimlar secilerek ve
moment kosullarin1  belirleyen aynit moment fonksiyonlar1 kiimesinden
yararlanilarak, (MinxEnt), (r=12), (m=1,...,6) dagilimlar1 Gauss-Legendre
yaklagimina dayali yontemle bulunmustur. Bu sonuglar teorik bilgilerin
uygulamali olarak da desteklendigini gostermesinin yani sira MinxEnt metodunda
onsel dagilimin ve moment fonksiyonlari kiimesinin se¢iminin Onemini de

gostermektedir.
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3. SUREKLiI RASSAL DEGIiSKENLER iCiN GENELLESTRILMIi$
MaxEnt DAGILIMLARI

Bu bolimde MaxEnt metodu yardimiyla tanimlanmis olan 6zel entropi
optimizasyon fonksiyoneli ve bu fonksiyonelden yola ¢ikarak moment
fonksiyonlar1 kiimesinde tanimlanmis olan genellestirilmis MaxEnt dagilimlari
tizerinde durulmustur. Diger bir ifade ile verilmis moment fonksiyonlar
kiimesinde istatistiksel veriye Shannon entropi Ol¢iimiine gore en yakin ve en
uzak olan entropi optimizasyon dagilimlar1 (Shamilov 2006,2007) tanitilmistir.

Boliim 2.1°de anlatildig gibi Shannon entropi

H(x) =] f(x)In f (x)dx (3.1)
Ol¢ctimiinii (fonksiyonelini)

[feodx=1 (3.2)
j g, () f(x)dx = p, (j=1,...,m) (3.3)

moment kisitlart altinda, rassal degiskenden elde edilmis x4, , (j=L...,m)

moment degerlerine gore maksimize ederek bulunan MaxEnt dagilim fonksiyonu,
J(x)=exp [—Z a,8; (X)J (3.4)
j=0

seklindedir. (3.4) formiilinde «; (j=0,...,m) Lagrange ¢arpanlar1 olmak tizere
g,(x)=1dir. g;,(x) (j=0,...,m) moment fonksiyonlaridir.
Dagilim fonksiyonu f(x)’in (3.4) ile ifade edilen degerini H(x) ’in (3.1) ile

ifade edilen formiiliinde yerine yazilarak H(x)’in maksimum degeri,

H_. = J‘exp(—zm:ajg(x)j[i aj.gj(x)jdx (3.5)

seklinde elde edilir. (3.5)’de (3.4) dikkate alinarak gerekli diizenlemeler
yapildiginda,
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H,, = iaj(ff (x)g, (x)dxj (3.6)

Jj=0 a

olur. (3.3) esitliginden yaralanarak (3.6) formiili,
H,.=Y.au, (3.7)
=0

seklinde de yazilabilir. (3.7) formiliinde g, =1 olmak tizere, ,, (j =0,...,m) ’ler
uygun g ,(x), (j=0,..,m) moment fonksiyonlar1 yardimiyla verilmis rassal
degiskenden elde edilen moment degerleridir.

(3.7) ve (3.6) formillerinden gorildigi gibi x;, (j=0,...,m) ’ler
g,(x), (j=0,..,m) moment fonksiyonlarma bagl fonksiyoneller gibi ele
alinabilir. Bu durumda moment fonksiyonlar, g=(g,,g,,....g,) vektor

fonksiyonu seklinde yazildiginda H,

max ?

g vektor fonksiyonuna bagli bir
fonksiyonel gibi yorumlanabilir.
Bu fonksiyonel g moment vektor fonksiyonlarma bagli degerleri (3.7)

formiiliiyle belirlenen bir fonksiyonel olarak tanimlanmistir (Shamilov 2006,

2007). S6z konusu fonksiyonel,
S(@)=H,, (3.8)
seklinde gosterilerek, MaxEnt fonksiyoneli olarak isimlendirilir.

Moment vektor fonksiyonlar kiimesi, bilesenleri lineer bagimsiz olan sonsuz
sayida g moment vektdr fonksiyonlarindan olugsun ve K seklinde gdsterilsin
(geK) . Bu durumda (3.8) ile tammlanmis S(g) fonksiyonelinin &nemli
ozelikleri vardir. Bu 6zellikler agagida verilen teoremler seklinde ifade edilir:
Teorem 3.1. (3.8) ile ifade edilen S(g) fonksiyoneli K , K = C[a,b] siirekli
moment vektor fonksiyonlar1 kiimesinde siireklidir.

Teorem 3.2. K c (C[a,b] siirekli moment vektor fonksiyonlar: kiimesi kompakt
ise, S(g) fonksiyoneli bu kiimede en biiyiik ve en kiigiik degerine ulasir.

Teorem 3.1. ve 3.2’nin kanitlar1 (Shamilov 2006) calismasinda

bulunmaktadir.
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Eger K kiimesi, sonlu sayida g moment vektdr fonksiyonlarindan

olusuyorsa yukarda ifade edilen teoremler gegerlidir. Teorem 3.1 ve 3.2 ile ifade
edilen Ozelliklerden yararlanilarak, MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlar diger

bir ifade ile genellestirilmis MaxEnt dagilimlar1 asagidaki sekilde tanimlanir.

3.1. Siirekli Rassal Degiskenler icin MinMaxEnt Dagilim

Siirekli rassal degiskenler i¢in (3.8) de tammlanmis S(g) fonksiyoneli,

K c ([a,b] kompakt moment vektdr fonksiyonlar: kiimesinde minimum degerini

g” =(g,g",...g") moment vektdr fonksiyonunda alsin. Bir bagka ifade ile,

min §(g) = S(g"”) (3.9)

seklinde gosterilsin.

Tanmm 3.1. S(g) fonksiyoneline K kompakt kiimesinde minimum deger veren
(‘min S(g)=S(g”)) g moment vektdr fonksiyonuna uygun f(x) MaxEnt
ge

dagilimina, siirekli rassal degiskenler i¢in MinMaxEnt dagilimi1 denir.

Stirekli rassal degigkenler i¢in MinMaxEnt dagilimu,
fOx)=exp [—% ->.a8) (X)]
j=1
veya
b m
Q(0) = exp(a,) = Iexp(—z a,g )(x)jdx
a J=1

olmak tlizere

1
Q(a)

f(x)= exp(iajg;*)(x)], o=(a,a,,..,a,) (3.10)

seklindedir. ~ Burada «;,(j=0,..,1) ’ler Lagrange c¢arpanlaridir ve

g” =(g,g",..,g%) vektor fonksiyonu S(g) fonksiyoneline minimum deger

verecek sekilde se¢ilmis moment vektor fonksiyonudur.
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a,,...,a, Lagrange carpanlarimin varligi, tekligi, u,...,u,, ’lere siirekli

baglilig1 ve diger teorik incelemelerin yani sira ¢esitli uygulamalar (Shamilov

2006, 2007, Usta 2006) ¢alismalarinda verilmistir.

3.2. Siirekli Rassal Degiskenler icin MaxMaxEnt Dagilim

Siirekli rassal degiskenler icin (3.8) de tammlanmis S(g) fonksiyoneli,

K < (C[a,b] kompakt moment vektor fonksiyonlar1 kiimesinde maksimum deger

veren moment vektor fonksiyonu g™ = (gi ", g ,....g., ') olsun. Bir baska ifade
ile,

max S(g) = S(g"”) (3.11)

ge

seklinde gosterilsin.

Tanmmm 3.2. S(g) fonksiyoneline K kompakt kiimesinde maksimum deger veren

(max S(g)=5(g"")) g moment vektor fonksiyonuna uygun £ (x) MaxEnt
ge

dagilimina, siirekli rassal degiskenler icin MaxMaxEnt dagilimi denir (Shamilov
2006 ).
Stirekli rassal degigkenler i¢in MaxMaxEnt dagilima,

/@)= exp(—ao - Za,gﬁ*“(x)j
=
veya
b m
Q(0) = exp(a,) = J.exp (—Z}: a8 )(x)] dx
a J=

olmak lizere

f(x)= Q(la) exp[éajgﬁ**)(x)j, o=(a,a,,..a,) (3.12)

seklinde bulunur. (3.12) esitliginde «,, (j =0,...,1) ’ler Lagrange carpanlaridir ve
(**) (**)

g™ =(g!™,g™,...,g"") vektor fonksiyonu S(g) fonksiyoneline maksimum

deger verecek sekilde secilmis moment vektdr fonksiyonudur (Shamilov 2006,

2007).

42



3.3. Siirekli Rassal Degiskenler icin MinMaxEnt ve MaxMaxEnt

Dagilimlarimin Bulunmasinda Gauss-Legendre Yaklasimi

Boliim 3.1 ve Boliim 3.2 de tanimlandig: gibi siirekli rassal degiskenler icin
genellestirilmis MaxEnt dagilimlar1 diger bir ifade ile MinMaxEnt ve
MaxMaxEnt dagilimlari, K moment vektor fonksiyonlar1 kiimesine baghdir. K
moment vektdr fonksiyonlar1 kiimesi genel anlamda sonsuz sayida elemanlardan
olusur ve bu durumda genellestirilmis MaxEnt dagilimlarinin bulunmasi oldukca
zordur (Shamilov 2006). Fakat uygulama agisindan, K moment fonksiyonlari
kiimesinin sonlu sayida elemanlardan olusmasi da oOnemlidir. Bu durum,
istatistiksel dagilimlara uygun karakterize edici momentlerin sonlu sayida olmasi
ve bu dagilimlarin entropi optimizasyon dagilimlari seklinde bulunabilmesiyle de
desteklenmektedir (Kagan ve ark. 1973; Kapur 1989).

Buna gore bu tez c¢alismasinda, siirekli rassal degiskenler icin MinMaxEnt
ve MaxMaxEnt dagilimlarinin pratik uygulamalarin yapilabilmesi i¢in K kiimesi,
m sayida bilesene sahip sonu sayida moment vektor fonksiyonlarindan olusacak

sekilde secilmistir ve K, seklinde gosterilmistir. Bir baska ifade ile K, kiimesi,
K, ={g",g%,.,g" olacak sekilde g” =(g"”,g",..g") , (m=1,.,0)
(i=1L...,r,) , moment vektér fonksiyonlarindan olusacak sekilde secilmistir.
Ayrica K, kiimesine uygun olarak bulunan genellestirilmis MaxEnt dagilimlar

da, (Z\;(IinMaxEnt)m ve (MKaxMaxEnt)m (m=1,...,1) seklinde gosterilmistir.

(MinMaxEnt), dagillmi, K, kiimesinin elemanlar1 olan moment vektor

m

fonksiyonlarmin belirledigi dagilimlar arasindan Oyle bir dagilimdir ki, bu
dagilimin entropi degeri diger dagilimlarin entropi degerlerinden kiigiiktiir. Bir

baska ifade ile (Z\ginMaxEnt)m dagilm, K, kiimesinin elemanlar1 olan moment

m

vektor fonksiyonlarmin belirledigi dagilimlar arasindan istatistiksel veriye
Shannon entropi 6l¢limiine gore en yakin dagilimdir.

(Max MaxEnt), dagilim ise, K,, kiimesinin elemanlari olan moment vektor
KW

fonksiyonlarinin belirledigi dagilimlar arasindan oyle bir dagilimdir ki, bu

dagilimin entropi degeri diger dagilimlarin entropi degerlerinden biiyiiktiir. Bir
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baska ifade ile (MKax MaxEnt), dagilim, K, kiimesinin elemanlar1 olan moment

vektor fonksiyonlarmin belirledigi dagilimlar arasindan istatistiksel veriye
Shannon entropi Ol¢limiine gore en uzak dagilimdir (Shamilov 2006, 2007,

Shamilov ve ark. 2008b).

Bunlara ek olarak (]\{axMaxEnt)m ve (Z\ginMaxEnt)m dagilimlarmin entropi
degerlerinin farki, bir baska ifade ile H [(]\/{{axMaxEnt)m] -H [(]\zinMaxEnt)m]

farki K, kiimesinin elemanlar1 olan moment vektor fonksiyonlarin belirledigi
dagilimlarin verebilecegi informasyon miktarini ifade eder (Shamilov 2006,
Shamilov ve ark. 2008b).

Stirekli rassal degiskenler igin (A/I{(ijaxEnt)m ve (Az’{nMaxEnt)m

(m=1,..,1) dagilmlarinin bulunmasi, K, = {g“),g(z),...,g("’”)} (m=1,..1)
kiimesindeki her bir g =(g”,g\",..,g") (m=1,..1), (i=1,..,7,) moment
vektor fonksiyonuna (moment kisidina) uygun MaxEnt dagiliminin bulunmasina
baghdir. Bundan dolayi, siirekli rassal degiskenler i¢in MaxEnt dagiliminin

bulunmasi i¢in Bolim 2.2°de gelistirilmis Gauss-Legendre yaklasimina dayali

yontem (MKaxMaxEnt)m ve (Z\{inMaxEnt)m (m=1,...,1) dagilimlarinin bulunmast

i¢in de énem tagimaktadir. Diger bir ifade ile her bir g (i=1,...,7,) moment
vektor fonksiyonuna uygun MaxEnt dagilimindaki Lagrange carpanlarinin
integral isareti altinda bulunmasindan dolay1, Gauss-Legendre yaklasimina dayal

yontem, sonlu sayida moment fonksiyonlarma sahip K, kiimesi iizerinde

MaxMaxEnt ve MinMaxEnt dagilimlarinin bulunmasi i¢in genellestirilmistir.

m

Stirekli rassal degiskenler ig¢in (MKaxMaxEnt)m ve (Z\zinMaxEnt)

(m=1,...,0) dagilhmlari, K = {g“),g(z),...,g(“)} (m=1,...,/) kiimesindeki her bir
g =(g",g",.,g") (m=1,..1), (i=1,..,r,) moment vektdr fonksiyonuna
uygun Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontem ile bulunan MaxEnt

dagilimlar: arsinda, Shannon entropi 6l¢iimii en kiiciik ve en biiyiik olacak sekilde

secilerek bulunur. Bu tez calismasinda elde edilen dagilimlar sirastyla, Gauss-
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Legendre yaklasimmma dayali yontem ile bulunan (]\{axMaxEnt)m ve
(MinMaxEnt), (m=1,...,[) dagilimlar1 olarak adlandirilmistir.
Km

Stirekli rassal degiskenler icin (Z\ginMaxEnt)m ve (]\{axMaxEnt)m

(m=1,..,01) dagilimlarmin Gauss-Legendre yaklasimina dayali yOntemle
bulunmasi stireci uygulama tizerinde gosterilmistir. Buna gore dagilimi1 aranan X

rassal degiskeni olarak, (MaxEnt), dagiliminin bulunmasinda kullanilan (Bolim

2.3.2) hisse senedinin haftalik getiri degerleri alinmistir. Dagilimi aranan

istatistiksel veri i¢in, m =1,...,4 bilesenli moment vektér fonksiyonuna uygun

(A;{[inMaxEnt)m ve (MaxMaxEnt), (m=1,..,4) dagilimlar1 bulunmustur. So6z
m Km

konusu dagilimlarin bulunmasinda kullanilan K, (m=1,...,4) moment vektor
fonksiyonlar1 kiimesi,

M ={x,x*,x°,x*,x°} (3.13)
kuvvet fonksiyonlar1 fonksiyonlarindan olugan kiimeye bagl olarak asagidaki gibi

olusturulur:

e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim birli birlesimlerinden olusan kiime
e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim ikili birlesimlerinden olusan kiime
e K,;:M kiimesinin elemanlarinin tiim ii¢lii birlesimlerinden olusan kiime
e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim dortlii birlesimlerinden olusan kiime
Bu gore ornegin K, kiimesi,
g(l) =(x,x%,x°,x") ,g(z) =(x,x,x°,x") ,gm =(x, x>, x*,x%),
g =(x,x,x"x), g9 =", X 1t x)
moment vektor fonksiyonlari olmak {izere,
K,={g".g”,g".g", g%} (3.14)
seklinde olusturulur.

Hisse senedinin haftalik getiri degerleri i¢in K, , (m=1,..,4) moment

vektor fonksiyonlari kiimesine uygun (Z\ginMaxEnt)m ve (MKaxMaxEnt)m ,
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(m=1,..,4) dagilhmlarinin Gauss-Legendre yaklasimina gore hesaplanan

Lagrange carpanlar1 Cizelge 3.1 verilmistir.

Cizelge 3.1. Hisse senedinin haftalik getirileri i¢in K, (m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlari
kiimesine uygun (Afin MaxEnt) V€ (MaxMaxEnt) (m=1,..,4) dagilimlarimin Gauss-Legendre
Km m Km m

yaklagimina gore hesaplanan Lagrange carpanlar1 degerleri

Gauss-Legendre
Genellestirilmis  Yaklagimina gére Hesaplanan Lagrange Carpanlari

MaxEnt . e B o e
Dagilimlari
a, a, s a, as
(MK{n MaxEnt), - 0.1001 - - -
(A{anaxEnt)z - 0.1983 - -0.0028 —
(f\gnMaxEnt)s - 0.2436  -0.0062  -0.0043 -
(AgnMaxEmh - 0.2449  -0.0047 -0.0044  0.0001
(A{(axMaxEnt)l -0.0593 _ _ _ —
(A{gxMaxEnt)z 0.0400 — -0.0034 - -
(J\{gxMaxEnt)g -0.0829 - 0.0080 - -0.0002
(A{gxMaxEntL 0.1107 - -0.0212  0.0025  0.0005

Cizelge 3.1’den sonu¢ olarak, K, bir bilesenli moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesinde, en kiiclik entropi degerine sahip (A{in MaxEnt),

dagilimi (x*) moment vektor fonksiyonuna karsilik gelen MaxEnt dagilimidir. En

biiylik entropi degerine sahip (Z\/{(axMaxEm‘)1 dagilimi ise (x) moment vektor

fonksiyonuna karsilik gelen MaxEnt dagilimidir. K, moment vektdr fonksiyonlari

kiimesi i¢in uygun (]%inMaxEnt)2 ve (]\{{axMaxEnt)2 dagilimlar1 sirasiyla,

(x*,x*) ve (x,x’) moment vektdr fonksiyonlarna karsilik gelen MaxEnt

dagilimlaridir. K, kiimesi icin uygun (MKinMaxEnt)3 ve
(Max MaxEnt); dagihmlari, sirasiyla (x*,x°,x*) ve (x,x’,x’) moment vektor

fonksiyonlarma karsiik gelen MaxEnt dagilimlandir. K, kiimesi i¢in uygun
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dagilimlar ise smasiyla, (x°,x7,x%,x°) ve (x,x’,x*,x°) moment vektor
fonksiyonlaria karsilik gelen MaxEnt dagilimlaridir.
Hisse senedinin haftalik getiri degerleri icin Gauss-Legendre yaklagimina

ve (MKaxMaxEnt)m

m

dayali yontemle bulunan (MaxEnt), , (AginMaxEnt)
(m=1,.,4) dagilmlarmin uygun entropi degerleri Cizelge 3.2°de

tablolastirilmistir.

Cizelge 3.2. Hisse senedinin haftalik getirileri i¢in (MaxEnt), Ve K, (m=1,...,4) moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesine uygun (Afin MaxEnt) »(Max MaxEnt) (m=1,..,4) dagilimlarinin entropi
Km m Km m

degerleri
Genellestirilmis Entropi MaxEnt Entropi Genellestirilmis Entropi
MaxEnt Degerleri Dagilimlar1  Degerleri i MaxEnt Degerleri
Dagilimlari g & g Dagilimlari g

(MinMaxEnt), 22086 (MaxEnt),  2.6175 (Max MaxEnt), 26175
(A{fn MaxEnt), 21235  (MaxEnt), 22016 (Max MaxEnt), —— 2.6010
(MinMaxEnt); 20797 (MaxEnt),  2.2015 (Max MaxEnt); 25893
(MinMaxEnt), 20793 (MaxEnt), — 2.0797 ~ (MaxMaxEnt), 3353

Cizelge 3.2°den gorildiigi gibi, hisse senedinin haftalik getiri degerleri i¢in

bulunan (A;{[inMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlarinin entropi degerleri (MaxEnt),

ve (MaxMaxEnt), (m=1,..,4) dagilimlarinin entropi degerlerinden kiigiiktiir.
Km

Ozellikle (]\ginMaxEnt)m (m=1,2,3) dagilimlarinin uygun entropi degerleri,

diger degerlere gore oldukca kiiciiktlir. Bir bagka dikkat ¢eken bulgu, moment
vektor fonksiyonundaki bilesen sayisi (moment kisit sayisi) arttirildiginda

(Z\{(axMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlar1 i¢in bulunan entropi degerleri,
(A;{[inMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlar1 i¢in bulunan entropi degerlerine

yaklagmaktadir.
Cizelge 3.2°de, hisse senedinin haftalik getiri degerleri i¢in Gauss-Legendre

yaklasimina dayali yontemle bulunan (MaxEnt), |, (]\ginMaxEnt)m ve

(Z\{(axMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlar1 entropi 6l¢iimii agisinda karsilagtirilmistir.

m

47



Sekil 3.1°de ise (AginMaxEnt)m ve (MKaxMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlarinin

hisse senedinin haftalik getiri degerlerine uyumu, gorsel olarak karsilastirilmigtir.

Sekil 3.1. Hisse senedinin haftalik getirileri i¢in K, (m=1,...,4) moment vektor fonksiyonlar:

kiimesine uygun (Min MaxEnt) V€ (MaxMaxEnt) (m=1,...,4) dagilimlarinm grafikleri
K, " K, "

Hisse Senedinin Haftalik Getirilerine iliskin MinMaxEnt ve MaxMaxEnt Dagilimlar1
70 T T T T T T T

- MinMaxEnt&
1

60| =uuus MinMaxEnt2 |
2

MinMaxEnti
3

50 H ) 4
[Rp— MlnMaxEntK
4

MaxMaxE nti
40 1

MaxMaxE ntﬁ
2

Frekans

30 MaxMaxE nti

MaxMaxE ntﬁ

20

10+ /’

Sekil 3.1°den, K

m

, (m=1,..,4) moment vektdr fonksiyonlari1 kiimesine

uygun bulunan (]\ginMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlarinin, hisse senedinin

haftalik getiri degerlerine uyumu gorsel olarak gozlenmektedir. Vurgulamak

gerekir ki bu gorsel sonuglar, (MaxEnt), (m=1,..,4) dagilimlar1 i¢in bulunan

sonuglara gore oldukga iyidir. Ayrica Sekil 3.1°den, istatistiksel veriye entropi

Olclimiine gore en uzak dagilim olan (Z\{axMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlarinin

da grafigi goriilmektedir.
Stirekli rassal degiskenler icin Gauss-Legendre yaklagimina dayali yontemle

bulunan (A{inMaxEnt)m ve (Z\/{(axMaxEnt)m (m=1,...,/) dagilimlarinin ¢esitli

istatistiksel verilere olan uyumu, Boliim 7°de daha ayrintili incelenmistir.
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4. SUREKLiI RASSAL DEGIiSKENLER iCiN GENELLESTRILMIi$
MinxEnt DAGILIMLARI

Bu boliimde 6nsel dagilim bilgisine sahip MinxEnt metodundan yola ¢ikarak
tanimlanmis olan 6zel entropi optimizasyon fonksiyoneli ve bu fonksiyonel
yardimiyla moment fonksiyonlar1 kiimesi iizerinde tanimlanmis olan
genellestirilmis MinxEnt dagilimlar1 tamitilmistir Diger bir ifade ile verilmis
moment fonksiyonlar kiimesinde istatistiksel veriye Kullback-Leibler c¢apraz
entropi Olglimiine gore en yakin ve en uzak olan entropi optimizasyon dagilimlari
(Shamilov 2006, 2007) tanitilmistir.

Stirekli  rassal degiskenler i¢in Kullback-Leibler ¢apraz entropi

fonksiyonelinin, g(x) dnsel dagilimi1 ve moment kisitlarina gére minimumu,
(=400 exp(—ao g, (x)j
=
veya
f()=4() exp(—ia,g,,(x)j @)
=

seklinde elde edildigi Bolim 2.4.1°de gosterilmistir. (4.1) esitliginde
a;,(j=0,..,m) Lagrange carpanlari, g,(x) =1 olmak tzere, g (x), (j =0,...,m)

fonksiyonlarina moment fonksiyonlar1 ve ¢g(x) Onsel dagilimdir. Buna gore

Kullback-Leibler ¢apraz entropi fonksiyonelinin minimum degeri, (4.1) ile ifade

edilen f(x) yogunluk fonksiyonu, D(f:q) capraz entropi fonksiyonelin de

yerine yazildiginda,

Dy =-Ja() exp(—io a,,g(x)](i;a‘,g,‘ <x)] dx 42)
a J= J=

seklinde elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

Dy =a, Uf(ng(x)dxj (43)
J= a

elde edilir. (4.3) esitliginde,

[ 7@)g,(0dx = 4,
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oldugundan (4.3) esitligi,
Dmin = _zajluj (44)
Jj=0

seklinde de yazilabilir. (4.4) esitliginde x;, (j=0,...,m)’ler g,(x), (j =0,...,m)
uygun rassal degiskenden elde edilen moment degerleridir.

(4.3) ve (44) ecsitliklerinden goruldigi gibi  «;, (j=0,...,1) ’ler
g,;(x), (j=0,..,m) moment vektdr fonksiyonuna bagl fonksiyonellerdir. Bir
baska ifade ile moment fonksiyonlar1 g=(g,,g,,....g,) vektor seklinde

yazildiginda D, ifadesi g vektoriine baglh bir vektor fonksiyoneldir.

n

Bu fonksiyonel MinxEnt metodu sonucu yardimiyla, ¢ moment vektor

fonksiyonlarma bagli D

min

degerine sahip fonksiyonel olarak tanimlanmistir

(Shamilov 2006, 2007). Bu fonksiyonel,
U(g)=D,, (4.5)
seklinde ifade edilebilir ve MinxEnt fonksiyoneli olarak isimlendirilir.

Moment vektor fonksiyonlar kiimesi, bilesenleri lineer bagimsiz olan sonsuz
sayida g moment vektor fonksiyonlarindan olussun ve K seklinde gosterilsin
(geK). Bu durumda U(g) fonksiyonelinin énemli 6zelikleri teorem seklinde
ifade edilebilir:

Teorem 4.1. (4.5) ile ifade edilen U(g) fonksiyoneli siirekli vektér moment
fonksiyonlar1 kiimesinde (C[a,b]) siireklidir.
Teorem 4.2. (C[a,b]) uzayna ait K kompakt kiimesinde, U(g) fonksiyoneli en

kiigiik ve en biiyiik degerine ulasir.

Teorem 4.1. ve 4.2.nin kantlar1 (Shamilov 2006) c¢alismasinda
bulunmaktadir.

Eger K moment vektor fonksiyonlar kiimesi sonlu sayida g moment vektor
fonksiyonlarindan olusuyorsa teoremler seklinde verilen 6zelikler gegerlidir. Bu
ozelliklere gore MaxMinxEnt ve MaxMinxEnt genellestirilmis MinxEnt

dagilimlar asagidaki sekilde tanimlanir.
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4.1. Siirekli Rassal Degiskenler icin MaxMinxEnt Dagilimi

(4.5)’de tanimlanmis stirekli rassal degiskenler icin U (g) fonksiyoneli,

K < (C[a,b] kompakt moment vektor fonksiyonlar1 kiimesinde maksimum degeri,
max U(g)=U(g") (4.6)
F4S]

* 5™

seklinde gosterilmek iizere g =(g{’,g"”,...,g"”) moment vektdr fonksiyonunda

alsin.

Tamm 4.1. U(g) fonksiyoneline K kompakt kiimesinde maksimum deger veren

(m%{x U(g)=U(g™)) g” moment vektdr fonksiyonuna uygun f(x) MinxEnt
ge

dagilimina, siirekli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt dagilimi denir. (Shamilov
2006, 2007).

Stirekli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt dagilima,
[ (x)=g(x)exp {—% ->.a,8) (X)J
j=1

veya

b m
Q(a) = exp(e) = [ 4(x) exp[—Z a8 >(x)}lx

a J=1
olmak iizere

f*(x)=$q(x)exp[gajg§*)(x)], a=(a,,a,,..,a,) 4.7)

seklindedir. (4.7) esitliginde «;, (j=0,...,1) ’ler Lagrange carpanlaridir ve
* 5™

g =(g",g",...g%) vektor fonksiyonu U(g) fonksiyoneline maksimum deger

verecek sekilde se¢ilmis moment vektdr fonksiyonudur.
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4.2. Siirekli Rassal Degiskenler icin MinMinxEnt Dagilimi

(4.5)’de tammlanmus siirekli rassal degiskenler igin U(g) fonksiyoneli,

K < C[a,b] kompakt moment vektor fonksiyonlar: kiimesinde minimum degerini

g™ =(g\",g",...,g"") moment vektdr fonksiyonunda alsmn. Bir bagka degisle,
minU(g) =U(g"™) (4.8)
ge

olacak sekilde g~ moment vektdr fonksiyonu olsun.

Tamim 4.2. U(g) fonksiyoneline K kompakt kiimesinde minimum deger veren
(l’;’lellgl U(g)=U(g"")) g moment vektdr fonksiyonuna uygun £ (x) MinxEnt
dagilimina, siirekli rassal degiskenler icin MinMinxEnt dagilimi denir (Shamilov

2006, 2007).
Bir baska ifade ile siirekli rassal degiskenler i¢cin MinMinxEnt dagilimu,

£ =q(x) exp(—ao Sag (x)]
veya
Q(0) = exp(ezy) = [ ¢(x) exp[—i 8" (x)de

olmak tizere

f(x) = @q(x) ew(ﬁ;aj g (x)j . a=(a,0,,..,a,) (4.9)

seklindedir ve g™ =(g{™,g"™,...,g"™") vektor fonksiyonu U(g) fonksiyoneline

minimum deger verecek sekilde se¢ilmis moment vektdr fonksiyonudur. (4.9)

esitliginde «;, (j =0,...,1) ’ler Lagrange ¢arpanlaridir (Shamilov 2006, 2007).
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4.3. Siirekli Rassal Degiskenler icin MaxMinxEnt ve MinMinxEnt

Dagilimlarinin Bulunmasinda Gauss-Legendre Yaklasim

Boliim 4.1 ve Boliim 4.2°de tanimlanmis olan stirekli rassal degiskenler i¢in
onsel dagilim bilgisine sahip MaxMinxEnt ve MinMinxEnt dagilimlari,
genellestirilmis MaxEnt dagilimlarinda oldugu gibi K moment vektor
fonksiyonlar1 kiimesine baglidir. S6z konusu kiime genel halde sonsuz sayida
elemanlardan olusur. Fakat bu durumda, genellestirilmis MinxEnt dagilimlarinin
bulunmasi olduk¢a zordur (Shamilov 2006). Pratik uygulamalar agisindan ve
istatistiksel dagilimlara uygun karakterize edici momentlerin sonlu sayida
olmasindan dolayr, K moment fonksiyonlart1 kiimesinin sonlu sayida
elemanlardan olugsmast da Onemlidir (Kagan ve ark. 1973; Dumitrescu 1986;
Kapur 1989).

Bu tez calismasinda siirekli rassal degiskenler i¢cin 6nsel dagilim bilgisine
sahip MaxMinxEnt ve MinMinxEnt dagilimlarinin pratik uygulamalarinin
yapilabilmesi i¢in, genellestirilmis MaxEnt dagilimlarinda oldugu gibi K kiimesi,
m sayida bilesene sahip sonlu sayida moment vektor fonksiyonlarindan olusacak
sekilde se¢ilmistir ve K, seklinde gosterilmistir. Bir baska ifade ile K, kiimesi,
K, ={g",g?,...g"} (m=1,..0) olacak sekilde g =(g”,g{,...g") ,
(m=1.,l) (i=1,..,r,), moment vektdr fonksiyonlarindan olusacak sekilde
se¢ilmistir. Ayrica K,, (m=1,...,/) kiimesine ve farkli ¢, (x) (r=1,...,v) Onsel
dagilimlara uygun olarak bulunan genellestirilmis MinxEnt dagilimlar
(]\glxMiannt);1 ve (]\gnMiannt); (r=1..,v) , (m=1,..,l) seklinde
gosterilmistir.

q,(x) onsel dagilhm bilgisine sahip (MKaxMiannt)fn dagilimi, K

kiimesinin elemanlar1 olan moment vektor fonksiyonlarmin belirledigi dagilimlar
arasindan Oyle bir dagilimdir ki, bu dagilimin c¢apraz entropi degeri diger

dagilimlarin capraz entropi degerlerinden biiyiiktiir. Diger bir ifade ile

(Max MinxEnt), dagilimi, K, kiimesinin elemanlar1 olan moment vektor
Km
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fonksiyonlarinin belirledigi dagilimlar arasindan istatistiksel veriye Kullback-

Leibler ¢apraz entropi 6l¢limiine gore en yakin dagilimdir.

q.(x) onsel dagilim bilgisine sahip (]\zinMiannt); dagilimi ise, K,

kiimesinin elemanlar1 olan moment vektdr fonksiyonlarinin belirledigi dagilimlar
arasindan Oyle bir dagilimdir ki, bu dagilimin capraz entropi degeri diger

dagilimlarin capraz entropi degerlerinden kiigiiktiir. Bir bagka ifade ile

(]\{inMiannt)fn dagilmi, K, kiimesinin elemanlar1 olan moment vektor

fonksiyonlarinin belirledigi dagilimlar arasindan istatistiksel veriye Kullback-
Leibler ¢apraz entropi 6l¢iimiine gore en uzak dagilimdir (Shamilov 2006, 2007).

Stirekli rassal degiskenler i¢in ¢ (x) Onsel dagilim bilgisine sahip

(A/]{axMiannt); ve (]\{inMiannt)fn (r=1..,v) , (m=1,...,]) dagilimlarinin

bulunmasi, K, ={g",g?,..,g"} (m=1,..,1) kiimesindeki her bir
g =(g",g",..g") (m=1,.,0), (i=1,...,r,) moment vektdr fonksiyonuna ve
q.(x) (r=1..,v) onsel dagilimma uygun MinxEnt dagilimmin bulunmasina

baglidir. Bu sebepten dolayi, siirekli rassal degiskenler icin MinxEnt dagiliminin

bulunmasi i¢in Bolim 2.5°de gelistirilmis Gauss-Legendre yaklasimina dayali

yontem (MKaxMiannt)fn ve (Z\ginMiannt); (r=1L..,v) , (m=1..[)

dagilimlarmin bulunmasi icin de onemlidir. Bir baska ifade ile her bir g®
(i=1,..,r,) moment vektor fonksiyonuna ve Onsel dagilima uygun MinxEnt

dagilimmin Lagrange carpanlarinin integral isareti altinda bulunmasindan dolayz,
Gauss-Legendre  yaklasimina dayali ydntem, sonlu sayida moment

fonksiyonlarina sahip K,, kiimesi lizerinde MaxMinxEnt ve MinMinxEnt
dagilimlarinin bulunmasi i¢in genellestirilmistir

Stirekli rassal degiskenler ig¢in (A{izxMiannt)fn ve (A;{IinMiannt)fn
(r=1..,v) , (m=1..,0) dagihmlar, K,k ={g",g?,..g"} (m=1,.,])
kiimesindeki her bir g” =(g"”,g!",...g") , (i=1,..,7,) moment vektdr
fonksiyonuna ve ¢ (x) (r=1,...,v) onsel dagilimma uygun Gauss-Legendre

yaklagimina dayali yontem ile bulunan MinxEnt dagilimlar1 arasinda, Kullback-
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Leibler capraz entropi 6l¢iimii en biiyiik ve en kiiclik olacak sekilde secilerek

bulunur. S6z konusu dagilimlar bu tez ¢alismasinda, Gauss-Legendre yaklagimina

dayali yontem ile bulunan (A{(axMiannt); ve (Z\;{IinMiannt):n (r=1L..,v),

m

(m=1,...,1) dagilimlar1 olarak adlandirilmistir.
Stirekli rassal degiskenler i¢in (]\{axMiannt):n ve (Z\;{IinMiannt):n

(r=1..,v) , (m=1..,I) dagilimlarinin Gauss-Legendre yaklagimina dayali

yontemle bulunmasi siireci, uygulama iizerinde gosterilmistir. Buna gore dagilimi
aranan X rassal degiskeni olarak, Boliim 3.3°de kullanilan hisse senedinin

haftalik getiri degerleri alinmis ve m=1,...,4 bilesenli moment vektor

fonksiyonuna ile g,(x) = N(0.247,4.85) onsel dagilimina uygun (A{axMiannt)fn
ve (]\;(Iin MinxEnt)", (m=1,..,4) dagilmlar1 bulunmustur. S6z konusu

dagilimlarin = bulunmasinda kullanillan XK, , (m=1,..,4) kiimesi, Bolim
3.3’dekine benzer sekilde olusturulur. Bir baska ifade ile K, , (m=1,...,4)

kiimesi,

M ={x,x*,x°,x*x°} (4.10)
kuvvet fonksiyonlar1 fonksiyonlarindan olusan kiimeye bagl olarak asagidaki gibi
olusturulur:

e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim birli birlesimlerinden olusan kiime
e K, :M kiimesinin elemanlarinin tiim ikili birlesimlerinden olusan kiime
e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim ti¢lii birlesimlerinden olusan kiime

e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim dortlii birlesimlerinden olusan kiime

Hisse senedinin haftalik getiri degerleri i¢in K, , (m=1,..,4) moment
vektor fonksiyonlar: kiimesine ve g,(x) = N(0.247,4.85) onsel dagilimina uygun

(A?I(axMiannt)in ve (Aj{[inMiannt); (m=1,...,4) dagilimlarinin Gauss-Legendre

yaklagimina gore hesaplanan Lagrange ¢arpanlar1 degerleri Cizelge 4.1 verilmistir.
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Cizelge 4.1. Hisse senedinin haftalik getirileri icin K, (m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlari
kiimesine ve ¢ (x) Onsel dagilimma uygun (A/]{ax MinxEnt)., » (j\;{[jn MinxEnt),, (m=1,..,4)

dagilimlarinin Gauss-Legendre yaklasimina gore hesaplanan Lagrange ¢arpanlar1 degerleri

Gauss-Legendre
Genellestirilmis  Yaklagimina gére Hesaplanan Lagrange Carpanlari

MinxEnt 2 3 4 5

Dagilimlar1 X il il al i

0!1 0-’2 a:; a4 aS

(A/{gx MinxEnt), — - - -0.0009 -

(Max MinxEnt), - 0.1005 - -0.0030 —
(jv{gxMiannt)l; - 0.1431 - -0.0045  -0.0001
(Max MinxEnt); - 0.0115  0.1431 - -0.0045  -0.0001

(fon Miannt)i -0.0039 — — — —
(MinMinxEnt); 0,0031 -0.0023 - - -
(Min MinxEnt); 00071 -0.0021  -0.0007

(Min MinxEnt); 01541 0.0121  -0.0239 0.0005

Cizelge 4.1’e gore, g¢,(x)=N(0.247,4.85) oOnsel dagilimma ve K,
moment vektor fonksiyonlar1 kiimesinde, en biiyiik ¢apraz entropi degerine sahip

(A/{(axMiannt)i dagilimi (x*) moment fonksiyonuna karsilik gelen MinxEnt
dagilimidir. En kiiciik entropi degerine sahip (MKinMiannt)} dagilimi ise (x)

moment vektdr fonksiyonuna karsilik gelen MinxEnt dagilimidir. X, moment

vektor  fonksiyonlari kiimesi icin  uygun (MKaxMiannt)l2 ve
(Zlﬁ'nMiannt)l2 dagilimlart  sirastyla, (x%,x*) ve (x,x?) moment vektor

fonksiyonlara karsilik gelen MinxEnt dagilimlanidir. K, ve K, kiimeleri i¢in

uygun (1\/{(axMiannt)13 ve (A/{(axMiannt)L dagilimlari, sirastyla (x°,x*,x°) ve

(x,x”,x*,x) moment vektér fonksiyonlarina karsihlk gelen MinxEnt

dagilimlaridir. (Zliz'nMiannt)l3 ve (]\j([inMiannt)it dagilimlar1 ise, sirasiyla

(x,x*,x’) ve (x,x*,x’,x) moment vektdr fonksiyonlarina karsilik gelen

dagilimlardir.
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Hisse senedinin haftalik getiri degerleri i¢cin Gauss-Legendre yaklasimina

dayali yontemle bulunan N(0.247,4.85) Onsel dagilim bilgisine sahip

(MinxEnt)! (Z\{axMiannt)in ve (Aj{[inMiannt); (m=1,..,4) dagilimlarinin

m m

uygun capraz entropi degerleri Cizelge 4.2°de listelenmistir.

Cizelge 4.2. Hisse senedinin haftalik getirileri i¢in X (m =1,...,4) moment vektdr fonksiyonlari
kiimesine ve ¢ (x) 6nsel dagihmina uygun (Max MinxEnt), s (Min MinxEnt)., V€& (MinxEnt),,
K, K,

(m=1,...,4) dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri

Genellestirilmis ~ Capraz
MinxEnt Entropi
Dagilimlar Degerleri

Capraz  Genellestirilmis  Capraz
Entropi MinxEnt Entropi
Degerleri Dagilimlari Degerleri

MinxEnt
Dagilimlari

(MaxMinxEnt); - 0.0309  (MinxEn)} 00031  (MinMinxEnt)  0,0031
(Max MinxEnt), 00979 (MinxEnt),  0.0032  (MinMinxEnt); 0,032
(Max MinxEnt),  0.1251  (MinxEnt), ~ 0.0033  (MinMinxEnt); 0,033
(Max MinxEnt),  0.1253  (MinxEnt), ~ 0.1251 ~ (MinMinxEnt), 00273

Hisse senedinin haftalik getiri degerleri icin Gauss-Legendre yaklagimina

dayali yontemle bulunan (Z\{axMiannt)}n (m=1,..,4) dagilimlarinin uygun

m

capraz entropi degerleri (MinxEnt), ~ve (AginMiannt)in (m=1,..,4)

m

dagilimlarinin capraz entropi degerlerinden biiyiikk oldugu Cizelge 4.2°den

goriilmektedir. Dikkat ¢eken baska bir sonug, istatistiksel veriye Kullback-Leibler

capraz entropi Ol¢limiine gore en uzak dagilim olan (A;(Iin MinxEnt), (m=1,..,4)

m

dagilimlarinin ¢apraz entropi degerlerinin, (MinxEnt)! (m =1,..,4) dagilimlariyla
hemen hemen ayni olmasidir. Ayrica Cizelge 4.2°den, moment vektor

fonksiyonundaki  bilesen  sayis1  arttirildiginda (A{axMiannt)}n ve
(]\ginMiannt)in (m=1,..,4) dagilimlarinin uygun capraz entropi degerlerinin

birbirine yaklastig1 da goriilmektedir.
Hisse senedinin haftalik getiri degerleri i¢cin Gauss-Legendre yaklasimina

dayali yontemle bulunan (Z\{(axMiannt)ln ve (A;{IinMiannt)in (m=1,..,4)

dagilimlarinin gorsel sonuglar1 Sekil 4.1°de sunulmustur.
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Sekil 4.1. Hisse senedinin haftalik getirileri i¢in K, (m=1,...,4) moment vektor fonksiyonlar:
kiimesine ve ¢ (x) Onsel dagilimma uygun (A/]{ax MinxEnt)., » (j\;{[jn MinxEnt),, (m=1,..,4)

dagilimlarinin grafikleri

Hisse Senedinin Haftalik Getirilerine iliskin MaxMinxEnt ve MinMinxEnt Dagilimlar:
70

= = = MaxMinxEnt;
1
60f| wanuni MaxMinxEnt2 |
2 ’\
MaxMinxE nti Il“ R ‘2‘
3 *
50 ] |
— MaxMianntﬁA t‘l \

MinMinxEntk
40 K,

MinMiannti
2

Frekans

30 MinMiannti

3

MinMianntf(
4

20

Onsel D

Normal

10

Sekil 4.1’den, K, (m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlar1 kiimesine ve

m

q,(x)=N(0.247,4.85) onsel dagilima uygun bulunan (]\{axMiannt)ln

(m=1,..,4) dagilimlarinin istatistiksel veriye uyumu net bir sekilde goriilmektedir.
Ayrica Sekil 4.1°den, istatistiksel veriye capraz entropi Ol¢limiine gore en uzak

dagilm olan (A;([inMiannt)ln (m=1,..,4) dagilmlarmin uyumu da

gdzlenmektedir. Bu gorsel sonuglar, (MinxEnt), (m=1,..,4) dagilimlar1 igin
bulunan sonuglara gore daha iyidir.
Stirekli rassal degiskenler icin Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontemle

bulunan (]\{axMiannt)fn ve (Z\ginMiannt)fn (r=1..,v) , (m=1..1)

m

dagilimlarinin gesitli istatistiksel verilere olan uyumu, Bolim 8’de daha ayrintili

sekilde incelenmistir.
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5. OZEL ONSEL DAGILIMLARA DAYALI ENTROPi OPTIiMIiZASYON
DAGILIMLARI

Entropi optimizasyon dagilimlarinin bulunmasi problemi genel olarak
Lagrange carpanlarinin  hesaplanmasina  doniistiiriilmektedir.  Lagrange
carpanlarinin bulunmasi da moment kisitlarina baglh olarak, ayrica bir problem
olusturmaktadir. Bu bolimde moment kisitlarina bagli 6zel onsel dagilimlara
uygun olarak MinxEnt dagilimi i¢in Lagrange carpanlarinin bulunmasi yontemi
teorem seklinde ifade edilmistir. S6z konusu teorem yardimiyla MinxEnt dagilimi
ile aymm moment kisitlar1 saglayan MaxEnt dagilimi i¢in de Lagrange
carpanlarinin bulunmasi problemi ¢oziilmiistiir.

q(x) onsel dagilimina sahip Kullback-Leibler dl¢timii

D(f :q)= j 1! 5.1)
fonksiyoneli ile ifade edilir. Bu fonksiyonelin,

[ 6,0/ = 1,5 (= 0,00m) ve (2a(0)=1), (4= 1) (52)
kisitlar1 altinda minimizasyon problemi Lagrange carpanlari yontemi yardimiyla
bulunabilir. (5.2) esitliklerinde g;(x), (j=1,...,m) moment fonksiyonlar1 ve

Ui, (j=0,..,m) ise moment degerleridir. Bilindigi tizere (5.1) fonksiyoneline

(5.2) moment kisitlar1 altinda minimum deger veren MinxEnt dagilim fonksiyonu,
J(x)=q(x) eXP(—Z a8, (X)j (5.3)
j=0

seklinde bulunur. Burada «;, (j =0,...,m) Lagrange ¢arpanlaridur.

Ozel o6nsel dagilimlara uygun MinxEnt dagilimi i¢in bulunan Lagrange
carpanlari yardimiyla, MinxEnt dagilimi ile ayni moment kisitlar1 saglayan
MaxEnt dagilimi icin de Lagrange carpanlarinin bulunabilmesi problemini
¢ozmek i¢in, uygun optimizasyon problemi agsagidaki sekilde ifade edilmektedir.

Boliim 2.1°de anlatildig: gibi,

H(x)=— j F(0)In f(x)dx (5.4)
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formiilii ile ifade edilen Shannon 6l¢limiine,
b
[g,(0fdx=p,, (j=0,...m) ve (g,(x)=1), (44, =1) (5.5)

kisitlar1 altinda maksimum deger veren MaxEnt dagilim fonksiyonu ]7 (x)

Lagrange carpanlar1 yontemi ile,
f<x>=exp[—zoz,-g,<x)J (5.6)
=0

seklinde bulunur. Burada g (x), (j=0,...,m) Kullback-Leibler 6l¢timi i¢in ifade

edilen optimizasyon probleminin (5.2) kisitlarinda bulunan moment fonksiyonlari

ile aymdir, dj, (j=0,..,m) ’ler ise Shannon Ool¢iimii icin ifade edilen

optimizasyon problemine uygun Lagrange ¢arpanlaridir.

(5.3) formiilinde bulunan ¢, (j=0,...,m) Lagrange carpanlari ile (5.6)
formilinde bulunan &, (j=0,...,m) Lagrange ¢arpanlari arasindaki baglantiy1

ifade eden asagidaki teorem gecerlidir.

Teorem 5.1: (5.1) Kullback-Leibler fonksiyoneli i¢in ifade edilmis (5.1), (5.2)

optimizasyon probleminde ¢g(x) fonksiyonu,
Q(x) = exp[_zc_ljgj(x)] (57)
=0

seklinde olsun. Burada &, (j =0,...,m) keyfi sayilardir.

Bu durumda, (5.1), (5.2) optimizasyon probleminin ¢éziimii olan MinxEnt

dagilimi i¢in (5.3)’de ifade edilen Lagrange ¢arpanlari «;, (j =0,...,m) ve (5.4),

(5.5) optimizasyon probleminin ¢ézliimii olan MaxEnt dagilimi i¢in (5.6)’da ifade

edilen Lagrange carpanlart ise &, (j =0,...,m) oldugunda
a,=a,+a,, (j=0,..,m) (5.8)

esitlikleri gegerlidir.
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Kamt. ¢(x) (5.7) formiilii ile verildiginde, (5.1), (5.2) c¢apraz entropi
optimizasyon probleminin ¢dziimii yukarda ifade edildigi gibi (5.3) formiilii ile
verilir. (5.3) esitligi (5.2)’de dikkate alindiginda (a; +@;), (j =0,..,m) Lagrange

carpanlarinin bulunmasi igin,

b m

J.gj(x)exp[_Z(aj +67j)gj(x)jdX=,uj, (J=0,..,m) (5.9)
a Jj=0

sistemi elde edilir. Bu sistemin (a;+a;), (j=0,..,m) Lagrange carpanlarina

gore tek ¢oziime sahip oldugu bilinmektedir (Cramer 1966; Kapur ve Kesevan

1992; Shamilov 2007). Ayrica (5.1)’de ifade edilen D(f:q) c¢apraz entropi

fonksiyonelinin (5.3) MinxEnt dagilimima uygun minimum degeri,

Dy == a1, (5.10)
J=0
seklinde elde edilir.

(5.4), (5.5) entropi optimizasyon probleminin ¢6ziimii yukarda ifade edildigi
gibi (5.6) formiili ile wverilir. (5.6) formiilii (5.5)’de dikkate alindiginda

a;, (j=0,...,m) Lagrange ¢arpanlarinin bulunmast i¢in,

J.gj(x) exp[—idjgj(x)jdx =4, (j=0,..,m) (5.11)

sistemi elde edilir. Bu sistemin &, (j =0,...,m) Lagrange c¢arpanlarina gore tek

¢Oziime sahip oldugu bilinmektedir (Cramer 1966; Kapur ve Kesevan 1992;
Shamilov 2007). (5.3)’de ifade edilen H(x) entropi fonksiyonelinin (5.6) ile ifade

edilen MaxEnt dagilimina uygun maksimum degeri ise

H,. =6, (5.12)

J=0
seklinde bulunur.

(5.9) ve (5.11) sistemlerinde g,(x), (j =0,...,m) moment fonksiyonlari ve
H;, (j=0,..,m) moment degerleri ayni oldufu i¢in bu sistemler esdeger
sistemlerdir ve (5.9) sisteminin bilinmeyenleri olan (a;+a;), (j =0,..,m)
Lagrange carpanlar ile (5.11) sisteminin bilinmeyenleri olan &, (j =0,...,m)

Lagrange carpanlar1 ¢akismak zorundadir. Boylece
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a,=a,+a,, (j=0,..,m) (5.13)
oldugu kanitlanmis olur.

Bu teoremden yararlanilarak elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

Sonug 5.1: Teorem 5.1.°in kosullar1 saglandig1 durumda,

Dy +H, = 0,1, (5.14)
=0
esitligi gecerlidir.

Kamt: (5.13) esitligi (5.10) esitliginde yerine yazildiginda,

=0
veya
Dy == G+ D EH, (.15)
7=0 =0

j=0
veya
Dmin+Hmax:Z§jﬂj (516)
=0

sonucu elde edilir. Boylece (5.14) ispatlanmis oldu.
Sonu¢ 5.2: g(x) dagilim fonksiyonu seklinde secilirse ve H >0 ise, bu

durumda

D=0 (5.17)
=0

esitsizligi gecerlidir. Eger

dau =0 (5.18)
=%t

ise D, =H_ =0 esitligi saglanir.
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Kamit: Eger ¢(x) dagilim fonksiyonu seklinde segilirse, D(f,q) Ol¢iim

fonksiyonelinin 6zelligine goére D . >0 olur. f(x)>0 yogunluk fonksiyonu,

b
q(x)20, [g(x)dx <1 kosullarini saglayan bir fonksiyon ise,

—i f(x)In f(x)dx < —i f(x)Ing(x)dx

veya

[ r)In f(x)dx > [ £(x)Ing(x)dx (5.19)
esitsizligi gecerlidir (Cramer 1966). (5.1 formiiliinden,

DUf )= £ (s = (3 (5.20)
elde edilir. (5.20)’de (5.19) dikkate alindiginda,

D(f )= [ (310 f (s =] £ () In () >0

veya

D(f:9)=0 (5.21)

b
oldugu kanmitlanmis olur. Eger q(x)>0, [g(x)dx=1 ise (5.21)’in esitsizligi
yinede gegerlidir. Ayrica H_, >0 oldugu kabul edildigi icin (5.16) esitliginden,

@, >0 (5.22)

J

M

I
(=}

J

oldugu ortaya ¢ikar. Eger Teorem 5.1°de ifade edilen a.,,...,a, sayilari,
> a,u, =0 (5.23)
=0
esitligini saglayacak sekilde segilir ise (5.16) esitliginden
Dmin +Hmax = Zajﬂj = 0
j=0

veya
Dmin + Hmax = 0 (524)

elde edilir. H,_, >0 oldugu kabul edildigi ve D, >0 oldugu igin,
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Dmin = Hmax = 0 (525)
esitligi saglanmak zorundadir. Bdylece Sonug 5.2 ispatlanmis olur.

Sonug¢ 5.3: Eger Teorem 5.1°de ifade edilen &, (j=0,.,m) sayilar keyfi

secildiginde,
2.t~ Dy (5.26)
=0

farki sabittir. Bir baska ifade ile &, ’lerin degisimi D,;, ’de etkiledigi i¢in
(5.26)’nin degeri sabit kalmaktadir.
Kanit: (5.14) esitligi

Hmax = Z&jﬂj - zajluj (5-27)

seklinde de yazildiginda &; (j =0,..,m) ’lerin keyfi se¢ilmesine bagh olmayarak,

H,, ' degeri sabittir. Cinki H, degeri @, ’lere bagh degildir. Bdylece

max

Z a;u; — D, farki sabittir.
j=0
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6. ENTROPI OPTIMIiZASYON VE GENELLESTIRILMIS ENTROPI
OPTiMiZASYON DAGILIMLARI iCiN YARDIMCI KONULAR

Bu boéliimde genellestirilmis entropi optimizasyon dagilimlari i¢in sonlu
sayida moment fonksiyonlarindan olusan kiimenin elemanlar1 yardimi ile kurulan
moment vektdr fonksiyonlari kiimesi, entropi optimizasyon dagilimlar1 igin
Lagrange carpanlarinin analitik ifadelerinin bulunmasi ve yaygin olarak kullanilan

bazi istatistiksel testler ile kriterler ele alinmistir.

6.1. Genellestirilmis Entropi Optimizasyon Dagilimlar1 icin Moment

Fonksiyonlar1 Kiimesi ve Onsel Dagilim

Boliim 3 ve Boliim 4°de ifade edildigi gibi, siirekli rassal degiskenler i¢in
genellestirilmis MaxEnt dagilimlart ve genellestirilmis MinxEnt dagilimlarinin
tanimlanmasinda, K moment fonksiyonlar1 kiimesi 6nemli bir yere sahiptir. Bir
bagka ifade ile genellestirilmis entropi optimizasyon dagilimlari, K moment
vektor fonksiyonlar1 kiimesine baglidir. Genel anlamda K kiimesi, sonsuz sayida
moment vektdr fonksiyonlarindan olusur. Fakat pratik uygulamalar agisindan, K
kiimesinin sonlu sayida elemanlardan olugmasinin da 6nemli oldugu B6liim 3.3 ve
Bolim 4.3’de vurgulanmistir. Ayrica bu durumun, istatistiksel dagilimlarin
karakterize edici momentlerin sonlu sayida olmasi ve uygun dagilimlarin entropi
optimizasyon probleminin ¢Oziimii seklinde bulunabilmesiyle de desteklendigi
sOylenmistir.(Kagan ve ark. 1973; Gokhale 1975; Dumitrescu 1986; Kapur 1989).

Bolim 3.3 ve Bolim 4.3’de genellestirilmis entropi optimizasyon
dagilimlarinin pratik uygulamalarin yapilabilmesi i¢in K kiimesi, sonu sayida m
tane bilesene sahip moment vektdr fonksiyonlarindan olusacak sekilde se¢ilmistir
ve K, seklinde gosterilmistir. Bir baska ifade ile K,  kiimesi,
K, ={g",g?,...g"}  (m=1..,0) olacak sekilde g”=(g”, g",...g")
(m=1..,0), (i=1,..,r,) moment vektor fonksiyonlarindan olusacak sekilde

secilmigtir. Ayrica K, moment vektdr fonksiyonlar: kiimesi, literatiirde yaygin

olarak kullanilan kuvvet fonksiyonlarindan yararlanilarak olusturulmustur. Fakat
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Boliim 2.3.2 ve Boliim 2.6.2°de vurgulandigi gibi, kuvvet fonksiyonlart moment
fonksiyonlar1 olacak sekilde secilirse, bu durum uygun entropi optimizasyon
dagilimlarin1 olumsuz yonde etkilemektedir (Dalén, 1987; Wu ve Stengos 2005;

Bera ve Park 2009). Bu sebepten dolayi, K,, kiimesinin elemanlarinin kuvvet

fonksiyonlarindan farkli sekilde se¢imi 6n plana ¢ikmaktadir (Bera ve Park 2007,
2009; Shamilov ve ark. 2008a).

Son yillarda yapilan ¢alismalar ve bizim yaptigimiz arastirmalarda, bilinen
istatistiksel dagilimlarin  karakterize edici momentleri ve onlarin ¢esitli
birlesimlerinden olusan moment fonksiyonlarina uygun entropi optimizasyon
dagilimlarinin, istatistiksel veriyi modellemede daha etkin iyi sonuglar verdigi
goriilmiistiir. Ornegin Wu ve Stengos (2005) yilinda yaptig1 ¢alismada, moment

fonksiyonu olarak x,x”,In(1+x”) ve sinx fonksiyonlarindan yararlanmistir. Wu

>, In(1+x%) ve arctanx

ve Perloff (2007) yilindaki ¢aligmasinda x , x
fonksiyonlarini moment fonksiyonlar1 olarak kullanmigtir. Shamilov ve
ark.(2008a)’deki calismasinda, moment fonksiyonu olarak x,x”,x’,Inx,(Inx)’

ve In(1+x*) fonksiyonlarindan yaralanmistir. Bera ve Park (2007; 2009)

yillarindaki ¢aligmalarinda |x ?, In(1+ |x|p) , x/ (1+x%), arctanx, arctan x”, sin x

ve cosx fonksiyonlar1 yardimiyla moment fonksiyonlarini olusturmustur. Bu
fonksiyonlarin se¢iminde, istatistiksel dagilimlarin karakterize edici momentleri
ve bu momentler yardimiyla bulunan entropi optimizasyon dagilimlarinin 6zel
olarak istatistiksel dagilimlara doniismesi durumu etkili olmustur. Buna gore
istatistikte yaygin olarak kullanilan dagilimlarin, MaxEnt dagilimi olarak elde
edilmesi i¢in uygun moment fonksiyonlar1 Cizelge 6.1°de verilmistir (Gokhale
1975; Kapur ve Kesevan 1992; Bera ve Park 2007, 2009).

Bu sebeplerden dolay1 stirekli rassal degiskenler i¢in Gauss-Legendre
yaklagimina dayali yontemle bulunan genellestirilmis entropi optimizasyon

dagilimlarinda kullanilan K,, moment vektér fonksiyonlar1 kiimesi, bilinen

istatistiksel dagilimlarin karakterize edici momentlerinden ve onlarin cesitli

birlesimlerinden yararlanilarak olusturulmustur.
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Cizelge 6.1. Istatistiksel dagilimlara uygun MaxEnt dagilimlar1 icin moment fonksiyonlart

Dagilimin Moment Elde Edilen Dagilimin yaygin
Adi Fonksiyonu Dagilim kullanim sekli
1
Diizgiin Yok exp(—a,) = ,a<x<bh
t 1 x
Ustel [ 3/ oy = exp(—a, — ) ew(—) 0
b
xf(x)dx=pu x— )’
! 1 ) —exp(- S
Normal ; exp(—a, — a,x — a,x”) V2o 20
Ixzf(x)dx:,uz —00< X <0
b
Inxf'(x)dx = 1 Inx— u)’
Log f 1 | e A,
, exp(—a, —a, Inx—a,(Inx)") 7o 20
Normal
_[(ln x)? f(xX)dx = u, x>0
b
.[ ¥ (dy=a L e exp(—x)»
Gamma , , exp(—a, —a,x —a, In x) ['(a)
Ilnxf(x)dxzr(—m x=0
u I'(a)
*’ c@exp-2=A).
Laplace “X — | f(x)dx=o? exp(—a, —ax—a, |x]") o’
! —0< X <0
j’. , N
. x'f(x)dx = p, N exp(—Y ax')
Gen. Ustel a exp(-) ax') ;
i=0
i=1.,N —0< X <00
b
_[x”f(x)dle, a>0 »
: « ax"" exp(=x") ,
Weibull , exp(—a, —a,x" —a, Inx)
[nxf (x)dx = Y x>0
’ a
b —1 s
Cauchy Iln(l +x3) f(x)dx=2In2 exp(~a, —a, In(1+ x*)) 7(1+x%)
’ —0 < x <
b
dx = v_
| 'IXf(x) x =v I ' exp(5)»
Ki-Kare . exp(—a, —ax—a, Inx) 22T(a) 2
J-lnxf(x)dxz%HnZ 30
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Genellestirilmis MinxEnt dagilimi i¢in bir diger 6nemli konu ¢(x) oOnsel

dagilim konusudur. Buna gore dagilimi aranan istatistiksel veriyle ilgili herhangi

bir g(x) Onsel dagilim bilgisi varsa, bu durumda s6z konusu ¢(x) ’den
yararlanilarak genellestirilmis MinxEnt dagilimi bulunur. Herhangi bir g(x)

bilgisi olmadig1r durumunda ise, 6nsel dagilim olarak, dagilimi aranan istatistiksel
verinin daha Onceki yillarina ait verilerinin dagilimi veya literatiirdeki
uygulamalarda kabul goérmiis dagilimlar kullanilabilir. (Pandey 2001a, 2001b;
Woodbury ve Ulrych 2004; Ridder ve Rubinstein 2007; Shamilov ve ark. 2006b).
Ayrica sunu belirtmek gerekir ki, eger istatistiksel veri sadece MinxEnt dagilimi
ile modellenmis olsaydi, bu durumda o6nsel dagilimin se¢imi modellemenin
basarisinda 6nemli bir faktor olacakti. Fakat genellestirilmis MinxEnt dagilimi ile
verilmis onsel dagilima ve moment fonksiyonlarina bagl olarak Kulback-Leibler
Ol¢limiine gore en yakin dagilim se¢ildiginden dolay1 6nsel dagilimin se¢imi belli

anlamda MinxEnt dagilimindaki kadar 6nem tagimamaktadir.

6.2. Entropi Optimizasyon Probleminin Coziimii Olarak Normal Dagilimin

ve Uygun Lagrange Carpanlarimin Analitik ifadelerinin Bulunmasi

Bu bolimde Bolim 2.3.1 kullanilan normal dagilimin, uygun entropi
optimizasyon probleminin ¢oziimii olarak ifade edilebildigi gosterilmis ve sz
konusu problemin ¢o6ziimiinde ortaya c¢ikan Lagrange carpanlarinin analitik
ifadeleri bulunmustur.

Normal dagilimin Kkarakterize edici moment fonksiyonlart x ve x°

oldugundan dolay1, uygun entropi optimizasyon problemi,

H(x)= —t[ f(x)In f(x)dx (6.1)
Shannon ;;tropi fonksiyoneline,

Tf(x)dx =1 (6.2)
c_io:)gal kosulu ve

]. xf(x)dx=pu (6.3)

—00
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+00

J. X f(x)dx =0+ i (6.4)

—00

moment kosullart altinda maksimum degere veren dagilimin bulunmasi
problemidir. Burada u ve o’ parametreleri sirastyla, Normal dagilimimin
ortalamasi ve varyansidir. (6.1)-(6.4) probleminin ¢éziimii Lagrange carpanlari
yontemiyle bulunabilir. Lagrange carpanlart ¢,,a,,a, ile gosterildiginde s6z
konusu problemin ¢oziimii,
f(x)=exp(-a, —a,x —a,x’) (6.5)
seklinde bulunur.

a,,q,,a, Lagrange carpanlari (6.2)-(6.4) kosullar1 yardimiyla elde edilmis,

J- exp(—a, —a,x — a,x" )dx =1
[ xexp(-at, —ax— a3 )dx = (6.6)
j ¥’ exp(—a, — o x —a,x )dx = o + 41

—00

sisteminden bulunur. ¢, Lagrange ¢arpanimi bulmak icin, (6.6) sisteminin ikinci
esitliginde,
exp(a,) I xexp(—a,x —a,x’)dx = u (6.7)
gerekli diizenlemeler yapildiginda,

ol
4a,

exp(——-«,) T xexp(—a, (x +2“7‘2)2 Ydx = (6.8)

elde edilir. (6.8) goriildiigii gibi has olmayan integralin yakinsak olmasi igin

o, >0 olmak zorundadir. Bu sonug dikkate alindiginda (6.8) esitligi,

2

ol % X+ aT;

exp(, = ay) [ vexp(-| == | e =p (6.9)
2 -0 \@
seklinde yazilabilir. (6.9)’da
X+ 5

z=—7T> (6.10)

Ja
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dénﬁsﬁmﬁ yapildiginda

GXp( —OKO)J.(\/;

veya
o0

2 0 2
exp(-— ) [ ——exp(—z* )z —exp(-———a,) [ —exp(~z*)dz = p (6.11)
4a, I, 4a, 2

-0 aZ

elde edilir.

exp( - ao)j \/_ exp(—z°)dz =

i (6.12)
= exp(a—1 ~a );(exp(—zz)ro ) =
= . =
4a, 2\/05_2 =
ve
al 7
exp(———a,) [ exp(—z")dz =1 (6.13)
4a, e
oldugu i¢in (6.11) ‘den
— al —
2a, #
veya
a, =-2ua, (6.14)

sonuncuna ulasilir.

a, Lagrange ¢arpani bulmak i¢in, (6.6) sisteminin {iglincii esitliginden

2
2 L] + o
exp( % —ao)j x” exp(— 29 Ndx = 0% + 11 (6.15)
R i

elde edilir ve

x+2a
= (6.16)

Jo

dt')m'isiimii yapildiginda

z =

exp( _OKO)J.(\/OK_

veya
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© 2 ©
A j Z exp(—2’)dz— A j %z exp(—z°)dz +
—0 aZ —0 aZ

0 2
a
+AJ. 1 exp(—z° )z =0 + u

2

2

(6.17)

sonucuna varilir. Burada A = exp( % —a,) dir. (6.17) esitligin sol tarafindaki

a,

birinci integralin,

© 2 ©
A I Z—exp(—22 )dz = i j z(zexp(—z*))dz =
—0 aZ az —

= i(—z exp(—z")| ) A [ exp(—2")dz = 1
a, >/ a, s 2a,
veya

1
2a,”

o 2
Ajz—e)(p(—z2 Yz =
—0 a2

ikinci integralin,

00

2“ a. 0
A a3/12 J. zexp(—z°)dz= A a31/2 (exp(—zz)‘_w) =0,

2 2

iclincii integralin,

A T alz 2 _ alz A [ 2 —
j o exp(—z~)dz = = J. exp(—z~)dz =
—o0 2 2 —o0
2 2 0 2
a; a, 2 @
= ex —a,) | exp(=z*)dz =
1o P [ exp(-2 = s
veya
£ a2 a2
A Lexp(—z’)dz = —
_-[J 4a; p(=z M 4a;

oldugu dikkate alinirsa,

1
—+—L =0+
a, 4o,

esitligi elde edilir.
(6.14) esitligi (6.21) yerine yazildiginda

2 2
1 a, A

20, 4a; 4a;
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(6.19)
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—=0 6.22
o (6.22)

elde edilir. Buradan

1

a, =
2
20°

(6.23)

sonucuna ulagilir.
a, Lagrange ¢arpanini bulmak i¢in, (6.6) sisteminin birinci esitligini,
ol
4o

exp(——-a,) T exp(—a, (x + 2“7‘2)2 Ydx =1 (6.24)

2

seklinde ifade ederek o, ve o, 'nin (6.14) ve (6.23) ile ifade edilen degerleri

yerine yazildiginda,

2 ©
Y7, 1 2
xp( -2t L exp(—— (x—p) )dx=1 (6.25)
sonucuna Varlhr.
| exp(—21 ~(x—u) )x =270 (6.26)
(o2

—00

oldugu (6.25)’de dikkate alindiginda,

2

7,
20

exp(=— -, N2ro =1 (6.27)
elde edilir. (6.27)’de gerekli diizenlemeler yapildiginda,

o, =

”22 +In(\270) (6.28)
20

sonucuna ulagilir. Bdylece normal dagilima uygun (6.1)-(6.4) entropi
optimizasyon probleminin (6.5) ile ifade edilen,
f(x)=exp(-a, —a,x —a,x’) (6.29)

¢cozlimii, «,,q,,c, Lagrange carpanlar: analitik olarak,
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2
a, == +In(\270)

207
o = (6.30)
O
1
%= 207

seklinde bulunur.
(6.30) ile ifade edilen «,,,,«, Lagrange carpanlarimin analitik formiilleri

(6.29) da dikkate alindiginda,

2

Y7,
om

[(x) = exp(~(L5+In(v276)) + L x— szz)
o 20

veya

1

f(x)= Jz—zexp(—%‘z(x—u)z) (6.31)
o

seklinde normal dagilimin ( N(u, o) )yogunluk fonksiyonuna déniisiir.

Not 6.1: (6.30) ile ifade edilen analitik formiillerden yararlanilarak, Bolim 2.3.1

de MaxEnt dagiliminin Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontem ile

bulunmasinda kullanilan uygun @, vea, Lagrange garpanlarinin degerleri,
e X~N(0,1) icine =0 vea,=0.5,
e X ~N(-1,3) i¢in o, =0.3333 ve o, =0.1666,
e X~N@GL5) o =-2 ve a, =0.3333

seklinde bulunur.

6.3. Entropi Optimizasyon Probleminin Coziimii Olarak Gamma Dagiliminin

ve Uygun Lagrange Carpanlarinin Analitik ifadelerinin Bulunmasi

Bu béliimde Bolim 2.6.1 kullanilan gamma dagiliminin, uygun entropi
optimizasyon probleminin ¢oziimii olarak ifade edilebildigi gosterilmis ve s6z
konusu problemin ¢oziimiinde ortaya c¢ikan Lagrange ¢arpanlarimin analitik

ifadeleri bulunmustur.
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Gamma dagiliminin karakterize edici moment fonksiyonlar1 olan x ve Inx

yardimi ile kurulmus uygun entropi optimizasyon problemi,

H(x)= —T F()In f(x)dx (6.32)
Shannon gntropi fonksiyoneline,

T fx)dx=1 (6.33)
doogal kosulu ve

Txf(x)dx =B (6.34)
]:ln xf (xX)dx = ?((j)) +In B (6.35)

moment kosullar1 altinda maksimum degere veren dagilimin bulunmasi

problemidir. (6.34) ve (6.35) esitliklerindeki 4 ve £, Gamma dagilimda sirastyla
sekil ve Olcek parametreleridir. (6.32)-(6.35) probleminin ¢6ziimii Lagrange
carpanlar1  yontemiyle bulunabilir. Lagrange carpanlann ¢,,¢,a, ile
gosterildiginde s6z konusu problemin ¢oziimii,
f(x)=exp(-a, —a,x—a, Inx) (6.36)
seklinde bulunur.

a,,a,,0, Lagrange carpanlan (6.33)-(6.35) kosullar1 yardimiyla elde

edilmis,

exp(—a, —ax—a,Inx)dx =1

xexp(—a,—a,x—a, Inx)dx =1 (6.37)

I'(4)
D +In g

Inxexp(—a, —a,x—a, Inx)dx =

Ot 8 O] O—=— 8

sisteminin ¢ézliimii olarak bulunur.

(6.37) sisteminin birinci denklemi,
I exp(—a,x —a, In x)dx = exp(e,)
0

veya
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Tx“z exp(—a,x)dx = exp(e,) (6.38)

seklinde ifade edildiginde ve

o 1-a,
[ exp(-ax)dx = (iJ r(-a,) (6.39)
0 a
oldugu dikkate alindiginda,
1 I-a,
(—J I(1-a,)=exp(a,)
al
veya
1 1-a,
o, = ln((—J Ird-e,)) (6.40)
@,

sonucuna ulagilir.

a, Lagrange c¢arpani bulmak i¢in, (6.37) sisteminin ikinci denkleminde

gerekli diizenlemeler yapildiginda,

exp(—a, )I x'7 exp(—a,x)dx = aff (6.41)
0
elde edilir. (6.41) esitliginde,
. 1 2-a,
j X7 exp(—ax)dx = (—} r2-a,) (6.42)
0 2
oldugu dikkate alindiginda,
1 2-a,
(—J I'2-a,)exp(-a,)=Ap (6.43)
al
esitligi elde edilir. ¢, 1n (6.40) ile ifade edilen degerleri(6.43) esitliginde yerine
yazildiginda,
1 2-a, 1 1 -1
—| Tr@-a)—— —| =48
a, rd-e,)\ o,
veya
1
(—j (1-a,)=4p (6.44)
a,

sonucu elde edilir.
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a, Lagrange c¢arpani bulmak i¢in, (6.39) denkleminin her iki tarafinin «,
parametresine gore tiirevi alindiginda,

1n(ai)r(1—a2)+r'(1—az)(aij 2 (6.45)

o l-a,
Jlln(x)x_”‘2 exp(—a,x)dx = [L]
0 a

1

elde edilir. ¢, ’1n (6.40) ile ifade edilen degerleri (6.45)’de dikkate alindiginda,

Tln(x)x‘”‘2 exp(—a,x)dx = exp(oco)(M + ln(L)J

I'l-e,) o,
veya
exp(—a, )I In(x)x~ exp(—c,x)dx = I;((%_Zj)) 4 1n(ai]) (6.46)

sonucuna varilir. (6.37) sisteminin ti¢lincii esitligi,

exp(—«a, )T Inxexp(—a,x —a, Inx)dx = % +Inp (6.47)

seklinde yazilabilir. (6.47)’de (6.46) esitligi dikkate alindiginda,

ri-a) 1. T'Q
e’ In( - )= =) +1n B (6.48)

sonucu elde edilir. ¢, ve «, Lagrange carpaninin degerleri (6.47) ve (6.48)

esitlikleri dikkate alindiginda,

o = (6.49)
p

ve

a,=1-1 (6.50)

olarak bulunur.
Sonug olarak, Gamma dagilimina uygun (6.32)-(6.35) entropi optimizasyon

probleminin (6.36) ile ifade edilen,
f(x)=exp(-a, —a,x—a, Inx) (6.51)

¢oziimil, o, &, ¢, Lagrange carpanlarinin analitik ifadeleri,
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a, =In(B'T(1))
1

= 6.52
%= (6.52)
1—

a,=1-1
olmak uzere bulunur.

(6.52) ile ifade edilen ¢, ,,a, Lagrange ¢arpanlariin analitik formiilleri

(6.51)’de dikkate alindiginda,

f(x)=exp(~In(B'T(1)) —%x —(1-A)Inx)

veya
1 1
f(x)= 5T exp(—zx—(l—/l)lnx) (6.53)
elde edilir. (6.53)’de gerekli diizenlemeler yapildiginda,
1 P X
fx)= g eXp(—E) (6.54)

seklinde gamma dagiliminin ( Gam(A4, ) ) yogunluk fonksiyonuna doniisiir.

Not 6.2: Boliim 2.3.1 de MinxEnt dagiliminin Gauss-Legendre yaklagimina dayali

yontem ile bulunmasinda kullanilan uygun ¢ ve o, Lagrange garpanlarmin
degerleri, (6.54) ile ifade edilen «,,a, Lagrange carpanlarinin analitik
formiillerinden ve Boliim 5°de ifade edilen Teorem 5.1°den yararlanilarak,

e X ~Gam(2,1) ve g(x)=exp(-0.5-x—Inx) i¢in &, =0 ve a, =2,

e X ~Gam(3,0.5) ve q(x)= exp(3—0.5x—ln x)i(;in o, =15 ve a, =-3,

e X ~Gam(1.5,2.5) ve g(x)=exp(2-0.6x+0.5Inx) a, =-0.2 ve o, =0

seklinde bulunur.
6.4. Model Belirlemek i¢cin Bazi Uyum Testleri ve informasyon Kriterleri
Bu boliimde, stirekli rassal degiskenler i¢in Gauss-Legendre yaklagimina

dayal1 yontem ile bulunan genellestirilmis MaxEnt dagilimlar1 ve genellestirilmis

MinxEnt dagilimlarinin istatistiksel veriye uyumunu gostermek i¢in yaygin olarak
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kullanilan bazi uyum iyiligi testleri (goodness of fit) ve informasyon kriterleri
tizerinde durulmustur.

Istatistikte bircok &nemli uyum iyiligi testleri ve informasyon kriterleri
vardir. Bu testler arasinda en sik uygulananlar ise Ki-Kare ( °), Kolmogorov-
Smirnov ( KS') testleridir (Gibbons ve Chakraborti 1985; D’ Agostino ve Stephens
1986; Huber-Carol ve ark. 2002; Wang ve ark. 2004). Informasyon kriterleri
arasinda en sik kullanilanlar ise Akaike informasyon (AIC, AIC,) Bayesian
informasyon (BIC, BIC,) kriterleridir (Akaike 1974; Schwarz 1978; Burnham ve

Anderson 2004; Hoeven 2005; Shabri ve Jemain 2006). Bu tez ¢alismasinda adi
gecen uyum 1yiligi testleri ve informasyon kriterleri, Gauss-Legendre yaklasimina
dayali yontem ile bulunan MinMaxEnt, MaxMaxEnt ve MaxMinxEnt,

MinMinxEnt dagilimlarinin istatistiksel veriye uyumunu gostermek i¢in
uygulanmustir. * ve KS uyum iyiligi testleri kisaca asagida anlatilmustir.

n birimlik X, X,,..., X, rassal ornegi, dagilim fonksiyonu F(x) olan bir
anakiitleden olsun. Verilen rassal 6rnek icin belirlenen (bulunan) dagilim
fonksiyonu F(x) olmak iizere y* ve KS testlerinde hipotezler,

H,:F(x)=F,/(x) biitiin x ’ler i¢in

H, :F(x)# F,(x) bazi x’ler igin
seklinde ifade edilir.

z~ testi icin test istatistigi,

k : n birimlik rassal 6rnekten olusturulan frekans dagiliminin sinif sayist
O, : i. smifin gozlenen frekans1 (i =1,2,..,k)

E: i. sinifin beklenen (teorik) frekans1 (i =1,2,..,k)

olmak tizere,

Zz _ 21 (Oi ;Ez) (6.55)

l

sekilde hesaplanir. Bilindigi {izere, y’ test istatistigi y; , dagilimma zayif

yakinsar. Burada s , belirlenen F,(x) dagilim fonksiyonundaki bilinmeyen
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parametre sayis1 olmak iizere, k —s—1 serbestlik derecesidir. 7> test istatistigine
uygun olasilik degeri,

Plz = P(Zj—s—l > Zz) (6.56)
seklinde gosterilsin. Bu durumda, PI2 olasiligi belirlenen « anlamlilik

diizeyinden biiyiik ise /, hipotezi kabul edilir. Bir bagka ifade ile X, X,,..., X

rassal Ornegi, y° testine gdre « anlamhilik diizeyinde Fj(x) dagilhm

fonksiyonundan gelmistir denir (Gibbons ve Chakraborti 1985; D’Agostino ve
Stephens 1986; Samilov 2008).
KS testi i¢in test istatistigi,

Y,Y,,....Y,: n birimlik rassal 6rnegin sirali istatistikleri (X, < X, <...< X))

olmak tizere,

D=max(ﬂ(x)—ﬂ,i—mz>] (6.57)
n n

I<i<n

seklinde hesaplanir. Bilindigi gibi, D istatistigi Kolmogorov dagilimina (K*)
zay1f yakinsar. D test istatistigine uygun olasilik degeri,

P, =P(K*> D) (6.58)
olmak tizere, P, olasilifi belirlenen o anlamhilik diizeyinden biiylik ise bu
durumda H |, hipotezi kabul edilir. Bir baska ifade ile X, X,,..., X, rassal 6rnegi,
KS testine gore o anlamlilik diizeyinde F;(x) dagilim fonksiyonundan gelmistir

denir (Gibbons ve Chakraborti 1985; D’ Agostino ve Stephens 1986).

AIC ve BIC informasyon kriterlerine bagl siire¢ kisaca asagida
anlatilmstir.

AIC kriterinin degeri,
L : Belirlenen Fj(x)dagilim fonksiyonuna uygun en ¢ok olabilirlik (maximum
likelihood) fonksiyonu
s: Fy(x) dagilim fonksiyonunda bilinmeyen parametre sayisi,
n : Orneklem sayis1

olmak tizere,

AIC=-2InL+2s (6.59)
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seklinde hesaplanir (Akaike1974). Orneklem sayis1 n kiigiik oldugunda AIC
kriteri kotii sonuglar verdigi i¢in, AIC kriterinde kii¢iik 6rneklem icin diizelteme

terimi kullanilmistir (Hurvich ve Tsai,1990). Kiigiik 6rneklem i¢in AIC, kriteri:

AIC, = 21n L+2s + 26FD.
n—-s—1
veya
AIC, = A10+ﬂ”1) (6.60)
n—s—

seklinde hesaplanir. n degeri yeterince biiylik oldugunda, A/C, nin degeri AIC

degerine yaklasir.

Aday dagilimlar arasindan en kiigiik 4/C veya AIC. degerine sahip olan
dagilim, AIC veya AIC, kriterlerine gore en uygun dagilim olarak secilir. (6.59)
ve (6.60)’dan goriildiigli gibi, 4IC ve AIC, kriterlerinin bilinmeyen parametre

sayisini ceza faktorii olarak dikkate almaktadir. Bir baska ifade ile parametre
sayisinin artmasi istatistiksel modellemeyi artirmasinin yani sira bilinmeyen
parametre yiikiinii beraberinde getirmektedir (Burnham ve Anderson 2002 Shabri
ve Jemain 2006). BIC kriterinin degeri ise,

BIC=-2InL+slnn (6.61)
seklinde hesaplanir (Schwarz 1978). BIC kriterinde de kiiciik Orneklem igin
diizelteme terimi kullanilmistir (McQuarrie 1999; Tremblay ve Wallach 2004).
Kiigiik 6rneklem i¢in BIC, kriteri,

s(Inn)n

BIC. ==2InL+ (6.62)

n-s—1’
seklinde hesaplanir.

BIC veya BIC, kriterlerine gore en uygun dagilim AIC veya AIC,
kriterlerine benzer sekilde secilir. Bir baska deyisle aday dagilimlar arasindan en

kiiciik BIC veya BIC, degerine sahip olan dagilim, en uygun dagilimdir. (6.61)
ve (6.62)’den goriildiigii gibi BIC ve BIC, kriterleri de AIC kriterine benzer

olarak, bilinmeyen parametre sayisim1 ceza faktorii olarak dikkate almaktadir.
Fakat dikkate alinan bu ceza faktorii, A/C kriterine gore daha agirdir. (Burnham

ve Anderson 2002, 2004).
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7. GAUSS-LEGENDRE YAKLASIMINA DAYALI YONTEMLE
BULUNAN GENELLESTIRILMiS MaxEnt DAGILIMLARININ
UYGULAMALARI

Istatistigin en 6nemli dallarindan biri olan dagilimlar teorisidir ve bu teoride
gelistirilen dagilimlar istatistiksel veriyi modelleyerek daha iyi sonuglar almak
icin uygulanmaktadir. Gergek hayatta dyle istatistiksel veriler ortaya ¢ikmaktadir
ki, bu veriler bilinen istatistiksel dagilimlarla temsil edilememektedir. Bundan
dolay1 da istatistikte siirekli olarak daha esnek veya uyumlu dagilimlarin
tanimlanmas1 problemi 6nem tasimaktadir (Johnson ve ark. 1994, 1995; Hansen
ve ark. 2007; Silverman 1986; Balakrishnan ve Lai 2009). Bu tiir dagilimlara
ornek olarak son yillarda gelistirilen entropi optimizasyon dagilimlari olan
MaxEnt, MinxEnt dagilimlar1 ve genellestirilmis entropi optimizasyon dagilimlari
olan MinMaxEnt, MaxMaxEnt, MaxMinxEnt, MinMinxEnt dagilimlar
gosterilebilir (Kapur ve Kesevan 1992; Shamilov 2006, 2007). Bu dagilimlar daha
onceki boliimlerde anlatildig: gibi, tasidigr 6zellikler bakimindan oldukga esnek
ve gigclii dagilimlardir. Fakat teorik sekilde tanimlanan bu dagilimlarin
uygulanabilirliginin genisletilmesi ayrica bir problem olusturmaktadir. Teorik
sekilde tanimlanmis s6z konusu dagilimlarin uygulanabilirliginin genisletilmesi,
daha oncede ifade edildigi gibi bu tez ¢aligmasinda Gauss-Legendre yaklasimina
dayal1 bir yontem yardimiyla ger¢eklestirilmistir

Bu boliimde, siirekli rassal degiskenler i¢in Gauss-Legendre yaklagimina
dayal1 yontem ile bulunan genellestirilmis MaxEnt dagilimlarinin, diger bir ifade
ile MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlarinin, cesitli istatistiksel verilerin
modellenmesiyle ilgili uygulamalart sunulmustur. Bu dagilimlarin istatistiksel
veriye uyumu, Bolim 6.4’de verilen uyum 1iyiligi testleri ve informasyon
kriterlerine gore incelenmistir. Ayrica bulunan MinMaxEnt ve MaxMaxEnt
dagilimlarinin uyumu gorsel olarak da sunulmustur.

Stirekli rassal degiskenler igin genellestirilmis MaxEnt dagilimlarinin
Gauss-Legendre yaklagimina dayali yontem ile bulunmast icin gerekli olan tiim

hesaplamalar MATLAB ile hazirlanmis program yardimiyla yapilmistir.
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7.1. Genellestirilmis MaxEnt Dagilimlarinin Uygulamas I

Bu boliim de stirekli rassal degiskenler icin genellestirilmis MaxEnt
dagilimlarinin diger bir ifade ile MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlarinin, bir
uygulamasi olarak, kuzey Florida ormanlarindaki ¢cam agaglarinin govdelerine ait
cap Ol¢iimlerinin dagiliminin bulunmasi problemi ele alinmistir. Dagilimi aranan
X rassal degiskeni, kuzey Florida ormanlarindaki cam agac¢larinin ¢aplarinin inch
(ing¢) birimi cinsinden (1 in¢g=2.54 cm) Ol¢lim degerleridir (Schreuder ve Hafley
1977; Karain ve Dudewicz 2000). Kuzey Florida ormanlarindaki ¢cam agaglarinin
caplarinin dagilimi, Karain ve Dudewicz (2000) tarafindan genellestirilmis Lamda
dagilimi yardimiyla modellenmistir. Bu boliimde s6z konusu dagilim, Gauss-
Legendre yaklagimina dayali yontem ile bulunan MinMaxEnt ve MaxMaxEnt
dagilimlar1 seklinde modellenmistir. Modellemede kullanilan MinMaxEnt ve
MaxMaxEnt dagilimlart bir, iki, i¢ ve dort bilesenli moment vektor fonksiyonuna
uygun olarak tanimlanmustir.

Bir, iki, li¢ ve dort bilesenli moment vektor fonksiyonuna uygun bir bagka

ifade ile moment kisidina uygun (Z\zinMaxEnt)m ve (MKaxMaxEnt)m (m=1,..,4)

dagilimlarinin, kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaclarinin ¢ap dlglimlerine
uyumu, Boliim 6.4°de verilen KS, y* uyum iyiligi testleri ile 4IC, AIC., BIC
ve BIC, informasyon kriterlerine gore incelenmistir. Ayrica bulunan
(A;{[inMaxEnt)m ve (Z\{{cmzxMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlarinin uyumu grafikler
yardimiyla da gosterilmistir.

Kuzey Florida ormanlarindaki ¢cam agac¢larinin ¢aplarina ait » =89 birimlik
ornek oOl¢iim (gozlem) degerlerine iliskin tanimlayict istatistikler Cizelge 7.1°de

verilmigtir. Bir, iki, li¢ ve dort bilesenli moment vektdr fonksiyonuna uygun

(A;(IinMaxEnt)m ve (A/I{axMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlarina iliskin elde edilen
sonuglar Cizelge 7.2—7.9°da listelenmistir. Bu sonuglara ek olarak (Agin MaxEnt),,
ve (MKaxMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilmlarinin gorsel uyumu Sekil 7.1-7.3’de

verilmistir.
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Cizelge 7.1. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢cam agaglarinin ¢aplarmin 6rnek 6l¢iim degerlerine

iliskin tanimlayici istatistikler

Istatistikler Hesaplanan Degerler (ing)

n (Gozlem sayist) 89
Mn (Minimum deger) 2.2
Mx (Maksimum deger) 14.8

X (Ortalama) 6.7404

S? (Varyans) 6.7479

7, (Carpiklik) 0.4544

7, (Basiklik) 2.7450

Cizelge 7.1’den goriildiigii gibi, Kuzey Florida ormanlarindaki c¢am
agaclarmin caplarina ait Slglim degerleri 2.2 ile 14.8 arasinda degismektedir.
Olgiim degerlerinin ortalamasi 6.7404, varyansi 6.7479, carpikligi 0.4544 ve
basikligi ise 2.745 dir.

Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarimin caplarmin dagilimi igin

arastirilan (A;{[inMaxEnt)m ve (Max MaxEnt), (m=1,..,4) dagilimlarinin, Gauss-
m Km

Legendre yaklasimina dayali yontem ile bulunmas: siireci ve elde edilen sonuglar
asagida verilmistir.

Boliim 3.3’de anlatildig: gibi, siirekli rassal degiskenler i¢in (Min MaxEnt),
K’H
ve (A/{{axMaxEnt)m (m=1,.,4) , m sayida bilesene sahip moment vektor

fonksiyonlarindan olusan K,, kiimesine baghdir. Bir baska ifade ile
K, ={g",g?,...g™} (m=1,..,0) olacak sekilde g” =(g”,g?,...g") ,
(i=1,...,r,) moment vektor fonksiyonlarindan olusan kiimeye baglidir. Buna gore
K, (m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlar: kiimesi,

M = {\/;, x,x”,Inx,(Inx)*, In(1+ x*),arctan x, arctan x°} (7.1)

kiimesi yardimiyla asagidaki gibi olusturulur:

e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim birli birlesimlerinden olusan kiime
e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim ikili birlesimlerinden olusan kiime

e K,;:M kiimesinin elemanlarinin tiim ii¢lii birlesimlerinden olusan kiime
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e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim dortlii birlesimlerinden olusan kiime

Bu moment fonksiyonlarinin se¢iminde Bolim 6.1°de ifade edilen
istatistiksel dagilimlarin karakterize edici momentlerinden ve diger moment
fonksiyonlarindan yaralanilmistir. Boylece bilinen istatistiksel dagilimlari da
kapsayan daha genis istatistiksel dagilimlar arasindan, istatistiksel veriyi entropi
Olclimiine gore en yakin ve en uzak olan dagilimlar secilmistir.

K (m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlar kiimesine uygun

m

(m=1,..,4) dagilimlarinin belirlenmesinde

m 2

(Azin MaxEnt),, ve (MKaxMaxEnt)

Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontem ile bulunan MaxEnt dagilimlarinin
entropi  degerleri  Cizelge 7.2-7.6’da listelenmistir. Moment  vektor
fonksiyonlarmin ¢izelgelerdeki gosterimlerinde kolaylik olmasi amaciyla,
moment vektér fonksiyonunu olusturan her bir bilesen M  kiimesinde
bulunduklar1 sira numarasi ile gosterilmistir. Ornegin “3 8" gdsterimi, M
kiimesinde ticiincii sirada bulunan x* ve besinci sirada olan arctan x’ moment

fonksiyonlarinin olusturdugu (x°,arctan x*) moment vektdr fonksiyonunu ifade

etmektedir.

Cizelge 7.2. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢gam agaglarinin ¢ap degerleri igin K| kiimesine uygun

MaxEnt dagilimlarinin entropi degerleri

Moment Entropi Moment Entropi
Fonksiyonlar1 ~ Degerleri | Fonksiyonlar1  Degerleri
1 2.4379 5 2.4352

2 2.4138 6 2.4591

3 2.3731 7 2.5014

4 2.4620 8 2.5271

Cizelge 7.2.°den goriildiigii gibi, K, kiimesinin elemanlar1 olan bir bilesenli

moment vektor fonksiyonlarinin belirledigi dagilimlar arasinda istatistiksel veriye

entropi Ol¢limiine gore en yakin dagilim olan (Min MaxEnt), dagilimi, “3”
Kl

moment vektdr fonksiyonuna karsilik gelen, bir baska ifade ile (x*)’e uygun

MaxEnt dagilimidir. En uzak dagilim olan (A{{ax MaxEnt), dagilimi ise “8” veya

(arctan x°) moment vektdr fonksiyonuna karsilik gelen MaxEnt dagilimidir.
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Ayrica K, moment vektor fonksiyonlar1 kiimesinde en kiigiik entropi degerine

sahip (Z\/{(in MaxEnt), dagilimma uygun entropi degeri 2.3731, en biiyiik entropi

degerine sahip (]\{{ax MaxEnt), dagilimma uygun entropi degeri ise 2.5271 dir.

Cizelge 7.3. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap degerleri igin K, kiimesine uygun

MaxEnt dagilimlarinin entropi degerleri

Mom?nt Entropi Mom?nt Entropi Mom?nt Entropi
Ve.k tor Degerleri Ve.k tor Degerleri Ve.k tor Degerleri
Fonksiyonlari Fonksiyonlari Fonksiyonlari
1 2 2.3072 2 6 2.3086 4 7 2.4633
1 3 2.3053 2 7 2.3162 4 8 2.4626
1 4 2.3140 2 8 2.4138 5 6 2.3168
1 5 2.4355 3 4 2.3054 5 7 2.3252
1 6 23111 35 2.3056 5 8 2.4352
1 7 24321 3 6 2.3053 6 7 2.4594
1 8 2.4383 3 7 2.3076 6 8 2.4592
2 3 2.3059 3 8 23137 7 8 2.5047
2 4 2.3097 4 5 2.3194
25 2.3059 4 6 2.4597

Cizelge 7.3.°den gorilldiigli gibi, K, iki bilesenli moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesinde, en kii¢iik entropi degerine sahip (]\{inMaxEm‘)2

dagilimi “1 3” veya (\/;,xz) moment vektor fonksiyonuna karsilik gelen MaxEnt
dagilimidir. Bu MaxEnt dagilimma uygun entropi degeri de 2.3053’tiir. K,
moment vektdr fonksiyonlari kiimesinde en biiylik entropi degerine sahip

(Min MaxEnt), dagilmi ise “7 8” veya (arctanx,arctanx’) moment vektor
K,

fonksiyonuna karsilik gelen MaxEnt dagilimidir ve entropi degeri de 2.5047 dir.
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Cizelge 7.4. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap degerleri igin K, kiimesine uygun

MaxEnt dagilimlarinin entropi degerleri

Morn?nt Entropi Mom?nt Entropi Mom?nt Entropi
Ve.k tor Degerleri Ve.k tor Degerleri Ve.k tor Degerleri
Fonksiyonlar Fonksiyonlari Fonksiyonlar

1 2 3 2.3053 1 6 8 2.3071 34 7 2.3053
1 2 4 2.3089 17 8 2.4128 3 4 8 2.3052
1 2 5 2.3059 2 3 4 2.3052 3 5 6 2.3053
1 2 6 2.3084 2 3 5 2.3056 35 7 2.3052
1 2 7 2.3059 2 3 6 2.3052 3 5 8 2.3053
1 2 8 2.3058 2 3 7 23051 36 7 2.3053
1 3 4 2.3052 2 3 8 2.3052 3 6 8 2.3053
1 3 5 2.3052 2 4 5 2.3059 37 8 2.3052
1 3 6 2.3052 2 4 6 2.3088 4 5 6 23175
1 3 7 2.3052 2 4 7 2.3062 4 5 7 2.3204
1 3 8 2.3052 2 4 8 2.3062 4 5 8 2.3170
1 4 5 2.3062 2 5 6 2.3059 4 6 7 2.4600
1 4 6 23119 2 5 7 2.3059 4 6 8 2.4598
1 4 7 2.3161 2 5 8 2.3058 4 7 8 24638
1 4 8 23171 2 6 7 2.3088 5 6 7 23174
1 5 6 2.3165 2 6 8 2.3087 5 6 8 2.3077
1 5 7 2.3140 2 7 8 2.3080 5 7 8 2.3301
1 5 8 2.4355 3 4 5 2.3053 6 7 8 2.3399
1 6 7 2.3128 3 4 6 2.3053

Cizelge 7.4’den, K, moment vektor fonksiyonlari kiimesi i¢in uygun

(Min MaxEnt), dagiliminin (x,x”,arctan x) moment vektdr fonksiyonuna karsilik
K

gelen MaxEnt dagilimi, (Max MaxEnt), dagilmimin ise (In x,arctan x, arctan x*)
K,

moment vektdor fonksiyonuna karsilik gelen MaxEnt dagilimi oldugu

goriilmektedir. (MKinMaxEnt)3 ve (]\{{axMaxEnt)3 dagilimlarina karsilik gelen

entropi degerleri sirastyla 2.3051 ve 2.4638’dir.
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Cizelge 7.5. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarmin ¢ap degerleri igin K, kiimesine uygun

MaxEnt dagilimlarinin entropi degerleri

Momc.e-nt Entropi Momcint Entropi Mom?nt Entropi

Ve.k tor Degerleri Ve.k tor Degerleri Ve.k tor Degerleri
Fonksiyonlari Fonksiyonlari Fonksiyonlari
1 2 3 4 2305 j1 3 7 8 23051 |2 4 6 7 23090
1 2 3 5 23050 |1 4 5 6 23065 |2 4 6 8 23062
1 2 3 6 23052 |1 4 5 7 23081 |2 4 7 8 23006l
1 2 3 7 23050 |1 4 5 8 23066 |2 5 6 7 23059
1 2 3 8 23052 |1 4 6 7 23134 |2 5 6 8 2305
1 2 4 5 2305 |1 4 6 8 23070 |2 5 7 8 23058
1 2 4 6 23087 |1 4 7 8 2318 |2 6 7 8 23062
1 2 4 7 2305 |1 5 6 7 23066 [3 4 5 6 23053
1 2 4 8 2305 |1 5 6 & 23069 |3 4 5 7 23052
1 2 5 6 23058 |1 5 7 8 23258 |3 4 5 8 23052
1 2 5 7 23058 |1 6 7 8 23070 |3 4 6 7 23052
1 2 5 8 23058 |2 3 4 5 23050 |3 4 6 8 23053
1 2 6 7 2308 |2 3 4 6 23052 |3 4 7 8 23051
1 2 6 8 23060 |2 3 4 7 23049 |3 5 6 7 23053
1 2 7 8 23061 |2 3 4 8 23052 |3 5 6 & 23053
1 3 4 5 23051 |2 3 5 6 23049 |3 5 7 8 23051
1 3 4 6 23052 |2 3 S5 7 23050 |3 6 7 8 23051
1 3 4 7 23049 |2 3 5 8 23052 |4 5 6 7 23179
1 3 4 8 23052 |2 3 6 7 23050 |4 5 6 8 23077
1 3 5 6 23051 |2 3 6 8 23052 |4 5 7 8 23218
1 3 5 7 23052 |2 3 7 8 23050 |4 6 7 & 23405
1 3 5 8 23050 |2 4 5 6 2305 |5 6 7 8 23076
1 3 6 7 23051 |2 4 5 7 23059
1 3 6 8 23052 |2 4 5 8 23059

Cizelge 7.5’¢ gore, K, kiimesi i¢in uygun (Z\ginMaxEnt)4 ve
(A{(ax MaxEnt), dagilimlarinin sirastyla (\/; ,x*,In x, arctan x) ve

(In x,In(1+ x*), arctan x, arctan x*) moment vektor fonksiyonlarma karsilik gelen
MaxEnt dagilimlaridir.
Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap 6l¢iim degerleri igin

m

K, (m=1,.,4) moment vektdr fonksiyonlar: kiimesine uygun (Z\;{[inMaxEnt)

m

ve (MaxMaxEnt), (m=1,..,4) dagilimlariin Gauss-Legendre yaklasimina gore
Km

hesaplanan Lagrange carpanlar1 ve entropi degerleri sirasiyla, Cizelge 7.6 ve

Cizelge 7.7°de verilmistir.
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Cizelge 7.6. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap degerleri igin K, (m=1,..,4)

moment vektdr fonksiyonlart kiimesine uygun (Afin MaxEnt) Ve (MaxMaxEnt) (m=1,..,4)
Km m Km m

dagilimlarinin Gauss-Legendre yaklagimina gore hesaplanan Lagrange c¢arpanlar1 degerleri

Gauss-Legendre

Genellestirilmis Yaklagimina gére Hesaplanan Lagrange Carpanlari

N{aXEnt Jx X X In x (Inx)> In(l1+x*) arctanx  arctan x>

Dagilimlar
a, a, a, a, a; a, a, o

(MKfl’lMLDCEnt)1 — — 0.011 — — — — —
(MinMaxEnt), 2131  — 0036 — — — — -
(A{anaxEnt)g — -0.411 0.041 — — - -2.758 -
(MinMaxEnt), 14567  — 0056 18298  — - -27.232 -
(]l/llézx MaxEnt), — — - — — — - 2.720
(%?XMMEM)Z — - - — — — 2.142 0.959
(A/IlézxMaxEnl‘L — - - 0.676 - - 0.110 0.046
(A{gxMaxEnm - - - 23636 - 3.897  -13.375  -12.294

Cizelge 7.7. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarmin ¢ap degerleri igin K, (m=1,...,4)

moment vektdr fonksiyonlart kiimesine uygun (Afin MaxEnt) V€ (MaxMaxEnt) —(m=1,...,4)
Kw m KW m

dagilimlarinin entropi degerleri

Genellestirilmis Moment Vektdr Entropi
N{axEnt Fonksiyonlari Degerleri
Dagilimlar
(A/Ilén MaxEnt), e — — — 2.3731
(]\;[anaxEnt)2 Jx e — — 2.3053
(Agn MaxEnt), X X2 arctan x - 2.3051
(Aj{fﬂ MaxEnt), Jx x2 Inx arctan x 2.3049
(A/II(‘I’X MaxEnt),  arctan »? - - - 2.5271
(A/Ilgx MaxEnt),  arctanx  arctan x* - - 2.5047
(]\/Ilgx MaxEnt), Inx arctanx  arctan x° - 2.4638
(ng MaxEnt), Inx In(1+x*) arctanx  arctanx®  2.3405

Cizelge 7.7°den gorildigi gibi, K, (m=1,.,4) moment vektor

m

fonksiyonlar1 kiimesine uygun (Aj([in MaxEnt), , (m=1,..,4) dagilimlarinin entropi

degerleri 2.3731 ile 2.3049 arasinda degismektedir. Bir bagka ifade ile moment

vektor fonksiyonundaki bilesen sayisi veya moment kisit sayist artirildiginda
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entropi degeri 2.3731’den 2.3049°¢ azalmaktadir. (MKaxMaxEnt)m , (m=1,..,4)

dagilimlarinin entropi degerleri ise 2.5271°den 2.3405’e azalmaktadir Bu sonug
her bir moment kisidinin belli miktarda informasyon iiretmesinden dolay1 kisit
sayisinin artmasi ile entropi miktarinin azalmasini géstermektedir. Boylece elde
edilen sonuglar istatistiksel veriyi modellemede moment fonksiyonlarinin ve kisit
sayisinin dnemini gostermektedir.

(Z\zinMaxEnt)m ve (Z\?[{axMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlarinin, incelemekte

m m

oldugumuz istatistiksel veriye uyumunu ifade eden uyum testleri ve kriterleriyle

ilgili sonuglar Cizelge 7.8’de verilmistir.

Cizelge 7.8. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢cam agaglarinin ¢ap degerleri i¢in K (m=1,...,4)

moment vektor fonksiyonlart kiimesine uygun (Afin MaxEnt) V€ (MaxMaxEnt), (m=1,..,4)
KW m KW m

dagilimlarinin uyum testleri ve kriterlerine gore incelenmesi

Genellestirilmis
MaxEnt D P, 7’ P, AIC AIC, BIC BIC,
Dagilimlari

(MinMaxEnt), 01387 0.0590 14.6860 0.0118 424408 424.454 426897 427.001
(MinMaxEnt), 00666 0.7995 3.1512  0.5329 414338 414478 419316 419.629
(MinMaxEnt); 00659 0.8102 3.1283  0.3723 416313 416595 423.777 424.412
(MinMaxEnt), — 0.0632 0.8474 3.1356 02085 418278 418.754 428232 429301

(Max MaxEnt), 02689 0.0001 36.2713  0.0001 451.831 451.876 454319 454.422
(MaxMaxEnt), 02308 0.0001 338248 0.0001 449.845 449985 454.823 455.136
(MaxMaxEnt); 01753 0.0073 28.1390 0.0001 444549 444831 452.015 452.648
(MaxMaxEnt), — 0.0815 0.5677 7.4583  0.0240 424.615 425.091 434569 435.639

Cizelgeden goriildiigli gibi, KS testine gore kuzey Florida ormanlarindaki

cam agaclarinin cap degerlerinin dagilimina her bir(Min MaxEnt), , (m=1,..,4)
Km

dagilimi, %5 anlamhilik diizeyinde uyum saglamaktadir. y* testine gore ise, %5

anlamhilik diizeyinde (AginMaxEnt)m (m=2,3,4) dagilimlarinin her biri

istatistiksel veriye uyum saglamaktadir.
KS ve y* testlerine gore istatistiksel veriye uyum saglayan,

(A;([inMaxEnt)m (m=2,3,4) dagilimlar1 arasinda AIC ve BIC kriterlerine gore

m
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en iyi uyum saglayan dagilim, bir baska ifade ile AIC ve BIC degerleri en kiigiik
olan dagilim (]\;(IinMaxEm‘)2 dagilimidir. AIC ve BIC kriterlerine gore ortaya

cikan sonug, AIC, ve BIC, kriterlerine gore de desteklenmektedir. Bu sonug
moment kisit sayisinin artmasi istatistiksel modellemeyi artirmasina ragmen
bilinmeyen parametre yiikiinii beraberinde getirmesinden kaynaklanmaktadir Bir
baska ifade ile AIC ve BIC kriterlerinin model se¢iminde bilinmeyen parametre
sayinint veya moment kisit sayisini ceza faktorii olarak dikkate almasindan

kaynaklanmaktadir.
Boylece KS , x> uyum iyiligi testleri ile AIC , AIC,, BIC ve BIC,
informasyon kriterleri sonucglarina goére kuzey Florida ormanlarindaki ¢am

agaclariin cap degerlerinin dagilimima en uyumlu dagilimin (]\{inMaxEm‘)2

dagilim1 oldugu sonucuna varilir.

(Z\/{(axMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlar1 arasinda, KS testine gore

istatistiksel veriye %5 anlamlilik diizeyinde uyum saglayan dagilim

(]\/II{axMaxEnt)4 dagilimidir. Informasyon kriterlerine gore de bu sonug
desteklenmektedir. Bu sonug, (MaxMaxEnt), dagilminin K, kiimesinin
Ky

elemanlar1 olan dort bilesenli moment vektdr fonksiyonlarinin belirledigi
dagilimlar arasinda, istatistiksel veriye entropi Ol¢limiine gore en uzak dagilim
olmasina ragmen uygun moment vektér fonksiyonunun irettigi

(]\/II{axMaxEnt)4 dagilimimin istatistiksel veriyi modelleyebilecegi anlamina

gelmektedir.

(Z\{inMaxEnt)m ve (MKaxMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlarinin gorsel olarak

istatistiksel veriye uyumu Sekil 7.1-7.3°de verilmistir.
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Sekil 7.1. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap degerleri igin K, (m=1,.,4)

moment vektdr fonksiyonlart kiimesine uygun (Afin MaxEnt) Ve (MaxMaxEnt) (m=1,..,4)
K, " K, "

dagilimlarinin grafikleri

Agaclarin Caplarima iliskin MinMaxEnt ve MaxMaxEnt Dagilimlari
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Sekil 7.2. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaclarmin cap degerleri i¢in K (m=1,...,4)

moment vektor fonksiyonlari kiimesine uygun (Afax MaxEnt) (m=1,...,4) dagilimlarinin grafikleri
X, m
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Sekil 7.3. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap degerleri igin K, (m=1,.,4)

moment vektdr fonksiyonlari kiimesine uygun (Afjn MaxEnt) (m =1,...,4) dagilimlarinin grafikleri
Km m

Agaclarin Caplarina fliskin MinMaxEnt Dagilimlari
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Sekil 7.1-7.3’den, K, (m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlar1 kiimesine

uygun (Z\ginMaxEnt)m (m=2,..,4) ve (]\/IlfzxMaxEnt)4 dagilimlarinin veriye

uyumunun oldukga iyi oldugu goriilmektedir.
Tim bu elde edilen sonuglara gore kuzey Florida ormanlarindaki ¢am
agaclarmin cap degerlerinin dagilimi Gauss-Legendre yaklagimina dayali yontem

ile  bulunan (AginMaxEnt)m veya (MKaxMaxEnt)m dagilimlart  ile

modellenebilirdir sonucuna varilir.
7.2. Genellestirilmis MaxEnt Dagilimlarinin Uygulamasi 1T

Bu bolimde genellestirilmis MaxEnt dagilimlarimin ikinci uygulamasi
olarak, Illinois eyaletindeki Chebanse kasabasinin yakinindaki Iroquois nehrinin
yillik kuraklik dagiliminin bulunmasi problemi ele alinmistir. Dagilimi aranan X
rassal degiskeni, bir yil i¢inde nehirdeki en diisiik 7-giinliik ortalama akis hizi
Olctiim degerleridir (Ang ve Tang 1984, Ghosh 1999). Akis hiz1 degerleri Nisan

1924 ile Mart 1956 tarihleri arasmda m’/s birimi cinsinden
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(1m /s=35.3146cfs) Ol¢iilmiistiir. Iroquois nehrinin yillik kuraklik dagilimi,
Ghosh 1999 tarafindan Weibull dagilimi yardimiyla incelenmistir. Bu bdliimde,
yillik kuraklik dagilimi Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontem ile bulunan
MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlar1 yardimiyla bulunmustur. S6z konusu
istatistiksel veriyi modellemede, bir, iki, {i¢ ve dort bilesenli moment kisitlarina
dayali MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlart kullanilmigtir.

[Ik uygulamaya benzer olarak (Max MinxEnt),, ve (MinMinxEnt),

m

(m=1,..,4) dagilimlarinin istatistiksel veriye uyumu KS, y° uyum iyiligi testleri
ile AIC, AIC,, BIC ve BIC, informasyon kriterlerine gore incelenmistir. Ayrica

bu sonuclarin gorsel olarak da desteklendigi gosterilmistir.
Iroquois nehrinin yillik kuraklik 6l¢iimlerine ait n =32 birimlik Ornek
Olcim (gozlem) degerlerine iliskin tanimlayici istatistikler Cizelge 7.9°da

tablolastirilmastir. (]\{ax MinxEnt), ve (A;{Iin MinxEnt), (m=1,..,4) dagilimlarina
iliskin elde edilen sonuclar Cizelge 7.10-7.16 ve Sekil 7.4-7.6’da verilmistir.

Cizelge 7.9. Iroquois nehrinin yillik kuraklik 6l¢iim degerleri i¢in tanimlayici istatistikler

Istatistikler Hesaplanan Degerler (/s )
n (Gozlem sayisi) 32
Mn (Minimum deger) 0.3993
Mx (Maksimum deger) 4.1343
X (Ortalama) 1.5388
S? (Varyans) 0.9325
7, (Carpiklik) 1.0282
7, (Basiklik) 3.3502

Cizelge 7.9’dan goriildiigli gibi, Iroquois nehrinin 1924-1956 yillarina ait
kuraklik olgiim degerleri 0.3993 ile 4.1343 arasinda degismektedir. Olgiim
degerlerinin ortalamas1 1.5388, varyansit 0.9325, carpikligi ve basiklig1 ise
strastyla 1.0282 ve 3.3502 dir.
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Iroquois nehrinin yillik kuraklik dagilimi i¢in incelenen (Agin MaxEnt), ve
(Max MaxEnt), (m=1,..,4) dagilimlarinin, Gauss-Legendre yaklasimina dayali
Km

yontem ile bulunmasi siireci ve elde edilen sonuglarin ayrintilar1 asagida
verilmigtir.

Bu uygulamada da ilk uygulamaya benzer sekilde K

m?

(m=1,..,4) kiimesi,

K ={g",g?, .,g" olmak iizere g" =(g",g\",..g") , (=1..r,)

elemanlarindan olusur.

K, , (m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlar kiimesi,

M = {\/;, x,x°,In x,(In x)*,In(1 + x*),arctan x°} (7.2)
istatistiksel dagilimlarin karakterize edici moment fonksiyonlar1 ve diger moment
fonksiyonlarindan olusan M kiimesine dayali olarak asagidaki gibi tanimlanir:

e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim birli birlesimlerinden olusan kiime
e K, :M kiimesinin elemanlarinin tiim ikili birlesimlerinden olusan kiime
e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim ti¢lii birlesimlerinden olusan kiime
e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim dortlii birlesimlerinden olusan kiime

(m=1,.,4)

m 2

Bu kiimelere uygun (AzinMaxEnt)m ve (MKaxMaxEnt)

dagilimlarinin belirlenmesinde Gauss-Legendre yaklagimina dayali yontem ile
bulunan MaxEnt dagilimlarinin entropi degerleri Cizelge 7.10-7.13’de
listelenmistir. Moment vektér fonksiyonlarmin ¢izelgelerdeki gosterimi ilk

uygulamadakine benzer sekilde yapilmistir.

Cizelge 7.10. Iroquois nehrinin kuraklik degerleri i¢in K, kiimesine uygun MaxEnt dagilimlarinin

entropi degerleri

Moment Entropi Moment Entropi
Fonksiyonlar1 Degerleri | Fonksiyonlar1 Degerleri
1 1.0802 5 1.1405
2 1.0783 6 1.0777
3 1.0980 7 1.1220
4 1.0926
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Cizelge 7.10’a gore, K, moment vektor fonksiyonlar1 kiimesinde

(Min MaxEnt), dagilim “6” moment fonksiyonuna karsilik gelen, bir baska ifade
K,

ile (In(1+x%)) ’e uygun MaxEnt dagilinudir ve entropi degeri de 1.0777’dir.

(]\{(axMaxEnt)1 dagilimi ise “5” veya ((Inx)*) moment fonksiyonuna karsilik

gelen MaxEnt dagilimidir ve entropi degeri de 1.1405°dir.

Cizelge 7.11. Iroquois nehrinin kuraklik degerleri K, kiimesine uygun MaxEnt dagilimlarinin

entropi degerleri

Momg?.nt Entropi Mom?nt Entropi

Ve.k tor Degerleri Ve.k tor Degerleri
Fonksiyonlar Fonksiyonlari
1 2 1.0780 3 4 1.0807
1 3 1.0789 3 b 1.0943
1 4 1.0775 3 6 1.0775
1 5 1.0776 3 7 1.0838
1 6 1.0780 4 5 1.0778
1 7 1.0752 4 6 1.0770
2 3 1.0770 4 7 1.0739
2 4 1.0780 5 6 1.0771
2 5 1.0781 5 7 1.0843
2 6 1.0774 6 7 1.0752
2 7 1.0783

K, moment vektdr fonksiyonlar1 kiimesinde (MinMaxEnt), ve
K

(Max MaxEnt), dagilimlart sirastyla, (Inx,arctan x*) ve (x*,(Inx)*) moment
Ky

fonksiyonlarmma karsilik gelen MaxEnt dagilimlaridir. Ayrica bu moment
fonksiyonlarina uygun maksimum entropi degerleri sirasiyla 1.0739 ve 1.0943

oldugu Cizelge 7.11°den goriilmektedir.

95



Cizelge 7.12. Iroquois nehrinin kuraklik degerleri i¢in K kiimesine uygun MaxEnt dagilimlarinin

entropi degerleri

Moment

Moment

Moment

Fonksiyonlar Fonksiyonlari Fonksiyonlar

1 2 3 1.0737 1 6 7 1.0751 3 5 6 1.0771
1 2 4 1.0780 2 3 4 1.0748 3 5 7 10829
1 2 5 1.0780 2 3 5 1.0761 3 6 7 1.0698
1 2 6 1.0775 2 3 6 1.0764 4 5 6 1.0774
1 2 7 1.0781 2 3 7 1.0646 4 5 7 1.0730
1 3 4 1.0804 2 4 5 1.0778 4 6 7 1.0752
1 3 5 1.0772 2 4 6 1.0769 5 6 7 1.0687
1 3 6 1.0770 2 4 7 1.0740

i 3 7 1.0594 2 5 6 1.0771

1 4 5 1.0778 2 5 7 1.0778

1 4 6 1.0770 2 6 7 1.0774

1 4 7 1.0735 3 4 5 1.0776

1 5 6 1.0772 3 4 6 1.0768

1 5 7 1.0744 3 4 7 1.0731

Cizelge 7.12°e gore, K, kiimesi i¢in uygun (]\{inMaxEnt)3 dagiliminin

(\/; ,x*,arctan x°) moment vektor fonksiyonuna karsilik gelen MaxEnt dagilimi,

(]\{{ax MaxEnt),

dagiliminin  ise  (x°,(Inx)*,arctan x°)

moment  vektor

fonksiyonuna karsilik gelen MaxEnt dagilimi oldugu sonucuna varilir.

Cizelge 7.13. Iroquois nehrinin kuraklik degerleri i¢in K, kiimesine uygun MaxEnt dagilimlarinin

entropi degerleri

Moment

Moment

Moment

Fonksiyonlari Fonksiyonlari Fonksiyonlari
1 2 3 4 10749 |1 3 S5 6 10771 |2 4 5 6 10774
1 2 3 5 10763 |1 3 S5 7 10593 |2 4 5 7 1.0612
1 2 3 6 10774 |1 3 6 7 10593 |2 4 6 7 1.0593
1 2 3 7 1056 |1 4 5 6 10774 |2 5 6 7 1.0586
1 2 4 5 10778 |1 4 5 7 10734 |3 4 5 6 10773
1 2 4 6 10776 |1 4 6 7 10714 |3 4 5 7 1.0597
1 2 4 7 10737 |1 5 6 7 10577 |3 4 6 7 1.0591
1 2 5 6 10772 |2 3 4 5 10558 |3 5 6 7 1.0585
1 2 5 7 10726 |2 3 4 6 10622 |4 5 6 7 10717
1 2 6 7 10773 |2 3 4 7 10591

1 3 4 5 10775 |2 3 5 6 10767

1 3 4 6 10768 |2 3 5 7 1.0587

1 3 4 7 10593 |2 3 6 7 1059
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Cizelge 7.13’den goriildiigt gibi, K, kiimesi i¢in uygun (Z\gin MaxEnt), ve
(]\/{(axMaxEm‘)4 dagilimlarinin entropi degerleri sirasiyla 1.0558 ve 1.0778dir.

Ayrica (MKinMaxEnt)4 ve (]\/Il(axMaxEnt)4 dagilimlarinin  sirasiyla,

(x,x°,Inx,(Inx)*) ve (\/;,x, In x,(In x)*) moment fonksiyonlarina karsilik gelen
MaxEnt dagilimlar1 oldugu da goriilmektedir.

Iroquois nehrinin yillik kuraklik dagilmi icin K, (m=1,..,4) kiimesi

uygun (]\ginMaxEnt)m ve (MaxMaxEnt), (m=1,..,4) dagilimlarinin Gauss-
m K”l

Legendre yaklasimina gore hesaplanan Lagrange carpanlar1 ve entropi degerleri

strastyla, Cizelge 7.14 ve Cizelge 7.15°de verilmistir.

Cizelge 7.14. Iroquois nehrinin kuraklik degerleri i¢in K (m=1,..,4) moment vektor
fonksiyonlar1 kiimesine uygun (AfinMaxEnt) V€ (MaxMaxEnt) —(m=1,..,4) dagilimlarinin
Km m Km m

Gauss-Legendre yaklasimina gore hesaplanan Lagrange ¢arpanlari degerleri

Gauss-Legendre

Genellestirilmis Yaklagimina gore Hesaplanan Lagrange Carpanlari

I\/EaxEnt X X2 Inx (Inx)>  In(l1+x*) arctanx’

Dagilimlar
a, a, a, a, o & a,

(]\/gn MaxEnt), - — — — - 0.858 -
(A;([in MaxEnt), — — — 2.695 — — -2.451
(MinMaxEnt); 12589  — 0469  — - - -5.568
(Agn MaxEnt), — 28788 -2.192 -24.472 -9.434 - —
(Max MaxEnt), — — — - 1.088 — -
(A{gxMaxEnt)z — - 0.217 — -0.435 - —
(A{gxMaxEnt)s — - 0.061 — 0.292 - 0.761
(A/IIgXdeEﬂfL 0.159  0.402 - 0.270  0.134 - -
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Cizelge 7.15. Iroquois nehrinin kuraklik degerleri igin K, (m=1,..,4) moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesine uygun (Afin MaxEnt) V€ (MaxMaxEnt) —(m=1,..,4) dagilimlarinin
Km m Km m

entropi degerleri

Genﬁfﬁgggmis Moment Vektor Entropi
Dagilimlan Fonksiyonlari Degerleri
(]\/Ilén MaxEnt), In(1+ x%) — - — 1.0777
(A;([in MaxEnt), Inx arctan x’ - - 1.0739
(A;[in MaxEnt), \/; 2 arctan x2 — 1.0594
(]\ﬁn MaxEnt), x ¥ Inx (Inx)>  1.0558
(A/IlgxMaxEnt)l (Inx)’ - — — 1.1405
(A/[[(Lzzx MaxEnt), 2 (In x)? — — 1.0943
(A/Ifélx MaxEnt), X2 (Inx)>  arctanx’ - 1.0829
(]l/glxMaxEnt) A Jx X Inx (Inx)* 1.0778

Ik uygulamaya benzer olarak moment vektér fonksiyonundaki bilesen

sayisi artirildiginda, uygun (Z\ginMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlarinin entropi

degeri 1.0777°den 1.055’e¢  azalmaktadir. (Z\/II(axMaxEnt)m (m=1,..,4)

m

dagilimlarinin uygun entropi degeri ise 1.1405°den 1.0778’¢ azalmaktadir.

(Z\ginMaxEnt)m ve (A{axMaxEnt)m m=1,..,4 dagilimlariyla elde edilen bu

sonugclarin, incelemekte oldugumuz istatistiksel veriye uyumunu ifade eden uyum

testleri ve kriterleri ile de desteklendigi Cizelge 7.16°da gosterilmistir.

Cizelge 7.16. Iroquois nehrinin kuraklik degerleri igin K, (m=1,..,4) moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesine uygun (AfinMaxEnt) Ve (MaxMaxEnt) —(m=1,..,4) dagilimlarmin
Km m Km m

istatistiksel uyum testleri ve kriterlerine gére incelenmesi

Genellestirilmis
MaxEnt D P, x P, AIC AIC, BIC BIC,
Dagilimlari

(MinMaxEnt), 01056 0.8311 0.8332 0.9339 70973 71.106 72439 72.670
(MinMaxEnt), 00839 0.9639 0.9688 0.8088 72728 73.141 75.659 76.376
(MinMaxEnt); 00702 0.9942 0.1502 0.9276 73.800 74.658 78.198 79.683
(MinMaxEnt), 00713 0.9930 0.2220 0.6375 75.569 77.050 81.432 83.999
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Cizelge 7.16. (Devam) Iroquois nehrinin kuraklik degerleri i¢in K, (m=1,..,4) moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesine uygun (Afin MaxEnt) V€ (MaxMaxEnt) —(m=1,..,4) dagilimlarinin
Km m Km m

istatistiksel uyum testleri ve kriterlerine gére incelenmesi

Genellestirilmis
MaxEnt D P, e P 7 AIC AIC, BIC BIC,
Dagilimlari

(Max MaxEnt), 01607 0.3427 29976 0.5582 74.989 75.122 76455 76.686
(MaxMaxEnt), 01078 0.8128 22087 0.5302 74.033 74.447 76965 77.682
(Max MaxEnt); - 0.0945 09116 1.0012 0.6062 75307 76.164 79.704 81.189

(MaxMaxEnt), —0.0955 0.9057 0.8931 0.3446 76.980 78.461 82.843 85.410

Cizelge 7.16°dan sonug olarak, KS ve y° testlerine gore Iroquois nehrinin
kuraklik degerlerinin dagilimina her bir (Agm MaxEnt), (m=1,..,4) dagilimi, %5
anlamlhilik diizeyinde uyum sagladigi goriilmektedir. KS testin de, test
istatistigine uygun olan P, olasilik degeri 0.8311 ile 0.9942 arasinda degismekte
iken, y° testinde test istatistigine uygun olan Pl , olasilik degeri 0.6375 ile

0.9339 arasinda degismektedir.

KS ve y* testlerine gore istatistiksel veriye uyum saglayan (Z\zinMaxEnt)

m

(m=1,..,4) dagilimlar1 arasinda, A/C ve BIC kriterlerine gore en iyi uyum
saglayan dagilim, bir baska ifade ile AIC ve BIC degerleri en kiiciik olan
dagilim (Z\{(inMaxEnt)1 dagilimidir. Bu sonu¢ AIC, ve BIC, kriterleri ile de

desteklenmektedir.

Boylece bulunan (Z\{inMaxEnt)m , (m=1,..,4) dagilimlar1 arasinda, uyum

iyiligi testleri ve informasyon kriterlerine gore, Iroquois nehrinin kuraklik

degerlerinin dagilimina en uyumlu dagilimm (Min MaxEnt), dagilim: oldugu
K;

sonucuna varilir.

(A{{axMaxEnt)m (m=1,...,4) dagilimlar1 arasinda, KS ve y’ testlerine gore,

Iroquois nehrinin kuraklik degerlerinin dagilimina %5 anlamlilik diizeyinde her

bir (A/{{axMaxEnt)m (m=1,...,4) dagilimi uyum saglamaktadir. Bu dagilimlar

arasinda, AIC ve AIC, kriterlerine gore en iyi uyum saglayan dagilim ise
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(1\{<axMaxEnt)2 dagilimidir. BIC ve BIC, kriterlerine gore ise (]\{(axMaxEnt)1

dagilimidir. Bu sonug (A{inMaxEnt)m ve (A/I{axMaxEnt)m genellestirilmis

m

MaxEnt dagilimlarinin modellemedeki esnekligini ve giiclinii gdstermesinin yani

sira, K, kiimesinin de 6nemini gostermektedir.

(Min MaxEnt), ve (Z\/{(axMaxEnt)m (m=1,...,4) dagilimlariin istatistiksel

K,

m

veriye uyumu grafiksel olarak Sekil 7.4—7.6’da verilmistir.

Sekil 7.4. Iroquois nehrinin kuraklik degerleri i¢in K~ (m=1,...,4) moment vektdr fonksiyonlari

kiimesine uygun (Min MaxEnt) V€ (Max MaxEnt), (m=1,...,4) dagilimlarinin grafikleri
Km m Km m
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Sekil 7.5. Iroquois nehrinin kuraklik degerleri i¢in K, (m=1,...,4) moment vektdr fonksiyonlart

kiimesine uygun (Min MaxEnt) (m=1,..,4) dagilimlarinin grafikleri
K, "
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Sekil 7.6. Iroquois nehrinin kuraklik degerleri i¢in K~ (m=1,...,4) moment vektdr fonksiyonlar:
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Sekil 7.3-7.6’dan, K, (m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlar: kiimesine

uygun (A;(IinMaxEnt)m ve (Z\{axMaxEnt)m (m=1,..,4) dagilimlarinin gorsel

olarak veriye uyumu net bir sekilde sergilenmektedir.
Tiim bu analizlere gore, Iroquois nehrinin kuraklik degerlerinin dagilimi

Gauss-Legendre yaklagimina dayali yontem ile bulunan (AzinMaxEnt)m veya

(A{ax MaxEnt), dagilimlar ile modellenebilirdir sonucuna varilir.

m
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8. GAUSS-LEGENDRE YAKLASIMINA DAYALI YONTEMLE
BULUNAN GENELLESTIRILMiS MinxEnt DAGILIMLARININ
UYGULAMALARI

Bu boéliimde, siirekli rassal degiskenler i¢in Gauss-Legendre yaklasimina
dayali yontem ile bulunan genellestirilmis MinxEnt dagilimlarinin, bagka bir ifade
ile MaxMinxEnt ve MinMinxEnt dagilimlarinin, cesitli istatistiksel verilerin
modellenmesiyle ilgili uygulamalar sunulmustur. Bu dagilimlarin istatistiksel
veriye uyumu, BoOlim 6.4’de verilen uyum 1iyiligi testleri ve informasyon
kriterlerine gore incelenmistir. Ayrica bulunan MaxMinxEnt ve MinMinxEnt
dagilimlarinin uyumu grafikler yardimiyla da gosterilmistir.

Stirekli rassal degiskenler icin genellestirilmis MinxEnt dagilimlarinin
Gauss-Legendre yaklagimina dayali yontem ile bulunmasi igin gerekli olan tiim

hesaplamalar MATLAB’da hazirlanmis program yardimiyla yapilmistir

8.1. Genellestirilmis MinxEnt Dagilimlarimin Uygulamasi I

Bu boliimde siirekli rassal degiskenler icin genellestirilmis MinxEnt
dagilimlarinin bir baska ifade ile MaxMinxEnt ve MinMinxEnt dagilimlarinin bir
uygulamasi olarak, Boliim 7.1°de ele alinan kuzey Florida ormanlarindaki ¢am
agaclariin govdelerine ait cap Ol¢iimlerinin dagiliminin bulunmasi problemi
incelenmistir. Ayni uygulamanin seg¢ilmesinin amaci, genellestirilmis MinxEnt
dagilimlari ile genellestirilmis MaxEnt dagilimlarini ayiran en 6nemli 6zellik olan
onsel dagilimin etkisini gézlemektir. Diger bir ifade ile 6nsel dagilima dayali olan
MaxMinxEnt ve MinMinxEnt dagilimlarinin modellemedeki esneklik ve giiciinii
daha iyi ortaya koyabilmek i¢in ayni istatistiksel veri se¢ilmistir.

Dagilim1 aranan X rassal degiskeni ile ilgili 6zellikler Bolim 7.1°de
verilmistir. Bu bdliimde kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agacglariin cap
degerlerinin dagilimi, bir, iki, iic ve dort bilesenli moment vektor fonksiyonuna ve
iki farkli 6nsel dagilima uygun Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontem ile

bulunan MaxMinxEnt ve MinMinxEnt dagilimlariyla modellenmistir.
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Bir, iki, ic ve dort bilesenli moment vektor fonksiyonuna ve iki farkli 6nsel

dagilimma uygun (]liaxMiannt);1 ve (]\;{Iian’annt); (r=1.,2), (m=1,..,4)

dagilimlarmin istatistiksel veriye uyumu y* ve KS testleri ile 4IC, AIC,, BIC

ve BIC, kriterlerine gore incelenmistir. Ayrica bulunan (MKaxMiannt); ve
(A;(IinMiannt):n (r=1,2) , (m=1,..,4) dagilimlarinin gorsel uyumu da

sunulmustur.

Bir, iki, {i¢, dort bilesenli moment vektdr fonksiyonuna ve iki farkli onsel

dagilimma uygun (MKaxMiannt)fn ve (Z\zinMiannt)fn (r=12), (m=1,.,4)

dagilimlarina iliskin elde edilen sonuglar Cizelge 8.1-8.8’de ve Sekil 8.1-8.6’da
verilmigtir.
Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaclarinin c¢aplarinin dagilimi igin

incelenen (MKaxMiannt),’n ve (Z\ginMiannt); (r=1.,2) , (m=1,..4)

m

dagilimlarinin, Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontem ile bulunmasi stireci
ve elde edilen sonuclarin detaylari asagida verilmistir.

Boliim 4.3°de anlatildig1 gibi siirekli rassal degiskenler i¢in MaxMinxEnt ve
MinMinxEnt dagilimlari, hem K, ={g",g?,..g"’} (m=1,..,0) olacak
sekilde, m sayida bilesene sahip g =(g”,g!",..,g") (i=1,..,7,) moment
vektor fonksiyonlarindan olusan K, kiimesine hem de g, (x) onsel dagilimina
baglidir. Bu uygulamada ¢, (x) onsel dagilimi olarak uygulama agisindan yaygin
kullanilan istatistiksel
q,(x)=N(u,c%) Normal Dagilim (8.1)
q,(x) = Gam(a, ) Gamma Dagilim. (8.2)

dagilimlar1 secilmistir. Mevcut siire¢ farkli Onsel dagilimlar segilerek de
gergeklestirilebilir.

K, (m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlar: kiimesi,
M = {\/;, x,x°,In x,(In x)*, In(1+ x*), arctan x, arctan x° } (8.3)
kiimesine dayali olarak Bolim 7.1°deki  uygulamaya benzer sekilde

olusturulmustur.
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q.(x) (r=1,2) onsel dagilimlar1 arasinda ilk olarak g,(x)= N(6.74,6.75)
onsel dagilmma ve K, (m=1,..,4) moment vektdr fonksiyonlar1 kiimesine

uygun, Gauss-Legendre yaklagimina dayali yontem ile bulunan (]\{axMiannt)]m

m

ve (]\ginMimcEnt)1 (m=1,..,4) dagilimlarinin belirlenmesinde kullanilan

MinxEnt dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri Cizelge 8.1-8.6 de listelenmistir.
Moment vektdr fonksiyonlarinin ¢izelgelerdeki gosterimi, Bolim 7°deki

uygulamadakilere benzer sekilde yapilmstir.

Cizelge 8.1. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap degerleri i¢in K, kiimesine ve

¢g,(x) Onsel dagilimma uygun MinxEnt dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri

Moment Capraz Entropi Moment Capraz Entropi
Fonksiyonlari Degerleri Fonksiyonlari Degerleri
1 0.0486 5 0.0484
2 0.0467 6 0.0502
3 0.0437 IA 0.0528
4 0.0504 8 0.0497

Cizelge 8.1.’den goriildiigii gibi, ¢,(x) = N(6.74,6.75) onsel dagilimina ve
K, kiimesinin elemanlar1 olan bir bilesenli moment vektor fonksiyonlarina uygun

dagilimlar arasinda istatistiksel veriye Kullback-Leibler ¢apraz entropi 6l¢limiine

gbre en yakin dagilim olan (A/{(axMiannt)l dagilimi, “7” moment fonksiyonuna
karsilik gelen MinxEnt dagilimidir. Bir bagka ifade ile (A{(axMiannt)i dagilim,
(arctan x) ’e uygun MinxEnt dagilimidir. En uzak dagilim olan (A{inMiannt)i

dagilim ise “3” veya (x°) moment vektdr fonksiyonuna karsilik gelen MinxEnt

dagilimidir. Buna gore ¢,(x) onsel dagilimi ve K, kiimesi i¢in en biiyiik ¢apraz

entropi degere sahip olan (MKaxMianntﬁ dagiliminin uygun c¢apraz entropi
degeri 0.0528, en kiiciik capraz entropi degerine sahip olan (Z\{inMiannt)i

dagiliminin uygun capraz entropi degeri ise 0.0437 dir.
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Cizelge 8.2. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap degerleri i¢in K, kiimesine ve

¢q,(x) Onsel dagilimia uygun MinxEnt dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri

Moment Capraz Moment Capraz Moment Capraz
Vektor Entropi Vektor Entropi Vektor Entropi
Fonksiyonlar1 Degerleri | Fonksiyonlar1 Degerleri | Fonksiyonlart Degerleri
1 2 0.0598 2 6 0.0591 4 7 0.0505
1 3 0.0614 2 7 0.0467 4 8 0.0505
1 4 0.0493 2 8 0.0467 5 6 0.0572
1 5 0.0484 3 4 0.0603 5 7 0.0484
1 6 0.0498 3 5 0.0619 5 8 0.0484
1 7 0.0487 3 6 0.0606 6 7 0.0503
1 8 0.0486 3 7 0.0580 6 8 0.0503
2 3 0.0621 3 8 0.0437 7 8 0.0529
2 4 0.0586 4 5 0.0566
2 5 0.0614 4 6 0.0503

Cizelge 8.2.’e gore, N(6.74,6.75) onsel dagilimma ve K, iki bilesenli

moment vektdr fonksiyonlar1 kiimesine uygun (]\/{{axMiannt)l2 dagilimi, “2 37

seklinde gosterilen moment vektor fonksiyonuna karsilik gelen MinxEnt

dagilimidir. Diger bir degisle K, kiimesinin elemanlarina uygun dagilimlar

arasinda istatistiksel veriye Kullback-Leibler Ol¢iimiine gore en yakin dagilim

olan (Z\{(axMimcEnt)l2 dagilim, (x,x*) moment vektdr fonksiyonuna uygun
MinxEnt dagilimidir. (]\/{(axMimcEnt)l2 dagilimina uygun c¢apraz entropi degeri

0.0621°dir. g,(x) onsel dagilim ve K, moment vektor fonksiyonlar1 kiimesine

uygun (MKinMiannt)l2 dagilimi ise, “3 8” veya (x°,arctanx’) moment vektor
fonksiyonuna karsilik gelen MinxEnt dagilimidir. (Z\{inMiannt)l2 dagilimina

uygun ¢apraz entropi degeri de 0.0437 dir.

106



Cizelge 8.3. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaclarinin ¢ap degerleri i¢in K, kiimesine ve

¢q,(x) Onsel dagilimia uygun MinxEnt dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri

Moment Capraz Moment Capraz Moment Capraz
Vektor Entropi Vektor Entropi Vektor Entropi
Fonksiyonlar1 Degerleri | Fonksiyonlar1 Degerleri | Fonksiyonlar1 Degerleri
1 2 3 0.0627 1 6 8 0.0498 3 4 7 0.0629
1 2 4 0.0589 1 7 8 0.0487 3 4 8 0.0625
1 2 5 0.0629 2 3 4 0.0627 3 5 6 0.0629
1 2 6 0.0592 2 3 5 0.0620 35 7 0.0629
1 2 7 0.0629 2 3 6 0.0627 35 8 0.0627
1 2 8 0.0624 2 3 7 0.0628 36 7 0.0629
1 3 4 0.0628 2 3 8 0.0627 3 6 8 0.0625
1 3 5 0.0629 2 4 5 0.0629 3 7 8 0.0617
1 3 6 0.0628 2 4 6 0.0587 4 5 6 0.0570
1 3 7 0.0629 2 4 7 0.0584 4 5 7 0.0564
1 3 8 0.0627 2 4 8 0.0620 4 5 8 0.0563
1 4 5 0.0565 2 5 6 0.0630 4 6 7 0.0503
1 4 6 0.0499 2 5 7 0.0629 4 6 8 0.0503
1 4 7 0.0494 2 5 8 0.0626 4 7 8 0.0506
1 4 8 0.0493 2 6 7 0.0590 5 6 7 0.0570
1 5 6 0.0572 2 6 8 0.0590 5 6 8 0.0570
1 5 7 0.0485 2 7 8 00467 s 7 8 0.0484
1 5 8 0.0485 3 4 5 0.0629 6 7 8 0.0503
1 6 7 0.0498 3 4 6 0.0626

Cizelge 8.3’den, g,(x) = N(6.74,6.75) onsel dagilimi ve K, moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesine uygun (Z\{(axMiannt)l3 dagiliminin (x, (Inx)*, In(1+x%))

moment vektdr fonksiyonuna karsilik gelen MinxEnt dagilimi oldugu

goriillmektedir. (Min MinxEnt); dagilmi ise (x,arctanx,arctanx’) moment
K
vektor fonksiyonuna karsilik gelen MinxEnt dagilimidir. (]\{(axMianm‘)l3 ve

(1\/£1'nMiannt)l3 dagilimlarina karsilik gelen capraz entropi degerleri sirasiyla,

3

0.0630 ve 0.467dir.
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Cizelge 8.4. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap degerleri i¢in K, kiimesine ve

¢q,(x) Onsel dagilimia uygun MinxEnt dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri

Moment Capraz Moment Capraz Moment Capraz
Vektor Entropi Vektor Entropi Vektor Entropi
Fonksiyonlar1 Degerleri | Fonksiyonlar1 Degerleri | Fonksiyonlart Degerleri
1 2 3 4 00630 |1 3 7 8 00632 |2 4 6 7 0.0589
1 2 3 5 00629 |1 4 5 6 00571 |2 4 6 8 0.0588
1 2 3 6 00627 |1 4 5 7 0053 |2 4 7 8 0.0622
1 2 3 7 00630 |1 4 5 8 00620 |2 5 6 7 0.0630
1 2 3 8 00627 |1 4 6 7 00499 |2 5 6 8 0.0629
1 2 4 5 00629 |1 4 6 8 0049 |2 5 7 8 0.0628
1 2 4 6 00591 |1 4 7 8 00494 |2 6 7 8 0.0623
1 2 4 7 00630 |1 5 6 7 00571 |3 4 5 6 0.0629
1 2 4 8 00624 |1 5 6 8 00619 |3 4 5 7 0.0629
1 2 5 6 00630 |1 5 7 & 0048 |3 4 5 8 0.0630
1 2 5 7 00629 |1 6 7 8 00498 |3 4 6 7 0.0629
1 2 5 8 00627 |2 3 4 5 00629 |3 4 6 8 0.0025
1 2 6 7 00591 |2 3 4 6 00627 |3 4 7 8 0.0635
1 2 6 8 0051 |2 3 4 7 00630 |3 5 6 7 0.0629
1 2 7 8 00626 |2 3 4 8 00627 |3 5 6 8 0.0629
1 3 4 5 00629 |2 3 5 6 00630 |3 5 7 8 0.0632
1 3 4 6 00628 |2 3 5 7 00630 {3 6 7 8 0.0636
1 3 4 7 00630 |2 3 5 8 00627 |4 5 6 7 0.0569
1 3 4 8 00628 |2 3 6 7 00629 |4 5 6 8 0.0569
1 3 5 6 00629 |2 3 6 8 00627 |4 S5 7 8 0.0562
1 3 5 7 00629 |2 3 7 8 00629 [4 6 7 8 0.0503
1 3 5 8 00632 |2 4 5 6 00630 |5 6 7 8 0.0614
1 3 6 7 00629 |2 4 5 7 0.0629
1 3 6 8 00628 |2 4 5 8 0.0628

Cizelge 8.4’den sonug¢ olarak, ¢, (x) Onsel dagilimma ve K, kiimesine

uygun (]V{(ax MinxEnt), ve (]\{in MinxEnt), dagilimlari sirastyla

(x*,In(1+ x?),arctan x,arctan x>) ve  (+/x,(Inx)*,arctan x,arctanx>)  moment

vektor fonksiyonlarina karsilik gelen MinxEnt dagilimlaridir.
Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap 6l¢iim degerleri igin

q,(x)=N(6.74,6.75) onsel dagilimma ve K, (m=1,..,4) moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesine uygun (A{axMiannt)in ve (Z\zinMiannt)in (m=1,..,4)

dagilimlarinin, Gauss-Legendre yaklagimina gore hesaplanan Lagrange ¢arpanlari

ve ¢apraz entropi degerleri sirastyla, Cizelge 8.5 ve Cizelge 8.6’da verilmistir.
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Cizelge 8.5.

(m=1,..,4) moment vektdr fonksiyonlar1 kiimesine ve q,(x) onsel dagilimina uygun

Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaclarinin  ¢ap degerleri i¢in K

(Max MinxEnt)' > (Min MinxEnt)' (m=1,..,4) dagilimlarmin Gauss-Legendre yaklagimina gore
Km m Km m

hesaplanan Lagrange ¢arpanlari degerleri

Gauss-Legendre

Genel}estirilmis Yaklagimina gore Hesaplanan Lagrange Carpanlari
leglﬁﬁgn Jx x x’ Inx (Inx)> In(l+x*) arctanx  arctanx’
a a, a, a, as a, a, a,
(Max MinxEnt),  — - — - — — 2.1100 —
(MaxMinxEnt), — — 03722 -0.0230 - —~ —~ - —~
(]l/{ézx MinxEnt), - -1.3017 - — 34007 -1.8644 - -
(A{(?XMiHXEnf)L - - -0.0281 - - 4.1593  -42.3304 27.9487
(Min MinxEnt), - - 0.0017 — = - - -
(Min MinxEnt), — — 0.0016 — — — — 0.00001
(Axgn MinxEnt), — 0.0412 — - - — 0.0012  0.0005
(Min MinxEnt),  (.0264 - — - 0.0763 - 0.0036  0.0015
Cizelge 8.6. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarmin cap degerleri icin K

(m=1,..,4) moment vektdr fonksiyonlari kiimesine ve g (x) Onsel dagilimmna uygun

(Max MinxEnt)! s (Min MinxEnt)', (m=1,...,4) dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri
K, K,

Genel}estirilmis Moment Vekidr Capra;
le nxEnt Fonksiyonlari Elltropl .
Dagilimlar Degerleri
(A{gx MinxEnt),  arctan x - - - 0.0528
(A/IlgxMiannt)lz x ¥ - - 0.0621
(1\/{<¢szMl'mcEm)l3 X (In x)? In(1+x%) — 0.0630
(Max MinxEnt )4 X In(1+x*) arctanx  arctanx’®  0.0636
(Min MinxEnt), 2 — - — 0.0437
(A;Z” MinxEnt), x’ arctan x - - 0.0437
(M f” MinxEnt), x arctanx  arctan x> - 0.0467
(Min MinxEnt )i Jx (Inx)>  arctanx  arctanx®  0.0485

Cizelge 8.6’dan goriildiigii gibi, N(6.74,6.75) onsel dagilimi ve K,

(m=1,..,4) moment vektdr fonksiyonlar1 kiimesine uygun (MKaxMiannt)}n

(m=1,..,4) dagilimlarinin c¢apraz entropi

degerleri

0.0528’den 0.0636’a

artmaktadir. Bir bagka ifade ile moment vektor fonksiyonundaki bilesen sayisi
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artirlldiginda ¢apraz entropi  degeri  0.0528’den  0.0636’a  artmaktadir.

(]\ginMiannt)}n (m=1,..,4) dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri ise

0.0437°den 0.0485’c¢ artmaktadir. Bu sonu¢ her bir moment kisidinin belli
miktarda informasyon iiretmesinden dolayr kisit sayisinin artmasi ile g¢apraz
entropi miktariin arttigini gostermektedir.

Uygulamanin bu boéliimiine kadar g,(x) = N(6.74,6.75) onsel dagilimi ve

K, , (m=1,.,4) moment vektor fonksiyonlar: kiimesine uygun (]\{axMiannt)lm

m

ve (]\zinMiannt)fn , (m=1,..,4) dagilimlarmin Gauss-Legendre yaklasgimina

dayali yontemle bulunmasi ayrintilariyla incelenmistir. Bundan sonra ise kuzey
Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap Ol¢iim  degerleri  icin

q,(x) = Gam(6.55,1.02) onsel dagillmmma ve K, (m=1,..,4) moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesine uygun (]\/Il{axMiannt)i ve (]\;{Iian’annt)i (m=1,..,4)

m

dagilimlarinin, Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontemle bulunmasi
incelenmistir. Buna gore gereken sonuglar, detaylar1 anlatilmadan Cizelge 8.7 ve

Cizelge 8.8’de verilmistir.

Cizelge 8.7. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap degerleri i¢in K (m=1,...,4)
kiimesine ve ¢, (x) Onsel dagilimina uygun (pfax MinxEnt)}, » (Min MinxEnt)}, (m=1,...,4)
Km Km

dagilimlarinin Gauss-Legendre yaklagimina gore hesaplanan Lagrange ¢arpanlar1 degerleri

Gauss-Legendre

Genel}estirilmis Yaklagimina gére Hesaplanan Lagrange Carpanlari
M}annt Jx x x> Inx (Inx)> In(l+x*) arctanx arctanx’
Dagilimlari
a, a, a, a, a a, a, a,
(]V{(ax MinxEnt); _ _ — - - — — 3.7001
(Max MinxEnt); _ _ -0.0031 — - — — 4.7965
(MaxMinxEnt); 95145 2.6433  0.0553 — — — - -
(%{?XMWXEW)Z - -3.4862 0.0758 — 41742 - — 5.3828
(MK{n MinxEnt); _ _ — —  0.0018 - - -
(Min MinxEnt), _ _ — — 0.0019 — - 0.00001
(Afﬁn MinxEnt); — - — — 0.0020 - 0.0001  0.00001

(Min MinxEnt);  0,0007 0.0019 - 0.0001  0.00001
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Cizelge 8.8. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap degerleri igin K, (m=1,.,4)

moment vektdr fonksiyonlar1 kiimesine ve g, (x) Onsel dagilimmna uygun (Afax MinxEnt)? >
Km m

(Min MinxEnt)*> (m=1,...,4) dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri
Km m

Genel}e;;tirilmis Moment Vekidr Capraz.
le nxEnt Fonksiyonlari Envtr0p1 .
Dagilimlan Degerleri
(]\/{(clchiannt)l2 arctan x> — — — 0.0263
(A/Il(i’x MinxEnt), x’ arctan x - - 0.0263
(A{gmexEnz)ﬁ Jx x x° - 0.0293
(A/;{?x MinxEnt); x % (Inx)>  arctanx®  0.0296
(zvgn MinxEnt); (Inx)® _ — — 0.0190
(A/,{m MinxEnt)] (Inx)*>  arctanx’ — — 0.0190
(A/I{f" MinxEnt); (In x)? arctanx  arctan x> - 0.0191
(1\/1{ 5" MinxEnt); Jx (In x)? arctanx  arctanx®>  0.0191

Cizelge 8.8’e gore, Gam(6.55,1.02) onsel dagilimina uygun moment vektor

fonksiyonundaki bilesen sayist artirildiginda, (MKaxMiannt),zn (m=1,..,4)

dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri 0.0263’den 0.0296’a artmaktadir.

(Af{[inMiannt)i (m=1,..,4) dagilimlarinin c¢apraz entropi degerleri ise

0.0190’dan 0.0191’e artmaktadir.
q,(x) = N(6.74,6.75) ve q,(x)=Gam(6.55,1.02) onsel dagilimlarina ve K

(m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlar1 kiimesine uygun genellestirilmis

MinxEnt dagilimlarinin, bir bagka ifade ile (A/]{axMiannt); ve (Af{[inMiannt),’n

m

(r=1,2), (m=1,..,4) dagilimlarinin, istatistiksel veriye uyumu istatistiksel testler

ve kriterler yardimiyla da desteklendigi Cizelge 8.9 ve Cizelge 8.10’da

gosterilmistir.
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Cizelge 8.9. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap degerleri igin K, (m=1,.,4)

moment vektdr fonksiyonlart kimesine ve g (x) Onsel dagilimma uygun (Aax MinxEnt) -
Km m

(Min MinxEnt),,  (m=1,...,4) dagilimlarinin
K,

istatistiksel uyum testleri ve kriterlerine gore

incelenmesi
Genellestirilmis
MinxEnt D x P, AIC AlC, BIC.,
Dagilimlari
(Max MinxEnt); 00943 03837 43121 03654 414.069 414.115 416.557 416.660
(Max MinxEnt), 00660 0.8092 3.2782 03507 414.843 414982 419.820 420.133
(Max MinxEnt); 00636 0.8412 3.1315 02089 416301 416.583 423.766 424.400
(Max MinxEnt), 00683 0.7752 3.1267 0.0770 418246 418.722 428201 429.269
(MinMinxEnt), 01159 0.1691 56118 02301 415713 415759 418.201 418.304
(MinMinxEnt);  0.1159 01691 5.6119 0.1321 417713 417.852 422.690 423.003
(MinMinxEnt); - 0.1017 02956 53149 0.0701 419.179 419.461 426.645 427.279
(Min MinxEnt); 00945 03809 5.1245 0.0236 420.866 421342 430.821 431.889

Cizelge 8.10. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢cam agaglarmin ¢ap degerleri i¢in K, (m=1,...,4)

moment vektdr fonksiyonlar1 kiimesine ve g, (x) Onsel dagilimmna uygun (AMax MinxEnt)? »
Km m

(Min MinxEnt)., (m=1,...,4) dagilimlarinin
Km

istatistiksel uyum testleri ve kriterlerine gore

incelenmesi
Genellestirilmis
MinxEnt D 1 P, AIC AlC, BIC,
Dagilimlari
(Max MinxEnt), 00793 0.6015 4.5940 03315 413772 413.818 416260 416364
(Max MinxEnt); 00601 0.8857 3.6121 03065 414.442 414581 419.419 419.732
(Max MinxEnt); 00653 0.8187 3.1335 0.2087 416280 416.562 423.746 424379
(Max MinxEnt); 00643 0.8316 3.1352 0.0766 418.177 418.654 428.132 429.201
(Min MinxEnt); 00822 0.5568 3.5171 04753 414.140 414.186 416.629 416.732
(MinMinxEnt);  0.0822 05569 3.5172 03185 416.140 416280 421.118 421431
(MinMinxEnt); - 0.0821 05574 35175 0.1723 418.140 418423 425.606 426240
(Min MinxEnt); - 0.0821 0.5587 3.5183 0.0607 420.140 420.616 430.095 431.164

Cizelge 8.9 ve Cizelge 8.10°dan, KS ve y’ testlerine gére kuzey Florida

ormanlarindaki

cam

agaclarinin

¢ap

degerlerinin

dagilimina,

q,(x)=N(6.74,6.75) onsel daglimi uygun her bir (MKaxMiannt)ln (m=1,..,4)

dagiliminin  ve g,(x)=Gam(6.55,1.02) onsel
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(A{axMiannt)i (m=1,..,4) dagilminin %5 anlamhlik diizeyinde uyum

sagladig1 goriilmektedir.
KS ve y* ftestlerine gore istatistiksel veriye uyum saglayan

(A?I(axMiannt)in (m=1,..,4) dagilimlan arasinda, AIC ve BIC kriterlerine gore
en iyi uyum saglayan dagilim (A/{(axMiannt)l dagilimdir. (]l/{(axMianm‘)l2
dagilimi ise, (A{axMiannt)i (m=1,..,4) dagilimlar1 arasinda informasyon

kriterlerine gore en 1yi uyum saglayan dagilimdir. AIC, ve BIC, kriterlerine gore

de benzer sonuclar desteklenir.

Diger bir genellestirilmis MinxEnt dagilimi olan (Min MinxEnt),,

K/ll
(m=1,..,4) dagilimlar1 arasinda, KS testine gore her bir (A;(IinMiannt)in
(m=1,..,4) dagihmi, y* testine gdre ise (Aj([inMiannt)]m (m=1,.,3)

dagilimlari, %5 anlamlilik diizeyinde istatistiksel veriye uyum sagladigi Cizelge
8.9°dan goriilmektedir. Cizelge 8.10°dan ise KS ve y° testlerine gére her bir
(AginMiannt)i (m=1,..,4) dagilminin istatistiksel veriye %5 anlamlilik

diizeyinde uyum sagladigi sonucu ¢ikartilir. Uyum saglayan bu dagilimlar

arasinda informasyon kriterlerine gore en iyi uyum saglayan dagilim, sirasiyla

(A/]{in MinxEnt),, (A/]{in MinxEnt); dagilimidir.

Ayrica Cizelge 8.9 ve Cizelge 8.10’dan  goriildiigli  gibi,
q,(x) = Gam(6.55,1.02) onsel dagilimina uygun (A/{(axMiannt)i (m=1,..,4)

dagilimlar1 hem uyum iyiligi testleri hem de informasyon kriterleri bakimindan,

q,(x)=N(6.74,6.75) onsel daglimi uygun (]\{axMiannt)]m (m=1,..,4)

dagilimlarina gore istatistiksel veriye daha iyi uyum sagladig1 sonucuna varilir.

Bu sonug (Af{[inMiannt)i (m=1,.,4) dagilimlart ile (Af{[inMiannt)ln

(m=1,..,4) dagilimlar1 arasinda daha da fazla 6n plana ¢ikmaktadir. Bir bagka

ifade ile 6nsel dagilim istatistiksel veriyi modellemedeki etkisi gozlenmektedir.
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Diger taraftan kuzey Florida ormanlarindaki cam agaglarmin ¢ap
degerlerinin dagilimi i¢in onsel dagilimina dayali olan genellestirilmis MinxEnt
dagilimlarin sonuglar1 ile Bolim 7.1°de elde edilen genellestirilmis MaxEnt
dagilimlarin  sonuglart  karsilastirildiginda, hem N(6.74,6.75) hem de
Gam(6.55,1.02) onsel dagilimlarina uygun  genellestirilmis  MinxEnt
dagilimlarinin  genellestirilmis MaxEnt dagilimlarina gore istatistiksel veriyi
modellemede daha esnek ve giiclii oldugu yorumu yapilabilir.

Elde edilen tiim KS, * uyum iyiligi testleri ile AIC, AIC,, BIC ve BIC,

informasyon kriterleri sonuglarma gore, (Z\{{axMimcEnt)l2 dagilimmin hatta
(A/]{in MinxEnt); dagilimin da kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarmin gap

degerlerinin dagilimina uyumlu oldugu sonucuna varilir.

Ayrica (A{axMiannt)ln ve (Z\ginMiannt)ln (m=1,...,4) dagilimlarinin

m

istatistiksel veriye uyumu gorsel olarak Sekil 8.1-8.3’de verilmistir.

Sekil 8.1. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarimin ¢ap degerleri i¢in K = (m=1,...,4)

moment vektdr fonksiyonlart kimesine ve ¢ (x) Onsel dagilimmna uygun (Afax MinxEnt)'
K”, m

(Min MinxEnt)' (m=1,...,4) dagihmlarinin grafikleri
K, "

Agaclarin Caplarina Iliskin MaxMinxEnt ve MinMinxEnt Dagilimlar1
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30r .....,MaxMianntﬁ H
T 2
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G .’I 3 3
¢ N MinMianntﬁ
o
10 ) 4 |
& onselDNormaI
G
\J
5 ’~$ ]
4 6 8 10 12 14 16

Cap (Ing)
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Sekil 8.2. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarmin ¢ap degerleri i¢in K, (m=1,...,4)

moment vektdr fonksiyonlari kimesine ve g (x) Onsel dagilmina uygun (Afin MinxEnt)!
Km m

(m=1,...,4) dagilimlarinin grafikleri

Agaclarin Caplarina fliskin MinMinxEnt Dagilimlar1

35 " T
MinMiannti
1
30r MinMianntﬁ a!
2
MinMianntﬁ
25+ 3|
MinMiannti
4
20 OnseIDNormal |

Frekans

15

10

4 6 8 10 12 14 16
Cap (Ing)

Sekil 8.3. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am afaglarinin ¢ap degerleri i¢in K, (m=1,...,4)

moment vektor fonksiyonlart kiimesine ve ¢ (x) Onsel dagilmina uygun (Aax MinxEnt)!
Km m

(m=1,...,4) dagilimlarinin grafikleri

Agaclarin Caplarina Iliskin MaxMinxEnt Dagilimlar1
30 : ; ; ; : ‘

R MaxMiannti
1

K/

’/i;, [Aepe— MaxMianntlz( i
4 2
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r 3
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Sekil 8.1-8.3’den,

(m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlar1 kiimesine uygun (A{axMiannt)ln ve
(A;[inMiannt)ln (m=1,..,4) dagilimlarinin istatistiksel veriye olan uyumu

grafiksel olarak goriilmektedir. (]\/Il{axMiannt)fn ve (Min MinxEnt). (m=1,...,4)

g,(x) = N(6.74,6.75)

onsel dagilimma ve

dagilimlarinin gorsel sonuglar ise Sekil 8.4-8.6’da verilmistir.

Sekil 8.4. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap degerleri igin K, (m=1,.,4)

moment vektdr fonksiyonlart kiimesine ve ¢, (x) Onsel dagilimma uygun (Afgx MinxEnt)
Km

m

(Min MinxEnt)?> (m=1,...,4) dagilmlarmnin grafikleri
K m

Frekans

Agaclarin Caplarima iliskin MaxMinxEnt ve MinMinxEnt Dagilimlar1
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Sekil 8.5. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarinin ¢ap degerleri igin K, (m=1,.,4)

moment

m

vektor  fonksiyonlar1  kiimesine  ve ¢g,(x) Onsel dagilimina
(Min MinxEnt)? (m =1,...,4) dagilhmlarmin grafikleri
K m
Agaclarin Caplarina Iliskin MinMinxEnt Dagilimlar1
35 ‘ : : : ‘ ‘
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Sekil 8.6. Kuzey Florida ormanlarindaki ¢am agaglarimin ¢ap degerleri i¢in K = (m=1,...,4)

moment vektor fonksiyonlar kiimesine ve g,(x) Onsel dagilimina uygun (Max MinxEnt)

(m=1,...,4) dagilimlarinin grafikleri

m

Frekans

Agaclarin Caplarina Iliskin MaxMinxEnt Dagilimlar1

35 T T
- MaxMianntt
1
30 ......MaxMianntﬁ H
2
MaxMiannti
251 *H
TILT MaxMianntﬁ
4
20l OnselDg, o |
5l ]
2
g
o
108 1
4
N~ %
5r \:o‘ 7
“a@"a.
w
0 L L L L L
4 8 10 12 14
Cap (Ing)

16

117



Sekil 8.4-8.6’den, ¢,(x)=Gam(6.55,1.02) onsel dagilimma ve K,

(m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlar1 kiimesine uygun (Z\{(axMiannt)i, ve

(A;{[in MinxEnt)}, (m=1,..,4) dagihmlarnin istatistiksel veriye olan uyumu gorsel

m

olarak agikca goriilmektedir.
Tiim bu analiz sonuclarina gore, kuzey Florida ormanlarindaki ¢am

agaclarinin ¢ap degerlerinin dagiliminin, Gauss-Legendre yaklagimia dayali

yontem ile bulunan (A{axMiannt)fn ve (]\;(IinMiannt)fn dagilimlariyla

modellenebilecegi sonucuna varilir.
8.2. Genellestirilmis MinxEnt Dagilimlarinin Uygulamasi 11

Bu bolimde genellestirilmis MinxEnt dagilimlarinin ikinci uygulamasi
olarak, Istanbul menkul kiymetler borsasinda islem géren bir hisse senedinin aylik
getirilerine iliskin dagiliminin bulunmasi problemi ele alinmistir. Dagilimi1 aranan
X rassal degiskeni, bir ay i¢inde hisse senedinin getiri oranlarinin degerleridir.
(imkb.gov.tr). Getiri oranlarinin degerleri 1996 yili ile 2007 tarihleri arasinda
aylik getirilerden elde edilmistir. Literatiirde hisse senedi veya borsa indeksi i¢in
getiri  dagilimlart ¢esitli istatistiksel dagilimlarla incelenmistir (Harris ve
Kiiciikozmen 2001; Linden 2001). Bu boliimde, hisse senedinin aylik getirilerinin
dagilimi1 Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontem ile bulunan MaxMinxEnt ve
MinMinxEnt dagilimlar1 yardimiyla bulunmustur. S6z konusu istatistiksel verinin
dagiliminin bulunmasinda, iki farkli 6nsel dagilim ve her bir 6nsel dagilim i¢in bir,
iki, ti¢ ve dort bilesenli moment vektér fonksiyonuna uygun MaxMinxEnt ve

MinMinxEnt dagilimlari kullanilmistir.

Daha Once yapilan wuygulara benzer olarak (MKaxMiannt); ve

m

(]\;(IinMiannt):n (r=12), (m=1,..,4) dagilimlarinin istatistiksel veriye uyumu,

uyum iyiligi testleri ve informasyon kriterleriyle birlikte gorsel olarak da

incelenmistir.
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Hisse senedinin getirilerine ait n =138 birimlik 6rnek degerlerine iliskin

tanimlayict istatistikler Cizelge 8.11°de gOsterilmistir. (A{axMiannt)fn ve
(A;(IinMiannt):n (r=12), (m=1,..,4) dagilhimlarina iliskin elde edilen sonuglar
Cizelge 8.12-8.21 ve Sekil 8.7-8.12’de verilmistir.

Cizelge 8.11. Hisse senedinin aylik getiri degerleri i¢in tanimlayici istatistikler

Istatistikler Hesaplanan Degerler
n (Gozlem sayisi) 138
Mn (Minimum deger) -0.5775
Mx (Maksimum deger) 0.9824
X (Ortalama) 0.0494
S? (Varyans) 0.0685
7, (Carpiklik) 0.9974
7, (Basiklik) 5.1126

Hisse senedinin 1996-2007 yillarina ait aylik getiri degerleri, -0.5775 ile
0.9824 arasinda degistigi Cizelge 8.11°den goriilmektedir. Aylhk getiri
degerlerinin ortalamasi 0.0494, varyanst 0.0685, carpikligt ve basiklig1 ise
strastyla 0.9974 ve 5.1126 dur.

Hisse senedinin aylik getiri degerleri dagilimi i¢in arastirilan

(1\{axMiannt);1 ve (]\zinMiannt); (r=12) , (m=1,.,4) dagilimlarinin,

Gauss-Legendre yaklagimina dayali yontem ile bulunmasi siireci ve elde edilen
sonuglarin ayrintilar1 agagida verilmistir.

Bu uygulamada da ilk uygulamaya benzer sekilde K, (m=1,..,4) moment
vektor fonksiyonlar1 kiimesi,
M ={x,x*,In(1+x°), x/(l +x°),arctan x,arctan x”} (8.4)

istatistiksel dagilimlarin karakterize edici moment fonksiyonlar1 kiimesine dayali

olarak asagidaki gibi tanimlanir:

e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim birli birlesimlerinden olusan kiime
e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim ikili birlesimlerinden olusan kiime

e K;:M kiimesinin elemanlarinin tiim Ui¢lii birlesimlerinden olusan kiime
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e K,:M kiimesinin elemanlarinin tiim dortlii birlesimlerinden olusan kiime.
q.(x) onsel dagilimi olarak, literatiirde hisse senetlerinin veya borsa

indekslerinin getiri degerlerinin dagiliminin bulunmasinda yaygin olarak

kullanilan
q,(x)=Lap(u, 1) Laplace Dagilimi (8.5)
q,(x)=N(u,c%) Normal Dagilim (8.6)

dagilimlar1 secilmistir (Linden 2001). Fakat onsel dagilim olarak farkl
istatistiksel dagilimlar da secilebilir.

[lk uygulamadakine benzer olarak, ¢.(x) (r=1,2) &nsel dagilimlar
arasinda ilk olarak ¢,(x)=Lap(0.18,0.02) onsel dagilimina ve K, (m=1,..,4)
moment vektor fonksiyonlart kiimesine uygun, Gauss-Legendre yaklagimina
dayali yontem ile bulunan (]\{{izxMiannt); ve (]\gnMiannt); (m=1,.,4)
dagilimlarinin belirlenmesinde kullanilan MinxEnt dagilimlarinin ¢apraz entropi

degerleri Cizelge 8.12—8.15’de verilmistir.

Cizelge 8.12. Hisse senedinin aylik getiri deerleri igin K, kiimesine ve g, (x) Onsel dagilimina

uygun MinxEnt dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri

Moment Capraz Entropi Moment Capraz Entropi
Fonksiyonlari Degerleri Fonksiyonlar1 Degerleri
1 0.0488 4 0.0478
2 0.0579 5 0.0482
3 0.0534 6 0.0557

Cizelge 8.12°gore, g,(x)=Lap(0.18,0.02) onsel dagilimi ve K, kiimesine

uygun (AC[(axMiannt)} dagilimi, “2” veya (x°) moment fonksiyonuna karsilik

gelen MinxEnt dagilimidir. Bu MinxEnt dagilimina uygun ¢apraz entropi degeri

0.0579"dir. (MKinMiannt)i dagilmi ise “4” veya (x/(1+x%)) moment

fonksiyonuna karsilik gelen MinxEnt dagilimidir ve uygun ¢apraz entropi degeri

ise 0.0478 dir.
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Cizelge 8.13. Hisse senedinin ayhk getiri degerleri i¢in K, kiimesine ve g (x) 6nsel dagilimina

uygun MinxEnt dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri

Moment Capraz Moment Capraz

Vektor Entropi Vektor Entropi

Fonksiyonlar1 Degerleri | Fonksiyonlar1 Degerleri

1 2 0.0578 2 6 0.0569
1 3 0.0548 3 4 0.0550
1 4 0.0481 3 5 0.0541
1 5 0.0485 3 6 0.0553
1 6 0.0555 4 b) 0.0479
2 3 0.0567 4 6 0.0562
2 4 0.0589 5 6 0.0558
2 5 0.0584

Cizelge 8.13.’¢ goruldiugi gibi, g,(x)= Lap(0.18,0.02) onsel dagilimi ve

K, kiimesine uygun (]\/{(axMimcEnt)l2 dagilimi, “2 47 veya (x%,x/(1+x%))

moment vektdr fonksiyonuna karsilik gelen MinxEnt dagilimidir ve capraz

entropi degeri de 0.0589°dir. (]\ginMiannt)l2 dagilimi ise, “4 57 veya

(x/ (1+x%),arctanx) moment vektdr fonksiyonuna karsihk gelen MinxEnt

dagilimidir ve uygun ¢apraz entropi degeri de 0.0479°dur.

izelge 8.14. Hisse senedinin aylik getiri degerleri i¢in K, kiimesine ve ¢ (x) Onsel dagilimina
g ylik g g 3 q,(x) g

uygun MinxEnt dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri

Moment Capraz Moment Capraz
Vektor Entropi Vektor Entropi
Fonksiyonlar1 Degerleri | Fonksiyonlar1 Degerleri

1 2 3 0.0563 2 3 4 0.0574
1 2 4 0.0593 2 3 5 0.0569
1 2 5 0.0584 2 3 6 0.0563
1 2 6 0.0566 2 4 5 0.0589
1 3 4 0.0554 2 4 6 0.0576
1 3 5 0.0548 2 5 6 0.0572
1 3 6 0.0548 3 4 5 0.0555
1 4 5 0.0482 3 4 6 0.0557
1 4 6 0.0801 3 5 6 0.0553
1 5 6 0.0557 4 5 6 0.0564

Cizelge 8.14’den, Lap(0.18,0.02) o6nsel dagilimi ve K, moment vektor

fonksiyonlari

kiimesine

uygun
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(x, x/ (1+x%),arctan x*) moment vektdr fonksiyonuna karsilik gelen MinxEnt

dagilim, (Min MinxEnt); dagilimmin ise (x,x/ (1+x?),arctan x) moment vektdr
K3

fonksiyonuna karsilik gelen MinxEnt dagilimi  oldugu goriilmektedir.

(1\/11<axMiannz‘)l3 ve (MKinMiannt); dagilimlarina karsilik gelen capraz entropi

degerleri sirasiyla 0.0801 ve 0.0482’dir.

Cizelge 8.15. Hisse senedinin aylik getiri degerleri i¢in K, kiimesine ve ¢, (x) Onsel dagilimina

uygun MinxEnt dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri

Moment Capraz Moment Capraz

Vektor Entropi Vektor Entropi
Fonksiyonlar1 Degerleri | Fonksiyonlar1 Degerleri
1 2 3 4 00575 |1 3 5 6 0.0548
1 2 3 5 0059 |1 4 5 6 00565
1 2 3 6 0052 |2 3 4 5 00573
1 2 4 5 0054 |2 3 4 6 0,0569
1 2 4 6 00577 |2 3 5 6 0,0565
1 2 5 6 00571 |2 4 5 6 0,0576
1 3 4 5 0058 |3 4 5 6 0,0557
1 3 4 6 00813

Cizelge 8.15°’den sonug¢ olarak, K, kiimesine ve ¢, (x) Onsel dagilimina

uygun (Z\{{ax MinxEnt), ve (Z\{in MinxEnt), dagilimlari sirastyla

(x,In(1+x%), x/ (1+x%),arctanx’) ve (x,In(1+x%),arctan x,arctanx’) moment
vektor fonksiyonlarma karsilik gelen MinxEnt dagilimlaridir ve uygun g¢apraz
entropi degerleri sirastyla 0.0813 ve 0.0548 dir.

Hisse senedinin aylik getiri degerleri dagilimi i¢in g,(x) = Lap(0.18,0.02)

onsel dagilimma ve K, (m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlar1 kiimesine

uygun (]\{axMiannt)in ve (]\;{IinMiannt); (m=1,..,4) dagilimlarmin Gauss-

n m

Legendre yaklasimina gore hesaplanan Lagrange carpanlari ve g¢apraz entropi

degerleri sirasiyla, Cizelge 8.16 ve Cizelge 8.17°de verilmistir.
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Cizelge 8.16. Hisse senedinin aylik getiri degerleri i¢in K, (m=1,..,4) moment vektdr

fonksiyonlar1 kiimesine ve ¢ (x) Onsel dagilimma uygun (AfaxMinxEnt)! » (Min MinxEnt)'
Km m Km

m

(m=1,...,4) dagilmlarinin Gauss-Legendre yaklagmmina goére hesaplanan Lagrange carpanlari

degerleri
o Gauss-Legendre
Genel'lestlrllmls Yaklagimina gére Hesaplanan Lagrange Carpanlari
M}annt x ¥ In(1+x?) arctanx  arctan x’
Dagilimlar
0,’1 az a3 0,’4 0,’5 aG
(Max MinxEnt), —  -1.2390 — - - -
(Max MinxEnt), —  -1.3645 _ 0.2111 - -
(]\/{(c}zxMiannt)l3 -7.6450 — — 8.9310 - 1.2913
(Max MinxEnt), 77742 — 14031 9.0820 - 0.1130
(MKfn MinxEnt), _ - - -0.0092 - -
(1\/[2'}1Miannt)]2 — — — -0.0375  -0.0419 -
(]\/gn MinxEnt)y  _(.0453 - - -0.0379  -0.0425 -
(A/I{f”MiHXE”f)L -0.0128 — -0.5899 - 0.0489  -0.6603

Cizelge 8.17. Hisse senedinin ayhk getiri degerleri i¢in K (m=1,..,4) moment vektdr
fonksiyonlar1 kiimesine ve ¢ (x) Onsel dagilimina uygun (MKax MinxEnt)., (]l;{[in MinxEnt).,

(m=1,...,4) dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri

O NimEnt Mot Vel Entont
Dagilimlar Degerleri
(A{gx MinxEnt), 2 — - - 0.0579
(1\/11<czzxMiannt)l2 X2 x/(1+x2) — — 0.0589
(]\/IlézxMiannt)‘3 x x/(1+x*)  arctan x’ - 0.0801
(ACI(?XMI'”XEW)L x In(1+x*)  x/(1+x°)  arctanx®  0.0813
(fon MinxEnt), x/(1+x%) — — — 0.0478
(A;(ff” MinxEnt), x/(1+x*)  arctanx — - 0.0479
(Min MinxEnt), x x/(1+x*)  arctanx — 0.0482
(M in MinxEnt), x In(1+x*)  arctanx  arctanx>  0.0548

Cizelge 8.17°den goriildiigii gibi, Lap(0.18,0.02) o6nsel dagilimi ve K,

(m=1,..,4) moment vektor fonksiyonlar1 kiimesine uygun (]\{{axMiannt)fﬂ

(m=1,..,4) dagilimlarmin ¢apraz entropi degerleri, moment vektor

fonksiyonundaki bilesen sayisina bagli olarak 0.0579°den 0.0813’¢ artmaktadir.
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(]\ginMiannt)in , (m=1,..,4) dagilimlarinin c¢apraz entropi degerleri ise

0.0478den 0.0548’e artmaktadir.
Hisse senedinin aylik getirileri i¢in g,(x) = N(0.04,0.06) 6nsel dagilimina

ve K

m

(m=1,.,4) moment vektér fonksiyonlar1 kiimesine uygun

(A/]{axMiannt)i ve (A;{[in MinxEnt)}, (m=1,..,4) dagilimlarinin Gauss-Legendre

yaklagimina dayali yontemle bulunmasina iliskin sonuclar Cizelge 8.18 ve Cizelge

8.19°da verilmistir.

Cizelge 8.18. Hisse senedinin ayhk getiri degerleri i¢in K

fonksiyonlar1 kiimesine ve g, (x) Onsel dagilmina uygun (MaxMinxEnt)® » (Min MinxEnt)?
K”, m K”, m

(m=1,..,4) moment vektor

(m=1,...,4) dagiimlarinin Gauss-Legendre yaklasimma goére hesaplanan Lagrange carpanlari

degerleri
o Gauss-Legendre
Genel}estlrllmls Yaklagimina gore Hesaplanan Lagrange Carpanlari
M}annt x 2 In(l+x%) x/(1+x*) arctanx  arctan x’
Dagilimlari
a, a, a, a, o a,
(]\/{{lexMiannt)i _ — — 0.2764 _ —
(Max MinxEnt), — —  0.5208 - 0.3314 - —
(Axé?xMiannt); - -0.5433 - 0.1687 0.1093 —
(A/II(?XMI'HXEW)L 0.0124 -0.5620 - 0.1611 0.0720 -
(fon MinxEnt); — — — — — 0.1713
(MinMinxEnt); — — 00520  -0.0440 - - -
(Min MinxEnt),  0,0877  — 0.0129 - - 0.0145
(Min MinxEnt),  0.1086 -0.0561 ~ -0.0479 — - -0.0533

Cizelge 8.19. Hisse senedinin ayhk getiri degerleri i¢in K

fonksiyonlar1 kiimesine ve g,(x) Onsel dagilimma uygun (AMax MinxEnt): > (Min MinxEnt)’
K”, m K”, m

(m=1,...,4) dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri

(m=1,...,4) moment vektdr

Genel.lestlrllmls Moment Vekidr Capraz.
MinxEnt Fonksivonlart Entropi
Dagilimlar y Degerleri
(Max MinxEnt)]  x/(1+x) — — - 0.0103
(A{gxMiannt)g x/(1+x2) — — 0.0106
(A{gxMiannt)i x/(1+x%)  arctanx — 0.0109
(A/[[(fzxMiannt)i X x/(1+x%) arctanx  0.0114
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Cizelge 8.19. (Devam) Hisse senedinin aylik getiri degerleri i¢in X, (m =1,...,4) moment vektdr

fonksiyonlar1 kiimesine ve g,(x) Onsel dagilmina uygun (MaxMinxEnt)® » (Min MinxEnt)?
K, " K,

m

(m=1,...,4) dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri

Genel}estlrllmls Moment Vekidr Capra;
MinxEnt Fonksivonlart Entropi
Dagilimlar Y Degerleri
(A{fn MinxEnt);  rctan 2 - - - 0.0086
(Min MinxEnt); e In(l+x7) - - 0.0086
(MKf” MinxEnt); x In(1+x*)  arctan x> — 0.0088
(Min MinxEnt); x X In(l+x°) arctanx®  0.0089

Cizelge 8.19’a gore, N(0.04,0.06) onsel dagilmi ve K, (m=1..,4)
moment vektor fonksiyonlar1 kiimesine uygun, (]\{axMiannt)i (m=1,..,4)

dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri 0.0103’den 0.0114’a artmaktadir.

(]\ginMimcEnt)2 (m=1,..,4) dagilimlarinin ¢apraz entropi degerleri ise

m

0.0086’dan 0.0089’¢ artmaktadir. Bu sonuglar Cizelge 17’deki sonuglarla
karsilastirildiginda, ¢,(x) = Lap(0.18,0.02) 6nsel dagilimmin 6nemi daha da net

ortaya ¢ikmaktadir.
Ayrica hisse senedinin aylik getirileri i¢in g, (x)= Lap(0.18,0.02) ve
q,(x)=N(0.04,0.06) onsel dagilimlarma ve K, , (m=1,..,4) moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesine uygun genellestirilmis MinxEnt dagilimlarinin istatistiksel
veriye uyumu, testler ve kriterler yardimiyla da incelenmistir. Ilgili sonuglar

Cizelge 8.20 ve Cizelge 8.21’°de verilmistir.
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Cizelge 8.20. Hisse senedinin ayhk getiri degerleri i¢in K, (m=1,..,4) moment vektdr

fonksiyonlar1 kiimesine ve ¢ (x) Onsel dagilimma uygun (AaxMinxEnt)! » (Min MinxEnt)'
Km m Km

m

(m=1,...,4) dagilimlarinin istatistiksel uyum testleri ve kriterlerine gore incelenmesi

Genellestirilmis
MinxEnt D P, Ve P, AlIC AIC, BIC BIC,
Dagilimlari
. 1
(Max MinxEn)y o 0601 04931 5.9325 0.5477 -14.858 -14.820 -11.931 -11.858
. 1
(MaxMinxEnt), 0681 05221 6.0169 04213 -13.106 -13.017 -7251  -7.032
. 1
(MaxMinxEnt); - 6624 06320 41111 05335 -17410 -17231 -8.629  -8.187
. 1
(MaxMinxEnt), 0587 07162 42069 03787 -15.505 -15204 -3.796  -3.055
. . 1
(MinMinxEnd)i o 6700 04860 9.6630 02085 -12.032 -12.003 -9.105  -9.033
. . 1
(MinMinxEnt)y o 0686 05121 93078 01570 -10.069 -9.980 -4215  -3.996
. . 1
(MinMinxEnb; 6 0675 05336 9.0179 0.1084 -8.133  -7.954  0.648  1.090
. . 1
(MinMinxEnt)y o 0639 0.6040 63070 0.1774 -8.127 -7.826 3.582 4323

Cizelge 8.21. Hisse senedinin aylik getiri degerleri igin K, (m=1,..,4) moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesine ve g,(x) Onsel dagilmina uygun (MaxMinxEnt)® » (Min MinxEnt)?
K, " K,

m

(m=1,...,4) dagilimlarinin istatistiksel uyum testleri ve kriterlerine gore incelenmesi

Genellestirilmis
MinxEnt D P, 7 P, AlIC AIC, BIC BIC,
Dagilimlari

. 2
(Max MinxEnt)y ) 089 02122 245427 0.0001 19.8146 19.8440 227418 22.8143

0.0967 0.1418 20.1980 0.0001 21.4674 21.5563 27.3219 27.5409
0.0951 0.1547 20.1262 0.0001 23.6319 23.8110 32.4136 32.8549
0.0984 0.1289 19.8106 0.0001 25.6438 259445 37.3528 38.0937

(A{(ax MinxEnt);
(A/{(ax MinxEnt):
(A{(ax MinxEnt),

. . 2
(MinMinxEnDi 6 1136 0.0525 227166 0.0001 203138 203432 232411 233135
. . 2
(MinMinxEnD; o 1148 0.0484 21.9880 0.0001 223039 223928 28.1584 28.3774
. . 2
(MinMinxEnD; 6 1043 0.0925 240106 0.0001 242397 244188 33.0215 33.4627

. . 2
(Min MinxEnt)s o 1045 00912 227500 0.0001 262185 265193 37.9275 38.6685

Cizelge 8.20 ve Cizelge 8.21°den, KS testine gore hisse senedinin aylik
getirilerinin  dagilimina, Lap(0.18,0.02) onsel daglimi wuygun her bir

(A{axMiannt)in (m=1,..,4) dagilimmin ve N(0.04,0.06) onsel dagilimina
uygun her bir (A{axMiannt)fn (m=1,..,4) dagilimmin %5 anlamhlik diizeyinde

m

uyum sagladign goriilmektedir. y° testine gdre ise, bu sonu¢ sadece
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(A{axMiannt)}n , (m=1,..,4) dagilimlar1 i¢in desteklenmektedir. Ayrica bir
baska dikkate ¢eken sonug, (]\/{(axMiannt)in , (m=1,..,4) dagilimlarina uygun
P, ve PZ2 olasilik degerlerinin, (MKaxMiannt),zn , (m=1,..,4) dagilimlarina

uygun degerlerden oldukea biiyiik olmasidir.

KS ve y* ftestlerine gore istatistiksel veriye uyum saglayan

(A{izxMiannt)}n (m=1,..,4) dagilimlar arasinda, AIC ve BIC kriterlerine gore
en iyi uyum saglayan dagilimlar sirasiyla, (Z\{(c}zxMiannt)l3 ve (A{(clzxMiannt)i
dagilimlaridir. (A{{ilxMiannt)i (m=1,..,4) dagilimlar1 arasinda her iki kritere
gbre en 1yl uyum saglayan dagilim, (]l/{(clzxMianm‘)l2 dagilimi dagilimdir. Benzer
sonuglar AIC, ve BIC, kriterlerine gore de desteklenmektedir.

(Z\zﬂl:nMiannt)}n ve (Aj([i'nMiannt)fn (m=1,..,4) dagihmlarn igin,
(A/IlélxMiannt); (r=12) , (m=1,..,4) dagilimlarinda elde edilen benzer

sonuclar gecerlidir.
Tiim uyum iyiligi testleri ile informasyon kriterlerinin sonuglarina gore,

hisse senedinin aylik getirilerinin dagilimina en uyumlu dagilimin

(A{(ax MinxEnt); dagilimi oldugu sonucuna varilir.

Ayrica K, , (m=1,..,4) moment vektoér fonksiyonlar1 kiimesine ve

q,(x)=Lap(0.18,0.02)  o6nsel dagilimma uygun (A{(axMiannt)L ve
(Af{[inMiannt)ln (m=1,...,4) dagilimlarinin istatistiksel veriye uyumu gorsel

olarak Sekil 8.7-8.9°da incelenmistir.
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Sekil 8.7. Hisse senedinin aylik getiri degerleri i¢in K, (m=1,...,4) moment vektor fonksiyonlar

kiimesine ve ¢ (x) Onsel dagilmina uygun (pfgx MinxEnt), > (Min MinxEnt)!, (m=1,...,4)
K K,

m

dagilimlarinin grafikleri

Hisse Senedinin Aylik Getirilerine Tligkin MaxMinxEnt ve MinMinxEnt Dagilmlar1
70 T T T T T i i
‘ - MaxMiannti
1
60 R MaxMianntﬁ H
2
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50| *H
« === s MaxMinxEnty,
4
- 1
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;L‘: 2
30 MinMiannti
3
MinMianntﬁ
20 ) 4
Onsel DLaplace
.
-
10+ B
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“
0 -t L L L L
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Getiri

Sekil 8.8. Hisse senedinin aylik getiri degerleri igin K, (m=1,...,4) moment vektor fonksiyonlar

kiimesine ve g (x) onsel dagilimma uygun (Aax MinxEnt) (m=1,...,4) dagilimlarmin grafikleri
X m

m

Hisse Senedinin Aylik Getirilerine Iliskin MaxMinxEnt Dagilimlart
70 T T

- MaxMianntt
1

ammmm MaxMianntﬁ u
2

MaxMinxg nti
3

L MaxMianntﬁ
4

Onsel D

Laplace ||
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Getiri
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Sekil 8.9. Hisse senedinin aylik getiri degerleri i¢in K, (m=1,...,4) moment vektor fonksiyonlar

kiimesine ve g, (x) onsel dagilimma uygun (Afin MinxEnt). (m=1,...,4) dagilimlarinin grafikleri
K”, m

Hisse Senedinin Aylik Getirilerine Iliskin MinMinxEnt Dagilimlar
70 T T T T T T T
MinMiannti
1
60 MinMiannti a
2
MinMiannti
501 M
MinMiannti
4
Onsel D
101 Laplace | |
w)
5
~
[
= a0t :
20
10~
0 L L L
-0.6 0.4 0.2 0

Sekil 8.7-8.9’dan  goriildiigli  gibi  ¢,(x) = Lap(0.18,0.02) Onsel
dagillmmma ve K, (m=1,..,4) moment vektdr fonksiyonlari kiimesine uygun
(A/]{axMiannt)Li ve (]\{inMiannt)ln (m=1,..,4) dagilimlarinin, hisse senedinin

ayllk getiri degerlerine uyumu gorsel olarak da desteklenmektedir.

(]\iaxMiannt)i1 ve (]\ginMiannt)i (m=1,..,4) dagilimlanyla ilgili gorsel

m

sonuglar ise, Sekil 8.10—8.12de verilmistir.
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Sekil 8.10. Hisse senedinin ayhk getiri de@erleri i¢in K, (m=1,..,4) moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesine ve g,(x) Onsel dagilmina uygun (MaxMinxEnt)® » (Min MinxEnt)?
K, " K,

m

(m=1,...,4) dagilimlarinin grafikleri

Hisse Senedinin Aylik Getirilerine iliskin MaxMinxEnt ve MinMinxEnt Dagihmlar1
70 T T T T T T T
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Sekil 8.11. Hisse senedinin aylik getiri degerleri igin K, (m=1,.,4) moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesine ve g,(x) Onsel dagilimma uygun (pzax MinxEnt)?,  (m=1,...,4)

m

dagilimlarinin grafikleri

Hisse Senedinin Aylk Getirilerine iliskin MaxMinxEnt Dagiimlar:
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Sekil 8.12. Hisse senedinin aylik getiri degerleri i¢in K, (m=1,.,4) moment vektor

fonksiyonlar1 kimesine ve ¢, (x) Onsel dagilmina uygun (afin MinxEnt)}  (m=1,...,4)
K”, m

dagilimlarinin grafikleri

Hisse Senedinin Aylk Getirilerine iliskin MinMinxEnt Dagilmlart
70 T T T T T T T
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Frekans
Il

Sekil 8.10-8.12°den, hisse senedinin aylik getiri degerleri icin
q,(x)=N(0.04,0.06) onsel dagilimma ve K, 6 (m=1..,4) moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesine uygun (MKaxMiannt)i ve (A;[inMiannt)fn (m=1,..,4)

dagilimlarinin gorsel uyumunun oldukg¢a zayif oldugu goriilmektedir. Bir baska
ifade ile bu gorsel sonuclar, uyum iyiligi testleri ve informasyon kriterleri
sonuglarini desteklemektedir.

Tiim bu analiz sonuglarina gore vurgulamak gerekir ki, Lap(0.18,0.02)

onsel dagilimina uygun (A{axMiannt)}n (m=1,..,4) dagilimlari, N(0.04,0.06)
onsel dagilimina uygun (Z\{(axMiannt)fn (m=1,..,4) dagilimlarma gore hisse

senedinin aylik getirileri degerlerine daha iyi uyum saglamaktadir. Bu sonug

(AginMiannt)in (m=1,..,4) dagihmlar1 ile (A;(IinMiannt)fn (m=1,..,4)

m

dagilimlari arasinda daha da fazla 6n plana ¢ikmaktadir.
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9. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda elde edilen sonuclar ve oneriler asagidaki sekilde siralanabilir.

1.

Stirekli rassal degiskenler icin MaxEnt dagilimmin bulunmasi problemi
Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontemle ¢oziilmiistir ve bu
yontemin performansi incelenmistir.

Gauss-Legendre yaklagimina dayali yontemle, siirekli rassal degiskenler
icin Onsel dagilim bilginse sahip MinxEnt dagilimmin bulunmasi
problemi ¢oziilmistiir ve bu yontemin performansi incelemistir.

Stirekli rassal degiskenler igin entropi optimizasyon dagilimlarin da
moment fonksiyonlarinin ve moment kisitlart sayisinin etkisi gdzlenmistir.
Stirekli rassal degiskenler icin genellestirilmis MaxEnt dagilimlarinin
bulunmasi problemi Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontemle
¢Ozilmiistiir.

Stirekli  rassal degiskenler i¢in Onsel dagilim bilginse sahip
genellestirilmis MinxEnt dagilimlarinin  bulunmast problemi Gauss-
Legendre yaklasimina dayali yontemle ¢oziilmiistiir.

Ozel o&nsel dagilimlara dayali entropi optimizasyon dagilimlari
incelenmistir.

Genellestirilmis  entropi  optimizasyon dagilimlar1 i¢in  moment
fonksiyonlar1 kiimesi ve 6nsel dagilim konulari {izerinde durulmustur.
Stirekli rassal degiskenler i¢in entropi optimizasyon dagilimlarinin ve
genellestirilmis entropi optimizasyon dagilimlarinin  Gauss-Legendre
yaklasimina dayali yontem ile bulunmasi icin MATLAB’da program
yazilmustir.

Stirekli rassal degiskenler i¢in Gauss-Legendre yaklasimina dayali
yontem ile bulunan genellestirilmis MaxEnt dagilimlarinin, istatistiksel
veriye uyumu iki farkli Ornek {zerinde gosterilmistir. Bu uyumu
gostermek i¢in uyum iyiligi testlerinden, informasyon kriterlerinden ve

gorsel yorumlardan yaralanilmistir.

132



10.

1.

12.

13.

Stirekli rassal degiskenler i¢in Gauss-Legendre yaklasimina dayali
yontem ile bulunan 6nsel dagilim bilgisine sahip genellestirilmis MinxEnt
dagilimlarinin, istatistiksel veriye uyumu iki farkli 6rnek {izerinde
gosterilmistir.  Bunun i¢in uyum 1iyiligi testlerinden, informasyon
kriterlerinden ve gorsel sonuglardan yaralanilmistir.

Stirekli rassal degiskenler icin genellestirilmis entropi optimizasyon
dagilimlarinin bulunmasi i¢in Gauss-Legendre yaklasimina dayali yontem
uygulanabilir.

Stirekli rassal degiskenler icin Gauss-Legendre yaklasimina dayali
yontem ile bulunan genellestirilmis entropi optimizasyon dagilimlari,
istatistiksel veriyi modellemek i¢in istatistiksel dagilimlara alternatif
olarak kullanilabilir

Genellestirilmis entropi optimizasyon dagilimlari i¢in K, moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesinin olusturulmasinda, uygulamalarda kullanilan

moment fonksiyonlarindan yararlanilabilir.
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