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Bu tezde normlu bir vektor uzaymndan diger normlu bir vektér uzayina olan
doniigiimlerin tlirevlenebilirlik 6zellikleri incelenmektedir. Frechet tiirevlenebilirlik
kavramindan yararlanarak, sonlu boyutlu uzaylarda diferansiyel hesabinin bilinen
bazi sonuglarimin, sonsuz boyutlu uzaylara genellestirilmesi konusu ele alinmigtir.
Bu caligmada, klasik analizin ortalama deger teoremi, kapali fonksiyon teoremi, ters
fonksiyon teoreminin sonsuz boyutlu uzaylara genellestirilmesi aragtirilmig, yuk-
sek mertebeden Frechet tiirevlerinin ve tanim kiimesi bir carpim uzay: olan bir

doniigiimiin Frechet kismu tiirevlerinin ozellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Frechet Tiirevi, Normlu Uzay, Dogrusal Doniigiim, Stirekli

Fonksiyon, Ortalama Deger Teoremi




ABSTRACT

Master of Science Thesis
THE FRECHET DIFFERENTIABILITY
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Supervisor: Prof.Dr. Orhan OZER
2002, 93 Pages

In this thesis, the differentiability properties of the functions defined in a normed
vector spacé and with values in a normed vector space, are investigated. Using the
Frechet differentiability concept, some known finite dimension differential calculus
results are generalized for infinite dimension case. In this work, mean value theo-
rem, closed function theorem, inverse function theorem of the classical analysis are
generalized for infinite dimension case. The properties of higher Frechet differentials

and of partial Frechet differentials of a function with domain in a product space are
studied.

Keywords: Frechet Derivative, Normed Space, Linear Function, Continuous

Function, Mean Value Theorem
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ONSOZ

Tiirev bu giin mihendislik, elektrik, elektronik, fizik, kimya gibi bilim ve
teknoloji kollarinin vazgegilmezidir. Bu sayede her yil teknikte hizla ilerlenmekte
bilim adamlar tiirev sayesinde yeni bulgu ve varsayimlara farkli ¢oziimler bulmak-
tadirlar.

Sonlu boyutiu uzaylada tanmimlanan klasik tlirev ve diferansiyel kavrama,
giniimiizde bilim ve teknolojinin bir ¢ok alanlarinda ortaya cikan problemlerin
¢cozumlerinde yéterli bulunmuyor. Bu problemlerin bir kisminda, incelenmesi
gereken fonksiyonlar tek degerli olmayabilir veya klasik -anlamda tiirevlenebilir
olmayabilir. Parametrik optimizasyon teorisi, kontrol teoride, diferansiyel oyun
teorisinde incelenmesi 6nemli olan deger fonksiyonlari, genelde klasik anlamda difer-
ansiyellenebilir degil (bkz. [1], [2], [3], [4], [5])- Son yillarda, klasik anlamda diferan-
siyellenebilir olmayan fonksiyonlar, ornegin alttan ve ya tstten yarisiirekli fonksiy-
onlarin ozellikleri, diizgiin olmayan analiz kapsaminda incelenmektedir (bkz. [2],
[6]). Diizglin olmayan analizde, alttan yari siirekli, {istten yari siirekli, siirekli, kon-
veks, Lipschitz siirekli fonksiyonlar i¢in farkh subdiferansiyel ve superdiferansiyel
kavramlari verilmektedir (bkz. [2], [6], [7])-

Tek degerli olmayan fonksiyonlar, gagdag matematigin bir kolu olan kiime degerli
analiz kapsaminda aragtirilmaktadir (bkz. [8], {9]). Kiime degerli analizde, incelenen
problemlere uygun olarak, kiime degerli doniiglimler icin cesitli formlarda tiirev ve
diferansiyel kavramlan uygulanmaktadir (bkz. {1], {2], [3], [4], [6])-

Frechet tiirevi ise sadece sonlu boyutlu uzaylarda degil, iizerinde norm tanimh
tiim uzaylarda cahgmaya olanak saglamistir (bkz. [10], [11], [12], [13], [14], [15],
[16]). Ayrica bu galismada yiiksek mertebeden tiirevler yardimiyla Taylor teoremi

aciklanarak, ters ve kapah fonksiyon teoremleri incelenip rnekler verilmektedir.
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GIRIS

Analiz derslerinden gercel degerli, gercel degigskenli bir fonksiyonun bir noktasin-
daki tiirevin tanmmim animsayalim.

f(-) : R — R bir fonksiyon ve 2y € R olsun. Eger bir m sayis1 ve verilen her
e>0igin 0< ||z — zo}| < 6 iken

fz) ~ f(@o)

=

—m|| <e

olacak bi¢imde bir 6 = é(g) > 0 sayis1 varsa f(-) fonksiyonuna zy noktasinda
tiirevlenebilirdir denir ve meR sayisina da f(-) fonksiyonunun z, noktasmdaki

tiirevi denir. Agiktir ki bu egitsizlige denk olarak ||z — zo|] < 6 oldugunda

1F(z) — f(z0) — m(z — z0)]| < ellz — o

esitsizligi de yazilabilir.

Gergel degigkenli gercel degerli fonksiyonlar i¢in ifade edilmis olan tiirevlenebilme
kavramim tiim normlu uzaylara genellestirme igini Maurice Frechet adindaki Fran-
siz matematikci yapnustir. Bu sebeple normlu uzaylarda tiirevlenebilme Frechet
tirevlenebiline ya da kisaca F - Tiirevlenebilme seklinde ifade edilmektedir. Bu
kavram dogrusal olmayan bir doniisiimiin bir dogrusal yaklasimini ifade edebilmeyi
saglar.

Esas olarak Frechet tiirevlenebilme kavraminin en 6nemli yani, diferansiyel hesa-
bin sonsuz boyutlu uzaylara genellestirilebilmesidir. Bu caligmada klasik analizin
Ortalama deger teoremi, Taylor teoremi, Kapali fonksiyon teoremi, Ters fonksiyon
teoreminin, Frechet diferansiyeli kavramindan yararlanarak, normlu uzaylara genel-
legtirilmesi tizerinde duracagiz. Tamm kiimesi bir carpim uzay: olan bir fonksiy-
onun Frechet kismi tiirevlenebilmesinden s6z edecegiz. Yiksek mertebeden Frechet

tirevlenebilmeye deginecegiz.




1 BIiR DONUSUMUN FRECHET TUREVI

Bundan boyle X ve Y aym cisim tizerinde normlu dogrusal uzaylar, A kiimesi X
uzaymin bos olmayan agik bir alt kiimesi olarak diisiiniilecektir. L(X,)Y)ile T():
X — 'Y olacak bicimdeki tiim sinirhh dogrusal doniisiimler uzayim gosterelim. Her
T(-) € L(X,Y) dogrusal doniigiimii siirekii ve tersine, her stirekli 7(-) : X — Y
dogrusal déniistimii i¢in 7(-) € L(X,Y) olur. f(:): AC X — Y doniigiimiinii kisa
bigimde f : AC X — Y olarak da gosterecegiz.

Tanmm 1.1 Bir f(-): AC X - Y dén@ﬁmﬁ, 2o € A noktastve T(): X - Y

dogrusal déntgimi verilsin. Ve > 0 igin = € A ve ||z — zo|| < 6 tken
1f(z) = f(zo) = T(z — zo)[| < él|z — 20| (1)

olacak bigimde 6 = 6(c) > 0 sayst varsa, f(-) dondsimine xo noktasinda Frechet
tirevlenebilir denir. Eger f(-) dondgtimi A kimesinin her noktasinda Frechet tirevle-

nebilir ise, f(-) déntgimine A tzerinde Frechet tirevlenebilir denir.

Bu tanima egdeger olarak agagidaki 6nermeninin ifade edilebilecegi agiktar.

Onerme 1.2 Bir f(-): AC X — Y déniisimi,. zo € A noktass verilsin. f(-)
doniigimiiniin  xy noktasinda Frechet tirevlenebilir olmasi igcin gerekli ve yeterli
kogul

(@) = f(zo) = T(e — 20|

o o]

=0 2)
olacak sekilde bir T(-) : X — Y dogrusal doniigimindn var olmasidur.

Eger lim F(z—xzo)/||x—xo|| = 0 ise, F(xz—zo) = o(||z—x0]||) olarak yazilabilir.
T—2p

O halde, 6nceki onermeye denk olarak asagidaki sonug ifade edilebilir.

Sonug 1.3 f(-) : A € X — Y ddnigiminin zo € A noktasinda Frechet

tirevlenebilir olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul A icinde x — x iken
f(z) = f(z0) + T(z — zo) + o]z — zol]) 3
olacak sekilde bir T(-) : X — Y dojrusal déniigiimiiniin var olmasidir.
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Bu sonug, f(-) doniisiimii zy noktasinda Frechet tiirevlenebiliyor oldugu du-
rumda, T(-) : X — Y bir dogrusal doniisiim olmak tizere, f(-) doniigtimiinii
xo noktasimin bir komsulugunda yaklagik olarak f(z) = f(zo)+T'(x — zo) biciminde
yazilabilirligini gb‘stermektedir. Simdi, verilen bir f(-) doniigiimii bir o noktasinda
Frechet tiirevlenebiliyorsa, (1) esitsizligini (veya (2), (3) esitliklerini) saglayan T'(-)

dogrusal doniisiimiiniin tek olarak var oldugunu kanitlayalim.

Onerme 1.4 f(:): AC X — Y déniigimiizo € A noktasinda Frechet tiirevlenebilir
olsun. Bu durumda (1) esitsizligini saflayan tek bir T(-) dogrusal dénisimini

vardar.

Kanit. (1) esitsizligini saglayan iki dogrusal doniiglimiin oldugunu varsayalim.
Bu doniigtimleri sira ile Ty(-) ve T3(-) ile gosterelim. Bu takdirde, T3(-) : X — Y
ve Tp() : X — Y dogrusal doniigtimleri iyi tammhdir. € > 0 igin ||z — zo|| < 61

iken

1f(z) = flzo) — Ti(z — zo)l| < el|lz — zol|
ve ||z — zo|| < 6, iken

1f () = f(zo) — Ta(z — zo)| < el — zol|

olacak bi¢imde é; > 0 ve 62 > 0 sayilan vardir. Simdi ¢ = min{01, 62} diyélim.

Bu durumda ||z — zg|| < 6 igin

I(Ty — Ta)(z — z0)|| = [|T1(z — o) — Ta(z — 20)|| <
<||Th(z — o) — f(z) + f(@o)l| + ||f(x) — f(z0) — T2(z — 20)|| <

< ellz — zo|| + ellz — zol| < 2¢l|z — o]

esitsizligi saglamir. Simdi X uzayinda sifirdan farkli bir = 6gesi alalim. Bu durumda

—1—6—w—+m —z
2 ezl ")

o= o) | = ez

3

<6

oldugundan,

=gb




olur. Buradan z # 0 iken ||[(Th — T3)(z)|| < 2¢||z|| esitsizligini elde ederiz. Bu
esitsizlik z = 0 icin de dogru oldugundan, (77 — T3)(-) suurh dogrusal doniigtim
olup s 2¢ sayisidir. ¢ sayisi keyfi oldugundan ||T7 — T3] = 0 & T = T,

bulunur. m

Uyar: 1.5 Eger:xo noktast A kiimesinin i¢ noktas: degilse (1) esitsizlifini saglayan

T(-) dogrusal donisimi tek olmayabilir.

Tamim 1.6 f(-): AC X - Y dénisimi zo € A noktasmda Frechet tirevlenebilir
olsun. Bu durumda, (1) esitsizligini saflayan T(-) : X — Y dogrusal doniigimiine

f() déndsiminin zo noktasinda tirevi denir ve f'(zo) veya df (wo) ile gosterilir.

Onerme 1.7 f(-): AC X — Y déniigimii o € A noktasinda Frechet tiirevienebi-
lir olsun. f'(z) : X — Y dojrusal donigimiinin sirekli olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul f(-) déntsiminin zo noktasinda sirekli olmasidur.

Kamt. f(-) doniigiimii 2o noktasinda siirekli olsun. O zaman ||z — zg|| < 61

iken

1
1f(z) = flzo)ll = 3¢

ve ||z — )| < 5? icin
11£2) = Fleo) = £ (o)~ zo)l| < Ge llo

olacak bicimde §; > 0 ve 6 > 0 sayilar1 vardir. Simdi § = min{1, 6, 6, }diyelim.

Bu durumda ||z — || < § oldugunda

1 (o) (@) — f'(zo) (o)l = |If' (o) (z — 20)l| <
< 1 (zo)(z — o) — f(z) + f@o)ll + || £ (z) = F(zo)l| <

<ol + 2o < et ze<
=3° Ol TESpeT5e=

olur. O halde, f'(zo) dogrusal doniistimii zo noktasinda siireklidir, dolayisiyla sir-

hdir.Yani f/(z) € L(X,Y) 'dur.




Tersine olarak, f'(zo) dogrusal déniigiimiiniin X ’den Y ye siirekli oldugunu kabul
edip f(-) fonksiyonunun z, noktasinda siirekli oldugunu gosterelim. € > 0 alirsak,

(1)’den, ||z — zo|| < 6, iken

(@) = Flao) = £ (z0)(z = 20)|| < elle — o

olacak bi¢imde é; > 0 sayist vardwr. Simdi 6§ = min{ 61,;m } dersek,

l|z — zo|| < 6 iken

1 (z) - f(f?o)ll < If(2) = f(=o) — f(@o)(z — zo)l| + |I.f'(zo)(z — zo)|| <
< ellz — ol | + (1 (o) I l| (& — o)l < ||z — zoll(e + || (z0)l]) <

< 6(e+ [[f (=o)l]) < —E—m(e + 1 (zo)ll) =€

olur. Buise f(-) dontisiimiiniin zo noktasimnda siirekli olmas: demektir. m

Sonug 1.8 X sonlu boyutlu normlu uzay ve f(-) dondsimii zo € A noktasinda

Frechet tirevlenebiliyorsa, f(-) doénisimi xo noktasinda sireklidir.

Kamt. f(-) doniistimii zo € A noktasinda tiirevlenebilir olsun. Sonlu boyutlu
normlu uzay iizerinde tamml tiim dogrusal doniisiimler siirekli oldugundan, f(-)’in
zo noktasmdaki f'(z) tiirevi stireklidir. O halde 6nerme 1.4’ten dolayi, f(-)

fonksiyonu zo noktasinda sireklidir. m

Tanim 1.9 f(-) : A € X — Y donisimi A kimesi tzerinde sireklt ve F-
tz'i'r'evlenebz'lﬁ olsun. Eder éfd(m—x) A — L(X,)Y) (veyaxz — f'(z), =z € A)
dontigimi strekli ise, f (+) dontigimine A kiimesi izerinde stirekli Frechet tiirevlene-

bilir denir.

Ornek 1.10 y € Y we f() : AC X — VY, icin f(z) = y sabit fonksiyonu
verilsin.A kiimesi tzerinde f(-) fonksiyonu strekli Frechet tirevlenebilirdir ve Vg €
A gin f'(zo) =0 “dur. |

Gergekten, f(-): AC X — Y fonksiyonuVz € A i¢in f(z) =y seklinde
tanaml oldugundan, Vz,zo € A i¢in f(z) — f(zo) = 0’dwr. Tanwm 1.1°de

[1f(z) = f(20) = T(z ~ z0)|| < € |z — o]

5




egitsizligi T(-) : AC X - Y, T(-) =0 siirekli dogrusal dénigimi icin saglanr.
O halde f'(xo) : T(:) =0 ve f(z) =y, (Vx € A) donisimi sirekli Frechet

tirevlenebilir.

Ornek 1.11 T(:) : X — Y dogrusal déniigiim olsun. Bu durumda T(-) déndigimi X
Uzerinde Frechet turevlenebilir ve Vo € X igin T'(x) = T ’dir. Eger T(-) sinurl
ise T(-) donigimi X dzerinde sirekli Frechet tirevlenebilirdir. Keyfi zop € X
alalim velsabitleyelirﬁ. T(-) dogrusal dontsim oldufundan, keyfi x € X igin
T(z) — T(xo) — T(z — z9) = 0 egitlifi gegerlidir. Bu nedenle tansm 1.1°deki (1)
egitsizligi Ve > 0, ve § > 0 i¢in saglansr. Bu durumda T'(zo) = T(:) dir. Acikter
ki, T(-) sinurh iée, stirekli olur. O halde keyfi x € X icin T'(z) = T(-) oldugundan,

%.)_ - X — L(X7Y) olur ve z — %@-, x € X, doniistimi S%IT‘ekl’L'diT‘.

Tamim 1.12 f(): AC R —Y bir fonksiyon, to noktasi A kiimesinin bir i¢ noktast
olsun. Eger A kiimesi iginde t difesi to djesine yakinsarken [f(t) — f(to)]/(t — to)
ifadesinin limiti Y uzay iginde varsa bu limitin deferi olan vektore f(-) déntigimii-

Df(to)

nin tg noktasindaki tirevi denir ve 5

ile gosterilir.

Agktir ki f(-) fonksiyonu tp noktasinda tiirevlenebilir ve tiirevinin Y uza-
yinda bir y 6gesine esit olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, verilen keyfi ¢ > 0 igin

|t — to] < 6 iken

(@) = F(ta))/(E —to)] =yl < €

olacak sekilde bir 6 > 0 sayismn varhigidir.

Ornek 1.13 X =Y =R, f(): ACR — R fonksiyonu verilsin. f(-) fonksiyonu-
nun xq € A noktasinda Frechet tirevlienebilir olmast igin gerekli ve yeterli kosul o
noktasinda klastk anlamda tirevlienebilir olmasidir. Ayrica,

D f(zo)
dx

e A icin f'l(zo)(z) =z

olur.




f(): AC R — R fonksiyonu zo € A noktasinda Frechet tiirevlenebilir olsun
ve f'(zo)(-) = T(-) olarak gésterelim. T(-) iR — R dogrusal déndigiimii i¢in
T(1) =y diyelim. O halde verilen keyfi e > 0 ic¢in ||z — zo|| < 6 tken

1f (@) = f(z0) = T(z — zo)l| < ellz — zol| (4)

olacak bicimde bir 6 > 0 sayst vardwr. Simdi,
T(x—20) =T(1-(z — x0)) = (x — 20)T(1) = (x — 20)y

ifadesini (4)’te yazarsak, 0 < ||z — zo|| < 6 i¢in

=

< 5)
— 2 (%)

esitsizligi elde edilir. Bu sonug bize f (1) fonksiyonunun xo noktasinda tanwm 1.11
anlamanda  tirevlenebilir oldufunu ve % = y oldugunu gosterir.Bu nedenle,
Vz € R icin

f(@o)(@)=T(@) =T -z)=2z-T(1) =zy =z - DJ;(;O)

olur.

Tersine f(-) fonksiyonu tanam 1.11 anlaminda zo noktasmda tiirevlenebilir ol-

sun. Bu durumda f(-) fonksiyonunun xy ’da tirevini 2%(;5—0) =1y ile gosterelim.
f(z)—f(zo)

z—xzg

O zaman verilen keyfi e > 0 igin ||z — zo|| < & iken ‘

- yll < e ola-
cak bigimde § > 0 vardir. Simdi her z reel sayst i¢in T(-) : R — R dogrusal
déniigiiming T(z) = zy olarak tanwmlayalim. T(z — zo) = (z — zo)y oldugundan,

buradan verilen keyfi e > 0 i¢in ||z — zo]| < & iken

£ (z) = (o) = T(z — mo)l| < ellz — 20|

olacak bigimde & > 0 wardir. Buradan (4) esitsizlifinin saflandiine yani f(-)

fonksiyonunun xo noktasinda Frechet tiirevlenebilir oldugu gérilir.

Ornek 1.14 f(-): R — R™ fonksiyonu birx € R™ noktasinda Frechet tiirevlene-

bilir ve bu noktadaki tirev f'(z) olsun. f(z) fonksiyonunun koordinat dénisimler:
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Ji, for s fn ve R nin dyi bilinen tabane ey, e, ...en (e; = (0,..,1,..,0), i =
1,2,..,n) olsun. O zaman fi(x)(-) : X — Y dojrusal déniigim olduiundan,

u=y (ue;) € R igin
i=1

f(z)(u) = f'(x)(z u;€;) =Z u; () (es)

yazlabilir. Simdi e; noktast icin,

t—0 t
— lim f(mla ,l‘z-l-t, aw’n)_f(mla y Ly 73371,) —
t—0 t
:h‘m fl(xla 7$z+tv“ ,In) - fl(mh » Lis x")
ti—>0 t T
fl@y, sz 6, on) — fm(@1, oy Ty o T) _ d fi 0 fm
- t 8 Z; T 6 Z;

olur. O halde,

fz)(u) = Z u f'(z)(e;) =Z u; ((98];11 - %Zj) —

i=1 i=1
n n
0 0
R B R .
esitligi gerceklenir. Bu egitlik

ofi of 8 £, “

3z 3 za 0 zn,
! u2

f(z)(u) =

| 0 fm O fm 0 fm

oz O z2 0 zn
Up

seklinde yazlabilir. Béylece f doniigiimiiniin x noktasindaki tirevi f'(z)(-) : R* —
R™ dogrusal donu;’umunun matris gosteriminin Jacobian matris oldugu gorilir.
Ejerm = 1 ise, yani f’ ninn - defiskenli gercel dejerli fonkiyon olmasi durumunda,

u € N™ igin

olur.




Uyar1 1.15 X;, X, Xs,..,X, normilu uzaylar; X = X3 X Xz X ... x X, olsun.
Bu uzay bir cok sekilde birbirine esdejer bigimde normlandirlabilir. Agk olarak

belirtilmeyen durumlarda carpym uzayda bir x vektériniin normu,
llzl] = (el [* + llz2l 2 + .. + [|zal[?)?

seklinde tanamly Fuclidean normu olarak alinacaktir. Y baska bir vektor uzaye olmak
izere, X -kartezyen ¢arpim uzaydanY uzayina tanvmb bir cokdogrusal ( multilineer)

f donU§umunun sinarl olmasy, keyfi = (z1,Z9,....x,) € X noktas: igin,
|zl < 1, Jlzall < 1,0 |zl < 1

iken || f(z1, T2, ..., T,)|| < M olacak sekilde bir M > 0 saypsiman var olmast olarak
tansmlanabilir. Bu durum f € L(X; X Xo x ... X X,,,Y) geklinde g0sterilir ve f

déndgimiinin normu,

171l = sup{{|f (@1, 22, 20) ¢ Jlzal] < 1,06 = 1,2..m)}

olarak tanamlamr. Bu normla L(X; X Xo X ... X X,,,Y) wzayr bir normlu uzaydur.

Onerme 1.16 Xl, X5 normlu uzaylar, X = X; x Xy ve F € L(X,Y) olsun.
Gésterelim ki hefhangi birz = (z1,22) € X igin F dontsimi  noktasinda Frechet
tirevlenebilir ise,} F déniigtimiiniin x = (21, 19) noktasindaki tirevi keyfi (hy,hs) €

X i¢in
T(hl, h2) = F(hl, 1172) + F(Il, hg) (6)

seklinde olacak bir T € L(X,Y) dogrusal déniigimdir. Ayrica T(-) = F'(-) : X —
L(X,Y) stirekli dogmsal dontsimdiir.

Kanit. Once (6) esitligi ile tammlanan 7 déniistimintin X = X; x X3 'den

Y ’ye dogrusal déniisiim oldugunu gésterelim. Bunun icin h = (hy,he) € X,




R = (h},h}) € X ve a skaleri alabhm. O zaman

I

T(h+h) =T(hy + By by +By) = Flly + b, 22) + F(w1, by + ) =

(hl,fl'g) + F(hll,.’L’z) + F(Q?l,hg) + F(.’I’l,hIZ) =

F
F(h17$2) +F(:131,h2) +F( '1,m2)+F(x1,hf2) =
= T(hy, he) + T(hy, hy) =T (h) +T(h'")

oldugu goriiliir. « € R, h = (hq, hy) icin ise,
T(ah) = T(ahy, ahy) = F(ahy,z2) + F(z1, ahs)
= O.’F(hl,mz) + OéF(.’L‘l, hg) = OéT(h)

oldugu bulunur. Bundan dolayi, T : X3 X X5 —Y dogrusal doniigiimdiir. F' siirekli

oldugundan T ’de siireklidir. Dolayisiyla sinirhdir. Yani T € L(X,Y)’dir. Ayrica F

'nin  ¢okdogrusal olmasindan dolayi,

F(z+h) — F(z) —T(z)(h)

= F(z1 + b1, 72 + ha) — F(z1,22) — F(21,h2) — F(h1,22) =
= F(.’L‘l,fEQ + hz) + F(hl,l‘Q + hg) — F(Il,l'Q) — F(hl,l‘g) — F(Il,hg) =
= F(l’l,SL’Q) + F(.’L‘l,hg) + F(hl,l'Q) + F(hl,hQ) — F(I’l,mz) —

—F(hl, l‘z) - F(ZL‘l, h2) = F(hl, hg)

bulunur. Buradan,
[[Pa[-llha]] < (1/2)(H1al1? + [[Re?)

oldugundan,
|1F(z+h) = F(z) = T(@)(W)|| = [|F (b, ha)l] < || F||-]1Ral]-]ho]] <
< (1/2)IFI (Al ? + [hall?) < (1/2)(IFID) (IR

oldugu bulunur.Boylece,
|F(z+h) — F(z) = T(z)(R)|| < (1/2)]|FIL.IIAlI"
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esitsizligi gecerlidir. Bundan dolayr F fonksiyonu z = (z,z2) noktasinda F -
Tiirevlenebilir ve tiirevi F'(z)(-) = T(x)(-)’dir. Simdi F'(z) ’in dogrusalligim gore-
lim .x = (21,72) € X, o' = (2} ,25) € X, h= (hy,hs) € X, ve « skaleri icin,

Fl(z+2')(h) = F'(z + 2')(h1, ha) = F(h1, 22 + z5) + F(z1 + 2}, ho) =
= F(hl,l‘g) -+ F(hl,:c'z) + F(.’L’l,hQ) -+ F(Z‘ll,hz) =
= F'(2)(hy, ha) + F'(3')(ha, ha) = F'(z)(h) + F'(')h

oldugu bulunur .Boylece T' = F”(x) d6niisimiiniin toplamay: korudugu goriiliir. Jimdi

de T = F'(z) doniisiimiiniin skalerle ¢arpmay1 korudugunu gorelim.

F'(az)(h) = F'(az)(hy, he) = F(hy,azs) + F(he,az) =
 =aF(h, z3) + aF(hg, 1) = aF'(z)h

bulunur. Son olarak F'(z) dogrusal déniigiimiiniin sinirh oldugunu gorelim. Aciktir

ki, keyfi z = (z1,22) € X, h = (h1,hs) € X igin,
| 0 < (fa][-Pal] = llaall | hal)* =
= [zl PllAa]® + o2l PilR2ll* = 2llzal |- ]]-|z2ll- R
oldugundan dolay,
2zl Nhall-Nlz2ll- kel < HlzalPl1a]|* + [za] P[] A2]

olur. Bu egitsizlikten,

2l a1 ||-|1al - z2ll-llhal] + e Pl1Ra]* + o] P[] |* <

<zl Pl + llwal Pllball® + 2l 2] Ball® + llzalPl1Aa]
ve buradan ise
(el sl + llzall 1R l)? < () + [z2l®)(Ral* + [[R2]*)
oldugu elde edilir. Bu egitsizlikte her iki taréfm pozitif karekokiini alirsak,
([lza 112l + Nzl |1l [) < (lal P + Nl 2)2(Ral 1 + [[Ral?)2 = ]l - |IA]
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oldugu bulunur. Son egitsizlikten dolayi,

IE (@) (R = 11F'(h1, m2) + F(@1, ko)l < ||F(hy, )] + || F (21, ha)l| <
< IE( Al 2l + Tzl 2ll < HEN Al lz2]] + | 1R2]]) <
< IFN a1 + 2l )2 (1Ral P + el )2 < (1 F L ][]

esitsizligi gecerlidir. Buradan ise ||F'(z)|| < ||F||-||z|| olup, ||F’|] < [||F]| oldugu
goriiliir. Onerme ispatlands. m

Yukardaki onerme asagidaki sekilde genellestirilebilir. X3, X2, X3, ..., X, normlu
uzaylar ve X = X; x X5 X ... x X, olsun. Fc L(X; X X5 X ... X Xp,,Y) olmak
tizere F' doniiglimi her bir z = (21, s, ....x,) noktasinda Frechet tiirevlenebilirdir

ve bu dijnii§umi'1f1 F'(z) = T(z) tiirevi

T(z)(hi, ha, ..., hy) =

= f’j(hl,ﬂ)j7 £L'3£En) + F(CL‘l, hg,l’g...l‘n) + ...+ F(l’l,IEQ, L3y .y Tn_1, hn)
olarak verilen T € L(X,Y’) dogrusal déniigiimiidiir.

Onerme 1.17 f: AC X — Y olsun. Asafidaki kosullar birbirine denktir.

(@) f fonksigonu zo noktasinda Frechet tirevlenebilir ve f'(xo) = T ’dir, yani
h — 0 iken R(h)/ ||h]] — 0 olur. Burada R(h) =||f(zo + h) — f(zo) — T'(h)||.

(i¢) Her sinwrle E C X kiimesi i¢in R iginde t — +0 iken, Vh € E icin R(th)/t
— 0 ’dar.

(443) (tn)nen C R/{0} sifira yakinsayan bir dizi olmak tizere X iginde her sinarly
(hn)nen dizisi igin, n — oo iken R(tyhy)/tn — 0 ’dir. Buna ilaveten X uzays sonlu
boyutlu ise (i) — (ii1) kosullarinan her biri asagidaki (w)’e denktir.

(w) X iginde her kompakt E kiimesi i¢in ® 'de t — +0 tken Vh € E igin
R(th)/t — 0 ’dar.

Kanit. (i) = (i7). (¢)'nin dogru oldugunu varsayalim. E kiimesi X iginde
sirli bir kiime olsun ve € > 0 verilsin. F C {z € X : ||z]|| £ M} olacak bigimde

M € R* alahm. f doniisiimii g noktasinda Frechet tiirevlenebilir oldugundan,
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(¢)'den, 57 > O icin ||A|| < 6 iken [[R(R)|| < (¢/M)]||h]] olacak bigimde § > 0 sayisi
vardir. Diger yandan ¢ — +0 oldugundan, 0 < ¢t < §/M alrsak, keyfi h € E icin
Itk < (5/M)M < 6 olur. O zaman, keyfi h € F igin

IR < (e/M)[tR)| < (e/M)t - ||A]| < (e/M)t- M < te

esitsizlifine ulagiriz.Buradan, keyfi h € E icin t — 0 iken R(th)/t — 0 oldugu
goriiliir. ‘

(i) = (m) (hn)nen C X smurh dizi ise (44)’de tamimlanan siurh E kiimesini
(ha)nen dizisini@ elemanlari kiimesi olarak alabiliriz. Boylece (ii7) dogrulamr.

(i11) = (z) (¢)nin dogru oladigim varsayalim. Bu durumda, h — 0 iken
R(h)/||R]| 51f1r§ yakmsamaz. O zaman X/{0} icinde 6yle bir (k,) dizisi bulabil-
iriz ki, n — oo iken k, — 0 oldugu halde, R(kn)/|\knl| sifira gitmez. Simdi
tn = ||knl| ve h,; = ky/||kn|| dersek, (h,) simrh dizi ve n — oo iken ¢, — 0 olur.
R(ky)/|kn)| = R(tnhn) /tn oldugundan, n — oo iken R(t,h,)/t, sifira gitmez olur.
Boylece (iii) saglanmaz, yani varsayimimiz dogru degil.

(i1) <= (iv). Kompakt kiime simrh oldugundan dolayy, (if) = (iv)t gerek-
tirdigi agiktir. Simdi tersini, yani (iv) = (i¢) oldugunu gosterelim. X sonlu boyutlu
uzay, F C X smurh bir alt kiime olsun. E kiimesinden bir A 0gesini alalim. t — 0
olsun. R(th)/t — 0m? cl(E) kumesi, E kiimesinin kapamg olsun. O zaman
cl(E) kiunesi X uzay i¢inde kapali, simirh ve X sonlu boyutlu oldugundan, cl(F)
kiimesi kompakt kiimedir. h 6gesi cl(E) kiimesine ait ve £ — 0 oldugundan (iv)’e
gore R(th)/t — 0 yakinsamas: gegerlidir. m

oimdi Frechet tiirevlenebilmeye iliskin birkac 6zellik verelim.

Onerme 1.18 ‘Egjer ACX wvef(r): AC X =Y dinigimii zg € A noktasinda
Frechet tirevlenebilir ise, VYa € K skaleri i¢in «af(-) donisimi de zo € X
noktasinda Frechet tiirevlenebilirdir ve bu noktada Frechet tirevi (a f(-))(xo) =
af'(xg) olur. |

Eger ABC X wve f(): ACcX —Y, g(): BC X — Y dontigimleri zo

noktasimda Frechet tirevlenebilir ise (f + 9)(-) doniigimi de zo noktasinda Frechet

tirevlenebilirdir ve (f + g)'(zo) = f'(%0) + ¢'(x0) olur.
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Kamt. f(-): AC X — Y, doniisiimii zo € A noktasinda Frechet tiirevlenebilir,

a € K olsun. O halde, Frechet tiirevlenebilirligin tanimindan

lim f(z) = f(@o) — f'(z0)(z — z0)

a0 ||z — o]

=0

olur. Bu egitlikde, « ile her iki tarafi carparsak,

lim af(z) — af(zo) — af (zo)(z — o)

230 |z — x|

=0

esitligine ulasiriz. Buise (a f(-))'(zo) = af'(xo) olmas: demektir.
Simdi f(-): AC X —Y, g(-): BC X — Y doniisiimleri o noktasinda Frechet

tiirevlenebilir olsun. O zaman, Frechet tiirevlenebilirligin tamimindan

o {@ —F@0) ~ @)@ —20) _ . g(@) = glz0) ¢ (z0)(z — 20)

s lz — ] = Iz~ 2]

=0

olur. O halde buradan
(f+9)(=@) = (f +9)(=a) — [f'(w0) + g'(w0)](z — o)

lim _
-0 ||z — o]
i T8 = f(@0) = fi(=o)(z — 20) |, 9(#) — 9(20) — g'(%0)(x — o) _
=30 = o == ||z — |

oldugu bulunur. Bu ise (f + g)'(zo) = f'(%0) + ¢'(z¢) olmasi demektir. m

Ornek 1.19 T € L(X,Y) ve c €Y werilsin. F(-) : X — Y doniigimi, F(z)=
T(z)+c §ekliﬁde tanimlansin. Bu durumda F' - dondgimi, T dogrusal déniigimi
ile sabit bir doniisimiin toplamidir.Bu nedenle F dontigimi X wuzaywndan alinan
her x igin Frechet tirevlenebilirdir ve F'(z) = (T +c)'(z) = T'(z)+c =T+0=T

dir.

Onerme 1.20 ;(Zincir Kuralh) AC X, B CY agkkimeler, f:ACX — B CY,
g:BCY -2 %sz’irekli dondgimleri verilsin ve f donigimi xzo € A, g dondsimi
Yo = f(zo) no}ctasznda Frechet tirevlenebilir olsun. Bu durumda (go f)(-) : A C
X — Z bileske fonksiyonu da g € X noktqsmda Frechet tiirevlenebilir ve Frechet
tiirevi |

(g0 f)(zo0) = g'(30) © f'(z0)

olur.
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Kanit. zg E A alalim. O halde yo = f(zo) € B olur. Bu durumda z, noktasi
(g0 ) bilegke fonksiyonunun tanim kiimesinin de i¢ noktasidir. T = f'(z),
U = ¢ (yo), (An)nen dizisi X icinde smurh dizi, (t,),.y C R/{0} ve n — oo

iken (¢,) — 0 olmak iizere

My = g(f(Zo + tnhn)) — g(f(20)) — U(T (trhn))

olarak tamimlayalm. n — oo iken (¢,h,) dizisi sifira yakinsadigindan, yeterince
biiytik n’ler igih m,, tammmhdir. Bundan dolay: bileske fonksiyonun tiirevlenebilir
oldugunu gérmek igin n — co iken (m,/t,) — 0 oldugunu gérmek yeterlidir. Simdi

(zo+h) € A, (yo + k) € B icin
R(h) = f(zo + h) = f(z0) = T(h), S(k)=g(yo+ k) — g(yo) — U(k)
olsun.
kn = [f (%o + tnhn) — f((z0)]/tn
olarak tanimlayalm. O zaman tnk, = f(o + tnhn) — f(2o) olur. Bu durumda
R(tohy) = f(z0 + tohn) — f(z0) — T(tnhs) = tukn — T(tnhy)

olur. Buradan ise R(tohy) + T (tnhn) = tokn ve | R(thhy)/tn) + T(hy) = k, oldugu

bulunur. Bu esitligi
k, — T(h,) = R(t,hy)/ts

olarak yazabiliriz. R(t,h,) ve k;, ’lerin tanimindan dolay1, n — oo iken R(t,hy)/tn —

0 ve (k) dizisi sturhdir. S(-) déniigiimiintin tanmmindan,

S(tnkn) = g(yo + tnkn) — 9(yo) — U (tnkn)

olur. Simdi,
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oldugundan, g(yo + tnkn) = g(f(zo+ trhy,)) olur. Buradan,

My = g(Yo + tnkn) — g(v0) — U(T (tnhn))

ve

M/t = [9(40 + takn) — 9(30) — U(T (tnhn)))/tn =

= [9(y0 + takn) — 9(¥0)}/tn — U(T(hn)) = [S(tnkn) + U(tnkn)l/tn — U(T(ha)) =

= [S(tnkn))/tn + [U(takn))/tn — U(T(hn)) = [S(tnkn)) /b + Ukn) — U(T () =
= [S(taka)]/tn + Ulkn = T(ha)) = [S(tuka)]/tn + UlR(tahn) /]

olur. g ve f tiirevlenebilir oldugundah, n — oo iken S(t,kn)/(t,) — 0 ve
R(tohn)/(ty) — Odx. f: AC X - BCY, g:BCY — Z sirekli
déntisiimler olduklarindan, T = f'(z0) : X = Y, U = ¢g'(yo) : ¥ — Z siirekli
dogrusal dontigimlerdir. O halde n — oo iken U(R(tnhs)/ts) — 0 ’dur.Boylece
(mn)/(tn) — 0 oldugu goriiliir. (hy)neny siurh dizisi ve n — oo iken (¢,) — 0,
(tn)nen C R/ {O} olmak iizereve (t,) dizisi keyfi segilmig olduklarindan, buradan ve
Onerme 1.173443)’den

i 9 @0+ 1)) = g(f (@) ~ U(T(R)
= ]

=0

oldugu bulunur. Buise (go f)'(zo) = (UoT)(zo) = ¢'(vo) o f'(z0) olmasi demektir.

Sonug 1.21 (z) f1ACX =Y dénisimizg € X noktasinda Frechet tiirevlenebilir
ve g € L(Y,Z) olsun. O zaman (g o f)(-) dénisimi de xo noktasinda Frechet
tiirevlenebilirdir ve (go f)(zo) =go f'(xo) dor.

(1)) f € L(X,Y), o € X, BCY wveg: B CY — Z bir fonksiyon ve
Yo = f(zo) noktasinda Frechet tirevienebilir olsun. Bu durumda (g o f)(-) bileske
dontsiimi de xO;}noktasmda Frechet tiirevlenebilirdir ve (g o f)'(z0) = ¢'(yo) o f 'dir.

(iii) f : A C X =Y donigimi zo € A noktasinda Frechet tirevlenebilir bir
dondigtim, F(-) §R — X fonksiyonu ise to € R noktasinin bir komsulugunda
tanwmly ve F(to)j = xg olup F fonksiyonu tg noktasinda tireve sahip olsun. Bu
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durumda y(-) = (f o F)(:) fonksiyonu da ty noktasinda tirevienebilirdir ve y'(ty) =
F'(@o) o F'(to) olur.

Kanit. (i) (g o f)'(zo) = ¢'(y0) o f'(z0) esitliginin dogru oldugunu biliyoruz
g € L(Y, Z) oldugundan ¢/(yo) = g ’dir. O halde, buradan

(g0 F)(zo) = g'(30) © f'(wo) = g o f'(0)
olur.

(ii) Yukardakine benzer gekilde yapilir.

(i) f: AC X — Y doniisiimii o € A noktasinda Frechet tiirevlenebilir
bir déniigiim, F() : R’ — X fonksiyonu ise F(ty) = zo olacak sekilde bir o € R
noktasinda tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumnda, y(-) = (f o F')(-) bilegke
fonksiyonu ¢y noktasinda tiirevlenebilirdir ve ¥/ (o) = f'(zo) o F"(to) * dir. Gergekten
Orneme 1.13’e gore F fonksiyonu ¢ noktasinda Frechet tiirevlenebilirdir ve her h

gercel sayis: igin

(o) (h) = F'(w0) (F'(to) () = (£ (o) © F'(t0)) (1)
esitligi bulunur.‘i [

Ornek 1.22 Yl; Ys, Y3,..Y normlu uzaylar, Y = Y] X Yo X Y3 X ... X Y,
ve fi() 1 AC X —Y; donigimi f fonksiybnunn 1. ’inci koordinat déniisimii
olup, f(z) = (fi(z), fo(x), ..., fm(x)) olarak taramlansin. Bu durumda f  fonksiy-
onunun xo € A noktasinda Frechet tirevlenebilir olmasy icin gerekli ve yeterli kosul
fi, fo, f3,.ns f,ﬁ koordinat déndsimlerinin de xy noktasinda Frechet tiirevlenebilir
olmasidir. Ayrica, f'(zo) = (f1(x0), f3(z0), - fr(z0)) esitligi gegerlidir.

f(): X — Y1 X Yo X Y3 X ... X Y, dondgiminin xo € A noktasinda Frechet
tiirevlenebilir oldudunu varsayalim. Ik olarak i—inci izdiisimii P, ile gosterelim,
yani. P - YiXYoxYaX ... x Y — Y; déniigimii Pi(Y1,Y2y s Yir -y Um) = i seklinde
tansmlanir. Bu durumda P; € L(Y,Y;)’dir. 9(-): AC X —Y; déndsimini

U(z) = (Po f)(z) = PR(f(z)=
= B (f1(2), f2(2), s fn(2)) = filz) € Vs
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olarak tanwmlayalim.

(Pio f)(z) = Bi(f(z)) = Pi(fi(z), fo(2), ., fm(2)) = fil=),

P, : Y1 xYoxYsx..x Yy, — Y; dogrusal donigim, f(-): X - YixYoxY3x..xY,
déoniigimii xg € A noktasinda Frechet tiirevlenebilir oldujundan, keyfi i = 1,2,....m
icin (P;o f)(-) : X = Y; donigimi de zo € A noktasinda Frechet tirevlenebilirdir
ve zincir kuralindan dolayr, fl(zo) = P, o f'(zo) olur. Simdi, keyfii =1,2,..,m
igin fi(-) : A C X — Y, dondgimlerinin, xy € A noktasinda Frechet tirevlenebilir
oldugunu varsayalim. I;(y;) = (0,0,...,0,;,0,...,0) olmak dzere I;(-) : ¥; —» Y
dénisimaini taﬁzmlayalzm. Bu durumda I; € L(Y;,Y) dir. O halde,

m

S L) = L) + B(f2(2)) + o+ In(fin(z)) =

= (i(2),0, ., 0) (0, £o(2), 0, 0) + (0, .., 0, fn(x)) =
= (fl(x)7f2(x)7 7f‘m($)) = f(l’)

olur. Boylece, f(z) =Y, L( fi(z)) esitligi gegerlidir. Keyfi i = 1,2,...,m igin
. =1
Ii(-) : Y; = Y dogrusal déniisiim,

flz) =Y L(fi@) = (Lo fi)(=),

i=1 i=1

fi():ACX —QYQ dontigimleri xg € A noktasinda Frechet tirevlenebilir oldugun-
dan, zincir kuralindan dolayr, f(-) : X — Y1 x Ya x Y3 x ... x Y, donigimi
xo € A noktasinda Frechet tirevlenebilir f'(zo) = i I; o fi(zo) olur. Sonunda, bu-
radan ve I;(-) : Yy — Y déniigimlerinin tammmdanl?(xo) = (fi(z), fa(z), ..., fi.(x))

oldugu bulunur.

Ornek 1.23 Y, Y, Vs, . Y, normiu uzaylar, Y = Y1 XYy X Y3 X ... XY, wve
Ge LY xYoxYsx .. xYyZ),vef:ACX —Y dondsimi zo € A
noktasinda Frechet tirevienebilir, (G o f)(-) bileske fonksiyonu da xo noktasinda

Frechet tiirevlenebilir olsun. Ek olarak f ’nin koordinat fonksiyonlar: fi, fa, ..., fm
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ve T; = fl(zo) ise, tirevin zincir kurali ve érnekten

(G o f)(zo)(h) = G(T1(R), fa(z0), ..., fm(0)) +
+G(f1(20), To(h), f3(0), .., fm(20)) +
+... + G(f1(z0), fo(Z0), oy f—1(Z0), Trn(R))

oldugu goriliir. |

Ornek 1.24 X ‘uzayr gergel bir ¢arpim uzay: olsun ve Vz € X igin F(z) =< z,7>
olarak tamwmlansin. Bu durumda F(-) fonksiyonu Frechet tirevienebilir ve X uza-

yindan alinan hér z igin F'(z)(h) =2 < z,h > dir.

Kamt. Keyfi zp € X alalim ve sabitleyelim. F(:) : X — R, F(z) =< z,z >
doniisiimii gercel degerli bir doniistimdiir. X uzay: gercel sayilar cisminde tammh ve
gercel sayilar cismi tizerinde bir i¢ ¢carpum uzayidir. F' doniigiimiiniin ¢ noktasinda

Frechet tijrevlenébilir olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul 2 € X icin
R(h) = F(xo + h) — F(zo) — T(h)

seklinde taniml blmak tizere, ve h — 0 iken, (R(R))/||R|]] — O olacak bicimde bir
dogrusal T'(-) : X — R doniigiimiiniin olmasidir. Simdi zp € X igin T(-) : X — R

dontistimii, T'(h) = 2 < 7o, h > seklinde tammlayalim. I¢ ¢arpimun dogrusalligindan

R(h) F(zo+h) — F(zo) — T(R) _

IRl |17
_<zoth,xgt+h>—<zg,70>—-2<z0,h>
| 1Al
<o, kg >+ <zp,h >+ <hzo>+<hh>—<zg,70 > -2 <z30,h >

||

< h,h>
= =" =< h h >2= ||}
Al
oldugundan, h — 0 iken %1_]1% — 0 olur. O halde F'(z)(h) =2 < z,h > olur. m

Ornek 1.25 (H,< -,- >) bir gercgel i¢ ¢carpim uzayr olsun. H kiimesinden alinan

her z icin, F(z) = ||z|| =< z , = >?seklinde tansmls norm fonksiyonun H\{0}

kiimesinde Frechei tiirevinin F'(z)(h) = <282 oldugunu gorelim
: | izl
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Rt =1{te Rt > 0} kiimesinde tamemls  f(t) = vt : Rt — R ve g(z) =<
z,x >: H — R fonksiyonlariny géz éniindiine alalim. Bu durumda H kiimesinden
alinan her x zgzn

(fog)z) = f9(2)) = V<77 > =< 2,8 >*= ||z||
oldugundan dolalyz, Hz|| = (f o g)(z) esitliginde x # O iken, tirevin zincir kuralin:

uygularsak, Omék 1.2/ ten

F(z)(h) = (ll=])' () = (f o g)'(z)(h) = ((F(9(=)) o ¢'(2))(R) =

= (V<z@3) o (< a2 >))(h) = 27<;1;‘ﬁ @<z, >)(h) = = u“ﬁ -

olur.

Onerme 1.26 fi: ACX =Y dé’n@dmﬁ A C X kimesinde tanimly birebir
déniisim olsun vé zo noktasy A kiimesinin i¢ noktas: olmak tzere asadidoki kosullar
saglansin.

1. f fonksiyonu xo noktasinda Frechet tirevlenebilirdir.

2. T = f'(zo) € LH(X,Y) |

3. yo = f(=o) hoktasz f(A) kiimesinin i¢ noktasider.

4. f7Y):Y — A ters fonksiyonu yo = f(x0) noktasinda sireklidir.

Bu durumda f1(-) fonksiyonu yo = f(zo) noktasinda Frechet tirevienebilir ve
(F7) (o) = T i

Burada LH(X ,2Y), G: X —Y olacak bicimde dogrusal homomorfizmler uza-
yedar.

Kanit. (kn)nen ,Y iginde sinirh bir dizi olsun. R\ {0} iginde (¢, )nen ve n — oo
iken (t,) — 0 olacak sekilde bir (f,)nen alalim. Bu durumda Yo + tokn, Ofesi

yeterince biiyiik n i¢in f(A) kiimesine aittir. n yeteri kadar biiyiik secilmek tizere,

X uzay: i¢inde (hy)nen dizisi

f—l(yO -+ tnkn) - f_l(yO)

hn = t

20




seklinde tamml; olsun. Bu durumda zg + t,h, = f~ (yo + tn.k,) ve f Dbirebir
oldugundan, f (xo +tnhn) = Yo +tnky Olur.  f(zo+tnhn) — Yo = tukn ve Yo = f(zo)
oldugundan f (:ﬁo + tphn) — f(xo) = tpkyoldugu bulunur. O halde

7 Yo + taka) = f 7 (yo) = T (tnkn) _ tahn = T f (20 + tnhn) — f(20)]

tn tn

T (T(tnhn)) — T [f (o + tahn) — f(zo)] _
129

T T (tnhn) = [f (Zo + tabn) — f(@0)]) _
ln

T ( i, ) N

o (et ttn) 1) gy )

yazilabilir. 7' € LH(X,Y) ve oldugundan dolay1, 7-! € LH(Y,X) olur. On-

erme 1.17(ii) ’den kamti tamamlamak i¢in, (hy)neny dizisinin @ X iginde suurh
oldugunu gdrmek yeterlidir. Vy € Y icin T siirekli, dolayisiyla simrh oldugundan,
IT=4l) < T4 lJy]] olur. O zaman, Vz € X igin ||zl] < [|T|- [|T(z)]| oldugu
bulunur. 77! birebir oldugundan, {|T7!|| > 0 olur. ¢ = W%ﬂ dersek, Vr € X icin
cllzl|| < ||T(z)|| yazabiliriz. O halde keyfi n i¢in

T (nhn)l| 2 cf|(Ehin)]

olur. f~'doniisiimil yo noktasinda stirekli, t,h, = f~H(yo+tnkn) — f*(30) oldugun-
dan, n — o0 ikeﬁ tnh, — 0 yakinsamas: gecerlidir. f fonksiyonu zo € X nok-

tasinda Frechet tiirevlenebilir oldugundan, keyfi n > N icin
1
17 (2o + tahn) = f(z0) = T(tahn)ll < F€-l[tatnl]
olacak bigimmde N > 0 sayisi vardir. O zaman buradan, keyfin > N igin

I1f (o + tnhin) — f(@o)l| = [T (Enhen)l]] <

< (e + taa) = £(20) = T(tala)l| < gelltnha

—If (2o + tnhn) = fzo)ll + | T (tnhn)] < %Clltnhnll

21




oldugu bulunur}. Son esitsizligin her iki tarafim (—1) ile garparsak

1£(@o + tahn) = F(zo)ll = [T taha)l] 2 Gtk
esitsizligine ulaémz. Buradan
1170+ taba) = @)l 2 [T (bl ~ gelltnhall
lenkall > 1T Caha)l] = 5 nball
loakall > 3eltaall

1
[[tall-lkall 2 5-c]ltall-[[Rall;

el > 51l
lhall ge < IVl
1

oldugu bulunur. (k,)nen dizisi Y icinde smirh oldugundan,vn € N icin [|k,|| < M
olacak sekilde bir M > 0 vardi. Bundan dolay1 .||h,|| < 3cM olup, (hn)nen
dizisinin siurl oldugu goriiliir. (h,,) dizisi simrh, n — oo iken (t,) — 0, f'(zo) =T

oldugundan dolayn,

lim f(zo +tahys) — f(zo)

n—00 t'n

— T(hy) =0

oldugu bulunur. O halde, T~! doniistimii dogrusal oldugundan,

-1 tnkn —f! ~ 71 tnn
iy £ 00 k) = 7o) = T k) _

S <f(f€o +tn72:) — f(=) —T(hn)> ~0

oldugu bulunur. (k,)nen , Y iginde keyfi siurh dizi, (,)nen dizisi n — oo iken (¢,) —

n—oo

0 olacak bicimde keyfi dizi oldugundan, son esitlikten (f~1)'(yo) = 7! oldugu elde

edilir. m

Ornek 1.27 A # 0 ,A C X kiimesi X uzayinda agzk, B +#£0, BCY FEimesi
de Y wuzayinda ‘;agik kiimeler olsunlar.f : A C X — B CY bir homeomor-

fizma ve A kiimesi tizerinde Frechet tiirevlenebilir olsun. Bu durumda Vz € A igin
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f'(z) € LH(X,Y) ise f~! doniistiminiin de B kiimesi tizerinde Frechet tirevlenebilir

oldugunu kanztiayznzz.

Kamt. f: ACX — BCY homemorfizma, Vz € Ai¢in f(-) doniiglimiiniin
Frechet tiirevlenebilir ve T = f'(z) € LH(X,Y) olsun. f bir homeomorfizma
oldugundan bifebir ve Ortendir. A kiimesi acik oldugundan Vx € A noktasi bir
i¢ noktadir. Aanl sekilde y = f(z) noktasi da B kiimesi kiimesi agik oldugun-
dan bir i¢ noktédlr. f dontisimii A kiimesinden B kiimesine bir homeomorfizma
oldugundan, z € A noktasinda siirekli olup f~! déniigiimii de y = f(z) noktasinda
siireklidir. Boylece Onermel.26'nin kogullar: saglanmis olur. y = f(z) noktasinda f
~1 doniiglimii tirevlenebilir olup, ¥ € B noktasi keyfi oldugundan f ~! déniisiimii

B kiimesi iizerinde Frechet tiirevlenebilirdir. =

Ornek 1.28 z(-) € C([a,b]; R) i¢in f(z(-)) = f: z(t)dt olsun. O halde

b

PO = [ wed

olur. Burada C(la,b]; R) z(-) : [a,b] — R olacak bigimde sirekli fonksiyonlar uza-
yudir ve [|z(-)|| = max |lz(¢)] .

t<(a,b]
Gergekten,

£+ 1) = f0) = @B = | [ (e(t) + h(t)di - / " o(t)dt — / bh(t)dt” o

OZdugjundan, f’(m())(h(t)) = fab h(t)dt oldugu gorilir.
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2 FRECHET TUREVLENEBILIR
FONKSIYONLAR iCIN
ORTALAMA DEGER TEOREMI

Onerme 2.1 a ‘;‘ve b X wzay icinde birbirinden farkly noktalar olsunlar. S kiimesi
X iginde ug¢ noktalar: a ve b olan kapali dogru pargasi, SCAC X, f(:):A—-Y
olsun. f(+) donU§umu S tzerinde s trekli ve S kiimesinin hemen her noktasinda

Frechet tiirevlenébz‘lz’r olsun. Bu durumda sayilamaz ¢oklukta c € S icin

IF() = F(@ <11 ()b - a)] (1)
esitsizligi gegerlidir. -

Kamt. Agktir ki, S = {(1—MNa+Ab: 1€ [0,1]}. Simdi V¢ € [0,1] icin
Fit)y = (1 —.t)a“—l— tb olmak tizere F(-) : [0,1] — S fonksiyonunu tanimlay-
ahm. Bu durumda V¢ € [0,1] icin F(¢t) = (1 —t)a+tb € .S olur. Vti,t; € [0,1] ve
ty %ty icin (1— t1)a -+ t1b # (1 — f2)a + tob oldugundan, F(-) birebirdir. |

Simdi F(-) fonksiyonunun ortenligini inceleyelim. Vy € S ig¢in y = F(¢) =
(1—t)a+1b olacak bi¢gimde ¢ € [0, 1] var midir? y € S oldugundan, y = (1—A).a+A.b
olacak bigimde A € [0, 1] vardir ve o halde y = F()) olur. Boylece, F(-) : [0,1] — §
fonksiyonu Ortelldir.

Sonug olarak, “F fonksiyonu birebir ve orten oldugundan tersi vardir. Bu ters
fonksiyonu F1 ile gosterelim. Simdi F(-) : [0,1] — S fonksiyonunun tersini bu-
lahm. F(t) =y olétlll. O halde ¢ € [0, 1] olmak iizere, y = (1—t)a+tb, y = a—ta+tdb
vey—a=t(b—a) ljolur. Bu esitligin her iki tarafinin norm fonksiyonu altinda goriin-

tistinii alirsak, ||y — al| = ||t.(b — a)|| ve buradan ise

ly—all _
|Ib— al

esitligine ulaginiz.  Boylece, F~! : § — [0,1] ters déniistimiini F~!(y) = =

ly — all = ¢]jb — ],

olarak tamumlayabiliriz. Ayrica, F'(t) = b — a.
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Simdi, F(¢) = (1 — t)a + tb fonksiyonunun siirekliligini inceleyelim. Bunun icin,
Ve > 0 sayis: verildiginde, |t — to| < 6(¢) iken ||F(¢) — F(to)|| < & olacak bicimde
6(g) >0 say1sinin varligini gésterelim.

1F(#) = Fto)ll = (1 = t)a+ tb] = [(1 — to)a + tob]|| =
= ||(a — ta +tb) — (a — ato + ted)|| = ||la — ta + tb — a + toa — tob|| =
=l —t0).a+ (¢ —to)b]| < || —to).(b — a)|| =
<[t —tol o —all < |t — tol(llall + [I]])

oldugndan, M = ||a|| +|8]], 6(¢) = /M dersek, [t —~to| < ¢ iken ||F(t)—~ F(to)|| < e
oldugu bulunur. Béylece, F(-) fonksiyonunun siirekli bir fonksiyon oldugu goriiliir.
Simdi de F7H() : S — [0,1}, F7'(y) = [ly—all/}|b—a|| donistimiintin strekli
oldugunu gorelim. Bunun icin verilen Ve >0icin |ly — yol| < 6(e) iken ||[F~1(y) —

F~(yo)|| < € olacak bigcimde 6§(¢) > 0 sayis1 bulacagiz.

1E~ ) = F~ (o)l = llly — all /1 — all = llyo — all / |6 — al]} <
<lly~all ~llyo —alll /= all < lly —a —yo +all /[fp—al| <
= lly — woll / l|b— all

oldugundan, 5(5) = g||b— a| olarak segersek, ||ly — yo|| < 6(¢) iken ||F~1(y) —
F Yyl < e olur. Boylece F~1(-) doniigiimiiniin siirekli oldugu goriiliir. Simdi,
y(t) = (f o F)(t) = f((1 — t)a + b)) seklinde tanimhi bilegke y(-) : [0,1}] — Y
fonksiyonu igin, f ve F ’ nin siirekliliginden bilegke fonksiyonun stirekliligi goriiliir.
Ayrica bilegen fonksiyonlar Frechet tiirevlenebilen fonksiyonlar oldugundan bilegke
fonksiyon da Frechet tiirevlenebilir ve 3 (t) = f'(z) o F' (t) = f'(z)(b — a) ’dur.
Buna ilaveten, y(0) = f(F(0)) = f(a), y(1) = f(F(1)) = f(b) oldugundan, y
fonksiyonuna ortalama deger esitsizligini uygularsak, ||y(1) —»(0)|] < ||[(1—=0)y’ (¢)]]

esitsizligini saglayan sayilamaz ¢oklukta ¢ € (0,1) vardir.Buradan,

lly(1) =y (O < Iy ()]

esitsizliginden,

1 (8) = fla)ll < [If(c)-(6 = a)l]
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egitsizligine ula§1r1z. Boylece kanit biter. =

Onerme 2.2 C kimesi X uzay iginde kapals konver kiime ve C° #£ 0, f(-):C C
X — Y sirekli bir fonksiyon olsun. Hemen hemen her z € C° igin f(-) déniisiimii
Frechet tirevienebilir ve ||f'(z)|| < M olacak bigimde bir M > 0 sayis: var olsun.
Bu durumda f(-) donisimi C kiimesi tzerinde M sabiti ile Lipschitz kosulunu

saglar.

Kamt. f(-) doniisimiintin C kiimesi iizerinde M sabiti ile Lipschitz kogulunu

saglamasi icin, keyfi a € C, b € C .igin

£(8) = f@)ll < M - {|b - af _ (2)

esitsizliginin saglanmas: gerekir. Keyfi a € C, b € C alalim. a = b iken esitsizlik
dogrudur. Bu sebeple,a # b varsayalim. Eger a,b € C° ise, konvex bir kiimenin
ici de konvex olacagindan, (1) esitsizliginin sonucu olarak ( 2) esitsizligi elde edilir.

Yani, V a,b € C° ve a # b icin

1£0) = F@ll < ldF @ —a)ll < IF@INIE—a)ll < MJi(b - a)l

oldugu bulunur. Eger a,b € C olursa, a ile b noktalar C° kiimesinin kapamgma
aittir. O zaman, n — oo iken a, — a, b, — b ve keyfi n icin a, € C°, b, € C°

olacak bi¢imde (a,) ve (by) dizileri vardir. O halde Vn € N igin

[1f(br) = flan)ll £ M -||bp — anl]

e§itsizligirli elde ederiz. f fonksiyonu a ve b noktalarinda siirekli, n — oo iken
(an) — ave (b,) — boldugundan, n — oo iken f(a,) — f(a) ve f(by) — f(b)
olur. Buradan n — oo iken limit alwsak, ||f(b) — f(a)|]| < M.||b — a|| oldugu

bulunur. =

Sonug 2.3 A kimesi X uzayinda agik baglantile kiime, f(-): AC X — Y sirekli
ve f(-) dondsiminin A kimesinin her x noktasinda Frechet tirevi suifir olsun. Bu

durumda f(-) dondgimi sabit doniigimdyiir.
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Kamt. a € A alalm ve sabitleyelim. £ = {z € A : f(z) = f(a)} kiimesini
tanunlayalim. Agktir ki, a € E ve bundan dolay1, E # (. E kiimesi aciktir, ¢linkii E
kiimesinden alman her ac¢ik yuvar E i¢indedir. Bunu goérmek icin y € Bg(a) alalim.
a = y ig¢in soni;g asikar oldugundan varsayahm ki, ¢ # y olsun. Bs(a) kbnvex
oldugundan ug ﬁoktalarl a ve y olan S dogru parcasinm tamam yuvar icindedir. f
fonksiyonu siirekli oldugundan S kiimesi tizerinde sayilamaz ¢oklukta ¢ € S vardir

ki,
1) = F@ <1 )y —a)ll < JI0(y —a)|| <0

olur. Buradan f(y) = f(a) bulunur. Son esitlikten y noktasinin E kiimesine ait
oldugu goriilir. Dolayisiyla Bs(a) C E olup, E kiimesi agiktir. Simdi £ kiimesinin
kapali oldugunu gorelim.{f(a)},Y uzayinda tek nokta kiimesi olup kapalidir. f
fonksiyonu siirekli oldugundan ters goriintiisii yani f~1(a) = E kiimesi kapahdir.
Bu durumda, F kiimesi bos kiimeden farkli ve hem acik hem de kapali kiime olur.
Bir baglantih uzéyda sadece bog kiime ve uzayn kendisi hem agik hem kapalidir.

Buradan £ = A Eulunur. Son esitlikten f fonksiyonunun sabit oldugu goriiliir. m
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3 TANIM KUMESI ®" OLAN
FONKSIYONLARIN KISMi TUREVLERI

Tamm 3.1 n > 2 olmak tzere f : A C R* — Y bir fonksiyon olsun. zo =
(%10, Z20, T30, - - - ,Tno) € A noktasina alalim. {e1, ez, €s,...,e,} ise R™ icin standart

taban olsun. j =1,2..n i¢in z; € R olmak zere

z; — f(zo + (25 — zj0)e;)

fonksiyonunu tamimlayalvim Bu fonksiyonun tanim kiimesi olarak, o+ (z;—xj0)e; €
A olacak bigimdeki x; € R saylarins alalim. y(-) fonksiyonu, j. bilegen hari¢ diger
tiim bilesenler: sabit tutan ve ;= Tjp noktasinda f (zo) degerini alan fonksiyondur.
Eger bu fonksiyonun x; = xj0 noktasinda tirevi varsa, bu tireve f fonksiyonunun
Jj— inci bilegsene gére kisma tirevi denir. Bu déniisim,

0

Djf(x0)7 Djf(x107w207 "'axn0)7 _é;f(mla QR amn)]
: J To

sembollerinden biri ile gosterilir. Buna tlaveten, D;f(z) kisma tirevinin oldugu
x € A noktalarinda taramly x — D;f(z) fonksiyonuna da f fonksiyonunun j-inci

bilesene gore kasmi tirevi denir ve D;f ile gdsterilir.
t = x; — xjo alirsak,

D;f(xo) = [‘%f(% + tej}
’ t=0

oldugu goriiliir. Bu egitlikte her iki taraftan birinin varhg durumda gunu soyleye-
biliriz: D;f(xg) dogrusal doniisiimiiniin var olmas: ve y € Y Ogesine esit olnas: i¢in
gerekli ve yetérli kosul, zg + te; € A ozelligini saglayan ¢ € R sayilarinm kiimesinde
sifir izole olmayan nokta olmak tizere, t — 0 iken

f(zo + tej) ~ f(=o)
t

—Y

olmasidir.
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Onerme 3.2 n > 2 olmak dzere f : A C R* — Y  fonksiyonu zo noktasinda

Frechet tirevlenebilir olsun. Bu durumdae j = 1,2,3,... ,n i¢in
D;f(zo) = f'(0)(e;) (1)
ve Vh = (hy,... ,h,) € R i¢gin,
h) = h;- D;f(zo) (2)
j=1

olur. Ek olarak, eger f'(-) donisimi xo noktasinda sirekli ise, her bir D;f(xo)

kismi tirevi de xzg noktasinda stireklidir.

Kamit. f: AC®* — Y fonksiyonu zy noktasinda Frechet tiirevlenebilir

olsdugundan,
Diftee) = [ Ffeatte)]  —tm LD pie
| t=0 ko0

olur. Boylece, (1) saglanir.
Keyfi h = ;(hl,hg,...,hn) € R alahm. O zaman h = } hje;.olur. O halde
j=1
(1)’den.

f( 0) 370 (th) th/ IO e] Zh Dflo

oldugu bulunur. Boylece, (2)’nin dogrulugu ispatlandu.
Ayrnica, f'(- ) dontislimii o noktasinda siirekli ise, (1)’den her bir D; f(zo) kismi

tiirevinin de zy noktasmda siirekli oldugu bulunur. m

Onerme 3.3 n > 2 bir dogal sayr olmak tzere f(-) = (f1(-), fa(-)s s fm()) 1 A C
R" — R™ fonksiyonu xg € R™ noktasinda Frechet tirevlenebilir olsun. Bu durumda
=1,2,... ,m ve j = 1,2,...,n igin D;fi(xo) vardir ve [D;fi(z0)],,., matrisi,

df (xo) : R™ — R™ dogrusal donigiminiin standart tabana gére matrisidir. Bundan

dolay df(.’Lo)(hl, o) = (Y1, -y Ym) 18€, heri=1,2,...,migin y; = Z h;-D; fi(xo)

olur. Ayrica

ldf (zo)l| < [ZZ[Djfi(xO)]{l < ntl? - ||df (o)l

i=1 j=1

esitsizligi gegerlidir.
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Kamt. Bir onceki teoremden i = 1,2,...,mvej=1,2,...,ni¢n D;fi(xo)

kisim trevi vardir ve

D; f(zo) = df (z0)(e;) = (D; f1(xo), D; f2(@0), .-, Djfm{20))

olur. O halde , [D;fi(z0)]mxn matrisini olugturabiliriz. [D; fi(zo)lmx» matrisine,
verilen f fonksiyonunun z, noktasindaki Jacobian matrisi denir. m = n iken matris
karesel olup bu matrisin determinantina f fonksiyonunun zy noktasinda Jacobian

determinant1 denir. Onceki 6nermeden,

F@)(R) = > h; - Df (ao)

oldugundan, df (zo)(h1, ..., hn) = (Y1, -, Ym) iken, her i = 1,2, ... om icin y; = >_ hy -
. =

D; fi(z) oldugu bulunur. df (zo)(h1, .., hn) = (Y1, -+ Um) V& i = > h;D;fi(zo)
j=1

esitliklerini ve norm tanumm kullanirsak,

ldf o)l = |3 3 _(Dsfilwo))|| <
m n 1/2
< 22D (Difilz))?| <0t |idf (zo)ll

oldugu bulunﬁr. [
Onerme 3.4 ACR", BCR™ olmak tzere
f:ACR'—->BCR"™
fonksiyonu x5 € R™ noktasinda,
g:BC R - R

fonksiyonu yo = f(xo) € B noktasinda Frechet tiirevlenebilir olsun. H = go f :
A C R bileske fonksiyonunu tansmlayalim. Bu durumde H = (Hy, Hs,..., H),
g = (91,92,---,91), f = (f1,f2,--- s fm) olmak tzere f, g ve H fonksiyonlarimn

Jacobian matrisleri arasinda

[D;Hi(z0)] = [Dige(yo)] - [D; fi(zo)]
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bagintisy vardwr ve bundan dolay:

D;Hi(zo) = Y  Digi(vo) - D; filo)

i=1
esitligi gegerlidir. Eger | = m = n se f, g, H fonksiyonlarimn Jacobian determi-

nantlar arasinda
det[D;Hy(z0)] = det[Digr(yo)] - det[D; fi(xo)]
esitligi gegerlz’dﬁr.

Onerme 3.5 n > 2 olmak iizere A% 0, AC R ve f: AC R* — Y fonksiyonu
icin Dy f, Daf,... ,Dnf doniisiimleri zo noktasimin bir komsulugunda tansml ve xq
¢ R" noktasinda siirekli olsunlar. Bu durumda f fonksiyonu zo € R™ noktasinda

Frechet tirevlenebilirdir.

Kamt. f: A CR" — Y fonksiyonun zg € R™ noktasinda Frechet tiirevlenebilir

ise, Onerme 3.2’ye gore, bu fonksiyonun tiirevi
(o h) = > Dy fao)h

j=1

doniistimiidiir. sh = (h1,ho,... ,hy) € R i¢in
R(H) = @+ ) — Fan) = 3 Dif ol
‘ pa
olsun. h — 0 iken, R(h))/||h|] — 0 oldugunu kamtlarsak,
f'(@o)(h) = i D; f(zo)h;
j=1

oldugunu gostermis oluruz, yani f fonksiyonu zo € R”™ noktasinda Frechet tiirevlene-
bilirdir. Keyfi j =1,2,..,niginz — D, f(z) donisiimleri zo € ™ noktasinda siirekli

oldugundan, kéyﬁ e > 0.i¢in z € B iken

\D;f(z) — D;f(zo)l| < & 3)
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olacak bi(;.imdet zo merkezli bir B C A agik yuvan vardir. b = (hy, hy,... , h,) € R

Ogesi i¢in xg + h € B olsun. Simdi
20 =— T, ;= (-7510+h1;x20+h27---;x_jo+hj7l'j+1,0,---;xn0)7 J = 1,2,...,71,

olarak gosterelim. h = (hy, ha,... ,hs) € R” bgesini, j = 1,2,...,n icin z; € B
olacak bicimde segelim. z;’lerin gosteriminden, keyfi j = 1,2,...,n i¢in z; = 79 +

J
>~ Ii(h;) olarak yazabiliriz.. Burada I;(-) : ® — R" fonksiyonu,
i=1

I;(hj) = (0,0,...,0,h;,0,...,0)

olarak tammlamr. Aciktir ki z, = 2o+ h, kejfi 7 = 1,2,...,n i¢in z; € B ve
Zj = Zj-3 + Ij(h]) 0O ha}de,

f(zo+h) _ f(zo) = Zf(zj) — flzj-1) = Z [f(zj—1 + Li(Ry)) — f(zj-1)]
olur. Bundan dolayl
R(h) = Z [£(zj—1 + Ij(R;)) — f(zj—1) — D;jf(zo)hjl (4)

esitligl elde edilir.
[0, h]] hj >0
[h;,0] h; <0

olsun Simdi ¢ € S icin

yi(t) = flzjor + Li(t) — f(zj21) — Dif(wo)t

olnak tizere y;(-) : S — Y fonksiyonunu tammlayahm. Aciktir ki, ¢ € intS icin

%yj(t) = D;f(zj-1 + I;(t)) — D;f (o)

olur. Burada intS, S kiimesinin i¢ini gosterir. y;(-) : S — Y fonksiyonuna ug
noktalar1 0 ve h; noktalar olan S araliginda ortalama deger esitsizligini uygulayalin.

O halde

) = w501 < | (e - s
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olacak bi¢imde ¢, € intS vardir.
y;(hy) — y;(0) = f(zj1 + Ii(hy)) — f(25-1) — D;f(zo)hy,

—C(;—tyj(t*) = Djf(zj—l + Ij(t*)) - DJf(xO)

oldugundan, buradan,

| f(2j-1 + Ij,(h;)) ~ f(zj-1) = Dif(zo)h;|l < 1D f(zj—1 + Li(ts)) — D;f(zo)ll - [hyl
(5)

bulunur. ¢, € intS oldugundan, z;_; + I;(t.) € B olur. O zaman (3)'den
1D;f(zj-1 + L;(t.)) — Dif(zo)| < €
oldugu elde ediler. Buradan ve (5)’ten, keyfi j = 1,2,...,n igin

1Hf(2j-1 + I;(hy)) = f(2j-1) — Djf(mo)hyl| < € - |hy]

olldugu bulunur. Son olarak, buradan ve (4)’ten

IR <e- ) Ihs] < en'?||A])

i=1

olur. Buradan ise h — 0 iken, R(h)/|[h|| — 0 oldugunu elde ederiz. m

Onerme 3.6 n. > 2 olmak iizere A C R* agk kiime olsun. f : A C ®* —
Y f()'n,la:sig/onunuin, A kiimesinde C' simafindan olmast igin gerekli ve yeterli kogul
x — D f(x), z — Dyf(x),...,x — Dpf(z) déniigiimlerinin A kiimesinde stirekli

olmalaridr.

Kanit. Keyfi 23 € A alalun ve sabitleyelim. Once f € Cloldugunu varsayalim.
Onerme 3.2'den
n n

df(x)(h) =Y D;f(zo)h; =Y D;f(zo)P;(h)

7=1 J=1
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esitliginin dogru oldugunu biliyoruz. Burada h = (h1, ha, ... , h,) € R i¢in Pj(h) =
h; olarak tamunlamr, yam Pj(-),j. izdisiim doniigimidiic.  f € C! oldugundan,

zo € A noktasida x — df (z) dontistimi siirekli, dolayisiyla

=1

doéntigtiniide siireklidir. Buradan z — > D;f(z)P; doéntgtiminiin z¢ € A nok-
: ‘ j=1
tasinda siirekli olmasi i¢in, £ — D, f(z), z — Daof(z),... ,o — D, f(z) doniigtim-

n
lerinin de xg € A noktasinda siirekli olmalarimn gerektigi gortiliir.

Tersine, x — D, f(z), z — D2f(x),... ,2 — Dy f(x) doniigiimleri zo € A nok-
tasmda siirekli ise, P;(-) : R* = R, j = 1,2, ..., n, izdistim dontigtinleri de siirekli

oldugundan,
z— > D;f(z)P
j=1

dontigiimii de :1:0: € A noktasinda siireklidir. df(z) = i D; f(z)P; oldugundan, x —
df (z) dt‘)ni'1§1'.'1mii de 2o € A noktasinda siireklidir. ?01 € A keyfi sabitlenmis nokta
oldugundan, z — df (z) dontisiimii keyfi z € A noktasinda siireklidir. Dolayisiyla
f € C! simfindandir. w

Simdi bir 6rnek ¢ézelim.

Ornek 3.7 n > 2 bir doal say olmak dizere X1, Xo, . .. , X, normiu uzaylar ve X =
X, x Xo X ... x X, olsun. A kiimesi X i¢inde acik konvezx kiime ve f : AC X =Y

fonksiyonu igin

dl.fv dea"' 7dnf

kesmi tiirevleri A kimesinde siarly olsun. f fonksiyonunun A kimesinde Lipschitz

oldugunu kantlayin.

Coziim 3.8 d,f, dyf,... ,dnf kismi tirevleri taniml ve bu tirevier A kiimesi tiz-

crinde simrly ise, dif, dof, ... dnf kismi tirevleri sireklidirler. O halde, f: A C
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X — Y fonksiyonunun kismi tirevleri taniml ve strekli oldugundan, f fonksiy-
onu A kiimesi iizerinde Frechet tirevlenebilirdir. dif, dof,... ,dnf kismi tirevleri

A kiimesi tizerinde sinarle oldugundan, keyfi x € A igin

IDLf(2)]] < My, ||D2f (2)]] < Mo, ..., || Duf ()] < M,

olacak bicgmde M, > 0, My > 0,..., M, > 0 sayplar vardir. M = M, + M, +
...+ M, olsun. Simdi, a # b olmak iizere, keyfi a,b € A noktalarr alalim ve
sab*itleyeZirrL. a ile b noktalarine birlegtiren dogru parcasina S diyelim. A kiimesi X
uzayn i¢inde agik ve konvez, a,b € A oldugundan, S C A olur. O halde ortalama

deger egitsizligine gore

17 (6) = F(a)l| < [1df (c)(b— a)l|

olacak bigimde ¢ € S varder. dif, dof,... . dnf kisma tirevleri sirekli oldugundan,

df(c) = Z D;f(c) oldugunu biliyoruz. O zaman buradan,
i=1

1£(8) = f(a)ll < ldf(c)(b—a)]| <
< |IDif(er) + Daf(e2) + ...+ Duf(ca)ll - [|(b = a)]] <
< [IDvf ()l + ID2f (el + - + 11 Daf(ea)ll] - 1o = @) <
S(Mi+ Mo+ ...+ M) -||(b—a)| £ M- [|(b—a)|

oldugu bulunur. Yani, keyfi a,b € A noktalar: i¢in ||f(b) — f(a)|| < M - ||(b — a)||

olur. Bu ise f fonksiyonunun A kiimesinde Lipschitz olmas: demektir.

Ornek 3.9 (z,y) € R? icin,

2 (o,y) # (0,0)
0, (zy)=(00)

olmak iizere, parcaly tanaml f : R2 — R fonksiyonunun (0,0) noktasinda tireviene-

flz,y) =

bilirligini inceleyiniz.

Coziim 3.10 [ fonksiyonu eksenler tzerinde sifir degerini alur. CUunki

_2'O-y__9_
_02+y2—y2

f(0,y)
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|

ve

2-2-0 0

02+m2:;§=0

f(x,0)=

egitlikleri gegerlidir. Bundan dolay: birinci ve ikinci bz’legéne gore kismi tiirevler
orjinde vardyr ve sifir donustimidir. Fakat sifirdan farkl her t gergel sayisu igin

2.t.t 212

)= — == —
f(&.1) 12412 2¢2 1

oldugundan, 1iné f(t,t) =1 olur. Béylece, f fonksiyonu orjinde siireksizdir. Bun-
dan dolays, f fonksiyonu orjinde Frechet tirevienebilir dejil. Béylece kismi tirev-
lerin varliimin, fonksiyonunun Frechet tirevlenebilir olmas: igin yeterli olmadigin

gordiik.

Ornek 3.11 (Sonlu Boyutlu Uzaylarda Tanymle. Homojen Fonksiyonlar I¢in
Euler Teoremi) F : R — R olsun. Eger X\ parametresinin sifirdan farkh tim

degerlert icin m bir gercel says olmak tizere
F(Azy, Azg, ..., Axp,) = A" F (21,22, ... ,Tn)

esitligi saglanyorsa, F doniigimiine m—inci mertebeden homojen fonksiyondur denir.

Eger F doniigimi homojen ve Frechet tirevlenebilir ise

191, 2 9z, T Bz,

m - F(zy,29...2p)

esitlige gecerlidir. Bu egitlije, Euler formilid denir.

Gergekien, F dénisiimi homojen oldujundan

F(Az1,A\zo, ..., Axy) = A" F (21,22, ... ,Zn)

olur. Burada Ax; = uy, ATy = U, ... , ATy = Uy, olarak alalim.. Bu egitlikte tirev
alirsak,
oF OF 0Ou, OF Ouy OF Ou,
— = il T e S el =
oA Ou; OX  Ouy OA Ou, OA
OF n oF o+ OF .
ou,y ! Ous 2 Ou,
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esitligi gecerlidir. Ote yandan

OF - m—
8_)‘=m)\ 1F(IE1,(L‘2,IL‘3,...,CCn)
oldugundan
F
Qf—-rl—l——a——-x2—|—‘...+—6—F—-xn=m)\m_1F(x1,... , T,
Oou, Ous ou,

olur. Bu egitlikte A =1 alirsak,
| OF OF OF

T e—+ Ty —+ ...+ Ty — =m- F(z,z2..2,)

oz,

Euler formili bulunur.

Ornek 3.12 t € R icin f(t) = (' cost, e'sint, t?) olarak tanamlanan f : ® — R3

fonksiyonunun tirevini bulunuz.
Coziim 3.13 Onerme 3.2°den

df(t) = (e'-cost—¢'-sint, €' -sint+ € - cost, 2t)

= (e(cost —sint), e‘(cost +sint), 2t)
oldugu bulunur bulunur.

Ornek 3.14 t € R igin r(t) = (at?, bt?, ct?) olarak temumlanan v : ® — K3
dondsimi verilsin. Burada, a,b,c € R. Bu dontigimi kullanarak, ti¢ boyutlu uzayda
sabit kinetik enerji ile hareket eden bir parcacifin hareketini ifade edebilecek a, b, c

gercel saylarm bulunuz.

Coziim 3.15 (éziime baslamadan dnce baz tansmlar yapalim. K3 'de hareket eden
bir parcacigin kiitlesi m, belirli bir t ananda kinetik enerjisi E(t) olsun. R° iizerinde

Klasik i¢ ¢carpim dontstimiind
<o >R SR
alabvm. i =1,2,3 igin z; : R — R, olmak tizere
iR R r(t) = (21(8), (1), 23(t))
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seklinde tamimlansin. r donisimi uzayda bir egri belirtir. Varsayalim ki bu eijri
tirevlenebilir olsun. Simdi m kitleli bir parcacifin t amndaki kinetik enerjisi E(t)
olsun. O zaman

B(t) = %m < /() 7(t) >=
1

= Sm < (& (8), 75 (2),25(0)), (@}(6),75 (2), (1)) >=

= 5 (27 + 2 (0)” + 240

olur. v : R — R fonksiyonu C' sinfindan oldujundan, E(-) : R — R siirekli
fonksiyon olur. Simdi v : R — R3 fonksiyonunu tirevlenebilir kabul edelim. Bu

durumda

R — R r(t) = (z (t),z5(t), 25(t))

1
esitligi her t gercel sayst igin gegerlidir. F(r) = 5 m < r,r > olmak izere, E(t) =
(For')(t) oldufundan,

E(t) = (For')(t) = F((r'(t)) = F(z1(t), z5(t), z5(t)) =

< («1(8), 75 (1), 75(2)), (21 (8), 25 (2), 25(t) >=

)=
1
2"

1
5™ 21 + 25()° + 25(1)°]
oldugu bulunur. Simdi, E bileske fonksiyonunun tiirevini bulalvm. Zincir kurahndan

ve ornek 1.9°dan

PO — ap(1) = gm (@ - dr )1 =
= %m R<r(t),r@)>]=m< (), (t)>

esitligine ulasiriz. Uzayda hareket eden parcacigin sabit kinetik enerji ile hareket
etmesi, E(t) fonksiyonunun sabit fonkksiyon olmasi demektir. O halde, uzayda

hareket eden parcaciin sabit kinetik enerji ile hareket etmesi gerekli ve yeterli kosul
dE( )

dt
kinetik enerji ile hareket etmesi gerekli ve yeterli ko;gulun keyﬁt ¢in

= 0 olur. Buradan ve son egitlikten, uzayda hareket eden parcacigin sabit

<P (), 7" () >=0 wveya 7 (t) Lr"(2)
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olmasy gerektifi goriliir. Bu durumda belirli bir t aninda, parcacija etki eden kuvvet
F(t) olmak tzere, Newton ’un hareket kanunu olan F = m - 1" egitlifinden, ener-
Jinin sabit olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosulun parcacifa etki eden kuvvetin hareket

yb’m’ine dik olmasi gerektidi gorilir. Simdi ¢oziime baslayalim.

R — RS r(t) = (at?, b, ct?)

icin gerekli ve yeterli kosulun keyfi t icin
<r' @), ) >=0
olmasy gerektigini gordik. t € R igin r(t) = (at?, bt?, ct?) oldugundan,

r'(t) = (2at, 2bt, 2ct), r(t) = (2a, 2b, 2c)

olur. O zaman

<7 (t) " (t) > =< (2at, 2bt, 2ct), (2a, 2b, 2¢) >= 4a’t + 4b°t + 4c’t

oldufu bulunur. Bu durumda

<7 @), () >=4®+*+) =0

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun a = b = ¢ = 0 oldugu gorilir.
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4 CARPIM UZAYINDA TANIMLI
BiR FONKSIYONUN
KISMi FRECHET TUREVLERI

n > 2 olmak tizere X1, Xs,... , X, normlu uzaylar ve X = X; x Xy x ... x X,

olsun. z; € X; (j=1,2,3..n) igin
Ij(ll?j) = (0,0, ,O,LL’j,O,... ,0)

olmak tizere I; : X; — X doniigimini tanmimlayalim. I; doniigiimii dogrusaldr.

Gergekten, a,b € K ve zj,z; € Xj igin

Ij(ax; + bxy) = (0,0,...,0,az; + bx},0,...,0) =
= (0,0,...,0,az;,0,...,0)+ (0,... ,0,bz},0,... ,0) =
=a(0,...,0,25,0,...,0) +b(0,...,0,2},0,...,0) = al; (z;) + bl; (z})

IR T

oldugu bulunur. Ayrica V z; € X igin

L@ =100, 25, ,0)] =
= [0l + -+l - 101 = [haslP] ™ = s

oldugundan I; € L(X;, X) olur.

Simdi X = X7 x X5 x ... x X, carpun uzaymda,
€Iog = (1‘10, X20, T30y s Lj0y- - - ,SL’no)
Ogesind goz oniine alallm. Bu durumda
yi(): X5 — X, y(z;) = 20+ Li(z; — =50)

scklinde tanunlanan y fonksiyonu igin
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yj(:cj)z(fclo, Z205--+ s Tj0y5 .- - ,:rno)—l-(0,0,... ,O,m_,-—mjo,O,... ,0):

= (5010,9020, e 3 Z5-1,002L5, 541,05 - - - ,%0)

esitligi bulunur. Buradan goriliir ki, y; doniisiimii altinda z; € X; 6gesinin goriin-
tiisti, j—inci bilegeni (x;) olan, fakat diger tiim bilegenleri (xy) 6gesinin bilegenleri
ile aym olan X = X; x X5 X ... x X,, carpim uzayinda bir vektordiir.

Simdi
fACX =Y

bir fonksiyon, zo € A ve j = 1,2...n olsun. Bu durumda, y;(-) : X; — X, y;(z;) =
zo+I;(x;—xzjo), fonksiyonuile f : A C X — Y fonksiyonunun F; = foy; : X; —» Y

bilegkest,

Fi(z;) = (f oyi)z;) = f(y;(z5)) = f(zo + Li(z; — 250))

olur. Burada y; doniistimiiniin tamm kiimesi (g + [;(z; — zj0)) € A olacak gekilde
z; € X; 0gelerinden olugmaktadir. Yukarida tanimladigimiz F; bileske fonksiyonu ile
f fonksiyonunun bilegenleri, j—inci bilegen diginda aym olup, sadece j—inci bilegende

farkh degerler alir. Ozel olarak, z; = z;9 igin

Fi(zjo) = f(zo + Li(zj0 — zj0)) = f(z0)

olur.
Eger F; fonksiyonunun, zo noktasimda Frechet tiirevi varsa, bu tiireve f'nin zg
noktasinda j—inei bilegene gore kismi tiirevi denir ve D, f(zo) ile gosterilir. Buna

ek olarak
Djf A C X — L(XJ7Y)

seklinde tannmlanan doniigtime f 'nin j—inci bilesene gore kismi tiirevi (veya Frechet

kismni tiirevi) denir ve D;f ile gosterilir.
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Simdi h; = x; — x;0 dersek ve Frechet tiirevin tammini uygularsak, f fonksiy-
omunun 1y noktasimda j—inci bilesene gore kismi tiirevin var olmasi icin gerek ve
yeter kogul, 0 € X; noktasi, g + I;(h;) € A kosulunu saglayan h; € X; ogelerinin
olusturdugu kiimenin i¢ noktas: olmak {iizere, h; — 0 iken |

f(zo + Iih;) — f(wo) — Ti(hy)
[
olacak gekilde bir T; € L(X;,Y) donisiimiiniin var olmasidir. Bir bagka deyigle

— 0

d;f(xo) kismi tiirevi vardir ve T; dogrusal doniigiimiine esittir diyebilmemiz i¢in

gerekli ve yeterli kogul
Fp:X;— Y, Fi(hy) = f(zo + Ii(Ry))

fonksiyonunun h; = 0 noktasinda Frechet tiirevlenebilir olmast ve bu tiirevin T;

dogrusal doéniigtimiine egit olmasidir.

Onerme 4.1 X;, Xo,... , X, normlu uzaylar, X = X1 x Xox ... x X, f:AC
X =Y, f donisimi zo € A noktasinda Frechet tirevlenebilir olsun. Bu durumda
[ doniigiiminiin xo noktasinda her bilesene gore kismi tiirevi vardir ve j = 1,2,3..n
1¢in

d;f(zo) = df (z0) o I; (1)

ve h = (hy, ha, .., hy) € X icin

df (zo)(h) = Z d; f(zo)(h;) (2)

egutlikleri gegerlidir. Ek olarak, efer df doniigimi xo noktasinda sirekli ise, her bir

d;f kwsmi tirevi de xg noktasinda streklidir.
Kanit. f doniigtimiiniin xo noktasinda j. bilesene gore kisini tirevi
Fy(x;) = (f oy;)(z;) = fly;(x5)) = floo + Li(z; — z50))
doniiginniiniin 2o noktasindaki Frechet tirevi oldugundan, zincir kuralimdan dolay:
d;f(zo) = dF;(zj0) = d(f o y;)(zj0) = df (yi(zj0)) - Ay;(250))
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olur. Ayrica y(h;) = xo + I;(h;) oldugundan, y;(zj0) = o, d(y;(z;0)) = I; oldugu
bulunur. O zaman buradan (1)’in dogrulugu bulunur.

Simdi h = (hy, hs, .., k) € X olsun. O zaman (1)’den,
d; f(20)(h;) = df (20)I3(R;) = df (20)(0, .-, 0,h5,0, -..,0)
olur. df(z¢)(-) : X =Y dogrusal doniisiim oldugundan,

df (z0) (h) = df (@) (1,0, ., 0) + df (@) (0, 2,0, ., 0) + .. + df (2) (0, .., 0, hp) =

= di f(0)(h1) + dof (@0} (h2) + .. + dnf(z0)(Bn) = > d;f(20)(h;)

j=1
olur. Boylece (2)’nin dogrulugunu gordiik.
Ui(T) =T o I; olmak tizere, U; : L(X,Y) — L(X;,Y) doniisiimiint tammlay-

alun. O Il;llde, aciktir ki U, (-) doniigimii dogrusal stirekli donigtindtr. (1)’den
d;f(z) = df (z) o I; = Uj(df (x))

olur. Uj(-) dogrusal doniisiimii ve x — df (z) donustimleri siirekli oldugundan, iki

stirekli doniigtimiin bileseni olan

z — d; f(x) = U;(df (z))
doniistimi de siireklidir. m
Bu teoremin tersi ise yanhstir. f fonksiyonunun zy noktasinda kismi Frechet

tiirevlerin varhg f fonksiyonunun zg noktasinda Frechet tiirevlenebilir oldugunu

sOyleyebilmemiz icin yeterli degildir.

Onerme 4.2 n > 2 ve X1, Xo, ..., X, normlu vzaylar,X = X; X Xy x ... x X,
olsunA # 0,AC Xwvef:ACX — Y bir fonksiyon ve f fonksiyonunun
xo noktasinin bir komsulugunda dy f, dof, ... ,dnf kismi tirevleri tanimly ve siirekls

olsun. Bu durumda f fonksiyonu z¢ noktasinda Frechet tirevlenebilirdir.

Kamt. Hipotezden dolay1 o noktasi, A kiimesinin bir i¢ noktasidir. Onerme

4.1’den dolay1, f déniigiimiiniin zo noktasinda tiirevi varsa bu,

n

(A1, b2, o hn) = > d; f(xo)(hy)

=1
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doniigimidiir. A = (hy, hs,... ,h,) € X igin
R(h) = f(zo+ h) — de z0)(h;)
olsun. h — 0 iken, R(h))/||h|| = 0 oldugunu kanitlarsak,
"(@o)(h) = Zd f(zo)(

oldugunu gostermis oluruz, yani f fonksiyonu zy € A noktasinda Frechet tiirevlene-
bilirdir. Keyfi j =1,2,...,ni¢in 2 — d; f(r) dontistimleri zq € A noktasinda siirekli
oldugundan, keyfi € > 0.i¢in z € B iken

lld; f(z) — d; f(zo)l| < € (3)

olacak bigimde xz¢ merkezli bir B C A agk yuvan vardir. h = (hy,he, ...  hy) € X

ogest i¢in o + h € B olsun. Simdi
Zy = Ty, zZj = (xlO+h17$20+h2:---7$j0+hj,37j+1,0,--~,$no), ] = 1’2’.__’7,1

olarak gosterelim. h = (hy, ha,... h,) € X Ogesini, 7 = 1,2,...,n i¢in z; € B
()la( ak bi¢imde segelim. z;’lerin gostenmlnden keyfi j = 1,2,...,n i¢in 2z; = x¢ +

Z I;(h;) olarak yazabiliriz.. Burada I;(-) : X; — X doniistimii,
I;(hj) = (0,0,...,0,hR;,0,...,0)

olarak tammmlamr. Agktir ki z, = zo + A, kejffi 7 = 1,2,..,n iin z; € B ve
Zj = 251 + IJ(hJ) O halde,

flawo+h) — Zfzg Flzim1) =D [F(zimr + Lihy)) = f(z5-1)]

g=1

olur. Bundan dolay1
R(h) =) " [f(zj-1 + Ij(hy)) = f(zj-1) — d;f (o) (hy)] (4)

esitligi elde edilir.
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X; iginde ug noktalar1 0 ve (h;) noktalar olan kapal dogru parcast S; olsun.

Simdi v € §; i¢in
yi(u) = f(z-1+ I;(w) — f(25-1) — d; f(zo)(v)
olmak tizere y;(-) : S; — Y fonkksiyonunu tanimlayahm. u € S; icin
dy;(w) = d; f(zj-1 + Ij{w)) — d; £ (o)

olur. y;(-) : S; — Y fonksiyonuna ug noktalar1 0 ve h; noktalar: olan S arahginda

ortalama deger esitsizligini uygulayalim. O halde

laths) = 00 < | stu

- [yl
olacak bi¢imde u, € S; vardir.

Yyi(hs) —y;(0) = f(zj—1 + I;(hy)) — f2j-1) — d; f(zo) (hy),

dy;(us) = d;f (zj-1 + L;(us)) — d; f (o)

oldugundan, buradan,

1/ (zj-1 + L;(h3)) — Flzi-1) — dif (o) (Al < lldsf (21 + Li(wa)) — dif(zo)l| - ||l
(5)
bulunur. w, € S; oldugundan, z;_; + I;(u,) € B olur. O zaman (3)’den
lld; f(zj-1 + I;(ui)) — d; f(zo)]| < €
oldugu clde ediler; Buradan ve (5)’ten, keyfi j = 1,2, ..., n i¢in
1f(zj-1 + Li(hy)) — f(25-1) — d; f (o) (hy)|| < & [y

olldugu bulunur. Son olarak, buradan ve (4)’ten
IR(WI < - lIhsll < en'|jl]
j=1
(h)

 olur. Buradan ise h — 0 iken, h'_) 0 oldugunu elde ederiz. =
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Onerme 4.3 n > 2 olmak iizere X1, Xo... X normiu uzaylar, X = X3 x XoX...X
Xn, A kimesi X uzayinda agik kime ve f : A C X — Y olsun. [ doniigimiinin
A kimesi iizerinde C' simifindan olmasy icin gerekli ve yeterli kosul, tim kismi

tirevierin A kiumesi Uzerinde siirekli olmasidir.

Kanit. Varsayalim ki df donlistimii, A kiimesi tizerinde siirekli olsun. Bu 6ner-
meden onceki dnermeye gore, her bir d; f doniisiimi de stireklidir.

Tersine, j = 1,2,3...n igin d;f kismi turevleri siirekli olsun. Bu durumda
‘ouceki teoremden, f fonksiyonu da Vz € A igin tiirevlenebilirdir. ve (2)’den dolay,
df (zo)(h) = zn:l d;f(zo)(h;) olur. = (@1, z2,...,%,) i¢in  Pj(z) = x; olnak iizere,

]_—
Pi(-): X = X, (j=1,2,3..n) izdiigiim doniigiimlerni tammlayaliun. O halde,
df(z)(h) =) d;f(z0)(Pi(h)
=1

esitligi gecerlidir. d; f(-) stirekli, P;(-) izdilsiim donitistimleriii de siirekli oldugundan,
iki stirekli fonksiyonun bilegkesi olan df (z) doniisiimii de siirekli olur. O zamaxi,
| f doniisiimii A kiimesi iizerinde C! sinifindan oldugu elde edilir. m

Simdi bir érnekle konuyu pekistirelim.
Ornek 4.4

FiR >R flzy, Toy... ,2,) = (23, 23,... ,22)

1 n

Jonksiyonun kismi tirevlenebilir ve (y1, . .. ,yn) € R™ noktasinda Jacobian matrisinin

(25 0 0 .. 0 )
0 0 2 .. 0

0 0 002yn)

oldugunu gosteriniz.
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Coziim 4.5 f: R — R, f(y1,¥2,---,Un) = (U2, 92,... ,y2) fonksiyonu icin On-

erme 3.8’den, f fonksiyonunun Jacobian matrisi

Difi Dofi Dsfi ... Dufi ) % 0 0 .. 0
Dif; Dyfs Dsfs ... Dyfs 0 2y 0 .. O
Difs Daofs Dsfs .. Dypfs | = 0 0 2y .. O

Dif, Daofn Dsfa ... Dufa ) \ 0 0 0 .. 2y
olarak bulunur. Bu matrisin determinants 2y, - 2ys - 2ys - ... - 20p = 2™Y1 - Yo + ... - Yn

olur.
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5 YUKSEK MERTEBEDEN
FRECHET TUREVLER

Tanim 5.1 f: AC X — Y donisimi A kiimesi tizerinde Frechet tirevlenebilir
olsun. O zaman, df(-) : A C X — L(X,Y) dogrusal dénigimii tanwmldur.
df () AC X — L(X,Y) donisiminnin zo € A noktasindaki Frechet tirevine’ f

déntisimiindin ikinci Frechet tiirevi denir ve d2f(zq) ile gdsterilir.

Onerme 5.2 df(:) : A C X — Y déniigiimiiniin, xo € A noktasinda Frechet tirev-
lenebilir olmas icin gerekli ve yeterli kosul, df (-) dénisiminin, zo noktasin bir
komsulugunda taniml ve

= lz— o]

=0

esitliging saglayan sirekli ve dogrusal bir T : X — L(X,Y) dénisiminin var
olmasidir. Bu durumda f fonksiyonun o € A noktasindaki ikinci Frechet tirevi T

dogrusal doniigtimiidiir ve d* f(zo) =T olur.

Onermenin ispati, ikinci Frechet tiirevinin tammindan elde edilir.

Genel olarak bir f fonksiyonunun r—inci Frechet tiirevi, tiimevarunsal olarak
d*f = df ve d"f = d(d""'f) seklinde tamumldir. Aciktir ki, eger r > 2 i¢in, zo
noktasmda r-inci Frechet tirevi sz konusu ise, d" ! f doniisiimiiniin tanim kiimesinde

xo noktasuun bir i¢ nokta olmasi gerekmektedir. Bundan dolayi, xy noktasi,

fodf, &f, &f,... . d7f

doniigtimlerinin her birinin tanim kiimelerinin i¢ noktasidir. Analiz bilgilerimizi

hatwlarsak, E' C X agik kiimesinde d” f var ve siirekli ise, f fonksiyonu C" simfindan

olup, f € C" geklinde gosterilir.Vr € Z* icin f € C" oluyorsa f € C* *dur deuir.
Ox ile X normlu vektsr uzaymn sifirm, Ox vy ile, keyfi x € X i¢in Oxy)(x) =

0y olacak bicimdeki O¢x yy(-) : X — Y dontigtimii, yani sifir déntisiinii gosterelin.
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Ornek 5.3 A # 0 olmak dzere f : A C X — Y sabit doniigiim, yani keyfi v € A
i¢in f(x) = y. € Y olsun. Bu durumda, Vo € A igin
i £#) = f(@0) — Oxyy(@ — o)

M ozl =0

oldugundan, Vx € A igin df (z) vardir ve df (z)(-) = Ox,y)(-) olur. Benzer olarak,
Vz € A igin d*f(z) varder ve d®f(z)(-) = Ox,L(x,v))(-) olur Boylece, Vz € A ver

,,,,,

we f € C olmast demektar.

Ornek 5.4 f: X — Y dogrusal doniisiim olsun. Bu durumda df : X — L(X,Y)
var ve df = f dir. |
Gergekten, f: X — Y dogrusal déniisiim oldugundan, YV € X ve Vxy € X ig¢in
f(z) = f(zo) = f(z — zo) olur. O halde
lim f(z) = f(zo) = f(z — z0)

a0 ||z — ol

=0

ve buradan Vz € X icin df (z)(-) = f(-) oldufu bulunur. Bu esitlikten, benzer olarak,
Vz € X ver dojal sayisi igin d” f(z)(-) = f(-) € L(X,Y) oldugu elde edilir. Béylece,
f € C* oldugu goriliir.

Ornek 5.5 X;ve X, normlu uzaylar, X = X; x X, ve F € L(X,Y) olsun. O
halde, Onerme 1.16'ya gore, Vx € X i¢in dF(z) dogrusal déniisiimdiir ve dF () €
L(X,L(X,Y)) O zaman, onceki Ornek 5.4’ten, Yz € X we v dogal sayisi igin
d"F(z)(-) = F(-) € L(X,Y) oldugu elde edilir. Bu ise F € C*™ olmas: demeck-

tor.

Ornek 5.6 G(-) : L(X,Y) x L(Y,Z) — L(X,Z) déniigiimii, G(T,U) = UoT
olarak tanemlansin. Yani her T(-) € L(X,Y) ve U(-) € L(Y, Z) i¢in G(T,U)(-) =
(UoT)(-) =U(T(")). Agktur ki, G bilineerdir ve

IG(T DI < 1IUI - 11T

O zaman, G suarl ve bilineer oldugundan sireklidir. O halde, Ornek 5.5ten, G €

C* oldugu gorilir.
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Onerme 5.7 (i) f: AC X — Y fonksiyonu, o € A noktasinda r—defa

tirevlenebiliyorsa, o € K i¢in
(af):AC X =Y, (af) = af(z)

seklinde tansml (of ) fonksiyonu da xo noktasinda r—kez Frechet tirevlenebilir

d"(af(20)) = ad’ f(zo)-

(ii)) f : AC X —-Y,g: BC X — Y fonksiyonlari, zy noktasinda r— defa

tiirevlenebilen fonksiyonlar olsun. Bu durumda

(f+9): X=Y, (f+9)(=)=f(z)+9(z)

seklinde tamwml (f + g) fonksiyonu da o € X noktasinda r—kez Frechet

tirevlenebilir ve
d" ((f + g)(z0)) = d" f(z0) + d"g(z0)

Kamt. (i) r=1liginf: AC X — Y, x9 € Anoktasinda Frechet tiirevlenebilir

olsun. Bu durumda a € K igin

(@f): X =Y,  (af)(z) = af(z)

seklinde tamml (o f) fonksiyonunun da z¢ € X noktasinda Frechet tiirevlenebilir
ve d(af(z)) = adf (xy) oldugunu onerme 1.18’de kamtlamstik. Simdi k& < r icin,
f fonksiyonu g noktasinda k—kez Frechet tiirevlenebilir iken, (af) fonksiyonunun

da x noktasmda k-kez Frechet tiirevlenebilir ve
d*(af(zo)) = ad® f(zo)

oldugunu varsayalim. Simdi, f: A C X — Y donisiimii zg € A noktasimnda (k + 1)
kez Frechet tiirevlenebilir iken, (af) : A C X — Y, (af)(z) = af(z) donigtimiiniin

de xg noktasida (k + 1) kez Frechet tiirevlenebilir ve
A (af (20)) = ad™ f(z)
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oldugunu gormeliyiz. f doniisiimii zo'da (k+ 1) kez Frechet tiirevlenebilir oldugun-

dan d**!f tammhdir. Buradan

ad™ f(z0) = ed(d"f(z0)) = d(ad" f(20)) = d(d*(af (z0))) = d***(af (20))

esitligi elde edilir. Boylece ispat biter. _
(i) f:ACc X —-Y,g:BC X — Y doniisiimleri £ noktasinin agik bir
V komsulugunda Frechet tiirevlenebilir oldugundan, bu fonksiyonlarin V' kiimesine

kisitlanmiglarin alirsak,

(f+9):VCX =Y, (f +9)(z) = f(z) + g(z)

fonksiyonunu tammlayabiliriz. r = 1 igin Onerme 1.18’den, d(f + g) = df + dg
esitligl dogrudur. Simdi k£ < 7 icin, f ve g fonksiyonlari zg noktasmda k—kez
Frechet tiivevlenebilir iken, (f + g) fonksiyonunun da zg noktasinda k-kez Frechet

tiirevienebilir ve

& ((F + 9)(a0) = d*f(z0) + d*(z0)

oldugunu varsayalim. Simdi, f: ACX —-Y veg: B C X — Y donistimleri zy €
A noktasmda (k+1) kez Frechet tiirevlenebilir iken, f+g:V C X — Y doniistimi-

niin de (k + 1) kez Frechet tiirevlenebilir ve

@S + g)(20)) = d S (zo) + 4 g (o)

oldugunu gormeliyiz. f ve g doniisiimleri zo’da (k + 1) kez Frechet tiirevlenebilir

oldugundan d**! f(z,) ve d*1g(z,) tanmmhdir. Buradan
= f(20) + d**g(zo) = d(d"f(z0)) + d(d"g(z0)) =
= d(d* f(z0)) + d"g(20)) = d(d"(f + 9)(z0)) = d"* ((f + 9)(z0))
olur. Boylece ispat biter. m
Bu tnermede, (i) ve (ii)’de r-kez Frechet tiirevlenebilme yerine, acik bir E kiimesi

iizerinde C*° simfindan olma yazabilifiz. Bu dufmda, (af): X =Y ve(f+g):EC

X — Y doniistimlerinin de E kiimesi {izerinde C* olmasi1 benzer olarak ispatlanir.
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Onerme 5.8 f: AC X — Y, g € L(Y, Z) olsun. Bu durumda

(i) f donisimi xo noktasinda r— kez Frechet tirevlenebilir ise, (go f) dontsimi

de xq noktasinda r— kez Frechet tiirevlenebilirdir.

(ii) Eger f doniigtimi, E agik kiimesinde C™ sinifindan ise (go f) bileske fonksiyonu

da C" sanifindandar.

Kamt. (i) r = 1 igin sonug 1.21’den 6nermenin dogru oldugu gortliir. 1 < k <r
igin 6nermenin dogru oldugunu varsayalim. % + 1 ic¢in 6nermeyi dogrulayalim.
f+ACX — Y doniisimiiniin ¢ € A noktasinda (k + 1) kez Frechet tiirevlenebilir
ve g € L(Y, Z) oldugunu varsayalim. f doniistimii zop noktasinda k > 1 kez Frechet
tiirevlenebilir oldugundan, f doniigiimii 2y noktasmnin. agik bir V' komsulugunda
tannunl ve Frechet tiirevlenebilirdir. O zaman, (go f) bilegke doniisiimit V'de tamm-

lidir ve Sonugl.21’den, keyfi z € V igin
d(go f)(z) = godf(z)
olur. T € L(X,Y) i¢in u(T) = goT olmak iizere,
p() s L(X,Y) — L(X, Z),

dogrusal doniigiimii tammlayalin. Gergekten, ¢ doniigtimii dogrusal oldugundan, p

dogrusal donigiimdiir. O halde

d(go f) = g odf = p(df)

oldugu bulunur. Yine g smrh ve

He(D)Il = llg o T1I < llgl] - 1T

oldugundan, p simirh, dolayisiyla siireklidir. Bundan dolayi, p(-) doniigtuni C*°
simfindandir. f(-) déniigtimii zo noktasinda k+1—kez Frechet tiirevlenebilir oldugun-
dan, df(-) déniisimii o noktasinda k—kez Frechet tiirevlenebilir olur. O halde,
varsayundan dolayy, p(df ) = d(g o df)’de r—kez Frechet tiirevlenebilirdir. Bunun
sonucu olarak (g o f) bilegske fonksiyonu da zo noktasinda (r + 1) kez Frechet

tiirevlenebilirdir. (i7)'nin ispati, (7)’ye benzer olarak yapihr. m
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Sonug 5.9 Y1,Y3,Y5, ..., Yn, normlu uzaylar, Y =Y X Yo x Y3 x ... x Y, f: AC
X — Y bir dontigim, i = 1,2,... ,m i¢in f; : A C X — Y; doniisiimii, f’nin i.

koordinat donisimi olsun. Bu durumda;

(i) f déntgiminin zo € A noktasinda r—kez Frechet tiirevlenebilir olmast igin
gerekli ve yeterli kosul, fi, fo,..., fm doniisiimlerinin xzo noktasinda tirevle-

nebilir olmasidar.

(1) f déntisiminin agik E kiimesinde CT sinafindan olmasi icin gerekli ve yeterli

kosul, fi, fa,..., fm déniisimlerinin E kimesinde C" sinafindan olmalaridr.
? 3

Onerme 5.10 A C X, B C Y kiimeleri ve f:AC X — Y donisimi verilsin.
Ayrica f fonksiyonu, zo € A noktasinda r—kez tdrevlenebilir‘, g:BCY — 7
dondgtimi de yo = f(xo) noktasinda r—kez Frechet tiirevlenebilir olsun. Bu durumda
(g o f) bileske doniisiimi de zo noktasinda r—kez Frechet tirevienebilirdir.

Eger r—kez Frechet tiirevlenebilme yerine agik bir kiimede C" sinifindan olma

ozelligi alinirsa, dnerme yine dogrulanar.

Kamt. r—kez Frechet tiirevlenebilme ozelligini ele alalim. r = 1 dwrumnu,
Onerme 1.20°den, zincir kuralindan agikardir. Kamiti r tizerinde timevarim meto-
dunu uygulayarak tamamlayalim. & < r pozitif tamsayisi icin 6nermenin dogru
oldugunu varsayalim. (k + 1) i¢in de énermenin dogrulugunu gérelim. f doniisiimii
zo noktasinda 1 < k < r—kez Frechet tiirevlenebilir oldugundan, f dontsiini
2o noktasmin agik bir V' komsulugunda Frechet tiirevlenebilir olur. Ayni ile, g
dontigtuntt yo = f(xg) noktasinda 1 < k& < r—kez Frechet tiirevlenebilir oldugun-
dan, g doniisiimii yo noktasinin acik bir W komsulugunda Frechet tiirevlienebilir
olur. Ayrica f doniigiimii zo noktasinda stirekli oldugundan, genelligi bozmadan
f(V)y ¢ W oldugunu varsayabiliriz. Eger f doniisiimiiniin V' kiimesinde kisit-
lanmigin alirsak bilegske fonksiyonunun tamm kiimesi de V' olur. Bu durumda V

kiumesinden alman her z icin

d(go f)(z) = dg(y) odf(z), (y= f(2))




esithigi gecerlidir. w =dgo f diyeliin. Boylece w doniigiimii, V' kiimesini L(Y, Z)

uzaya resmeder ve dg(y) = w(z) olur. Buradan

d(go f)(z) =dg(f(z)) e df (z) =

= dg(y) o df (z) = w(z) o df (x)
oldugu elde edilir. Simdi keyfi z € V icin F(z) = (df (z), w(z)) olmak iizere
F():V— LIX,)Y)x L(Y,Z), z— (df(z),w(x)) |
dontistimimii ve (U, T) s L(X,)Y)x L(Y,Z) i¢cin G(T,U) = U o T olmak uzere

G:LIX,Y)x L(Y,Z) - L(X,Z), G(T.U)=UoT

doniigtimiini tammlayalim. O halde, keyfi x € V icin

dlgo filz) = w(z)o df (z) = G(w(z), df (z)) =

=G(F(z)) = (Go F)(z)

olur.Bovlece d(go f) = G o F esitligi dogrulamir. Varsayimdan. w(z) donigiuni
Ly noktasmda k—kez Frechet tiirevlenebilir, df dogrusal doniistimii de .ry'da A—kez
Frechet tiivevlenebilirdir. O zamani, F doéniisiimii xg’da k—kez Frechet tiirevlene-
bilirdir. G € C™ oldugundan, (GoF) = d(go f) doniislimii de zy'da k—kez Frechet
tivevlenebilir olur. Bu ise (g o f) déniistimiiniin zo noktasmda (k + 1) kez Frechet
tirevliencbiliv olimasi demektir. f ve g donistimleri agik bir kiimede €7 siufidan
iken. (g o f) bilegke dontsiuniiniin de acik bir kitmede C sinfindan olimasi 6zelligi

de benzer olarak ispatlanir. =

Onerme 5.11 f : A € X — Y bir doniisim, zg € A olsun. [ déndsimiinin.
xg € A noktasinda iki kez Frechet tirevlenebilir olmasy icin gerek ve yeter kosul.

V= > 0 agin ||h|] < & itken keyfi z € X iken
|ldf (z0 + R)(2) — df (z0)(2) — F(h, 2)I| < ellAl] - [I-] (1)
olacak bigimde § > 0 sayisinin ve F € L(X, L(X,Y)) dénigtimiinin var olmasidir.
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Kanit. f doniisiimiiniin xy noktasinda iki kez tiirevlenebilir oldugunu varsay-

alin. Bu durwmda, V= > 0 icin [|A|| < § iken
|ldf (z0 + h) — df (z0) — d*f(zo) (R)]] < ellhl]
olacak bi¢imde § > 0 vardir. Burada, ||k|| < § olacak bicimdeki A'lar i¢in
d*f(z0)(R)(-) : X — L(X,Y)

olan doénsimdiir. F(h, z) = df (z0)(h)(z) olarak gosterirsek, (1)1 elde ederiz.
Simdi (1) esitsizliginin sagladigini varsayahm. Her ||A{| < § olacak bicimdeki A
igin, Fi(h)(-) = F(h,-) olmak {izere,
h— F.(h)(-): X — L(X,Y)

doniigiimii tammlayayahm. Akt ki Fy € L(X, L(X,Y)). O halde (1) den. |[h]| < &

iken
|ldf (zo + h) — df (x0) — Fu(h)|| < £l[A]]
oldugn goriiliir. Burada/vxfl, df (+) fonksiyonunun xzg'da tirevlenebilir ve tiirevin
d(df (z0)) = d*f(x,) = F.
oldugn elde edilir. =

Onerme 5.12 f : 4 C X — Y dénisimi xg € A noktasinda iki kez Frechet
tiirevlenebilir olsun. Bu durumda. d(df (xq)) = d°f(zo) dogrusal dondigiimi sirnetrik-

tir. yane Vh.oz € X i¢in
d*f(z0)(h. 2) = d* f(zo)(2, h)
olur.
Kanmit. zgp+ h + z, g + h, g + z noktalar1, A kiimesine ait ve
G(h,2) = flzo+h+2) = flzo+ h) = f(zo + 2) + F(zo) - & f(zo)(h.2)  (2)
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olmak {izere, G doniigtimii tanmumlayalim. zp noktasi, A kiumesinin bir i¢ noktasi
oldugundan, G doniistimiiniin tanim kiimesi X x X carpum uzayinda orjin noktasimn
bir komsgulugudur. Kamti tamamlamak i¢in, (h, z) — (0,0) iken. ¥ icinde

G(h, z)
[I(R, 2)I?

yakinsamasmu dogrulamaliyiz. ¢ > 0 alahm. f doniisimii, zo noktasmda iki kez

— 0 (3)

Frechet tiirevlenebi- lir oldugundan, df (zo + &) tammbh ve ||h]] < 2§ iken
l1df (zo + R) — df (z0) — d*f(zo)h]] < e |A]] (4)

olacak bi¢imde ¢ >.0 sayis1 vardir. Bu durumda B kiimesi, X uzayinda orjin merkezli

»

¢ yaricapl acik yuvar olmak iizere B x B carpim kiimesi, G'nin tamm kiimesidir.

h € B alalm. Bu h 6gesi icin, F(-) : B — Y doniigiimi
Fa(z) = f(zo+h+2) = fzo + 2) — d*f(z0)(h, 2) =
= flzo+h+z2) = flxo+2) — (d®F(20)(h))(2)
seklinde tanimh olsun. Her A, z € B icin
Fi(z) = f(zo+h +2) = f(zo + 2) — d*f(z0) (h, 2).
FL(0) = f(zo + h) — f(0) — &*F(x0)(h,0)
oldugundan.
Fu(s) = Fal0) = flao+h+2) = f(zo+2) — d*f(zo) (h.2) -
—f(zo + h) + f(zo) + & f(20)(h,0)
olur. O halde buradan her h, z € B i¢in
G(h,z) = Fu(z) — F1(0) (5)

oldugn bulunur. Her A € B icin d® f(xo)(h) € L(X,Y) oldugundan. Ornek 1.19 ve

Onerme 1.20°den (Zimeir kural)

dFn(z) = df (zo + b+ 2) — df (z0 + 2) — d® f (o) (h) =
= [df (wo + b + 2) = df (z0) — d*F (o) (h + 2)] = [df (zo + 2) — df (o) — d* f(0) (2)]
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esitlizini elde ederiz. Bu esitlik ve (4)’ten, VA, z € B icin
[AFA(2)]] = lldf (o + b + 2) — df (w0 + 2) — 2 (o) (R)]| =
= || [df (@0 +h + 2) — df (o) — & f(wo) (h + 2)] ~
~[df (z0 + 2) — df (z0) — d*F(x0) (2)]] <
< [df (0 + b+ 2) — df (w0) — & f(zo)(h + 2)I| +
ldf (2o + 2) — df (z0) ~ d*F (o) (2)]] <
< ellh+ 2l| + =llzll < elllh + 21|+ 1]l < <Al + {121 + 1|<]] <
< [k, 2 + 1. 2]+ 1R, 2] < 3eli(h, 2]

olwr. O zaman buradan, (5)'ten ve Onerme 2.1 ortalama deger esitsizliginden.

Vh.z € B icin
IG(h, )| = [|Fa(z) = Fa(0)]| < 3ef(h, 2)]] - [12]] < 3zi(h. 2)I?
oldugu elde edilir. Buradan, ¢ > 0 i¢in h,z € B, ||(h, z)}| # 0 iken
' II(h :)H
oldugu bulunur ve dolayisiyla, (3)'nin dogrulugu kanitlanmis olur.

Simdi 6nermenin ispatim tamalayalim. ||(h, 2)|| = ||(z, h)]| oldugundan. (3) den.

(z,h) — (0,0) iken
RACIONN (6)

oldugu bulunur.

olsun. (2)’den

oldugu aciktir O halde, buradan, (3) ve (6)’dan, (h,z) — (0,0) iken.




oldugu elde ediler. V(h,z) # (0,0) alalim ve sabitleyelim. O halde (7)'ten, R'de

t — 0 iken

H(th,tz) .
@k )| ®)

oldugu bulunur. Ote yandan, sifira yeterli yakin keyfi ¢ > 0’lar igin

H(th,tz)  H(h,z)
1(th )2 1I(h, 2)]2

H(h,z ' .
oldugundan, (8)’ten H(}S e I) = 0ve H(h,z) =0, yani d*f(z0)(h, z) = d*f(z0)(z. h)
oldugu elde edilir. (A, ) (0,0) keyfi sabitlenmis oldugundan. 6nerme kanitlanmis

olur. m _
Simdi varsayalim ki » > 3 olsun. L(X,L(X,...,L(X.,Y))) uzaymu. yani X"

uzayvindan Y uzayina, siirekli multilineer fouksiyonlar uzayun kisaca L.(X.Y) ile

gosterece@iz. Bundan dolayr Y ‘nin 6gesi olarak, (... ((d"f(zo)h1)hs) ... )k, ile.

X" nin (hy, ho. hs, ..., h,) dgesinin siirekli bir multilineer déniisiim altixdaki gorii-

tilsiini gosterecegiz. O halde,
d" f(l())(hly h>7h3~ s 7h7‘) = ( - ((drf(x())hl)hl?) T )h'T‘

esitligi gecerlidir.

Yardimci Teorem 5.13 r > 2 olmak dizere f fonksiyonu. xy noktasinda r kez

Frechet tirevienebilir ise, her z1, zy, Z3,...,Zr_1 1€iN,
r— d"7 () (21, 29. 235 ooy Zre1)
fonksiyonuda xq noktasinda Frechet tirevlenebilir ve tirev doniugimii
h — d’"f(xo)(h, 21,232,283y -+ 2.’7-_1)
olur.
Kanit. z;, 23, 23,...,2.-1 € X olsun. F € L,_1(X,Y) i¢in
w(F) = F(z1,22,23, -+ , Zr—1)

o3




olmak tizere, w : L,_1(X,Y) — Y doniigiimiinii tammlayalim. O zaman verilen
doniistim, w o d"~'f dontisiimi olur. w dogrusal ve siirekli oldugundan. Sonug
1.21(i)’den, w o d"~! f doniigiimii, zo noktasinda Frechet tiirevlenebilir ve Frechet
tlirevi w o d" f(zp) olur. Yani, z — d" ' f(x)(21, 22, 23, ..., Zp—1 ) dOniigiimiiniin

noktasindaki Frechet tiirevi
h — w(d’"f(xo)h) = drf(l‘o)(h, kl, Cee kr—l)
doniistimiidiir. =

Onerme 5.14 f : AC X — Y déntsimi o € A noktasinda r kez Frechet
tiirevlenebilir  olsun. Bu durumda d"f(x) dontgimi simetriktir. Yana.
o o= (0(1),0(2),0'(3)‘,...,(7(7“)), 1,2,3,..,7  saylarmmin bir permutasyonu ise.

Vhl. }Iw_). h,;;. ce ,hr e X zg’m

& F(20) (Pai1ys P2

\l_\//
>
A
=
=
Q
3
o
Q
S~y
/.\
5
(=}
S
—
Pl
=
>
)
=+
o
o>
3
h——
—_
O
S

“
4

egitlig gecerlidir.
Kanit. Bu onermeyi r tizerinde tiimevarim kullanarak ispatlavalim. r = 2 i¢in

d* f(x0) (1, h2) = & f(zo)(ha, h1)

oldugu énerme 5.12'nin sonucudur. Onermenin, f: A C X — Y dontgiunii x, € 4
noktasmda r — 1 kez (r > 3) Frechet tiirevlenebilir iken (r > 3) dogru oldugunu
kabul edelim ve f : A C X — Y doniisiimii zg € A noktasinda r kez Frechet
tirevienebilir iken dogru oldugunu kanitlayalim.

f:AC X — Y dbniigiimii zg € A noktasinda r — 1 kez Frechet tiirevlenebilir

oldugundan. Yardimer Teorem 5.13'den
Uz —d2f(z)(hs; ha,... R
doniisiimii zy € X noktasinda iki kez Frechet tiirevlenebilirdir ve ikinci tiirevi

(hl, hz) — drf(l'o)(hl, hz, h3 R ,h,,,) ‘
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"dir. Onerine 5.12°den

([rf(.l'o)(hg, hl, h3, h4. ce ,hr) = drf(l‘o)(hl,h-_)_, h;;,, . ,h.,)

esitligi vardir. f doniisiimii, zg noktasmun bir V' komgulugunda (r — 1)—kez Frechet
titrevlenebilir oldugundan ve varsayimdan 7 = (7(2),7(3), ..., 7(r)), 2.3, 4,....7

sayllarnun bir permutasyonu olmak tizere, her ho, hs, ..., h, € X i¢in

& (@) (Beg)e heays- - s Bogry) = &7 (@) (Roe By, LRy

olur. Yine, Yardungi Teorem 5.13'den, Vh; € X icin

de(.l‘o)(hl, h,T(Q), hr(g), h-,-(4)...h7—(,.)) = drf(.‘Z‘o)(hrl, hg. h;;...hr)

oldugu elde edilir. Bby‘fece, (9) esitliginin,

(a) o permutasyonunda sadece 1 ve 2 degistirildiginde;

(b) & permutasyonu 1 'yi sabit tutarsa saglanir.

Her o tiirii permutasyon, (a) ve (b) tipi permutasyonlarin ¢arpii oldugundan.
(9) esitligi her o icin saglamr. Boylece kamit biter. m

R™ uzaymn dogal baz vektorlerini e, es, es,... e, ile gosterelim. Yani,
e; =(1,0,..,0), e;=(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0.1)

Onerme 5.15 n > 2 bir dojal sayr olmak tizere A C R* ve f : A C R — Y
doniiytimi xy € A noktasinda r kez Frechet tirevlenebilir olsun. i = 1,2.3.....1
w1 < g < noolmak dizere jyi, ja, J3,.. ., jr tamsaylar verilsin. DBu durumda

D; D;,D;, ...D;, f(ry) kismi tirevi vardir ve
D; D;, Dj, ... Dj, f(xo) = & f(zo0)(€),, €jo- €43 - - - 1 €5.)-

Kamit. r = 1 i¢in onerme 4.1'den, D;f(xo) = df(zo)(e;), (j = 1,2,3...n)
egitligi dogrudur. Yani, 6nerme, r = 1 icin dogrudur. Kabul edelim ki, 1 <
k < r pozitif tamsayisi icin 6nerme dogrudur. Onermeyi, & + 1 icin dogrulayalim.

Varsayundan dolay, f doniisiimii, zo noktasinda k+1-—kez Frechet tiirevlenebilirdir.
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O halde, f dontigiimii, zo noktasimn acik bir V' komsulugunda &£—kez Frechet tiirev-
lenebilirdir.  jy, jo. j3.... ,Jjx tamsayilar 1 ile n arasinda olsun. Bu durumda, f
doniistimii, ry noktasinin acik bir V' komsulugunda k—kez Frechet tiirevlenebilir
oldugundan, varsayimdan dolayi, her x € V kiimesinden alinan her z 6gesi i¢in
D, D;, Dj,....,Dj f(x) kism tiirevi vardir ve

Dj1 .Dj'z Dj37 s D]kf('r) = dkf(r)(ejw €j21 Ejas - - ’ejk:)
olur. 1 < j < nolsun. f déniistimii, z¢o noktasinda & + 1—kez Frechet tiirevlenebilir

oldngundan. buradan

.

. J
D;(Dj,Dj,Dy,. ..., Dj, f(x0)) = [EE (D, D3, Dys, - ..., Dy, f{zg +t‘-’1))} =
t=()

vd .
— l:-(ﬁdkf(.[o + tej)(ejn €ias Cjgs v s ej;-.)}
’ t=0

. €5, ) dontistimi zo € A noktasimda Frechet tirev-

olar. @ — d¥f(z)(e;,, €jsr € - -

lenebilir oldugundan, Yardimer Teorem 5.13'den ve Sonug 1.21(¢#4) den. tiirev donii-

slimil

i

h — d’““f(xo)(h,ej17 €jas €jgs--r 1€4)

olur. ¢ — xp + te; donlisiimiiniin 0 noktasinda tiirevi e; oldugundan,

d , '
—d* fzo +te;)(ej,, €, €5 e5) | =d T f(zo)(ej. €5, €5ss €hpe et E5,)

dt o
elde edilir. O zaman
DijleQng, ey .Djrf(.'r()) = Dj (Dlej‘szsf Djrf(IO)) =
= dk+1f($0)(ej7 €515 €has Cliga- .- aejk)

oldugu bulunur. Boylece kamit tamamlanmig olur. =

Sonug 5.16 (i) hy = (hii, hai, Rgis .. hys) € R® (3 = 1,2.....1) olmak dizere.

onerme 5.15%n hipotezi altinda

(o) (he. ha oo he) =3 hjihihiss, oo hye Dy Dy Dy .. Dy, f ()
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esitligi gecerlidir. Burada esitligin sagindaki toplam, birbirinden farkl tim siraly
(J1s J2, J34--- s Jr) T—lileri Gzerinden alinmaktadir. (i = 1,2,3,...,7) Bu surals her

1<r<riwgml<yj <n

Sonuc¢ 5.17 (ii) Onerme 5.15%in  wvarsaywma  altinda, (1,2,3,....7)'nin  her

(J1s J2, J3s--- s Jr) ve (k1, ko, k3, ..., k) permutasyonlar i¢in
Dkl Dk-g Dk‘g; v ,Dkrf(l’o) = Djl Dj2 Dj37 ca ,Djrf(l'o)
esitligi gegerlidar.

Onerme 5.18 n > 2 olmak iizere f:ACR =Y bir donigim ve r > 2 bir tam-

sayr olsun. Bu durumda f déndgimiinin, to € A noktasinda r—kez tirevlencbilir
P

olmast i¢in gerek ve yeter kosul, f donisiminin (r — 2) inci mertebeden tim kismi

tirevierinim. xy noktaswan bir Vo komsulugunda Frechet tirevlenebilir olmasi ve V

kiimesinde tanamb (r =~ 1)—inci mertebeden tim kismi tirevierin, xy noktasinda

Frechet tirevlenebilir olmasidar.

“t
Kanit. n > 2 olnak iizere f : A C R® — Y bir doniistin. r > 2 bir tam-
savi. f doniiglimiinig, xg € A noktasinda r—kez tiirevienebilir olsin. O zaman
Yardungt Teorem 5.13 ve Onerme 5.15’den. z noktasmm bir V' komgulugunda f
doniigtiniiniin (r — 2) inci mertebeden tiim kismi tiirevleri Frechet tiirevlenebilirdir
ve V' kiumesinde tanunh (r — 1)—inci mertebeden tiim kismi tiirevler, xy noktasinda
Frechet tiirevlenebilirdir.

- Simdi, zo noktasmn bir V' komsulugunda f doniisiimiiniin (r — 2) inci mer-
tebeden tiun kismi tiirevleri Frechet tiirevlenebilir ve V' kiimesinde tanunli (r —
1)—inci mertebeden tiim kismi tiirevler, zg noktasinda Frechet tiirevlenebilir olsun.
f donitigtimiiniin, zo € A noktasinda r—kez tiirevlenebilir oldugunu gésterelim.

7 = 2 icin kanmit yapalim. Genel durum benzer gekilde yapilir. f doniigiimiiniin

zo noktasmun bir V komsulugunda tiirevlenebilir ve birinci mertebeden

Dif, Dof, Dsf,...,D,f
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kistni titrevlerin zo noktasinda tiirevlenebilir oldugunu varsayalin. Onerme 4.1 den,
D\f, D,f, Dsif,...,D,f doéniistimleri, V komsulugunda tanunhdir ve her z € V
icin D, f(z) =df(z)e;, (j=1,2,...,n), olur. O zaman, her j =1, 2,... . icin
r — df(z)e; doniistimiiniin zo noktasmda tiirevlenebilir oldugu bulunur. Simdi.
x — df (z) doéniistimiiniin zo noktasinda tiirevlenebilir oldugunu kamtlayalim.

e > 0alahm. Her j =1,2,... ,n i¢in z — df(z)e; doniisiimii xo noktasmda

tiirevlenebilir oldugundan, ||A]| < §; iken

[ldf (zo + R)(e;) — df (zo)(e;) — T;(R)[| < e[|R||
olacak b1g1mdeT e L(R", ‘ Y)ved; > Osayistvardir. Agiktirki, z = (21, 22.... ,2,) €
R icin z = Z se; olur. O halde, df (zg + h)(-) ve df(zo)(-) doniistunleri dogrusal

olduklanndan HhH <min{6;:j=1,2,..n} icin

n

df (z0 + h)(2) — df (x0)(2) = Y _ z;T;(h
Jj=1

n

= 11> =ldf (z0 + h)(e;) — df (z0)(e;) — T;(R)

=1

< =flAl Z ]zjl <czllhl] -1zl - nl/2

<

egitsizligi goriiliir. (h,z) — Y z;T;(h) donisimi bilineer ve siirekli oldugundan.
onerme 5.11°den 2 — df(r) dontislimiiniin zp noktasmda tiirevlenebilir oldugu.
dolavisivla f doniigiuniiniin zy noktasinda iki kez Frechet tiirevlenebilir oldugu

goriiliv. m

Onerme 5.19 n > 2 olmak tizere A C R" actk kime, f : A C ™ — Y bir

dondgim. p,r tamsalar ve 0 < p < r olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir.

~

. f déndstimi, A kimesi tzerinde C™ sinifindandr.

"

2. dPf domdgima, A kimesi dzerinde C™P sinyfindandir.

3. [ dondigiminin r—inci mertebeden tim kismi tirevlers, A kiimesi dzerinde

streklidir.
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4. [ donisiimiinin p-inct mertebeden tim kisma tirevleri, A kimesi Gzerinde

C™P sunufindandr.

Kamit. (1) <= (2) denkligi, d" f = d"P(dP f) esitliginden bulunur.

(1) = (3) onerme 5.15’in sonucudur.

(3) = (1) oldugunu kanmtlayahm. (3) dogru olsun. O zaman, f doniigiuniiniin
r—inci mertebeden tiim kismi tiirevleri, A kiimesi tizerinde siirekli oldugundan, On-
erme 4.3'den, f doniigiimiiniin (r—1)—inci mertebeden tiim kismi tiirevleri, A kiimesi
lizerinde tiirevlenebilir ve bundan dolay1 A kiimesi {izerinde siirekli olur. Yine. on-
erme 4.3’den, f doniistimiintn (r —2)—inci mertebeden kismi tiirevleri A kiunesinde
tiivevlenebilirdir. O halde, Onerme 5.18'den,  — d" f(z) doniigiini A {izerinde
tammbidir, yani keyfi z*€ A i¢in f dontistimiiniin r-inci mertebeden Frechet tiwevi

ardir.  Ek olarak., Sonu¢ 5.16(¢)'den, d”f doniisiimii, A kiimesi iizerinde siivekli.
dolayisiyla f fonksiyonu A tizerinde C™ siifindan olur.

| (3) = (4) oldugunu kanitlayalim. (3) dogru olsun, yani f déniistimiintin r—inci
mertebeden tiim kismi tiirevleri, A kiimesi tizerinde siirekli olsun. O zaman. f
ddlltigiimiilli.in p—inci mertebeden tiim kismi tiirevlerinin r — p. mertebeden kisini
tiirevleri, A kiimesi tizerinde siirekli olur. Bu durumda, (3) = (1)’den, f déniisiimiiniin
A kiimesi iizerinde p-inci mertebeden kismi tiim tiirevlerinin C™? smifindan oldugu
bulunur.

(4) = (3) oldugunu kamtlayalim. (4) dogru olsun, yani f donisiuniinin p-
inci mertebeden tiim kismi tiirevleri, A kiimesi {izerinde C™? simifindan olsun. Bu
durumnda. (1) = (3)'den, f dénigiimiiniin p—inci mertebeden kisim tiirevierinin. (r—
p)—inci mertebeden kisini tiirevleri siireklidir, dolayisiyla, f doniistimiiniin r—inci

mertebeden tiim kisini tirevleri, A kiimesi tizerinde stirekli olur. =
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ALISTIRMALAR

Ornek 5.20 f : ®2 — R, f(z,y) = zcosy + y?cosz fonksiyonu veilsin. R
tzerinde DDy f(z,y) = DaDy f(z,y) oldugunu gérelim.

D.f = cosy—y’sinz

D:D,f = —siny—2ysinz
ve
Dyf = —xsiny+2ycosz
. D1Dyf = —siny—2ysinx

oldugundan. DDy f(x,y) = DaD f(z,y) oldugu gorilir.

"
Ornek 5.21 f : R — R, f(z,y,2) = ze¥ + (z — z)cosy + zsinx  diniigiimi
verdiyor.  Buna gore f'7 nin ikinci mertebeden tirevierinin (0.0,0) noktasindaki
degering bulunuz.

Dif(r,y,2) = e’ —cosy+zcoszx

Dyf(z,y,z) = ze¥+ (z—z)siny

Dsf(z,y,z) = cosy-+sinz

ve

DD f(z,y.z) = —zsinz, DDy f(z,y,z) =¥ +siny,
Dy D;f(z,y,z) = cosz, DyD; f(z,y, z) = siny,
DsDyf(z,y,z) = xe¥ + (x — z) cosy, DyDsf(z,y,z) = —siny,
DyD,f(x,y,z) =cosz, D3Dyf(z,y,z)=—siny, D3D3f(z,y.z)=0
bulunur. Buradan
DD, f(0,0,0) =0, D;D1f(0,0,0) =0, f3:(0,0,0)=1.
D1Dyf(0,0,0) =1, DyD>f(0,0,0) =0, f£32(0,0,0)=0.
DD;f(0,0,0) =1, D;D3f(0,0,0) =0, f33(0,0,0)=0.

oldugu elde edilir.
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6 FRECHET TUREVLENEBILEN
FONKSIYONLAR ICIN TAYLOR TEOREMI

Bu bsliimde, Frechet tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in Taylor teoremini inceleyeceyiz.

Yardimci Teorem 6.1 zp,h € X alalim. f: AC X — Y fonksiyonu verisin. t €
R, (ro+th) € A olmak tzere, ¢ : & — Y, W(t) = f(zo+th) seklinde v fonksiyonu

tanvmlayalim. Eger f fonksiyonu tg € R olmak tzere zo = xy + toh noktasinda r-kez

tirevlencbilir vse, ¥ fonksiyonunun to noktasinda r-inci tirevi:vardir ve

d"p(to) = d’ f(z0)(R)"

olur. Burada (h)", X" = X x X x ... x X uzayinda her bir koordinat: h olan bir

noktadir.

Kanit. Teoremi. tiimevarim yontemi ile ispatlayalim. r = 1 olsun. 3 : R — A,
S(1) = g + th doniigtimiinil tammlayalim. Bu durumda ' = (f o ) vazilabiliv. O

halde. zy = g +toh, ¢'(t0) = h oldugundan: Sonug 1.21(7ii) den

U (to) = (f 00 (to) = f (io(t0)) o & (to) =
= df (2o + toh) (k) = df (20) (h)

oldugu elde edilir. Boylece, r =1 icin teoremin dogru oldugunu kamtladik.

Simdi, 1 <k < ri¢in teoremin dogru oldugunu kabul edip, (k4 1) icin de dogru
oldugunu gormeliyiz. f fonksiyonu zg noktasinda (k + 1) kez Frechet tiirevlenebilir
olsun. Bu durumda f fonksiyonu, keyfi ¢ € E icin xp + th noktalarinda k-kez
tiirevlenebir olacak bicimde g noktasinin R icinde bir £ komsgulugu vardir.

Teorem & icin dogru oldugundan, keyfi ¢ € E i¢in ) (t) var ve

d*y(t) = d" f(2)(h)*
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olur. Burada z = zo + th, t € E. d*(-) fonksiyonunun E kiimesi iizerinde kisit-

lamgt, z — d¥f(z)(h)* vet — xg +th fonksiyonlarimn bileskesidir.

d : ACX =Y, &) =d"f(z)(h)",
' : ECR—ACX, I{t)=x0+th

olarak tammlarsak, Vi € F igin, d*¥(t) = (® o I')(¢) esitligi gecerlidir. Aciktir
ki, I'(tg) = h. Yardimer Teorem 5.13’den, ® fonksiyonu, zg = z¢ + fph noktasinda
tirevlenebilirdir ve tirevi s — d**1f(20)(s, A, h, ..., h) déniistimiidiir. O halde, Sonug

1.21(441) den,

d® Dy (to) = [d (¥ (1))],_, = d((2oT) (=
= d(®(T(t)) 0 d(T(to)) = d** f(20)(h, b, b, ..., B) = dFF2f(z)(h)FT?

esitligi gerceklenir. Boylece, Onerme kanitlandi. m

Onerme 6.2 (Taylor Teoremi) f : A C X — Y fonksiyonu xo € A noktasinda r

kez Frechet tiirevlenebilir olsun. O zaman, X i¢inde h — 0 tken

Flao + 1) = Flao) + df () (1) + 5 F(z) () . o () (B + ol |11
W

esitligi gecerlidir.

Kamt. f fonksiyonu zy noktasinda r-kez Frechet tiirevlenebilir oldugundan.
keyfi . € B(xg,n) icgin, f fonksiyonunun z noktasinda (r — 1) kez tiirevlenebilir
olacagy bi¢imde xq merkezli n yaricaph acik bir B(zg,n) = {z € X : ||z — x| < 7}
vivary vardir b # 0 ve 29 + h € B(zg,7) olsun. O halde, V¢t € [0,1] icin @g + th €
B(xy.n) olur.

vt € [0,1] i¢in ¥(t) = f(zo + th) olmak iizere ¥ : [0,1] — Y fouksiyonunu
tanunlayalun. V¢ € [0,1] i¢in zo + th € B oldugundan, v (-) fonksiyonunun tamm
kiumesi [0, 1] kapall araligim icerir. Bu durumda, Yardimer Teorem 6.1'den, [0, 1]
arahigimn her noktasinda () fonksiyonunun (r — 1)-inci tirevi vardir ve keyfi ¢ €

[0,1] icin
() = &7 fzo + t)(AY
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olur. t = 0 noktasinda ise, ¥(-) fornksiyonunun r-inci tiirevi vardir. () fonksiyonu
[0.1] arabgmda keyfi 1 < k < r — l-inci mertebeden tiirevlenebilir ve keyfi ¢ € [0, 1]
vel <k <r—1Lligin d*¥(t) = d*f(zo+th)(h)* oldugundan, Onerme 2.1 ortalama

deger teoremninden,

Pl f(zo + h) = f(@o) = df (20) (k) = .. — = flz) (Y]] < )

d" ! fxo + ER)(R)" ™ — d7 f(xo) (h)*
3

olacak bicimde £ € (0,1) vardir. f fonksiyonu zg noktasinda r kez Frechet tiirevlene-

<

—d'f(zo)(h)

bilir oldugundan, verilen € > 0 i¢in, ||z]] < é iken

"™ f (o + 2) — "7 f(=o) — " f(zo)(2)]] <

(n

olacak bicimde é € (0,7) sayis1 vardir. esitsizligl saglanir. Buradan. ||h]] < é iken

(2) esitsizliginin sag tarafi icin

‘ d"  fzg + ER)(R)" ™ — d"7 f (o) (R)
3

oldugu elde edilir. Bu iise (1)’in dogru olmmas: demektir. m

—d" f(zo)(h)"

<e |l

Onerme 6.3 p >0, f fonksiyonu X uzaywnan bir alt kimesinden Y wzayma taniml
bir fonksiyon, xo € X ve xg + h € X noktalarina birlestiren kapalr dogru pargasi S
olsun. Ek olarak, f fonksiyonu S kimesinin her noktasinda (r — 1) kez Frechet
tiirevienebilir, S kiimesinin hemen hemen her noktasumda ise r - kez Frechet tircv-

lenebilir olsun. Bu durumda saydamaz ¢oklukta ¢ € [0,1] igin

1o+ 1) = flan) = df () () = P ()2 = . = e flan) (1) <

(r—1)!
(1—¢)?

< e £+ Cr) (R |

esitsizligi gecerlidir.

Kanit. Bu 6nermenin ispati, Onerme 6.2'nin ispatimndaki (6.2) esitsizliginden

clde ediliv. =

68




Tanim 6.4 f: A C X — R fonksiyonu ve xg € A noktas: verilsin. xy noktasinm
X uzay igindeki bir komsuluguna V diyelim. Eder Vx € ANV dgin f(xy) < f(2)

esitsizligi saglanwyorsa, bu xg € A noktasina f fonksiyonunun yerel minimum noktas
denir. Ege'r Ve € ANV igin f(zg) < flx) esitsizligi saglanworsa, bu 9 € A

noktasina f fonksiyonunun kesin yerel minimum noktas: denair.

Tanim 6.5 f: A C X — R fonksiyonu ve zo € A noktasr verilsin. xy noktasmin
X wzayendaki bir komgulugu V' olsun. EgerVr € ANV idgin f(x) < f(xo). egitsizligi
saglanwyorsa. bu zo € A noktasina f fonksiyonunun yerel maximum noktast denir.
EgerVae € ANV igin f(x) < f(zo) seklinde ise, xo € A noktasina f fonksiyonunun

kesin. yerel maximum noktasy denir.

Onerme 6.6 f: AC X — R fonksiyonu verilsin. xg € A noktasy f fonksiyonunun
yerel manimum noktasy ve f fonksiyonu ro noktasinda Frechet tirevienebilir olsun.
Bu dwrumda df (xo) = 0 olur. Ek olarak ejer f fonksiyonunun xy noktasinda iki

kez Frechet tirevienebilir ise Vh € X igin d*f(zo)(h)? > 0 'dir. &

Kanit. Ounermenin ilk kistmm ispatlamak i¢in, olmayana ergi metodunu kul-
lanalim. df (xg)h. # 0 olacak bicimde bir A, € X oldugunu varsayalun. r, € A.
A agk kiune oldugundan, keyfi ¢t € [—6,6] i¢in zp + th. € A olacak bicimde
& > 0 sayws1 vardir. y(-) : [=6,6] — R fonksiyonunu, y(t) = f(ro + th.) sek-
linde tammlayalim. Aciktir ki, ¢ = 0 noktas1 y fonksiyonunun yerel miniinum nok-
tasidir. y(-) : [=6,6] — R fonksiyonu (-4, ) araliginda tiirevlenebilir oldugundan. -
y'(0) = 0 olur. Ote yandan, 4/(0) = df(zo)h. oldugundan. varsayimdan dolayi
Yy’ (0) = df(zo)h. # 0. Elde ettigimiz celiski, varsayimimzin dogru olmadigm gos-
terir, yani, df (xg) = 0.

Sindi teoremin ikinci kismim ispatlayalim. Ek olarak, f fonksiyonu rp nok-
tasinda iki kez Frechet tiirevlenebilir oldugunu varsayalim. =z, € A noktasi f
fonksiyonunun yerel minimum noktas: oldugundan, Onermenin birinci kisnundan,
df (xy) = 0 olur. Aksini, yani VA € X icin d%f(zo)(h)* > 0 olmadigim varsayalum.

O zaman, d* f(zy)(h.)? = —a olacak bicimde A, € X ve @ > 0 vardir. Bu durumda,
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Taylor teoreminden, R iginde £ — 0 iken
1, )
flao +the) = f(w) — 57+ oft)

olur. t — f(zo + th.) doniisimii ¢ = 0 noktasinda siirekli, & > 0 oldugundan,
buradan, yeteri kadar kii¢iik ve sifirdan farkli her ¢ gercel sayisi icin f(zo + th) <
f(zo) oldugu bulunur. Bu durum, zo noktasinin f fonksiyonunun bir yerel minimum
olmasi ile ¢elisir. Boylece, Onerme ispatland:. m

Zg € A noktasmm f fonksiyonunun yerel minimum noktasi olmasi i¢in, VA € X

icin d2f(z9)(h)? > 0 olmas: yeterli degil. Bu dégrtlltuda 6.7 pnermeyi verelim.

Onerme 6.7 f : A C X — R fonksiyonu o € A noktasinda iki kez Frechet

tirevienebilir ve d f(xq) = 0 olsun. Ayrica Vh € X ve ¢ > 0 sayst igin
& f(zo)(h)* > - ||

esitsizligi saglansin. Bu durumda xo noktast | fonksiyonunun kesin yerel minimum

noktasider.

Kanit. Taylor teoreminden,

1 : 2
flao + h).= f(zo) + 5d*f(x0)h® + o(||RI*) =
1 . A 0,1
> f(z0) + Sellal* + o(l[Al[*) > f(zo) + IIAII*(5e + o(1)
oldugu bulunur. ¢ > 0 oldugundan, buradan, keyfi h € B, = {z € X : ||x]| < i},

h # 0, i¢cin f(zg+ h) > f(zo) olacak bicimde 7 > 0 sayist vardir. Bu ise. xg

noktasmumn f fonksiyonunun kesin yerel minimum noktast olmasi demektir. m

Sonug 6.8 X sonlu boyutlu bir uzay, f : A C X — R fonksiyonu xy € A nok-
tasmnda iki kez Frechet tiirevlenebilir, df (z0) = 0 ve Yh € X\{0} igin d*f(zo)(h)* >

0 olsun. Bu durumda xo noktast f fonksiyonunun yerel minimum noktasidir.

Kamt. S = {z € X : ||z|| = 1}, yani S kiimesi birim kiire olsun. Bu duruinda,

sonlu boyutlu X uzaymda S kiimesi kompakt kiimedir. z — d?f(z,)(z)? doniistimii
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stirekli oldugundan, S kiimesi iizerinde alttan simirhdir ve infimum degerini alir. O

halde, Vh € X\{0} igin d?f(zo)(R)? > 0 oldugundan, Vh € S igin
d*f(zo)(R)? > ¢ >0

olacak bi¢imde ¢ > 0 vardir.olsun. Keyfi h € X\{0} alalim ve sabitleyelim. 2 = H_}fiﬁ

olsun. O zaman z € S ve

@ f(zo)(h)* = |h]|*d* f (o) (2)* 2 c - |IRlf*

1

oldugu buluuur. O halde, Onermé 6.7’der|1, g hoktasmm if fonksiyonunun verel
minimum noktas: oldugu gortitir. =

X = R" ise, sonuc 5.16(i)"den7 Vh € X\{0} igin df(zo)(h)? > 0 olmasi i¢in
gerekli ve veterli kogul, VA € ™\ {0} icin

> " hih;DiD; f(x0) > 0

J=1
bt
olmasidir.
Ornek 6.9 R* uzayinda Klasik ic carpem tamymlanmag olsun. 2z — 2y — z = 5 dii-

zlemande olan ve (1,1,1) noktasina en yakin olan noktanin koordinatlarin bulunuz.

Sorunun ¢ézimine baslamadan énce,
d: R - R, dz.y.z)=(z—1)2+y—-1)7+(z-1)>

déndigimiind tanymlayalim. Bu durumda 2x — 2y — z = 5 yan kosulu altinda. d(-)
dondigiimiinin minimumunu bulmalypz. Ayrica, d : R — R fonksiyonu. verilen
noktadan. kapale kiimeye uzaklik fonksiyonu oldugundan dolayr, geometri bilgilerim-
izden, F donidgimidndn mintmuma sahip oldugunu biliyoruz.

: 2z — 2y — 2= 5 duzleminde herhangi bir nokta (z,y,2x — 2y — 5) geklinde tek

olarak belirlidir. O zaman,

F:R =R, Flz,y)=(z—17+(y— 1)+ (2 -2 —0)
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démniigtiminiin minimum degerini bulmalupz. R? tzerinde F déoniisiimii C™ sumufin-

dandwr. Bundan dolayn,

oF OF
[DFiay)] = (5; a—y>

=2z —-1)+42z-2y—6), 2y—1)—4(2x —2y—6)) =

= (10z — 8y — 26, 10y — 8z + 22),

9 10 10 5
[D°Faepl=1{" ' o
-8 —8 Jo:: "004 (n'b“) z RO 40y

| =40y

oldugu bulunur. [DF;.] = 0 denklemini ¢ozersek,

10r =8y —26=0, 10z—-8y=26, bHxr—4y=13

10y —8r+22=0, 10y—-8xr=-22, 5Hy—4r=-11

ve Yy = —% r = % olarak bulunur. R? tzerinde D*F(z,y) pozitif tanvml oldugun-

Wi~

dan. (%.—%) noktasinn kesin yerel minimum nokta oldugu gorilir. Bu nokta F
doniigtmi igin mutlak minimum noktasidir.

Son olarak, z = 2x — 2y — 5 egitliginden, z “yi ¢ézelim. O halde z = 2 - i;

2. (—%) -5 = —% bulunur. Boylece, 2x — 2y — z = 5 duzleminde olan ve (1.1,1)

7

. 9 ve eep e
noktasina en yokin olan noktanin koordinatlarinn, (g, —%, ——..=) oldugu goriliir.

3

Ornek 6.10 F:R2 = R, F(x,y) = ze®™ fonksiyonunun, (1,1) noktasinda ikinci

basamaktan Taylor agilvmini yazimz.

Flry) = F(1,1) + [—2—5(1, 1)(z — 1)+ %(1, 1)(y —1)] + %[gj:(l (e — 1) +
2 DL = D= 1)+ SH0 D - D+ o (@ =1+ (1 - 1)
yazilabilir.

fl,l)=1-e=e,
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Of _ = Ty _ w  Of =2
ap ¢ Taye = (1 + zy)e™, 8;1:(1’1)——“6
g]yf 2%V g—;(l, 1) =e,
&f i

= (2 )Y =
= @urad)e, 2L =s

Pf 5., O f

= g°et 1.1) = )

ay'_ e, a y_)_( ’ ) €
&1 R

— (2z + 2%y)e™ 1,1y =3
29y (2z + 27y)e™, amay( )

oldugundan,

flzy) =e+2e(z—1) +e(y—1)] + 51"[36(1‘ —1)*+

ez -1y -D+ely-1)%+o(z—-1)2+ (y—1)?) ,,

esitligi gecerlidir.
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7 TERS FONKSIiYON TEOREMI

f:AC X — Y fonksiyonu g € A noktasinda Frechet tiirevlenebilir olsun. Bu

duruinda Vr € X i¢in

y(z) = f(z0) + df (zo)(z — z0) (1)

olarak tammlanan y : X — Y fonksiyonu, zo noktasmm bir komsulugunda, f
fouksivonuna dogrusal anlamda yaklasmamiz: saglar. Eger c{f (ry) € LH(X.Y) ise
(1) ile tanunlanan y : X — Y fonksiyonu X'den Y’ ye“homemorﬁi-ll11.a<,111‘. Dogal
olarak bu nbktada aklimiza su soru gelmektedir. f fonksiyonunu gy noktasnun bir V
komguluguna kisitlarsak, bu kisitlanmus fonksiyon V kiimesinden f (V) kinnesine bir
homemorfizma tanmmlar mi? Bu sorunun cevabi genelde olumsuzdur. Fakat X ve Y’
uzaylar: tam uzaylar, f fonksiyonu gy noktasinin bir komsulugunda tiirevlenebilen
fonksivon ve df doniisiimii zy noktasinda siirekli ise bu soruya olumlu bir yamt

verebiliriz.

Yardimci Teorem 7.1 X ve Y Banach uzay olsunlar. T € LH(X.Y). M =
T, 2 € (0,1), A C X kitmesi X uzayinda agik bir kilme olsun. f: AC X — Y

fonksiyonu, Vr,z' € A i¢cin

1f(z) = f(z') = T(z = 2| < 37llz — & (2)

egitsizligini saglaswn. Bu durumda, f fonksiyonu A kiimesinden f(A) kiimesine
homeomofizmadir ve f(A) kiimesi Y uzay i¢inde agiktir. EE olarak A = X ise,

flA)=f(X)=Y olur
Kanit. Vz € X i¢in

HT»Z[U <|IT()I| < |IT)] - 1lz]

oldugundan, Vi, 2" € A icin, (2)'den dolay1

llz — ']

(1 - < Nif @) = SN < (IT1+ 5 ) llz =2/ 3)
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ositsizliglh dogrudur. Bu esitsizligin sag kismindan f fonksiyonunun stirekli oldugu,
sol kismndan ise f fonksiyonunun birebir ve f~! fonksiyonunun siirekli oldugu
gortiliir.  Dolaywisiyla f fonksiyonu A kiimesinden f(A) kiimesine drten bir home-
omorfizmadir.

f(A) kiunesinin Y uzay: icinde ac¢ik oldugunu kanitlamak i¢in f(A) kiunesinden

bir y, 6gesi alalun ve x, € A 6gesi i¢in f(z.) = y. olsun. Simdi.
C=B(r,a)={zeX:lr—z]<a}CA
D=S(y.a(l—=)/M)={yeY |ly—v) <a(l-=)/M}CY
olsin.  Aciktir ki. ¢, A'nin iginde, z, merkezli, yaricapt o olan kapali yvuvar. D.

Y nin i¢inde. y, merkezli. yaricapt (1 — ¢)/Af olan kapall yuvardir. y € D alalun

ve sabitleyelim. xr € C i¢in.
hx) =@ - T (f(z) - )
olmak fizere. A(-) : C — X dondsiuniing tannnlayalm.
flr.)=y.. y€D. z,—z=T'T(x,— 1)
oldugundan. (2)'den, keyfi x € C i¢in

[1h(e) = 2l = [Ty — v + flaa) = f(@)] = (2 — 2)|| =
= 1T [y — yu + fle) = fla) = T(ze = )]l =
=Ty = y) + T7H(f(2.) — fz) = Tz — 2))|| <

< Mty — ] + M%H;r —z]|<(1-2a+a<a

oldugu bulumur. Bu ice. h(x) € C olmasi demektir. Boylece, h(-) : C' — C olacak

bicimde doniigtuniindiir. (2)'den, ek olarak, keyfi z, 2" € C icin

1A(x) = ()] = [|[THf(2) = f(=)) - (&' = 2)|| =
= [T ) = flo) = T =) < [T (2) = f2) = TG - )] <

<M= le—d2 ==z -2

M
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oldugundan. A fonksiyonu biiziilme sabiti € € (0, 1) olan bir biiziilme déniigiuniidiir.

Boylece. h(-) : € — C olacak bicimde biiziilme déniisiimiidiir. O zaman, Banach-
Picard sabiit nokta teoreminden, h(x) = z olacak bicimde tek bir r € C' vardir.
O halde, h(-) doniisiimiintin tanimindan, h(z) = z ise, z = z — T }(f(2) — y) ve
buradan y = f(z) olur. Boylece, her sabitlenmis y € D icin, y = f(x) olacak
bi¢imde tek bir x € C oldugunu gordiikk. Bundan dolayr D C f(C) C f(A). yani.

S* (Y. (1 — 2) /M) C f(A)

. . K . . oot . . . . -
ohw. y,. € f(A) keyfi secilerek sabitlenmis oldugundan, f(A4) kiimesinin ¥ uzaymda

acik oldugu goriiliir. Eger A = X ise, o 'y1 yeterince biiyiik segersek, f(A) = Y

oldugu goriiliir. =

Sonug 7.2 X wve Y Banach wzaylar, T € LH(X,Y) ve M = ||T7Y| olsun. Ek
olurak. ||\S =T\ < 1/AI olucak bicimde S € L(X,Y) olsun. Bu durumda S €
LH(X.Y) ve

M
1—M|S—TJ)

EES )

esitsizligi gecerlidir,

Kamt. Yardmg Teorem 7.1'de. A = X, f = § aluwsak. T € LH(X.Y).
S € L{X,Y) oldugundan, keyfi z € X, 2’ € X i¢in

1S() - S(&').— T - )| =
=|S(x) = S(") = Sz —2Y+ (S -T)(z - 2] =
=[(S=T)x - LIS =T| - ||z — 2|

olur. = = M - ||S — T dersek. buradan, keyfi z € X, 2/ € X ic¢in

15(x) = S@') = T(z = 2| < 57

Iz — ]

oldugu bulumuw. O halde. Yardun¢: Teorem 7.1'den, S(X) =Y ve S € LH(X.,Y)

oldugu bulunur.
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Ote yandan, A = X, f = S iken, Yardimci Teorem 7.1°deki (3) estsizligi saglanir.
O zaman (3) esitsizligin sol tarafindan, keyfi z € X, 2’ € X icin
_:M< S(z) — Sz = I1S(z = 2N < ||S —
(1 =2)=—7— =I5() = S =18z =2 < IS} - fl= — ']
oldugu bulunur. Buradan, = = M - ||S — T} oldugundan,

1-M-|S—T]
M

st =

ve (4) esitsizliginin dogru oldugu elde edilir. m

‘ ! .
Sonug 7.3 X Banach uzay. L € L(X, X) ve ||L|| < 1 elsun. X uzayr dzerindeki
birim donigiim 1x olsun, yani keyfi v € X i¢in 1x(z) = z. Bu durwmda. 1, + L €
LH(X.X) olur ve
‘ 1

H(1x+ L)Y < I—_Tfl—!

IO+ =1+ L] < Tz

esitsizliklert gegerlidir.

Kanit. Eger Sonu¢ 7.2 'de X =Y, S=1x+ L, T = 1y alirsak. bu durumda
M=1loluwvel,+L € LH(X,X) oldugu ve (5) esitsizliginin saglandigi clde edilir.

(6) nin saglandigint kamtlayalin.

(Ix+L)(1x = L)=1x—-L? (L*=LolL)
oldugunda.
(Ix+ L)' —1x+L=(x+L) " lx — (1x = L?)]

olur. [[L?]] < [|L]]? oldugundan, buradan ve (5)’ten

[l + L) = 1x + L] = [|(1x + L) 1x — (1x — LI)|| <

<t + D72 < e+ D7 22 < o

oldugu elde edilir. =
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Yardimci Teorem 7.4 X,Y Banach uzaylar, H = LH(X,Y") olsun. Bu durumda,
H Kiimesi L(X,Y') uzay icinde agik kimedir. Ek olarak, efer H kiimesi bog kiimeden

farkl ve
I:H— LY,X), (T)=T"
doniigtimi ise. I doniigimi H dzerinde C* sinifindandir ve T € H i¢in JdI(T) :
| L(X.Y) — L(Y, )&) dontstimi
| dI(T)U)=-TtoUoT™?

t .

olur.

Kanmit. T € H alalim. Bu duruinda sonug 7.2°den,
1 1
B<T. > ={SeL(X,Y):HS—T||§——}CH
4] T4

olur. Bovlece. kevi T € H. bir ack komgulugu ile A kiimesinde olur. Bu ise.

HcC LY(X, Y') kiunesinin acik olmasi demektir.
Eger U e L(X.Y) ogesiicin T+ U € B (T, ﬂj—l,lﬁ) oluyorsa. o zaniz\'n
(T o Ul < IT7H] - IU]l < 1
olur. Buradan
lx+T 'olU € LH(X.X)
oldugu elde edilir.
(T+U) ' =T '+ T olUocT ' =
=(lx+T o) toT™ ! = T—‘l }T-l oUoT ™' =
=[(lx+T 1 olU) ~1x+T ' oU]oT!
oldugundan. (5) ‘den dolay1
(T+U) =T+ T olUoT™ _
=[x +T o) —1x + T o Ulo T <

1) o )?
=T - U]
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olur ve buradan 7 fonksiyonunun 7' “de diferansiyellenebilir ve
dI(T)(U)=-T'oUoT™

oldugu goriiliir. : /

Simdi V = L(X,Y) ve W = L(Y, X) ile gosterelim. Bu durumda,
G:W—WxW, GS) =(S,3)
seklinde ve
F:WxW—LV.W), FU= —Sluo UoS,

seklinde tanunlarsak, dI = FoGol olur. Agiktir ki G dogrusal ve siirekli (,1{)111{§iun.
F Dbilineer ve siirekli doniigtindiir. Bundan delay1, F' ve G doniisiimleri. ¢ smufin-
dandir. Onerme 5.10°dan, F o G dontigtimii de C* simfindandir. df = Fo G ol
oldugundan.yine de Onerme 5.10°dan, eger I doniisiimii H tizerinde r kez Frechet
fl"ll'(‘,'\'lﬂll(-‘fl)iiil‘b‘(-?. bu durumda dI déniistimii de r kez Frechet tiirevlenebilir olur. Bu
ise I doniigtuniiniin H tizerinde (r+ 1) kez Frechet tiirevleneilir olmas: demektir.
doniigiin{it H {izerinde Frechet tivevleneilir oldugundan, buradan I dondistimiiniin

H tizerinde C7*-snufindan oldugu elde ediler. Onerme ispatlandi. =

Onerme 7.5 (Ters Fonksiyon Teoremi) X ve Y Banach uzaylari. f: AC X =Y
bir fonksiyon. o noktasy A kimesinin i¢ noktasi, o noktasinan bir kormsulugunda f
dondigiimdnin df Frechet turevi tanvmly ve xg noktasinda strekli, df (xg) € LH(X.Y)
olsun. Bu durumda X wzay i¢inde xg. noktastman V. C A olacak bicimde bir V
komsulugu vcardwr oyle ki:

(i) Yo € V igin f fonksiyonu x noktasinda Frechet tirevlenebilir ve df(x) €
LH(X.Y).

., (1i) | fonksiyonunun V' kiimesine kisitlanmast F ise, F fonksiyonu V' kiimesinden.
FOV) kimesine Amneommﬁzma ve f(V) kiimesi Y uzayinda agiktir.

(iii) F: V' — f(V) fonksiyonunun tersi F7t: f(V) — V' fonksiyonu ¥y € f(V')
noktasinda Frechet tiirevlenebilirdir ve x = F~Y(y) ig¢in dF~'(y) = df (xr) tesitligi

gecerlidir,




(iv) dF~Y donisimii yy = f(xo) noktasinda siireklidir.

(v)r > 2 olmak uzere, f fonksiyonuz € V noktasinda r-kez Frechet tirevienebilir
ise. F doniigimi de y = f(z) noktasinda v kez Frechet tiirevlenebilirdir.

(vi) Eger f fonksiyonu E CV agik kiimesinde C™ simfindan ise. F~1 dénisiimii
de f(E) kimesinde C™ sinafindandar.

Kamit. (i): 2o noktasiun bir komgulugunda f doniistiniiniin df Frechet turevi
tannnll ve xy noktasmda siirekli, df (xg) € LH (X Y) oldugundan, df (ry)~! tanunh
df (2)]| # 0 olur. K =

ve

W—Tﬂ olsun. = — df(x) dopiistimil g noktasimun bir

komsulugunda tanunli ve xy noktada siirekli oldugundan, Vr € V7 icin

K (7

-1
—

[N

|ldf (x) = df (zo)]| <

olacak bicimde .y merkezli acik bir V- yuvan vardir. O zaman, Sonug 7.2°den. Vo € 17
icin df (v) € LH(X.Y") oldugu goriiliir.

(ii): f(-)—df(xro) : V — Y doniistimiine bakalun ve keyfiz € V, 2/ € V" alalu. O
zaman. f(-) —df(ry) : V — Y dontgtimiine ortalama deger esitsizligini uyvgularsak.

Onere 2.1°den Bu durumda, 2 € V, 2/ € V icin,

W = df (x0))(x) = (f = df (o)) ()] < | (f = df(z0)) (e)(z = )] (3)

olacak bicimde ¢ € V vardir. h — df(xg)(h) doniistimii dogrusal oldugdan.

0 (df (x0)) = df () ve
d(f = df(xq)) (c) = df (c) — df (x0) (9)
oldugu elde cdilir,
(f = df (x0))(x) — (f df (x0)(z") = f(z) — f(2') — df (x0)(z — 1)
oldugindan. buradan. (8) ve (9)dan.

1 () = f(2) — df (x0)(x — )] < Jd(f () - df (@o))(z — )] =
= |[(df(¢) = df (z0))(x — 2)|| < ldf (c) — df (zo)]] - || (& — 2")
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ositsizligh clde edilir. ¢ € V' oldugundan, son esitsizlikten ve (7)'den. keyfi x € V.

2 e Viicin

If (@) = f(z') = df (zo)(x — )| £ SK - ||z — 2]

| N

Buradan ve Yardimer Teorem 7.1'den (ii) dogrulanir.

(iii): (iii), (i). (ii) ve Onerme 1.26’dan sonug olarak elde edilir.

(iv): (iii) ‘den. z = F~Y(y) icin dF~Y(y) = df (z)~! esitlizi gecerlidir. Yardimgi
Teorem 7.4'ten, [(T) =T"': LH(X,Y) — L(Y, X) icin,

A(TYU) = T o U oT
olur. O zaman. x = F~(y) i¢in

(Todf o F7)(y) = [(Iodf) o F~'|(y) = (I o df)[F ™ (y)] =
= (I o df)(x) = I(df (x)) = df (x) ™ = dF ' (y)

olur. Bovlece.
dF ' =Todf o F7 (10)

egitligi gecerlidir. F1 doniigiimii yo noktasinda siirekli, df dogrusal dontigiimii @y =
F~Y(yo) noktasmda siirekli ve I € C™ oldugundan dF~! doniistimii yy noktasinda
stireklidir.

(v) ve (vi). (10) esitligine tiumeverim yontemi uygulanarak ispatlanr. =

X=R' Y=R" f:R—=R", fl-, fay..r, fn fonksiyonlar: f fonksivomunmn
komponentleri olsun. Bu durwinda, df (xg) dogrusal déniistimiintin ®” uzayidan R”
wzayina homeomorfizima olmasi, zg noktasinda f : " — R” fouksiyonun [D; fi(xo)]
Jucpbi matrisinin determinantin sifirdan farkli olmasina denktir. Ancak bu durun,
doniigtimiin tim” tanim kiimesinde tersinin olmasim gerektirmez. Bu durumu bir

ornekle agiklayalim.
Ornek 7.6 (x.y) € R? i¢in

flx,y) = (e"cosy, e*siny)
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. 3 D . . e oe . . . e an . - .
olmak dizere f: R* — R? déniisimini ele alalbm. Bu dontisimiin Jacobi matrisi

efcosy e*siny
Dj fi(xo) =

—e®siny e*cosy

e

det[D; fi(x0)] = (€” cosy)? + (" siny)® =

2 ] A 2
=e” - [cos’y + sin“y| =

! '

olur. Yo € R igin ¢** # 0 oldugundan [D;fi(x)] # 0 “du Fakat f dondisiimii tim

tanum kiimesi (izerinde birebir olmadigindan tersinir dedildir.
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8 KAPALI FONKSIiYON TEOREMI

X ve Y Banach uzaylan, Z = X x Y carpim uzay1 olsun. AC Zalalm. F:AC
Z — Y fonksiyonu zg = (g, y) noktasinda Frechet tiirevlenebilir olsun. Ayrica,
F(z9) = ¢ olsun. zy = (g, yo) noktasinm bir komsulugundaki (x,y) € A noktalarn
icin

Flz,y)=c (1)

egithiging goz Oniine alalm. ¢ : Z — Y,

Y(x,y) = ¢+ dF(20)(z — 20,y ~ o)

fouksivonu tanmmlayalim. O halde v fonksiyonu. zp noktasin bir komsulugunda F

fonksivonunun bir yaklagini olur. Bu durumda,
DF(20)(x — 20,y — %) =0
denklemi veya bu denkleme denk
diF(z0)(x — x9) + doF(20)(y — yo) =0 (2)

denklemi. (1) denkleminin bir yaklaguni olur. Eger dy F(20) doniigtinii Y den ¥ ve
dogrusal homeomorfizina ise. (2) denkleminden y'ni x cinsinden y = f(v) olarak
¢ozebiliviz. Eger daF(zp) doniigiimii Yden Y ’ye dogrusal homeomorfizima ve dF
doniigiimii zg noktasinda stirekli ise. (1) denkleminden f(x) diferansiyvellenebilir ol-
mak {izere y'ni @ cinsinden y = f(x), yo = f(xo), olarak cozebiliriz.

Kapali fonksivon teoremi aslmda sadece bu kogullarin yeterli oldugunu belirt-

mektedir.

Teorem 8.1 (Kapali Fonksiyon Teoremi) X, Y Banach uzaylar, Z = X XY olsun.
A Kiimesi Z i¢inde agik bir kime ve F : A C Z — Y dontigimii A kimesinde Frechet
tirevlencbilir bir fonksiyon ve zo = (o, yo) noktasi igin F(z) = ¢ olsun. Ayrica dF
diniistimi zo noktasinda siirekli ve dyF(z9) € LH(Y,Y') olsun. O zaman.

Vo e Viigin (z, f(x)) e W, F(x. f(x))=c¢, flxy) =0
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olacak bicimde X i¢inde 2w agik bir V' komsulugu, Z icinde zo mn agik bir W
komsulugu, Frechet tirevlenebilir f : V. — Y  fonksiyonu vardir ve y = f(x),
F(r.y) = ¢ denkleminin (z, f(z)) € W olacak bicimde tek ¢ozimdidiir.

Ayrica. Vz € Woigin dy F(2) € LH(Y,Y) ve z. = (z, f(x)) olmak dizere her

x €V dgin
df (x) = —dy F(2,) ™ 0 d1 F(z.)

ve df (+) dondigiimi xq noktasinda streklidir.

Ayrica x € Vir > 2 dken F dontsumi (z, f(x)) noktasinda v kez Frechet
tiireviencbilir ise. f fonksiyonu x noktasinda r kez Frechet t'ii'r"e'vlenebilird/?r' ver > 1
olmak dizere F fonksiyonu A kiimesi tzerinde C™ sinifindan ise, [ fonksiyonu da V'
“dizerinde CT suafindander. Son olarok, eger xy noktasimin agik baglantily bir V- C V
komsulugu igin. f*: V* =Y strekli fonksiyon olmak tzere f*(xy) = yy ve Vo € V*
icin F(r. f*(x)) = ¢ ise. f* fonksiyonu V* kiimesinde f ile ¢akugur.

Ters fonksivon teoreminin kanitina baglamadan énce, ispatta kullamacagimz bir
vardung teorem verelin.

Yardimci Teorem 8.2 X ve Y normlu uzaylar, Z = X x Y. T, € L{X.Y).
I, e LY. Y) olsun. T € L(Z, Z) dondtigtimii. (h, k) € Z igin T(h. k) = (h. Tyh+T15k)
seklinde tanunlansin. Bu durumde T € LH(Z, Z) olmasi igin gerekli ve yeterli kogul

T, € LH(Y.Y) olmasidur.

Kanit. 7, € LH(Y.Y) oldugunu varsayalim. T dontgtimiintin birebir ve Orten
oldugnnu kawtlavalun, Kevfi (R*. k%) € Z alalun ve T(h. k) = (h*. k*) denklemini
cozelim. T(N. k) = (h.T1h + Tok) olarak tanunlandigmdan. (h*. &%) = (b, Tih + Tok)
olup. buradan da

h*=h. Tih+Tk=Fk"
esitlikleri gecerlidir. Bu esitliklerden, h* = h ve Tok = k* — T1(h) = k* = T, (h¥)

bulunur. Buradan da,

k=T k) — T T (AY)] (3)
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esitligh gecerlidir. Bovlece, (3)'den, T'(h, k) = (h*, k*) denkleminin ¢oziimil.
(hok) =T (h*, k") = (A", Ty (k") = T3 [Ta(h7))])
olw. Ty, € LH(Y.Y) oldugundan,
Tz 2 TR K) = (0, T (k) — T3 [T ()

seklinde tanunlanan 7! doniistimil siirekli ve birebir doniigiim olur. Bu ise T €
LH(Z.Z) oldugu demektir.

Tarsine T € LH(Z, Z) oldugunu varsayalim. IT d611t1§iig;1ii ik bilegeni korudugun-
dan. i — T(0, k) = (0, Tyk) déniisiimil ¥ uzaymdan Z 'nin {0} x ¥ uzayia dogiusal
© bir homeomorfizma olup, 7, € LH(Y,Y") oldugu goriiliir. =
Simdi. kapali fonksiyon teoremini ispatlayalim.

Kanit. = = (i, y) olmak tizere
G(z) = Glz.y) = (z, F(2,9)) g (4)

donigtimiini gz oniine alalun ve G birebir oniigiun olsun. O zaman. G doniisiinii

ilk bilegkenini korudugundan, G~ doniisiimii de ilk bilegseni korur. Bundau dolay
G7Hz,y) = (=, H(z,y)) (5)
olur. Bundan dolavi, G™! déniigtimiiniin tamm kiimesindeki her (z. y) Ogesi i¢in
(1.y) = GG (2.y)) = G(a. H(z,y)) = (z. F(2. H(x.y)))

oldugu elde ediliv. Buradan ise

F(z,H(z,y)) =y (6)
oldﬁgu bulunur. ‘Avrica, F(zg) =c¢ € Y icin

F(r,H(z,c))=c (7)
olur. Boylece F(xz,y) = ¢ esitliginin bir ¢tziimiiniin y = H(x, ¢) oldugn goriiliir.
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Burada G doniistimiiniin birebir oldugunu varsaydik. Eger G dontigtuntiniin
tanun kiimesini A kiimesi alirsak ve teoremdeki doniistimii F' alirsak, G doniisiimii
birebir olmayabilir. Ancak, teoremin hipotezinden, (4) ile tanimlanan G déniisiimii-
niin zp noktasinda ters fonksiyon teoreminin kogullarimi sagladig: goriiliir. Bundan
dolay1l, G déntigiimiiniin VW kiimesi iizerine kisitlanmigi birebir olacak bicimde, Z
icinde zy noktasimn acik bir W komsulugu bulunur. O zaman, F(x,y) = ¢ olacak
bi¢imdeki her (z,y) € W igin, y = f(z) = H(z,¢) olur.

Sindi, (4) ile tamimlanan G : A — Z doniisiimiinii ele alalim. O zaman

G/(z0) = G0, y0) = (20, F(o, o)) = {20, )

olur. Ayrica. G doniigiimit A kiimesi {izerinde tiirevlenebilir ve A'dan alinan her z

ve keyfi (h. k) € Z i¢in
dG(2)(h, k) = (R, dF(z)(h, k))
olir. Buradan dG doéniistimiiniin zy noktasmda stirekli oldugu goriiliir. Ek olarak,
dF(z)(h. k) = i F(2)h + dyF(2)k ve daF(z) € LH(Y,Y)

oldugundan. Yardime Teoremn 8.2 'den, dG(z) € LH(Z, Z) oldugu bulunur. Ayrica.
eger 1 > 2 olmak lizere F' doniistimi keyfi z € A noktasinda r kez tiivevlenebilir
veyva 7 > 1 olmak {izere A kiimesi {izerinde C” smifindan ise, Sonu¢ 5.9tan, G
doniigtimii uvgun olarak, z € A noktasinda r-kez Frechet tiirevlenebilirdir veva A
kinnesi tizerinde C7 snufindandar.

G dontiginnimiin, zo noktasida ters fonksiyon teoreminin ko:5uliarnu sagladignu
gorditk. Bundan dolay1 tamami A i¢inde kalan zg noktasiun bir 1 komgulugunu
bulabiliriz 6yle ki:

‘(a): Her z € ¥V icin sz(z') € LH(Y\Y) oldugundan; Yardimer Teorem 3.2"de,
her z € Wicin dG(z) € LH(Z, Z) olur.

(b): G dontigitmiiniin W kiimesi tizerine kisitlanmigi, W kiimesinden U = G(11)

kimesine orten homeomorfizinadir. Ayrica, Z icinde U kiimesi aciktir.

86




(¢): G doniistimiiniin W kiimesi lizerine kisitlanmigimin tersi olan G ~! déniisiinii,
U kiimesinden alman her z* i¢in tiirevlenebilirdir ve G(zp) = (zo,¢) noktasinda
dG~'doniisiimii stireklidir.

(d): » > 2 bir tamsayi thé.k lizere, W kiimesinden alinan bir z noktasimmda G
doniigtimii tivevlenebilir ise, o zaman G~! déniiglimii z* = G(z) noktasinda r kez
tiirevlenebilirdir. » > 1 olmak iizere, G déniisiimii A kiimesi iizerinde C” simfindan
ise, G7! dontistuni U kiimesi tizerinde C” siifindandir.

Simdi H : U — Y donisiimiing, (5)71, keyfi (z,y) € U icin (6)'m1 ve H(xp,¢) =
Yo esitliging saglayan doniigiim olsun. O halde, (c)’den dolayr, H dOni'lgihnil U
kiimesi tizerinde tiirevlenebilirdir ve d H dogrusal ddnﬁgumﬁ (20, ¢) noktasida siirek-
lidiv.  Ayrica (d)'den dolayi, eger z € W noktasinda F' doniistimii r kez Frechet
tirevlenebilir ise veya A {izerinde C” smufindan ise, uygun olarak, H doniistinil

de z* =G (z) noktasmda r kez Frechet tiirevlenebilir veya U kiumesi tizerinde C7
smufindan olur.

Simdi. V={re X:(z,¢) e U} olsun. f:V — Y fonksiyonunu, .

f(z) = H(z,¢)

olarak tannnlayalim. U kiimesi Z icinde acik oldugundan, V kiimesi X icinde aciktir

ve asikar olarak
zo€V,  flzo) = H(zo,¢) = 1o
ve her 2 € V7 icin
(z,f(x)) € W, F(z, F(z)) =c

olur.

"Ayn(:a, her # € Vicin y = f(z), F(z,y) = c esitliginin coziunii (z,y) =
(z. f(x)) € W olur. Eger, (x,y) € W, (z,¥) € W ve F(z,y) = F(z,y) ise.
G(x,y) = G(x,y') ve buradan y = ¢ oldugu bulunur. Bu ise, G doniigiuniiniin 1

kimesi tizerine kisitlannugimn birebirdir olmas: demektir.
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r — (x,¢) doniigtuni, L(X,Z) icinde olan z — (z,0) ve sabit + — (0,¢)
doniigtimlerinin toplamuidir. O zaman, f doniisiimii L(X, Z) icinde olan 2 — (r,¢)
doniigtint ile A donigtimiiniin bilegkesi oldugundan, f fonksiyonu V kiimesi tiz-
erinde tiirevlenebilirdir, df dogrusal déniigiimii xyp noktasinda siireklidir ve f fonksiy-
onunun teoremde belirtilen yiiksek mertebeden tiirevlenebilme 6zellikleri vardir. Ek
olarak her 2 € V igin F(z, f(z)) = ¢ oldugundan, bu esitlikte tiirevin zincir kuralim

uygularsak, z = (z, f(z)) olmak tizere

diF(z) + ds F(z) o df (z) =0
esitligini elde ederiz. Buradan ise

df(z) = —dyF(2) ! 0 d  F(2)

oldugu bulunur.
Son olarak f fonksiyonunun tek oldugunu kamtlamahyiz. V*, tamann V' kiime-
sinde olmak lizere ap noktasmun acik baglantili bir komsulugu olsun. f* : V* — Y

fonksivonu siivekli. f*(ap) = yo ve her x € V* icin F(z, f*(x)) = ¢ olsun.

E={zeV": f()=f(2)}

kitmesind tannnlayalim.
Teoremin kantin bitirmek icin, F = V* esitliginin dogru oldwgunu gormeliyiz.
xp Ogesi E kitmesine ait oldugunndan E kiimesi bos kiimeden farkl bir kiimedir.
Ayrica. f ve f* fonksivonlan siirekli olduklarindan, E kiimesi V* icinde kapal
kiinedir. Eger £ kiunesinin agk oldugunu kanitlarsak, V* acik baglantih olduguu-
dan. F = V* oldugu bulunur. Ispati tamamlamak icin E kiimesinin ac¢ik oldugunu

gosterelim. Keyfi 2* € E alalim ve sabitleyelim. Bu takdirde,

" (=" f* (") = («", f(z")) e W

oldugundan, (2*, f*(z*)) € VW olur. W kiimesi Z i§inde acik kiime. 2 — (x, f*(x))
doniisiunii V* kiimesi tizerinde siirekli oldugundan, keyfi z € V" icin (., f*(z)) €

*

1V olacak bicimde x* noktasimun bir agtk V/ € V* komgulugu vardir. Teoremin
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kamtlarken, (a,y) € W, (z,y') € W icin F(z,y) = F(z,y’) iken. y = ¥ oldugunu
gormiigditk. O halde, keyfi x € V7 i¢in (:r, f*(x)) € W oldugundan, keyfi x € V' i¢in
f*(x) = f(x) olur. Buise V/ C F olmasi demektir. * € F keyfi sabitlennig nokta,
V' acik kiumesi z* noktasmun bir acitk komsulugu oldugundan, E kiimesi agiktr.
Boylece kamit biter. =

Eger X =R, Y=R"F:ACRR xR — R" F,..F, fonksiyon-
lar1 F fonksiyonunun bilegenleri olsun. O zaman, dF(.zo) : B — R dogrusal

dontigtimii, ¢ bilegeni

n . m L
(T3, T2, o Ty Y1, Y20 s Ym) — Z%‘DjFi(Zo) + Z Yk Dnsr Fi( z0)
' j=1 k=1

olan dontistundiir. Bundan dolayi, dyF(z) : ®* — R™ ve dyF (z0) : R™ — R™

bi¢imde dogrusal dontisiimlerdir. Ayrica, di F(zp) dogrusal doniistiniin i. bileseni
n
(T1, 22,00, Zn) — g x;D;Fi(20)
S g=l :
ve dyF(zg) donitgiimiiniin <. inci bilegeni

m
(Y192, -, ym) - Z YxDn1rFi(20)
k=1

dontigiimleridir. Bu durumda, kapali fonksiyon teoremindeki d, F'(zp) doniisiuniingin.

Y =R uzaymdan Y = R™ uzayma dogrusal bir homeomorfizima olmas: kogulu,

Dpi1Fi(z0) o DpimFi(20)
Dpi1Fo(z0) ... DpimFa(z0)

Dn+lFm(30) Dn+mFm(zo)
m % m boyutlu karesel matrisin, tekil olmayan matris olmasi ile denktir.
Ornek 8.3 F(.): R — R? fonksiyonu

Flx,y,uv) = (u3 + 4y, 0Py U’ — )
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olarak tanvmlansm. (z,y,u,v) = (1,1,—1,0) € R* olsun. Agkter ki, (z.y.u,v) =
(1,1,—1,0) € R igin F(z,y,u,v) = (0,0) olur.

@y o fglay)P+y =0

lo(z, 9 +y-g(z,y) + [flz,y) —z=0

egitliklerini saglayan  f(z,y) ve g(x,y) fonksiyonlar igin,

af(1.1) ar(1,1)

oz dy
8g(1,1)  dg(1.1)
Oz Dy,
matrising bulunuz.
Coziim: Acqiktr ki,
3u” Qux
daF(z,y,u,v) =
2u vty
O zaman
3 0
d,F(1,1,-1.0) = (3)
-2 1

olur.

: 3 0
det [d2F(1,1,—1,0)] = det =3#0
-2 1

4

oldugundan, kapal fonksiyon teoremine (Teorem 8.1) gore

af(L1)  af(L1)

o dy —_ A . _ -1 ' _
| = =P (1,1, -1,0) 0y F(1,1.-1.0) (9)
dzr dy

ohw. Akt ki,

1
diF(z,y,u,v) =
-1 v
O halde.
0 1
diF(1,1,-1,0) = (10)
-1 0
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oldugu bulunur. det [dyF (1,1, ~1,0)] = 3 # 0 oldugundan, (8)’den

0

[dF(1,1,-1,0)] " =
_ 1

Wiry i

oldugu elde edilir. Bu durumda, buradan, (9) ve (10)’dan

o/l 8f(1,1)

Oz Ay — . _ -1 _ —
ot o | = P11, -1,0 0 diF(1,1,-1.0)
Jz oy
1 1 1
2 2 w ' 2
2 -1 0 ~1 2 1 -2
vaul.
af(L.Ly  Bf (LD 0 —3i
dz dy — 3
9g(l.1)  dg(1,1) 1 -2
dz Jy 3

oldugu bulunur.
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