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OZET 

Yüksek Lisans Tezi 

FRECHET TÜREVLENEBİLİRLİK 

Necip ERDOGAN 

Anadolu Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danı§man: Prof.Dr. Orhan ÖZER 

2002, 93 Sayfa 

Bu tezde normlu bir vektör uzayından diger normlu bir vektör uzayına olan 

dönü§ümlerin türevlenebilirlik özellikleri incelenmektedir. Frechet türevlenebilirlik 

kavramından yararlanarak, sonlu boyutlu uzaylarda diferansiyel hesabının bilinen 

bazı sonuçlarının, sonsuz boyutlu uzaylara genelle§tirilmesi konusu ele alınmı§tır. 

Bu çalı§mada, klasik analizin ortalama deger teoremi, kapalı fonksiyon teoremi, ters 

fonksiyon teoreminin sonsuz boyutlu uzaylara genelle§tirilmesi ara§tırılmı§, yuk­

sek mertebeden Frechet türevlerinin ve tanım kümesi bir çarpım uzayı olan bir 

dönÜ§Ümün Frechet kısmı türevlerinin özellikleri incelenmi§tir. 

Anahtar Kelimeler: Frechet Türevi, Normlu Uzay, Dogrusal DönÜ§Üm, Sürekli 

Fonksiyon, Ortalama Deger Teoremi 



ABSTRACT 

Master of Science Thesis 

THE FRECHET DIFFERENTIABILITY 

Necip ERDOGAN 

Anadolu University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Mathematics Program 

Supervisor: Prof.Dr. Orhan ÖZER 

2002, 93 Pages 

In this thesis, the differentiability properties of the functions defined in a narmed 

veetar space and with valuesin a narmed veetar space, are investigated. Using the 

Frechet differentiability concept, some known finite dimension differential cakulus 

results are generalized for infinite dimension case. In this work, mean value theo­

rem, closed function theorem, inverse function theorem of the classical analysis are 

generalized for infini te dimension case. The properties of higher Frechet differentials 

and of partial Frechet differentials of a function with domain in a product space are 

studied. 

Keywords: Frechet Derivative, Narmed Space, Linear Function, Continuous 

Function, Mean Value Theorem 
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.. .. 
ONSOZ 

Türev bu gün mühendislik, elektrik, elektronik, fizik, kimya gibi bilim ve 

teknoloji kollarının vazgeçilmezidir. Bu sayede her yıl teknikte hızla ilerlenmekte 

bilim adamlarıtürev sayesinde yeni bulgu ve varsayımıara farklı çözümler bulmak­

tadırlar. 

Sonlu boyutlu uzaylada tanımlanan klasik türev ve diferansiyel kavramı, 

günümüzde bilim ve teknolojinin bir çok alanlarında ortaya çıkan problemierin 

çözumlerinde yeterli bulunmuyor. Bu problemierin bir kısmında, incelenmesi 

gereken fonksiyonlar tek degerli olmayabilir veya klasik ·anlamda türevlenebilir 

olmayabilir. Parametrik optimizasyon teorisi, kontrol teoride, diferansiyel oyun 

teorisinde incelenmesi önemli olan deger fonksiyonları, genelde klasik anlamda difer­

ansiyellenebilir degil (bkz. [1], [2], [3], [4], [5]). Son yıllarda, klasik anlamda diferan­

siyellenebilir olmayan fonksiyonlar, örnegin alttan ve ya üstten yarısürekli fonksiy­

onlarİn özellikleri, düzgün olmayan analiz kapsamında incelenmektedir (bkz. [2], 

[6]). Düzgün olmayan analizde, alttan yari sürekli, üstten yari sürekli, sürekli, kon­

veks, Lipschitz sürekli fonksiyonlar için farklı subdiferansiyel ve superdiferansiyel 

kavramıari verilmektedir (bkz. [2], [6], [7]). 

Tek degerli olmayan fonksiyonlar, çagda§ matematigin bir kolu olan küme degerli 

analiz kapsamında ara§tırılmaktadır (bkz. [8], [9]). Küme degerli analizde, incelenen 

problemlere uygun olarak, küme degerli dönÜ§Ümler için çe§itli formlarda türev ve 

diferansiyel kavramları uygulanmaktadır (bkz. [1], [2], [3], [4], [6]). 

Frechet türevi ise sadece sonlu boyutlu uzaylarda degil, üzerinde norm tanımlı 

tüm uzaylarda çalı§maya olanak saglamı§tır (bkz. [10], [11], [12], [13], [14], [15], 

[16]). Ayrıca bu çalı§mada yüksek mertebeden türevler yardımıyla Taylor teoremi 

açıklanarak, ters ve kapalı fonksiyon teoremleri incelenip örnekler verilmektedir. 
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GİRİŞ 
Analiz derslerinden gerçel değerli, gerçel değişkenli bir fonksiyonun bir noktasın­

daki türevin tantınını anımsayalım. 

f ( ·) : IR __,. IR bir fonksiyon ve x0 E IR olsun. Eğer bir m sayısı ve verilen her 

E> O için O< llx- xoll <D iken 

llf(x)- f(xo)- mil:::; E 

x -x0 

olacak biçimde bir D = D(E) > O sayısı varsa f(-) fonksiyonuna x 0 noktasında 

türevlenebilirdir denir ve mdR sayısına da f(·) fonksiyonunun x0 noktasındaki 

türevi denir. Açıktır ki bu eşitsizliğe derık olarak llx- xoll < D olduğunda 

llf(x)- f(xo)- m(x- xo)ll ::S Ejjx- xoll 

eşitsizliği de yazılabilir. 

Gerçel değişkenli gerçel değerli fonksiyonlar için ifade edilmiş olan türevlenebilme 

kavramını tüm normlu uzaylara genelleştirme işini Maurice Frechet adındaki Fran­

sız ınateınatikçi yapmıştır. Bu sebeple normlu uzaylarda türevlenebilme Frechet 

türevlenebilrne ya da kısaca F - Türevlenebilme şeklinde ifade edilmektedir. Bu 

kavram doğrusal olmayan bir dönüşümün bir doğrusal yaklaşımını ifade edebilmeyi 

sağlar. 

Esas olarak Frechet türevlenebilme kavramının en önemli yanı, diferansiyel hesa­

bın sonsuz boyutlu uzaylara genelleştirilebilmesidir. Bu çalışmada klasik analizin 

Ortalama değer teoremi, Taylor teoremi, Kapalı fonksiyon teoremi, Ters foııksiyon 

teoreıninin, Frechet diferansiyeli kavramından yararlanarak, norınlu uzaylara genel­

leştirilmesi üzerinde duracağız. Tanım kümesi bir çarpım uzayı olan bir fonksiy­

onun Frechet kismi türevlenebilmesinden söz edeceğiz. Yüksek mertebeden Frechet 

türevlenebilmeye değineceğiz. 
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1 BİR DÖNÜŞÜMÜN FRECHET TÜREVi 

Bundan böyle X ve Y aynı cisim üzerinde normlu doğrusal uzaylar, A kümesi X 

uzayının boş olmayan açık bir alt kümesi olarak düşünülecektir. L(X, Y) ile T(·) : 

X ~ Y olacak biçimdeki tüm sınırlı doğrusal dönüşümler uzayını gösterelim. Her 

T(·) E L(X, Y) doğrusal donüşümü sürekli ve tersine, her sürekli T(·) : X ~ Y 

doğrusal dönüşümü için T(·) E L(X, Y) olur. f(-) :AÇ X~ Y dönüşümünü kısa 

biçimde f : A Ç X ~ Y olarak da göstereceğiz. 

Tanım 1.1 Bir J(-): AÇ X----+ Y dönüşümü, x0 E A noktası ve T(·) :X~ Y 

doğrusal dönüşümü verilsin. Ve> O için x E A ve llx- x0 11 < 8 iken 

llf(x)- f(xo)- T(x- xo)ll :S c:llx- xoll (1) 

olacak biçimde 8 = 8(c:) > O sayısı varsa, f(-) dönüşümüne x 0 noktasında Freeket 

türevlenebilir denir. Eğer f ( ·) dönüşümü A kümesinin her noktasında Freeket türevle­

neb'ilir ise, f(-) dönüşümüne A üzerinde Freeket türevlenebilir denir. 

Bu tanıma eşdeğer olarak aşağıdaki önermeninin ifade edilebileceği açıktır. 

Önerme 1.2 Bir f(·) : A Ç X ----+ Y dönüşümü,. x 0 E A noktası verilsin. f(-) 

dönüşümünün x0 noktasında Freeket türevlenebilir olması için gerekli ve yeterli 

koşul 

lim llf(x)- f(xo)- T(x- xo)ll = 0 
x---+xo llx- xoll (2) 

olacak şekilde bir T ( ·) : X ----+ Y doğrusal dönüşümünün var olmasıdır. 

Eğer lim F(x-xo)/llx-x0 ll =O ise, F(x-x0 ) = o(llx-xoll) olarakyazılabilir. 
X--->XQ 

O halde, önceki önerıneye denk olarak aşağıdaki sonuç ifade edilebilir. 

Sonuç 1.3 f(-) : A Ç X ----+ Y dönüşümünün x 0 E A noktasında Freeket 

türevlenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul A içinde x ~ x 0 iken 

f(x) = f(xo) + T(x- xo) + o(llx- xoll) (3) 

olacak şekilde bir T(·) :X----+ Y doğrusal dönüşümünün var olmasıdır. 

2 



Bu sonuç, f(-) dönüşümü x0 noktasında Frechet türevlenebiliyor olduğu du­

rumda, T ( ·) : X __,. Y bir doğrusal dönüşüm olmak üzere, f (-) dönüşümünü 

x0 noktasının bir koınşuluğunda yaklaşık olarak f(x) = f(x 0 ) + T(x- xo) biçiminde 

yazılabilirliğini göstermektedir. Şimdi, verilen bir f(-) dönüşümü bir x 0 noktasında 

Frechet türevlenebiliyorsa, (1) eşitsizliğini (veya (2), (3) eşitliklerini) sağlayan T(·) 

doğrusal dönüşümünün tek olarak var olduğunu kanıtlayalım. 

Önerme 1.4 f(-) :AÇ X__,. Y dönü§ümü x0 EAnoktasında Frechet türevlenebilir 

olsun. Bu durumda {1 ) e§itsizliğini sağlayan tek bir T(·) doğrusal dönü§ümünü 

vardır. 

Kanıt. (1) eşitsizliğini sağlayan iki doğrusal dönüşümün olduğunu varsayalım. 

Bu dönüşümleri sıra ile Tı ( ·) ve T2 ( ·) ile gösterelim. Bu takdirde, Tı ( ·) : X __,. Y · 

ve T2(·) :X__,. Y doğrusal dönüşümleri iyi tanımlıdır. c> O için !ix- xoll < 6ı 

iken 

llf(x)- f(xo)- Tı(x- xo)ll :s; cllx- xoll 

ve llx- xoll < 62 iken 

llf(x)- f(xo)- T2(x- xo)ll :s; cl!x- xoll 

olacak biçimde 6ı > O ve 62 >O sayıları vardır. Şimdi 6 = min{6ı, 62} diyelim. 

Bu durumda l!x- x0 11 < 6 için 

ll (Tı - T2) (x- xo) ll = !lTı (x- xo) - T2(x- xo) ll :s; 

:s; I!Tı(x- xo)- f(x) + f(xo)ll + llf(x)- f(xo)- T2(x- xo)ll :s; 

:s; cl!x- xoll + cl!x- xoll :s; 2cl!x- xoll 

eşitsizliği sağlamr. Şimdi X uzayında sıfırdan farklı bir x öğesi alalım. Bu durumda 

olduğundan, 
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olur. Buradan x =1- O iken II(Tı- T2)(x)ll ::; 2c:llxll eşitsizliğini elde ederiz. Bu 

eşitsizlik x = O için de doğru olduğundan, (Tı - T2)(·) sınırlı doğrusal dönüşüm 

olup sınırı 2c sayısıdır. c sayısı keyfi olduğundan IITı - T2ll = O {:::} Tı = T2 

bulunur. • 

Uyarı 1.5 Eğer x 0 noktası A kümesinin iç noktası değilse (ı) e§itsizliğini sağlayan 

T(·) doğrusal döiıü§ümü tek olmayabilir. 

Tanım 1. 6 f ( ·) : A Ç X ---+ Y dönü§ümü x0 E A noktasında Frechet türevlenebilir 

olsurı. Bu dur-umda, ( 1} e§itsizliğini sağlayan T( ·) : X ---+ Y doğrusal dönü§ümüne 

f(-) dönü§ümünün x 0 noktasında türevi denir ve f'(x0 ) veya df(x0 ) ile gösterilir. 

Önerme 1. 7 f ( ·) : A Ç X ---+ Y dönü§ümü x 0 E A noktasında Frechet türevlenebi­

lir olsun. f'(x 0 ) :X---+ Y doğrusal dönü§ümünün sürekli olması için gerekli ve yeterli 

kogul f ( ·) dönü§Ümünün x0 noktasında sürekli olmasıdır. 

Kanıt. f(-) dönüşümü x0 noktasında sürekli olsun. O zaman llx- x0 ll < Dı 

iken 

ve llx- xoll < 82 için 

ı 
llf(x)- f(xo)ll ::; 2c 

llf(x)- f(xo)- f'(xo)(x- xo)ll ::; ~-c llx- xoll 

olacak biçimde oı > O ve 82 > O sayıları vardır. Şimdi 8 =min{ ı, Dı, 82}diyelim. 

Bu durumda llx- x0 ll < 8 olduğunda 

ll f' (X o) (X) - f' (X o) (X o) ll = ll f' ( Xo) (X - X o) ll ::; 

< .llf'(xo)(x- xo)- f(x) + f(xo)ll + llf(x)- f(xo)ll::; 

ı ı ı ı 
< -cllx- xoll +-c:< -c:+ -c:< c -2 2 2 2-

olur. O halde, f'(x0 ) doğrusal dönüşümü x 0 noktasında süreklidir, dolayısıyla sınır­

lıdır.Yani f'(x0 ) E L(X, Y) 'dır. 
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Tersine olarak, f'(x0 ) doğrusal dönüşümünün X 'den Y'ye sürekli olduğunu kabul 

edip f ( ·) fonksiyonunun~ x0 noktasında sürekli olduğunu gösterelim. E > O alırsak, 

(l)'den, llx- xoll < 8ı iken 

llf(x)- f(xo)- f'(xo)(x- xo)ll:::; cllx- xoll 

olacak biçimde 8ı > O sayısı vardır. Şimdi 8 = min{ 8ı, ı::+ii/(xo)ll } dersek, 

llx- xoll < 8 iken 

llf(x)- f(xo)ll < IIJ(x)- f(xo)- f'(xo)(x- xo)ll + llf'(xo)(x- xo)ll:::; 

:::; cllx- xoll + llf'(xo)ll-ll(x- xo)ll < llx- xoll(c + llf'(xo)ll):::; 

:::; 8(E + llf'(xo)ll):::; E+ ll ;'(xo)ll (c+ llf'(xo)ll) =E 

olur. Bu ise f(-) dönüşümünün x0 noktasında sürekli olması demektir. • 

Sonuç 1.8 X sonlu boyutlu normlu uzay ve f(-) dönÜ§Ümü x 0 E A noktasında 

Frechet türevlenebiliyorsa, fO dönü§ÜmÜ Xo noktasında süreklidir. 

Kanıt. fO dönüşümü x0 E A noktasında türevlenebilir olsun. Sonlu boyutlu 

norrnlu uzay üzerinde tanımlı tüm doği-usal dönüşümler sürekli olduğundan, f (·)'in 

Xo noktasındaki j'(xo) türevi SÜreklidir. Ü halde önerme 1.4'ten dolayı, fO 

fonksiyonu x0 noktasında süreklidir. • 

Tanım 1.9 f(-) : A Ç X ---+ Y dönüşümü A kümesi üzerinde sür-ekli ve F­

tüTevlenebilir olsun. Eğer dfj:) : A ---+ L(X, Y) (veya x ---+ f'(x), x E A) 

dönü§ümü sür-ekli ise, f ( ·) dönü§ümüne A kümesi üzerinde sürekli Frechet türevlene­

bilir· denir. 

Örnek 1.10 y E Y ve f(-) : A Ç X ---+ Y, için f(x) = y sabit fonksiyonu 

veTilsin.A kümesi üzerinde fO fonksiyonu sürekli Frechet tüTevlenebiliTdir ve Vxo E 

A için f'(xo) =O 'dır. 

GeTçekten, f(-) : A Ç X ---+ Y fonksiyonu Vx E A için f(x) = y §eklinde 

tanımlı olduğundan, V x, x 0 E A için f ( x) - f ( xo) = O 'dır. Tanım 1.1 'de 

llf(x)- f(xo)- T(x- xo)ll:::; E llx- xoll 
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eşitsizliği T(·) : A Ç X ---t Y, T(·) = O sürekli doğrusal dönü§ümü için sağlanır-. 

O halde f'(x0 ) = T(·) = O ve f(x) = y, (Vx E A) dönü§ümü sürekli Frechet 

tüTevlenebilir. 

Örnek 1.11 TO :X ---t Y doğrusal dönü§üm olsun. Bu durumda T(·) dönü§ümü X 

üzerinde Frechet türevlenebilir ve Vx E X için T'(x) = T 'dir. Eğer T(·) sınırlı 

ise T(·) dönü§ümü X üzerinde sürekli Frechet türevlenebilirdir. Keyfi x0 E X 

alalım ve sabitleyelim. T( ·) doğrusal dönÜ§Üm olduğundan, keyfi x E X ıçın 

T(x) - T(x0 ) - T(x- x0 ) = O e§itliği geçerlidir. Bu nedenle tanım 1.1 'deki (1} 

e§itsizliği Ve > O, ve8 > O için sağlanır.Bu durumda T'(x0 ) = T(·) dir. Açıktır 

ki, T(·) sınırlı ise, sürekli olur. O halde keyfi x E X için T'(x) = T(·) olduğundan, 

dT(x) X L(X' Y) l dT(x) X d"" .. .. .. -.. kl"d' -;r;::- : ---t , o ur ve x ---t dx , x E , onu§umu sur·e " ı ır. 

Tanım 1.12 f(-) :AÇ ?R ---t Y bir fonksiyon, t 0 noktası A kümesinin bir iç noktası 

olsurı. Eğer A Jı;ümesi içinde t öğesi t 0 öğes·ine yakınsarken [f(t) - f(to)]j(t- t0 ) 

ifadesinin lirniti Y uz ayı içinde varsa bu limitin değeri olan vektöre f (·) dönü§ürnü­

nün t0 noktasındaki tüTevi denir ve Dfd~to) ile gösteTilir. 

Açıktır ki f(-) fonksiyonu t 0 noktasında türevlenebilir ve türevinin Y uza­

yında bir y öğesine eşit olması için gerekli ve yeterli koşul, verilen keyfi c > O için 

lt - to 1 < b iken 

ll[(f(t)- f(to))j(t- to)]- Yil :::; c 

olacak şekilde bir o > O sayısının varlığıdır. 

Örnek 1.13 X = Y = ?R, f (-) : A Ç ?R ~ ?R fonksiyonu verilsin. f ( ·) fonksiyonu­

nun x 0 E A noktasında Frechet türevlenebiliT olması için geTekli ve yeteTli kogul xo 

noktasında klasik anlamda tüTevlenebilir olmasıdıT. Ayr-ıca, 

. . , Df(xo) 
x E A ıçın f (xo)(x) = x · dx 

olur·. 
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f ( ·) : A Ç ~ --+ ~ fonksiyonu x 0 E A noktasında Freeket türevlenebilir olsun 

ve f'(x0 )(·) = T(·) olarak gösterehm. T(·) : ~--+ ~ doğrusal dönÜ§Ü:mü için 

T(l) = y diyelim. O halde verilen keyfi c> O için llx- xoll < 8 iken 

llf(x)- f(xo)- T(x- xo)ll ~ cllx- xoll (4) 

olacak biçimde bir 8 > O sayısı vardır. Şimdi, 

T(x- xo) = T(l · (x- x 0 )) = (x- x 0 )T(l) = (x- x 0 )y 

ifadesini (4) 'te yazarsak, O < llx - xo ll < 8 için 

(5) 

e§itsizliği elde edilir. Bu sonuç bize f (-) fonksiyonunun x 0 noktasında tanım 1.11 

anlamında türevlenebihr olduğunu ve D~~o) = y olduğunu gösterir.Bu nedenle, 

Vx E~ için 

olur. 

f'(xo)(x) = T(x) = T(l · x) = x · T(l) = xy = x. _D-'--f(.:..__xo~) 
dx 

TeTsirıe f ( ·) . fonksiyonu tanım 1.11 anlamında x0 noktasında türevlenebilir ol­

sun. Bu durumda f(-) fonksiyonunun x 0 'da türevini D~~o) = y ile göster'el'im. 

O zamarı verilen keyfi c > O için llx - xoll < 8 iken ll f(x;:=;~xo) - y\\ ~ c ola­

cak biçimde 8 > O vardır. Şimdi her x reel sayısı için T( ·) : ~ --+ ~ doğrusal 

dönü§ümünü T(x) = xy olarak tanımlayalım. T(x- x 0 ) = (x- x 0 )y olduğ·undan, 

buradan veTilen keyfi c > O için llx- xoll < 8 iken 

llf(x)-:- f(xo)- T(x- xo)ll ~ cllx- xoll 

olacak biçimde 8 > O vardır. Buradan (4) e§itsizliğirıin sağlandığ-ını yani f(-) 

fonksiyonunun .xo noktasında Freeket türevlenebilir olduğu görülür. 

Örnek 1.14 f (-) : ~n --+ ~m fonksiyonu bir x E ~n noktasında Freeket türevlene­

bil-iT ve bu noktadaki tü rev f' ( x) olsun. f ( x) fonksiyonunun kooTdinat dönü§ümleri 
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fı, h, ... , fm ve ıRn' nin iyi bilinen tabanı e1 , ez, .... en (ei = (0, ... ,ı, ... , 0), i = 

ı, 2, ... , n) olsun. O zaman f' ( x) ( ·) : X --+ Y doğrusal dönÜ§Üm olduğundan, 
n 

u= 2: ( uiei) E ~n için 
i=l 

n n 

f'(x)(u) = f'(x)(L uiei) = L ud'(x)(ei) 
i=l i=l 

yazılabilir. Şimdi ei noktası için, 

f'(x)(ei) = lim f(x + tei)- f(x) 
t->0 t 

f(xı, ... , Xi + t, ... , Xn)- f(xı, ... , Xi, ... , Xn) = lirn ...::.._-=-------'----=--_:_-"----'----'---'---'-
t->O t 

ı ~. (fı(xı, ... , Xi + t, ... , Xn) - fı(xı, ... , Xi, ... xn) 
= ırn , ... , 

t-:'0 t 

fm(Xı, ... , Xi + t, ... Xn) - fm(Xı, ... , Xi, ... Xn)) = (f} fı 0 fm) 
t a xi ' ... , a xi 

olur. O halde, 

f'(x)(u) t ud'(x)(ei) = t ui (~ ~-, ... , ~ :~) = 
i=l i=l ı ı 

( 

n 8 fı n 8 fm) L ui a x· ' ... , L Ui a X· 
i=l ı i=l ı 

e§itliği gerçeklen'ir. Bu e§itlik 

f) fı 
ô xı 

f'(x)(u) = 

Ô fm 
ô xı 

ôfı 

Ô X2 

Ô fm 
Ô X2 

ô fı 
Ô Xn 

şeklinde yazılabilir. Böylece f dönü§ümünün x noktasındaki türevi f' ( x )(-) : lltn --+ 

lltm doğrusal dönüşümünün matris gösteriminin Jacobian matris olduğu gö1-ülür. 

Eğer m = ı ise, yani f 'nin n - deği§kenli gerçel değerli forıkiyon olması durumunda, 

u E lltn için 

, of of of 
f (x)(u) = uı-0 + uz-

0 
+ ... + un-

0 Xı Xz Xn 

olur. 
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Uyarı 1.15 Xı, X2, x3, ... , Xn normlu uzaylar; X= X ı X x2 X ... X Xn olsun. 

Bu uzay bir çok şekilde birbirine eşdeğer biçimde normlandırılabilir. Açık olarak 

belirtilmeyen durumlarda çarpım uzayda bir x vektörünün normu, 

şeklinde tanımlı Euclidean normu olarak alınacaktır. Y başka bir vektör uzayı olmak 

üzere, X ·kartezyen çarpım uzaydan Y uzayına tanımlı bir çokdoğrusal (multilineer) 

f dönüşümünün sınırlı olması, keyfi x = ( x 1 , x 2 , ... . xn) E X noktası için, 

iken ll f ( xı, x2, ... , xn) ll ::; M olacak şekilde bir M > O sayısının var olması olarak 

tanımlanabilir. Bu durum f E L(Xı X x2 X ... X Xn, Y) §eklinde gösterilir ve f 

dönüşümünün n&rmu, 

llfll = svp{llf(xı, x2, .... xn): llxill ::; ı, (i= ı, 2 ... n)} 

olamk tanımlanır. Bu normla L(Xı x X2 x ... x Xn, Y) uzayı bir normlu uzaydır. 

Önerme 1.16 Xı, X2 normlu uzaylar, X = Xı x X2 ve F E L(X, Y) olsun. 

Gösterelim ki herhangi bir x = (xı, x 2) E X için F dönü§ümü x noktasında Freeket 

türevlenebilir ise~ F dönüşümünün x = (xı, x 2) noktasındaki türevi keyfi (hı, h2) E 

X için 

(6) 

§eklinde olacak b:ir TE L(X, Y) doğrusal dönü§ümdür. Ayrıca T(·) = F'(-) :X-+ 

L(X, Y) sürekli doğrusal dönüşümdür. 

Kanıt. Önce (6) eşitliği ile taııımlanan T dönüşümünün X = Xı X x2 'den 

Y 'ye doğrusal dönüşüm olduğunu gösterelim. Bunun için h = (hı, h2 ) E X, 
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h' =(h~, h;) E X ve a skaleri alalım. O zaman 

T(h +h')= T(hı +h~ , h2 +h;)= F(hı +h~, x2) + F(xı, h2 +h;)= 

= F(hı, x2) + F(h~, x2) + F(xı, h2) + F(xı, h;) = 

= F(hı, x2) + F(xı, h2) + F(h~, x2) + F(xı, h;)= 

= T(hı, h2) + T(h~, h;)= T(h) + T(h') 

olduğu görülür. a E ?R, h= (hı, h2 ) için ise, 

T(ah) = T(ahı, ah2) = F(ahı, x2) + F(xı, ah2) 

=aF( hı, x2) + aF(xı, h2) =aT( h) 

. 

olduğu bulunur. Bundan dolayı, T: Xı X x2 ---t y doğrusal dönüşümdür. F sürekli 

olduğundan T 'de süreklidir. Dolayısıyla sınırlıdır. Yani TE L(X, Y)'dir. Ayrıca F 

'nin çokdoğrusal olmasından dolayı, 

F(x +h)- F(x)- T(x)(h) = 

= F(xı +hı, x2 + h2)- F(xı, x2)- F(xı, h2)- F(hı, x2) = 

= F(xı, x2 + h2) + F(hı, x2 + h2)- F(xı, x2)- F(hı, x2)- F(xı, h2) = 

= F(xı, x2) + F(xı, h2) + F(hı, x2) + F(hı, h2)- F(xı, x2)­

-F(hı, x2)- F(xı, h2) = F(hı, h2) 

bulunur. Buradan, 

olduğundan, 

IIF(x +h)- F(x)- T(x)(h)ll = IIF(hı, h2)ll :S IIFII-IIhıll-llh2ll :S 

:::; (1/2).11FII(IIhıll 2 + llh2W):::; (1/2)(11FII)-IIhll2 

olduğu bulunur.Böylece, 

IIF(x +h)- F(x)- T(x)(h)ll :S (1/2)IIFII-IIhll2 
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eşitsizliği geçerlidir. Bundan dolayı F fonksiyonu x = (xı, x2) noktasında F -

Türevlenebilir ve türevi F'(x)(·) = T(x)(·)'dir. Şimdi F'(x) 'in doğrusallığını göre­

lim .x = (xı, x2) E X, x' = (x~ , x~) E X, h= (hı, h 2) E X, ve a skaleri için, 

F'(x + x')(h) = F'(x + x')(hı, h2) = F(hı, x2 + x~) -=ı- F(xı + x~, h2) = 

= F(hı, x2) + F(hı, x~) + F(xı, h2) + F(x~, h2) = 

= F'(x)(hı, h2) + F'(x')(hı, h2) = F'(x)(h) + F'(x')h 

olduğu bulunur .Böylece T = F' ( x) dönüşümünün toplamayı koruduğu görülür .Şimdi 

de T = F'(x) dönüşümünün skalerle çarprnayı koruduğunu görelim. 

F'(ax)(h) = F'(ax)(hı, h2) = F(hı, ax2) + F(h2, axı) = 

= aF(hı, x2) + aF(h2, xı) = cxF'(x)h 

bulunur. Son olarak F'(x) doğrusal dönü§ümünün sınırlı olduğunu görelim. Açıktır 

ki, keyfi x = (xı, x2) E X, h = (hı, h2) E X için, 

O::; (llxıll·llhıll-llx2ll·llh211) 2 
= 

= llxıWIIhıll 2 + llx2ll
2

llh2ll
2

- 2llxıll·llhıll·llx211·11h211 

olduğundan dolayı, 

olur. Bu eşitsizlikten, 

2llxıll·llhıll·llx211·11h211 + llxıWIIh2ll 2 + llx2ll 2 llhıW::; 

::; llxıWIIhıll 2 + llxdl
2

llh2ll
2 + llxıll 2 llh2W + llx2WIIhıll 2 

ve buradan ise 

olduğu elde edilir. Bu eşitsizlikte her iki tarafın pozitif karekökünü alırsak, 
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olduğu bulunur. Son eşitsizlikten dolayı, 

IIF'(x)(h)ll = liF( hı, x2) + F(xı, h2)ll ~ liF( hı, x2)ll + IIF(xı, h2)ll ~ 

~ IIFII.IIhıll-llx211 + IIFII-IIxıll-llh211 ~ IIFII(IIhıllllx211 + llxıll-llh2ll) ~ 

~ IIF'II(IIxıW + llx211 2 ) 112 (llhıW + llh2W)ı;2 ~ IIFII-IIxll.llhll 

eşitsizliği geçerlidir. Buradan ise IIF'(x)ll ~ IIFII.IIxll olup, liF'li ~ IIFII olduğu 

görülür. Önerme ispatlandı. • 

Yukardaki önerme aşağıdaki şekilde genelleştirilebilir.Xı, X 2 , X 3 , ... ,Xn normlu 

uzaylar ve X = Xı X x2 X 000 X Xn olsun. F E L(Xı X x2 X ... X Xn, Y) olmak 

üzere F dönüşünıü her bir x = (xı, x2 , ..•. xn) noktasında Frechet türevlenebilirdir 

ve bu dönüşümün F' ( x) = T ( x) türevi 

T(x)(hı, h2, ... , hn) = 

olarak verilen TE L(X, Y) doğrusal dönüşümüdür. 

Önerme 1.17 f: A C X -7 Y olsun. Aşağıdaki koşullar birbirine denktir. 

(i) f fonksiyonu Xo noktasında Prechet türevlenebilir ve f'(x0 ) = T'dir, yani 

h -7 O iken R(h)/ llhll -7 O olur. Burada R(h) = llf(xo +h)- f(xo)- T(h)ll. 

(ii) Her sınırlı E C X kümesi için~ içinde t -7 +O iken, Vh E E için R(th)jt 

-7 O 'dır. 

(iii) ( tn)nEN C ~/ {O} sıfım yakınsayan bir dizi olmak üzere X içinde her sınırlı 

(hn)nEN dizisi için, n -7 oo iken R(tnhn)/tn -7 O 'dır. Buna ilaveten X uzayı sonlu 

boyutlu ise (i) - (iii) koşullarının her biri aşağıdaki ( ıv) 'e denktir. 

(ıv) X içinde her kompakt E kümesi için ~ 'de t -7 +0 iken Vh E E için 

R(th)jt -7 O 'dır. 

Kanıt. (i) ==? (ii). (i)'nin doğru olduğunu varsayalım. E kümesi X içinde 

sınırlı bir küme olsun ve c > O verilsin. E C { x E X : llxll ~ M} olacak biçimde 

M E ~+ alalım. f dönüşümü x0 noktasında Freclıet türevlenebilir olduğundan, 
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(i)'den, {1 >O için llhll < 8 iken IIR(h)ll :S: (c:/M)jjhjj olacak biçimde 8 >O sayısı 

vardır. Diğer yandan t ---+ +O olduğundan, O < t < 8 j M alırsak, keyfi h E E için 

jjthjj :S: (8/M).M :S: 8 olur. O zaman, keyfi h E E için 

IIR(th)ll::::: (c:/M)IIthll::::: (c:/M)t ·llhll::::: (c:/M)t .]vf::::: tc: 

eşitsizliğine ulaşırız.Buradan, keyfi h E E için t ---+ O iken R(th)jt ---+ O olduğu 

görülür. 

(ii) :::} (iii). (hn)nEN C X sınırlı dizi ise (ii)'de tanımlanan sınırlı E kümesini 

(hn)nEN dizisini~ elemanları kümesi olarak alabiliriz. Böylece (iii) doğrulanır. 

(iii) =? (i); (i) 'nin doğru oladığını varsayalım. Bu durumda, h ---+ O iken 

R(h)/llhll sıfıra yakınsamaz. O zaman X/{0} içinde öyle bir (kn) dizisi bulabil­

iriz ki, n ---+ oo iken kn ---+ O olduğu halde, R(kn)/llknll sıfıra gitmez. Şimdi 

tn= liknil ve hn = kn/llknll dersek, (hn) sınırlı dizi ve n---+ oo iken tn---+ O olur. 

R(kn)/llknll = R(tnhn)/tn olduğundan, n---+ oo iken R(tnhn)/tn sıfıra gitmez olur. 

Böylece (iii) sağlanmaz, yani varsayımımız doğru değil. 

(ii) {:::=::? (iv). Kompakt küme sınırlı olduğundan dolayı, (ii) =? (iv)'ü gerek­

tirdiği açıktır. Şimdi tersini, yani (iv) =? (ii) olduğunu gösterelim. X sonlu boyutlu 

uzay, E c X sınırlı bir alt küme olsun. E kümesinden bir h öğesini alalım. t---+ O 

olsun. R(th)jt ---+ O mı? cl(E) kümesi, E kümesinin kapanışı olsurı. O zaman 

cl(E) kümesi X uzayı içinde kapalı, sınırlı ve X sonlu boyutlu olduğundan, cl(E) 

kümesi kompakt kümedir. h öğesi cl(E) kümesine aitvet---+ O olduğundan (iv)'e 

göre R(th)jt---+ O yakınsaması geçerlidir. • 

Şimdi Frechet türevlenebilmeye ilişkin birkaç özellik verelim. 

Önerıne 1.18 Eğer A C X ve f(-) : A C X---+ Y dönü§ümü x0 E A noktasında 

Frechet türevlenebilir ise, Va E K skaleri için af(·) dönügümü de xo E X 

noktasında Frechet türevlenebilirdir ve bu noktada Frechet türevi ( a f ( ·) )' (X o) = 

af'(xo) olur. 

Eğer A, B c X ve f(-) : A c X ---+ Y, g(·) : B c X ---+ Y dönügümleri x0 

noktasında Frechet türevlenebilir ise (f + g) ( ·) dönügümü de x0 noktasırıda Frechet 

türevlenebilirdir; ve (f + g )' ( x0 ) = f' ( x0 ) + g' ( x0 ) olur. 
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Kanıt. f(-) : A C X---+ Y, dönüşümü x 0 E A noktasında Frechet türevlenebilir, 

a E K olsun. O halde, Frechet türevlenebilirliğin tanırnından 

lim f(x)- f(xo)- f'(xo)(x- x0 ) = 
0 

x-->xo llx- xoll 
olur. Bu eşitlikde, a ile her iki tarafı çarparsak, 

lirn af(x)- af(xo)- af'(xo)(x- x0 ) = 
0 

x--+xo llx- xoll 
eşitliğine ulaşırıp. Bu ise (a f(·))'(x0 ) = af'(x0 ) olması demektir. 

Şimdi f(-) : A C X---+ Y, g(·): B C X---+ Y dönüşümleri x0 noktasında Frechet 

türevlenebilir olsun. O zaman, Frechet türevlenebilirliğin tanırnından 

lirn f(x)- f(xo)- f'(xo)(x- xo) = 
0 

ve 
x--+xo llx-xo\1 ı . g(x)- g(xo)- g'(xo)(x- xo) 

rm =0 
x--+xo llx -o- xoll 

olur. O halde buradan 

lirn U+ g)(x)- U+ g)(xo)- [f'(xo) + g'(xo)](x- xo) = 

x-->xo llx- xoll 
= lirn f(x)- f(xo)- f'(xo)(x- xo) + lim g(x)- g(xo)- g'(xo)(x- xo) = 

0 
x--+xo llx- xoll x--+xo llx- xoll 

olduğu bulunur. Bu ise U+ g)'(x0 ) = f'(x0 ) + g'(x0 ) olması demektir. • 

Örnek 1.19 TE L(X, Y) ve c E Y verilsin. F(·) :X---+ Y dönüşümü, F(x) = 

T(x) +c şeklinde tanımlansın. Bu durumda F dönüşümü, T doğrusal dönüşümü 

ile sabit bir dönüşümün toplamıdır.Bu nedenle F dönüşümü X uzayından alınan 

her x için Freçhet türevlenebilirdir ve F' ( x) = (T +c)' ( x) = T' ( x) +c' = T +O = T 

'dir. 

Önerme 1.20 (Zincir Kuralı} A C X, B C Y açık kümeler, f: A C X---+ B C Y, 

g : B C Y ---+ Z; sürekli dönüşümleri verilsin ve f dönüşümü x 0 E A, g dönüşümü 

y0 = f(x 0 ) noktasında Frechet türevlenebilir olsun. Bu durumda (go!)(·) : A C 

X ---+ Z bileşke fonksiyonu da x 0 E X noktasında Frechet türevlenebilir ve Frechet 

türevi 

(go f)'(xo) = g'(yo) o f'(xo) 

olur. 
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Kanıt. xo ~ A alalım. O halde Yo = f(x0 ) E B olur. Bu durumda x0 noktası 

(go!)(·) bileşke fonksiyonunun tanım kümesinin de iç noktasıdır. T = f'(x0 ), 

U = g'(yo), (hn)nEN dizisi X içinde sınırlı dizi, (tn)nEN C 3(j {O} ve n --+ oo 

iken (tn) --+ O olmak üzere 

olarak tanımlayalım. n --+ oo iken (tnhn) dizisi sıfıra yakınsadığından, yeterince 

büyük n'ler için mn tanımlıdır. Bundan dolayı bileşke fonksiyonun türevlenebilir 

olduğunu görmek için n --+ oo iken (mn/tn) --+ O olduğunu görmek yeterlidir. Şimdi 

(xo +h) E A, (y,0 +k) E B için 

R(h) = f(xo +h)- f(xo)- T(h), S(k) = g(yo +k)- g(yo)- U(k) 

olsun. 

olarak tanımlayalım. O zaman tnkn = f(xo + tnhn) - f(xo) olur. Bu durumda 

olur. Buradan ise R(tnhn) + T(tnhn) = tnkn ve [ R(tnhn)/tn] + T(hn) = kn olduğu 

bulunur. Bu eşitliği 

olarak yazabiliriz. R(tnhn) ve kn 'lerin tanımından dolayı, n--+ oo iken R(tnhn) /tn --+ 

O ve (kn) dizisi sınırlıdır. S(·) dönüşümünün tanımından, 

olur. Şimdi, 
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' 

olduğundan, g(yo + tnkn) = g(f(xo + tnhn)) olur. Buradan, 

ve 

mn/tn= [g(yo + tnkn)- g(yo)- U(T(tnhn))]/tn = 

= [g(yo + tnkn) - g(yo)J/tn- U(T(hn)) = [S(tnkn) + U(tnkn)]/tn- U(T(hn)) = 

= [S(tnkn)]/tn + [U(tnkn)]/tn- U(T(hn)) = [S(tnkn)]/tn + U(kn)- U(T(hn)) = 

= [S(tnkn)]/tn + U(kn- T(hn)) = [S(tnkn)]/tn + U[R(tnhn)/tn] 

olur. g ve f türevlenebilir olduğundan, n ---+ oo iken S(tnkn)/(tn) ---+ O ve 

R(tnhn)/(tn) --+ O'dır. f : A C X ---+ B C Y, g : B C Y ---+ Z sürekli 

dönüşümler olduklarından, T = f'(x0 ) : X ---+ Y, U = g'(y0 ) : Y ---+ Z sürekli 

doğrusal dönüşümlerdir. O halde n ---+ oo iken U(R(tnhn)/tn) ---+ O 'dır.Böylece 

(mn)/(tn) ---+ O olduğu görülür. (hn)nEN sınırlı dizisi ve n---+ oo iken (tn) ---+ O , 

(tnLEN C ?Rj {O} olmak üzereve (tn) dizisi keyfi seçilmiş olduklarından, buradan ve 

Öııerme 1.17iiii)'den 

lim g(f(xo +h))- g(f(xo))- U(T(h)) = 
0 

h_.o JJhJI 

olduğu bulunur. Bu ise (go f)'(x0 ) = (U o T)(x0 ) = g'(y0 ) o f'(x 0 ) olması demektir. 

• 
Sonuç 1.21 (i) f : A C X ---+ Y dönügümü x 0 E X noktasında Frechet türevlenebilir 

ve g E L(Y, Z) olsun. O zaman (go!)(-) dönügümü de x0 noktasında Frechet 

türevlenebilirdir ve (go f)'(x0 ) =go f'(x0 ) 'dır. 

(ii) f E L(X, Y), x0 E X, B C Y ve g : B C Y ---+ Z bir fonksiyon ve 

y0 = f(x0 ) noktasında Frechet türevlenebilir olsun. Bu durumda (go!)(·) bilegke 

döniişümü de Xo'noktasında Frechet türevlenebilirdir ve (go f)'(x0 ) = g'(y0 ) of 'dir. 

(iii) f : A c. X ---+ Y dönügümü x0 E A noktasında Frechet türevlenebilir bir 

dönüşüm, F( ·) : ?R ---+ X fonksiyonu ise t0 E ?R noktasının bir komg'uluğ'unda 

tanımlı ve F(t0 ) = x0 olup F fonksiyonu t0 noktasında türeve sahip olsun. Bu 
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durumda y(·) = U oF)(·) fonksiyonu da t0 noktasında türevlenebilirdir ve y'(t0 ) = 

f'(x 0 ) o F'(t0 ) olur. 

Kanıt. (i) (go J)'(xo) = g'(y0 ) o f'(x 0 ) eşitliğinin doğru olduğunu biliyoruz 

gE L(Y, Z) olduğundan g'(y0 ) = g 'dir. O halde, buradan 

(go f)'(xo) = g'(yo) o f'(xo) =go f'(x0 ) 

olur. 

(ii) Yukardakine benzer şekilde yapılır. 

( iii) f : A C X ----+ Y dönüşümü x0 E A noktasında Frechet türevlenebilir 

bir dönüşüm, F(-) : ~ ----+ X fonksiyonu ise F(t0) = x 0 olacak şekilde bir t 0 E ~ 

noktasında türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda, y(·) =U oF)(·) bileşke 

fonksiyonu t 0 noktasında türevlenebilirdir ve y'(t0 ) = f'(x0 ) oF'(t0 ) 'dır. Gerçekten 

Örııeme 1.13'e göre F fonksiyonu t 0 noktasında Frechet türevlenebilirdir ve her h 

gerçel sayısı için 

y'(t0 )(h) = f'(x 0 )(F'(to)(h)) = U'(xo) o F'(to))(h) 

eşitliği bulunur., • 

Örnek 1.22 Yı, }2, }3, .. , Ym normlu uzaylar, Y = Yı x Y2 x Y3 x ... x Yrn 

ve fi(·) : A Ç X ----+ Yi dönüşümü f fonksiyonunn i. 'inci koordinat dönüşümü 

olup, f(x) = Uı(x), h(x), ... , fm(x)) olarak tanımlansın. Bu durumda f fonksiy­

onunun x 0 E A noktasında Frechet türevlenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul 

fı, h, h, ... , fm koordinat dönüşümlerinin de x0 noktasında Frechet türevlenebilir 

olmasıdır. Ayrıca, f'(x0 ) =U{ (x0 ), JHx0 ), ... , J:n(x0 )) eşitliği geçerlidir. 

f(-) : X ----+ Yı x Y2 x Y3 x ... x Ym dönüşümünün x 0 E A noktasında Frechet 

türevlenebilir olduğunu varsayalım. İlk olarak i-inci izdüşümü Pi ile gösterelim, 

yani. Pi :Yı X Y2 X Y3 X ... X Ym----+ Yi dönüşümü Pi(Yı, Y2, ... ,Yi, ... , Ym) =Yi şeklinde 

tanımlanır. Bu durumda Pi E L(Y, Yi) 'dir. W(·) :AÇ X----+ Yi dönüşümünü 

'l!(x) = (Pi o f)(x) = ~U(x)) = 

= ~Uı(x), h(x), ... , fm(x)) = fi(x) E Yi 
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olarak tanımlayalım. 

(Pi o f)(x) = Pi(f(x)) = Pi(fı(x), h(x), ... , fm(x)) = fi(x), 

~ :Yi X Y2 X Ys X ... X Ym---+ Yi doğrusal dönÜ§Üm, f(-) :X---+ Yı X Y2 X }3 X ... X Ym 

dönü§ümü x 0 E A noktasında Frechet türevlenebilir olduğundan, keyfi i= ı, 2, ... ,m 

için ( ~ o f) ( ·) : X ---+ Yi dönü§ümü de x 0 E A noktasında Frechet türevlenebılirdir 

ve zincir. kuralından dolayı, ft(x0 ) = ~ o f'(x0 ) olur. Şimdi, keyfi i = ı, 2, ... ,m 

için fi ( ·) : A Ç X ---+ Yi dönü§ümlerinin, x 0 E A noktasında Frechet türevlenebilir 

olduğunu varsayalım. Ii(Yi) = (0, O, ... , O, Yi, O, ... , O) olmak üzere Ii(·) : Yi ---+ Y 

dönüşiimünü tarıımlayalım. Bu durumda Ii E L(Yi, Y) 'dır. O halde, 

m -

L Ii(fi(x)) = Iı(fı(x)) + h(h(x)) + ··· + Im(fm(x)) = 
i=ı 

= (fı(x), O, ... , O)+ (0, h(x), O, ... , O)+ (0, ... ,O, fm(x)) = 

= (fı(x), h(x), ... , fm(x)) = f(x) 

m 

olur. Böylece, f(x) = L Ii( fi(x)) e§itliği geçerlidir. Keyfi i = ı,2, ... ,m için 
i= ı 

Ii ( ·) : Yi ---+ Y doğrusal dönüşüm, 

m m 

f(x) = L Ii(fi(x)) = :LUi o fi)(x), 
i=ı i=ı 

fi ( ·) : A Ç X ---+ Yi dönüşümleri x 0 E A noktasında Frechet türevlenebilir olduğun­

dan, zincir kuralından dolayı, f(-) : X ---+ Yi X Y2 x Ys x ... x Ym dönÜ§Ümü 
m 

x 0 E A noktasında Prechet türevlenebilir f'(x 0 ) = L Ii o f:(x 0 ) olur. Sonunda, bu-
i=ı 

radan ve Ii(·): Yi---+ Y dönüşümlerinin tanımından f'(x0 ) = (f{(x), f~(x), ... , f:n(x)) 

olduğu bulunur. 

Örnek 1.23 Y1, }2, }3, .. , Ym normlu uzaylar, Y = Yı x Y2 x }3 x ... x Ym ve 

G E L(Yı x Y2 X Ys X ... X Ym; Z), ve f : A C X ---+ Y dönüşümü Xo E A 

noktasında Frechet türevlenebilir, ( G o f) ( ·) bile§ke fonksiyonu da xo noktasında 

Frechet türevlenebilir olsun. Ek olarak f 'nin koordinat fonksiyonları fı, h, ... , f m 

ıs 



ve Ii= f:(xo) .ise, türevin zincir kuralı ve örnekten 

olduğu görülür. 

(Go f)'(xo)(h) = G(Tı(h), h(xo), ... , fm(xo)) + 

+G(Jı(xo), T2(h), fs(xo), ... , fm(xo)) + 

+ ... + G(Jı (xo), h(xo), ... , fm-ı (xo), Tm(h)) 

Örnek L24 X uzayı gerçel bir çarpım uzayı olsun ve Vx E X için F(x) =< x, x > 

olarak tanımlansın. Bu durumda F( ·) fonksiyonu Frechet türevlenebilir ve X uza­

yından alınarı her x için F'(x)(h) = 2 < x, h> 'dır. 

Kanıt. Keyfi x0 E X alalım ve sabitleyelim. F(·) : X ~ ~' F(x) =< x, x > 

dönüşümü gerçel değerli bir dönüşümdür. X uzayı gerçel sayılar cisminde tanımlı ve 

gerçel sayılar cis:i.ni üzerinde bir iç çarpım uzayıdır. F dönüşümünün x 0 noktasında 

Frechet türevlenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul h E X ıçın 

R(h) = F(xo +h)- F(xo)- T(h) 

şeklinde tanımlı olmak üzere, ve h~ O iken, (R(h))jjjhjj ~O olacak biçimde bir 

doğrusal T ( ·) : X ~ ~ dönüşümünün olmasıdır. Şimdi x0 E X için T ( ·) : X ~ ~ 

dönüşümü, T(h) = 2 < x 0 , h> şeklinde tanımlayalım. İç çarpımın doğrusallığından 

T(-) dönüşümünun doğrusallığı görülür.Bu T(·) doğrusal dönüşümü için, 

R(h) 

llhll 
F(xo +h) - F(xo)- T(h) 

llhll 
-

< xo +h, xo +h> - < xo, x0 > -2 < xo, h> 
- -

jjhjj 
< xo,xo > + < xo,h > + < h,xo > + < h,h >- < xo,xo > -2 < xo,h > 

llhll 
- <h, h> - ı/2_, - llhll -<h, h> - jhjj 

olduğundan, h~ O iken ~i~r ~O olur. O halde F'(x)(h) = 2 < x,h >olur. • 

Örnek 1.25 (H,< ·, · >) bir gerçel iç çarpım uzayı olsun. H kümesinden alınan 

her x için, F(x) ..:_ llxll =< x , x >ı;2 §eklinde tanımlı norm fonksiyonun H\{0} 

kümesinde Frechet türe·vinin F'(x)(h) = <0;~> olduğunu görelim 
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~+ = {t E ~ : t ~ O} kümesinde tanımlı f(t) = Vt : ~+ -t ~ ve g(x) =< 

x, x >: H -t ~! fonksiyonlarını göz ön ün üne alalım. Bu durumda H kümesinden 

alman her' x için 

(!o g)(x) = f(g(x)) = J< x, x > =< x,x > 1
/

2= llxll 

olduğundan dola?Jı, llxll = U o g) (x) e§itliğinde x -/= O iken, türevin zincir kuralını 

uygularsak, Örnek 1.24 'ten 

F'(x)(hJ) = (llxll)'(h) = (j o g)'(x)(h) = (U(g(x))' o g'(x))(h) = 

= ((J< x,x >)'o(< x,x >)')(h)= ı . (2 < x,· >)(h)=< u'~> 
2J<x,x > x 

olur. 

Önerme 1.26 j: A ç X -t Y dönü§ümü A Ç X kümesinde tanımlı birebir 

dönüşüm olsun ve x 0 noktası A kümesinin iç noktası olmak üzere aşağıdaki ko§ullar 

sağlansın. 

1. f fonksiyonu x0 noktasında Prechet türevlenebilirdir. 

2. T = f'(x0 ) E LH(X, Y) 

3. Yo = f(x0 ) noktası f(A) kümesinin iç noktasıdır. 

4. f-ı(-) : Y -tA ters fonksiyonu Yo = f(xo) noktasında süreklidir. 

Bu durumda f-ı(-) fonksiyonu y0 = f(xo) noktasında Frechet türevlenebilir ve 

u-ı )'(yo) =r-ı 'dir. 

Bumda LH(X, Y), G: X -t Y olacak biçimde doğrusal homomorfizmler uza­

yıdzr. 

Kanıt. (kn)nEN , Y içinde sınırlı bir dizi olsun. ~\{O} içinde (tn)nEN ve n-t oo 

iken (tn) -t O olacak şekilde bir (tn)nEN alalım. Bu durumda Yo + tnkn öğesi 

yeterince büyük n için f(A) kümesine aittir. n yeteri kadar büyük seçilmek üzere, 

X uzayı içinde (hn)nEN dizisi 

hn = f-ı(Yo + tnkn)- f-ı(yo) 
tn 
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şeklinde tanımh olsun. Bu durumda Xo + tnhn = f-ı (Yo + tnkn) ve f birebir 

olduğundan, f(xo+tnhn) = Yo+tnkn olur. f(xo+tnhn) -yo = tnkn ve Yo = J(xo) 

olduğundan f(xo + tnhn)- J(xo) = tnknolduğu bulunur. O halde 

f-ı(Yo + tnkn)- f-ı(yo)- r-ı(tnkn) tnhn- r-ı[f(xo + tnhn)- J(xo)] 
- -

~ ~ 
r-ı(r(tnhn))- r-ı[j(xo + tnhn)- J(xo)] 

- -
tn 

r-ı(r(tnhn)- [f(xo + tnhn)- J(xo)]) 
- -

tn 
=-r-ı ( f(xo + tnhn) -t~(xo)- T(tnhn)) = 

=-r-ı ( f(xo +tn~:)- f(xo) _ r(hn)) 

yazılabilir. r E LH(X, Y) ve olduğundan dolayı, r-ı E LH(Y, X) olur. Ön­

erme 1.1 7(ii) 'den kanıtı tamamlamak için, (hn)nEN dizisinin X içinde sınırlı 

olduğunu görmek yeterlidir. Vy E Y için r-ı sürekli, dolayısıyla sınırlı olduğundan, 

ıır-ıyll::;; ıır-ııl-llvll olur. O zaman, Vx E X için llxll::;; ıır-ııı. !lr(x)ll olduğu 

bulunur. r-ı birebir olduğundan, ıır-ııı >o olur. c= 1/T~lll dersek, \;fx E X için 

c.llxll ::;; l!r(x) ll yazabiliriz. O halde keyfi n için 

olur. f-ıdönüşürl!lü Yonoktasındasürekli, tnhn = f-ı(Yo+tnkn)-J-ı(yo) olduğun­

dan, n --+ oo ike:q. tnhn --+ O yakınsaması geçerlidir. f fonksiyonu x0 E X nok­

tasında Frechet türevlenebilir olduğundan, keyfi n 2: N için 

olacak biçimde N> O sayısı vardır. O zaman buradan, keyfi n 2: N ıçın 

ve 

IIJJ(xo + tnhn)- J(xo)ll- !lr(tnhn)JII::;; 

ı 
::;; IIJ(x + tnhn)- J(xo)- r(tnhn)ll::;; 2c11tnhnll 
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olduğu bulun u~. Son eşitsizliğin her iki tarafını (-ı) ile çarparsak 

ı llf(xo + tnhn)- f(xo)II-IIT(tnhn)ll2 2c.ll(tnhn)ll 

eşitsizliğine ulaşırız. Buradan 

. ı 

1/f(xo + tnhn)- f(xo)ll 2 IIT(tnhn)ll- 2c.lltnhnll, 
ı 

11tnknll2 IIT(tnhn)ll- 2c.lltnhnll, 
ı 

lltnknll 2 2c.lltnhnll, 
ı 

lltnll-llknll 2 2.c.lltnll-llhnll, 
ı 

liknil 2 2.c.llhnll, 
ı 

llhnll-2c ~ llknll, 
ı 

llhnll ~ 2cllknll 

olduğu bulunur .. (kn)nEN dizisi Y içinde sınırlı olduğundan,Vn E N için liknil ~ M 

olacak şekilde bir M > O vardır. Bundan dolayı -llhnll ~ ~cM olup, (hn)nEN 

dizisinin sınırlı olduğu görülür. (hn) dizisi sınırlı, n--t oo iken (tn) --t O, f'(xo) = T 

olduğundan dolayı, 

olduğu bulunur .. O halde, y-ı dönüşümü doğrusal olduğundan, 

lim f-ı(Yo + tnkn) - f-ı(Yo)- y-ı(tnkn) = 

n-+oo tn 

= lim _y-ı (f(xo + tnhn)- f(xo) _ T(hn)) = 0 
n-+oo tn 

olduğu bulunur. (kn)nEN, Y içinde keyfi sınırlı dizi, (tn)nEN dizisi n--t oo iken (tn) --t 

o olacak biçimde keyfi dizi olduğundan, son eşitlikten u-ı )'(yo) =y-ı olduğu elde 

edilir. • 

Örnek 1.27 A f. 0 , A Ç X kümesi X uzayında açık, B f. 0, B Ç Y kümesi 

de Y uzayında ,açik kümeler olsunlar.f : A Ç X --t B Ç Y bir homeomor­

fizma ve A kümesi üzerinde Frechet türevlenebilir olsun. Bu durumda \ix E A için 
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f'(x) E LH(X,Y) ise f-ı dönü§ümünün de B kümesi üzerinde Frechet türevlenebilir 

olduğunu kanıtl,ayınız. 

Kanıt. f: AÇ X----+ B Ç Y homemorfizma, Vx E A için f(-) dönüşümünün 

Frechet türevleııebilir ve T = f'(x) E LH(X, Y) olsun. f bir homeomorfizma 

olduğundan birebir ve örtendir. A kümesi açık olduğundan Vx E A noktası bir 

iç noktadır. Aynı şekilde y = f(x) noktası da B kümesi kümesi açık olduğun­

dan bir iç noktadır. f dönüşümü A kümesinden B kümesine bir homeomorfizma 

olduğundan, x EAnoktasında sürekli olup f-ı dönüşümü de y = f(x) noktasında 

süreklidir. Böylece Önermel.26'nın koşulları sağlanmış olur. y = f(x) noktasında f 

-ı dönüşümü türevlenebilir olup, y E B noktası keyfi olduğundan f -ı dönüşümü 

B kümesi üzerinde Frechet türevlenebilirdir. • 

Örnek 1.28 x(·) E C([a, b]; R) için f(x(·)) = J: x(t)dt olsun. O halde 

j'(x(·))(h(t)) = 1b h(t)dt 

olur. Burada C([a, b]; R) x(·) : [a, b] ----+ R olacak biçimde sürekli fonksiyonlar uza­

yıdır ve IJx(·)// =max IJx(t)IJ. 
tE[a,b] 

Gerçekten, 

lff(x +h)- f(x)- J'(x)(h)lf ~ lll (x(t) + h(t)dt -[ x(t)dt -[ h(t)dtll ~O 

olduğundan, f'(±(·))(h(t)) = J: h(t)dt olduğu görülür. 
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2 FRECHET TÜREVLENEBİLİR 

FONKSiYONLAR İÇİN 

ORTALAMA DEGER TEOREMİ 

Önerme 2.1 a ,ye b X uzayı içinde birbirinden farklı noktalar olsunlar. S kümesi 

X içinde uç noktaları a ve b olan kapalı doğru parçası, S c A C X, f ( ·) : A --+ Y 

olsun. f (-) dönüşümü S üzerinde s ürekli ve S kümesinin hemen her noktasında 

Frechet türevlenebilir olsun. Bu durumda sayılamaz çoklukıta c E S için 

llf(b)- f(a)ll :S llf'(c)(b- a)ll (1) 

eşitsizliği geçerlidir. 

Kanıt. Açıktır ki, S = {(1- .X)a +).b:). E [0, 1]}. Şimdi \lt E [0, 1) için 

F(t) = (1 - t)a +tb olmak üzere F(·) : [0, 1] --+ S fonksiyonunu tariımlay­

alım. Bu durumda \lt E [O, 1] için F(t) = (1- t)a +tb E S olur. \ltı, t2 E [0, 1) ve 

tı =/= t 2 için (1- tı)a + tıb =/= (1- t2)a + t 2b olduğundan, F(·) birebirdir. 

Şimdi F(·) fonksiyonunun örtenliğini inceleyelim. \Iy E S için y = F(t) = 

(1 -t)a+tb olacak biçimde tE [0, 1] var mıdır? yE S olduğundan, y = (1 -.X).a+.A.b 

olacak biçimde). E [0, 1] vardır ve o halde y = F(.X) olur. Böylece, F(·) : [0, 1) --+ S 

fonksiyonu örtendir. 

Sonuç olarak, F fonksiyonu birebir ve örten olduğundan tersi vardır. Bu ters 

fonksiyonu p-1 ile gösterelim. Şimdi F(·) : [0, 1] --+ S fonksiyonunun tersini bu­

lalıın. F(t) = y olkun. O halde tE [0, 1] olmak üzere, y = (1 -t)a+tb, y = a-ta+tb 

ve y-a = t( b- a )olur. Bu eşitliğin her iki tarafının norm fonksiyonu altmda görün­

tüsünü alırsak, IIY- ali= llt.(b- a)ll ve buradan ise 

lly-all 
IIY- all= tjjb- ajj, llb _all = t 

eşitliğine ulaşırız. Böylece, F-1 : S --+ [0, 1] ters dönüşümünü F-1 (y) = 11 11 t:=~J/ 
olarak tanımlayabiliriz. Ayrıca, F' ( t) = b - a. 
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Şimdi, F(t) = (1- t)a +tb fonksiyonunun sürekliliğini inceleyelim. Bunun için, 

Ve> O sayısı verildiğinde, lt- tol < b(c) iken IIF(t)- F(to)ll ~c olacak biçimde 

b (c) > O sayısının varlığını gösterelim. 

IIF(t)- F(to)ll = 11[(1- t)a +tb]- [(1- to)a +tab] ll= 

= ll(a- ta+ tb)- (a- ato +tab) ll= Ila- ta+ tb- a + t0a- t0biJ = 

= ll(t- to).a + (t- to)bll ~ ll(t- to).(b- a)ll = 

~lt- tol-llb- all~ lt- tol(llall + llbll) 

olduğndan, M , lla!l + llbll, b( c)= c/M dersek, lt- tol <b iken IIF(t)- F(to)ll ~c 

olduğu bulunur. Böylece, F(·) fonksiyonunun sürekli bir fonksiyon olduğu görülür. 

Şimdi de p-ı(-) : S _ _. [0, 1], p-ı(y) = IIY- all/llb-all dönüşümünün sürekli 

olduğunu görelirtı. Bunun için verilen V c> O için IIY- Yoll < b(c) iken IIF- 1(y)­

p-ı (y0 ) ll < c olacak biçimde b (c) > O sayısı bulacağız. 

IIF-ı(y)- p-1(Yo)ll = IIIY- all 1 llb- all- IlYo- all/ llb- alli ~ 

~ lll Y - all - ll Yo - alli / ll b - all ~ ll Y - a - Yo + all / ll b - all ~ 

= ll Y - Yo ll 1 ll b - all 

olduğundan, b(e) = c llb- all olarak seçersek, IIY - Yoll < b( c) iken ,IIF-1(y) -

p-ı(Yo)ll < c olur. Böylece p-ı(-) dönüşümünün sürekli olduğu görülür. Şimdi, 

y(t) = (fo F)(t) = f((1 - t)a +tb)) şeklinde tanımlı bileşke y(·) : [0, 1] -> Y 

fonksiyonu için, f ve F ' nin sürekliliğinden bileşke fonksiyonun sürekliliği görülür. 

Ayrıca bileşen fonksiyonlar Frechet türevlenebilen fonksiyonlar olduğundan bileşke 

fonksiyon da Frechet türevlenebilir ve y' (t) = f'(x) oF' (t) = f'(x)(b- a) 'dır. 

Buna ilaveten, y(O) = f(F(O)) = f(a), y(1) = f(F(1)) = f(b) olduğundan, y 

fonksiyonuna ortalama değer eşitsizliğini uygularsak, liy(1) -y(O)II ~ 11(1- O)y' (c)ll 

eşitsizliğini sağlayan sayılamaz çoklukta c E (0, 1) vardır.Buradan, 

liy(1)- y(O)II ~ liy'(c)li 

eşi tsizliğiııclen, 

IIJ(b)- f(a)ll ~ llf'(c).(b- a)IJ 
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eşitsizliğine ulaşırız. Böylece kanıt biter. • 

Önerme 2.2 C kümesi X uzayı içinde kapalı konvex küme ve C 0 =/= 0, f(-) :C c 

X---+ Y sürekli bir fonksiyon olsun. Hemen hemen her x E C0 için f(·) dönü§ümü 

Frechet türevlenebilir ve ll f' ( x) ll :S M olacak biçimde bir M > O sayısı var olsun. 

Bu durumda f(·) dönÜ§ÜmÜ C kümesi üzerinde M sabiti ile Lipschitz ko§ulunu 

sağlar. 

Kanıt. f(-) dönüşümünün C kümesi üzerinde M sabiti ile Lipsclıitz koşulunu 

sağlaması için, keyfi a E C, b E C .için 

llf(b)- f(a)ll :S M ·IJb- aJI (2) 

eşitsizliğinin sağlanması gerekir. Keyfi a E C, b E C alalım. a = b iken eşitsizlik 

doğrudur. Bu sebeple,a =/= b varsayalım. Eğer a, b E C 0 ise, konvex bir kümenin 

içi de konvex olacağından, (1) eşitsizliğinin sonucu olarak ( 2) eşitsizliği elde edilir. 

Yani, V a, b E C 0 ve a =/= b için 

llf(b)- f(a)ll :S lldf(c)(b- a)ll :S llf'(c)llll(b- a)ll :S M.ll(b- a)ll 

olduğu bulunur. Eğer a, b E C olursa, a ile b noktalan C0 kümesinin kapamşına 

aittir. O zaman, n ---+ oo iken an ---+ a, bn ---+ b ve keyfi n için an E C 0
, bn E C 0 

olacak biçimde (an) ve (bn) dizileri vardır. O halde Vn E N için 

eşitsizliğini elde ederiz. f fonksiyonu a ve b noktalannda sürekli, n ---+ oo iken 

(an) ---+ a ve (bn) ---+ b olduğundan, n---+ oo iken f(an) ---+ f(a) ve f(bn) ---+ f(b) 

olur. Buradan n ---+ oo iken limit alırsak, IIJ(b) - f(a)ll :S M.llb- aJI olduğu 

bulunur. • 

Sonuç 2.3 A kümesi X uzayında açık bağlantılı küme, f(-) : A C X ---+ Y sürekli 

ve f(-) dönü§ümünün A kümesinin her x noktasında Frechet türevi sıfır- olsun. Bu 

durumda f ( ·) dönü§ümü sabit dönü§ümdür. 
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Kanıt. a E A alalım ve sabitleyelim. E = {x E A : f(x) = f(a)} kümesini 

tanıınlayalım. Açıktır ki, a E E ve bundan dolayı, E =J 0. E kümesi açıktır, çünkü E 

kümesinden alınan her açık yuvar E içindedir. Bunu görmek için yE B6 (a) alalım. 

a = y için son~ç aşikar olduğundan varsayalım ki, a =J y olsun. B6(a) konvex 

olduğundan uç noktaları a ve y olan S doğru parçasının tamamı yuvar içindedir.! 

fonksiyonu sürekli olduğundan S kümesi üzerinde sayılamaz çoklukta c E S vardır 

ki, 

llf(y)- f(a)ll ~ llf'(c)(y- a)ll ~ IIO(y- a)ll ~O 

oluı'. Buradan f(y) = f(a) bulunur. Son eşitlikten y noktasının E kümesine ait 

olduğu görülür. Dolayısıyla B6(a) c E olup, E kümesi açıktır. Şimai E kümesinin 

kapalı olduğunu görelim.{f(a)}, Y uzayında tek nokta kümesi olup kapalıdır. f 

fonksiyonu sürekli olduğundan ters görüntüsü yani f-ı(a) = E kümesi kapalıdır. 

Bu durumda, E kümesi boş kümeden farklı ve hem açık hem de kapalı küme olur. 

Bir bağlantılı uzayda sadece boş küme ve uzayın kendisi hem açık hem kapalıdır. 

Buradan E= A bulunur. Son eşitlikten f fonksiyonunun sabit olduğu görülür. • 
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3 TANIM KÜMESi ~n OLAN 

FONKSİYONLARIN KlSMİ TÜREVLERi 

Tanım 3.1 n 2:: 2 olmak üzere f : A C ll(n ---7 Y bir fonksiyon olsun. x0 = 

(xıo, x2o, X3o, ... , Xno) E A noktasını alalım. { eı, e2, e3, ... , en} ise ~n için standart 

taban olsun. j - 1, 2 ... n için Xj E ıR olmak üzere 

fonksiyonunu tanımlayalım Bufonksiyonun tanim kümesi olarak, x 0 +(xj-Xjo)ei E 

A olacak biçimdeki Xj E ıR sayılarır.ıı alalım. y(·) fonksiyonu, j. bile§en hariç diğer 

tüm bile§enleri sabit tutan ve Xj = Xjo noktasında f(x0 ) değer-ini aları forıksiyond'UT. 

EğeT bu fonksiyonun Xj = Xjo noktasında türevi varsa, bu türeve f fonksiyon-unun 

j- inci b'ile§ene gör·e kısmi türevi denir. Bu dönÜ§Üm, 

se:rnboller'inden biri ile gösterilir. Buna ilaveten, Djf(x) kısmı t'Ürevirıin olduğu 

:ı; E A noktal(inrıda tan'ımlı x ---7 Dj f ( x) fonksiyonuna da f fonksiyonunun j -inc-i 

bilegene göre hsmi türevi denir ve Dif ile gösterilir. 

t = Xj - Xjo alırsak, 

olduğu görülür. Bu eşitlikte her iki taraftan birinin varlığı durumda şunu söyleye­

biliriz: Dif(x0 ) doğrusal dönüşümünün var olması ve yE Y ögesine eşit olması için 

gerekli ve yeterli koşul, x0 + tej E A özelliğini sağlayant E ıR sayılarının kümesinde 

sıfır izole olmayarı nokta olmak üzere, t ---7 O iken 

olmasıdır. 
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Önerme 3.2 ri. 2: 2 olmak üzere f : A C 3rn ---+ Y fonksiyonu x 0 noktasmda 

Freehel tür-evle'l2ebilir olsun. Bu durumda j = ı, 2, 3, ... , n için 

(ı) 

ve Vh = (hı, ... , hn) E 3rn için, 
n 

f'(xo)(h) = L hi· DJf(xo) (2) 
j=l 

olur. Ek olamk, eğer f'(·) dönüşümü x 0 noktasında sürekli ise, her bir· Djf(x0 ) 

kısmi türevi de x 0 noktasında süreklidir. 

Kanıt. f : A c 3rn ---+ Y fonksiyonu x 0 noktasında Freclıet türevlenebilir 

o lsd uğl!ndan, 

olur. Boylece, (ı) sağlanır. 
n 

Keyfi h = (hı, h2 , ... , hn) E 3rn alalım. O zaman h = 2: hjej.olur. O halde 
j=ı 

(ı)'den. 

f'(xo)(lı) = f'(xo) (t hiei) = t hif'(xo)(ei) = t hi· Dif(xo) 

olduğu bulunur. Böylece, (2)'nin doğruluğu ispatlandı. 

Ayrıca, f'(·) dönüşümü x 0 noktasında sürekli ise, (ı)'den her bir DJf(x0 ) kısmi 

türevinin ele x 0 noktasında sürekli olduğu bulunur. • 

Önerme 3.3 n 2:2 bir doğal sayı olmak üzere f(-) = (j1(·),h(·), ... ,fm(·)): A C 

~Rn ---+ ~rn fonksiyonu x 0 E 3rn noktasında Frechet türevlenebilir olsun. Bn dunanda 

i = 1, 2, ... , m ve .i = ı, 2, ... , n için Djfi(xo) vardır ve [Djji(.To)lmxn rrıatrisi, 

dj (:r0 ) : ~n ---+ ~Rm doğrusal dönüşümünün standart tabana göTe rnatrisidiT. Bundan 
n 

dolayt df(xo)(h1 , ... , hn) =(yı, ... , Ym) ise, her i= ı, 2, ... ,m için Y·i = 2: hrDJfi(:ro) 
j=l 

olar. Aynca 

lldf(xa)ll :0:: [~ t [Dif;(xo)]'] 

112 

:0:: n
112 ·lldf(xa)ll 

eşitsizliği geçerlidi-r. 
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Kanıt. Bir önceki teoremden i = ı, 2, ... , m ve j = ı, 2, ... , n için Difi(x0 ) 

kıt:ıını trevi vardır ve 

olur. O halde , [Djfi(xo)]mxn matrisini oluşturabiliriz. [Djfi(xo)]mxn matrisine, 

verilenf fonksiyonunun x0 noktasındaki Jacobian matrisi denir. m= n iken matris 

karesel olup bu matrisin determinantına f fonksiyonunun x 0 noktasında Jacobian 

d eterminantı denir. Önceki ön ermeden, 
n 

f'(xo)(h) = L hi· Dif(xo) 
j=ı 

n 

olduğundan, df(xo)(hı, ... , hn) = (yı, ... , Ym) iken, her i= ı, 2, ... ,m için Yi = I: hj · 
j=ı 

n 

Djfi(xo) olduğu bulunur. df(xo)(hı, ... , hn) = (yı, ... , Ym) ve Yi = 2.: hjDjfi(xo) 
j=ı 

eşitliklerini ve norm tanımını kullanırsak, 

m n 

1\df(xo)ll = L L(Djfi(xo)) < 

m n 

i=ı j=ı 

olduğu bulunur. • 

i=ı j=ı 

ıj2 

:S nı 12 ·lldf(xo)ll 

Önerme 3.4 A C ~n, B C ~m olmak üzere 

f : A C ~n ----+ B C ~m 

fonksiyonu xo E ~n noktasında, 

g : B C ~m ----+ ~~ 

fonksiyon-u y0 = f(x0 ) E B noktasında Frechet türevlenebiliT olwn. H = g o f : 

A C ~1 bilqke fonksiyonunu tanımlayalım. Bu durumda H = (Hı, H2, ... , Hı), 

g = (.rJı,.92ı··· ,g,), f = (fı,f2, ... ,frrı) olmak üzere f,g ve H fonk8iyonlarının 

Jacobian nıatrisleri arasında 

30 



bağıntısı vardır ve bundan dolayı 

m 

DiHk(xo) = L Digk(Yo) · Difi(xo) 
i= ı 

eşitliği geçerlid~r. Eğer l = m = n ise f, g, H fonksiyonlarının Jacobian dete'mıi­

nantlar·ı arasında 

eşitliği geçerlidir. 

Önerme 3.5 n ~ 2 olmak üzere A =/=- 0, A C 3fn ve f : A C 3fn ---+ Y fonksiyomt 

için Dıf, D.ıf, ... , Dnf dönüşümleri x 0 noktasının b_ir komşuluğunda tarımılı ve :c0 

E ~Rn noktasırıda süTekli olsunlar. Bu durumda f fonksiyonu x 0 E 3fn noktasmda 

Frcchet tiirevlerıebilirdir. 

Kanıt. f: A C 3fn ---+ Y fonksiyonun x 0 E 3fn noktasında Frechet türevlcm~bilir 

ise, Üııerıne 3.2'ye göre, bu fonksiyonun türevi 

n 

(hı, h2, ... , hn) ---+ L Djf(xo)hj 
j=ı 

dönüşürrıüdür. h= (hı, h2, ... , hn) E 3fn için 

n 

R(h) = f(xo +h)- f(xo)- L Dif(xo)hj 
j=ı 

olsun. h ---+ O iken, R( h))/ ll h ll ---+ O olduğunu kanıtlarsak, 

n 

f'(xo)(h) = L Djf(xo)hi 
j=ı 

olduğunu göstermiş oluruz, yani f fonksiyonu x0 E 3fn noktasında Frechet türevlene-­

bilirdir. Keyfi j = 1, 2, ... , n içinx ---+ D if ( x) dönüşümleri x0 E 3fn noktasında sürekli 

oldnğurıdan, keyfi s > O.için x E B iken 

(3) 
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olacak biçimde x0 merkezli bir B C A açık yuvarı vardır. h= (hı, h2 , ... , lın) E ~n 

ögesi için x0 + h E B olsun. Şimdi 

z0 = x0 , Zj = (x 10 + h1 , x20 + h2 , ... , Xjo + hj, Xj+ı,o, ... , Xno), j =ı, 2, ... ,n 

olarak gösterelim. h = (hı, h2 , ... , hn) E ~n ögesini, j = ı, 2, ... ,n için Zj E B 

o~acak biçimde seçelim. zi'lerin gösteriminden, keyfi j = ı, 2, ... ,n için Zj = :ı:0 + 
J 

L Ii(hi) olarak yazabiliriz .. Burada Jj(·) : ~ ---7 ~n fonksiyonu, 
i=ı 

olarak tanımlanır. Açıktır ki Zn = x0 + h, kejfi j = ı, 2, ... ,n için Zj E B ve 

Zj = Zj-ı + Ij(hi)· O ha~de, 
n n 

f(xo +h)~ f(xo) = L f(zj)- f(zj-ı) = 2::: [f(zj-ı + Ij(hj))- f(zj-ı)] 
j=l j=ı 

olur. Bundan dolayı 

n 

R(h) = L [f(zj-ı + Ij(hj))- f(zj_ı)- Djf(xo)hj] 
j=l 

egitliği elde edilir. 

olsun Şimdi t E S için 

S= { 
[0, hj] hj >o 
[hj,O] hj <O 

olmak üzere yj ( ·) : S ---7 Y fonksiyonunu tanımlayalıın. Açıktır ki, t E 'int S içiıı 

(4) 

olur. Burada intS, S kümesinin içini gösterir. yj(·) : S ---7 Y fonksiyonuııa uç 

noktaları O ve lıj noktaları olan S aralığında ortalama değer eşitsizliğini uygulayalıın. 

O halde 
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olacak bic,:imdc t* E intS vardır. 

Y)(hj)- yj(O) = f(zj-1 + Ij(hj))- f(zj-ı) - Djf(xo)hj, 

olduğundan, buradan, 

llf(zj-ı + If(hj))- f(zj-ı)- Djf(xo)hjll:::; IIDjf(zj-1 + Ij(t*))- Djf(xo)ll ·lhjl 

(5) 

bulunur. t* E intS olduğundan, Zj-ı + Ij(t*) E B olur. O zaman (3)'clen 

olduğu elde ediler. Buradan ve (5)'ten, keyfi j = 1, 2, ... ,n için 

llf(zj-1 + Ij(hj))- f(zj-1)- Djf(xo)hjll :::; c· jhjj 

ollduğu bulunur .. Son olarak, buradan ve (4)'ten 

n 

IIR(h)ll:::; c· L jhjl:::; cn1
/

2 ilhll 
j=l 

olur. Buradan ise h---+ O iken, R(h)/llhll ---+ O olduğunu elde ederiz. • 

Önerme 3.6 n, 2: 2 olmak üzere A C ~n açık küme olsun. f : A C 3fn ---+ 

Y fmt,ksiyonmrwn, A kümesinde C1 sınıfından olması için gerekli ve yeterli ko§ul 

:ı: ---+ Dıf(:ı:), x ---+ D2 f(x), ... , x ---+ Dnf(x) dönü§ümler·inin A kümesinde siirekli 

ol'1rw.larıdır·. 

Kanıt. Keyfi Xo E A alalım ve sabitleyelim. Önce f E C1 olcluğuııu van:ıayalıın. 

Üııenııe 3.2'deıı 

n n 

df(:ı:)(h) = L DJf(xo)hj = L DJf(xo)Pj(h) 
j=l j=l 
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eşitliginin doğru olduğunu biliyoruz. Burada h= (h1 , h2 , ... , hn) E ~n için P_7(h) = 

hj olarak tauıq:ılanır, yanı Pi(·),j. izdüşüm dönüşümüdür. f E C 1 olduğundan, 

x 0 E A noktasmda :r:----+ df(x) dönüşümü sürekli, dolayısıyla 

n 

x----+ L Djf(x)Pj 
j=l 

n 

dönüşümüele süreklidir. Buradan x ----+ I: Djf(x)Pj dönüşümünün :r0 E A nok­
j=l 

tasında sürekli olması için, x ----+ Dıf ( x), x ----+ D 2f ( x), ... , x ----+ Dnf ( x) dönüşüm-

lerinin de x 0 E A noktasında sürekli olmalarının gerektiği görülür. 

Tenüııe, x----+ Dıf(x), x----+ D2J(x), ... , x ----+ Dnf(x) dönüşümleri :r:o E A nok­

tasında sürekli ise, Pj(·) : ~n ----+ ~' j = 1, 2, ... ,n, izdüşüm dönüşiiml~ri de sürekli 

olduğundan, 

n 

x----+ L Dif(x)Pi 
j=l 

n 
dönüşümüde:ı;0 E Anoktasındasüreklidir. df(x) =I: Djf(x)Pj olduğundan, :ı:----+ 

j=l 

dj ( x) dönüşümü ele x 0 E A noktasında süreklidir. x 0 E A keyfi sabitlenmiş nokta 

olduğundan, x ----+ dj ( x) dönüşümü keyfi x E A noktasında süreklidir. Dolayısıyla 

f E C 1 sııııfındandır. R 

Şimdi bir örnek çözelim. 

Örnek 3. 7 n 2: 2 bir doğal sayı olmak üzere X1 , X2 , ... , X n norrnlu uzaylar ve X= 

Xı X x2 X ... X Xn olsun. A kümesi X içinde açık konvex küme ve f : A c X ----7 y 

fonksiyonu için 

kismi t·ür-evleri A. kümesinde sınırlı alsurL f fonksiyonunun A kümesinde Lipschitz 

olduğunu kanıtlay·ın. 

Çözüm 3.8 dıf, d.ıf, ... , dnf hsrni türevlerf tanımlı ve bu türevler A kü.rne::i'i üz­

erinde stntrü ise, dıf, d.ıf, ... , dnf kısmi türevleri süreklidirleT. O halde, f : A C 
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X ~ Y fonksiyonunun kısmi türevleri tanımlı ve sürekli olduğ'U7ıdan, f fonksiy­

onu A kümesi üzerinde Frechet türevlenebilirdir. dıf, d2f, ... , dnf bsrni tür·evleri 

A kümesi üzerinde sınırlı olduğundan, keyfi x E A için 

olacak biçimde M1 2: O, M2 2: O, ... , Mn 2: O sayıları vardır. M = Af1 + Af2 + 
... + A1n olsun. Şimdi, a =/= b olmak üzere, keyfi a, b E A noktaları alalım ve 

sabdleyelim. a ile b noktalarını birleştiren doğ·ru parçasına S diyelim. A kümesi X 

uzayz içinde açık ve konvex, a, b E A olduğundan, S C A olur. O halde ortalama 

dCfJ(T C!jitsizliğine gör-e 

Jlf(b)- f(a)ll :s; lldf(c)(b- a)ll 

olacak biçimde c E S vardır. dıf, d2f, ... , dnf kısmi türevleri sür-ekli olduğundan, 
n 

df(c) = I: Djf(c) olduğunu biliyor-uz. O zaman buradan, 
:i=l 

llf(b)- f(a)ll :s; lldf(c)(b- a)ll :s; 

::; IIDıf(cı) + D2f(c2) + · · · + Dnf(cn)ll·ll(b- a)ll::; 

:s; [IIDıf(cı)ll + IID2f(c2)ll + · · · + IIDnf(cn)IIJ·II(b- a)ll::; 

::; (l'vfı + A12 + ... +Mn) ·ll(b- a)ll::; M ·ll(b- a)ll 

olduğu bulunur. Yani, keyfi a;b E A noktaları için llf(b)- f(a)ll::; Af·ll(b- a)ll 

olur. Bn ise f fonksiyonnnun A kümesinde Lipschitz olması demektir. 

Örnek 3.9 (x, y) E ~2 için, 

f(x,y) ~ { 
x;:~2 , (x, y) =F (0, O) 

O , (x,y) = (0,0) 

olmak üzere, parçalı tanımlı f : ~2 ~ ~ fonksiyonunun (0, O) noktasında türeulene­

bilüliğini inceleyiniz. 

Çözüm 3.10 f fonksiyonu eksenler üzerinde sıfır değerini alır. Çünkü 

2. o. y o 
f (o, y) = 02 + y2 = y2 = o 
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ve 

2 ·X· 0 0 
f (X, 0) = 02 2 = 2 = 0 

+x x 

e§itlikleri geçerlidir. Bundan dolayı birinci ve ikinci bile§ene göre kısmi türevler 

orjinde vardır ve sıfır dönü§ümüdür. Fakat sıfırdan farklı her t gerçel sayısı için 

( ) 
2.t.t 2t2 

tt- ---ı f ' - t2 + t2 - 2t2 -

olduğundan, limf(t, t) = ı olur. Böylece, f fonksiyonu orjinde süreksizdir. Bun-
t->O 

dan dolayı, f fonks'iyonu orjinde Frechet türevlenebilir değil. Böylece kısmi türev-

ierin varlığının, fonksiyonunun Frechet türevlenebilir olması için yeterli olmadığını 

gördük. 

Örnek 3.11 (Sonlu Boyutlu Uzaylarda Tanımlı Homojen Fonksiyonlar İçin 

Euler Teoremi) F : ~n ----+ ~n olsun. Eger ,\ parametresinin sıfırdan farklı tüm 

değerleri için m bir gerçel sayı olmak üzere 

e.şitliği sağlarııyorsa, F dönü§ümüne m-inci mertebeden homojen fonksiyondur denir. 

E_ijer F dönü§'iimü homojen ve Frechet türevlenebilir ise 

EJF EJF EJF 
Xı · ~ + X2 · ~ + ... + Xn ·~=m· F(xı,x2···xn) 

uXı uX2 UXn 

eşitliği geçeTlid'ir·. Bu e§itliğe, Euler formülü denir. 

Gerçekten, F döm"i§ümü homojen olduğundan 

oluT. BuTada A.x-1 = u 1 , ,\x2 = u 2 , ... , AXm =Um olamk alalım .. Bu C§itlikte tüTev 

EJF 
f},\ 
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eşitliği geçerlidir. Öte yandan 

aF. ,m-ıp( ) 
a>ı =m. ,1\ Xı,X2,X3, ... ,Xn 

olduğundan 

oF aF aF m-ı 
-a · xı + -a · x2 + .... + -

8 
· xn = m>ı F(x1 , ... , xn) 

Uı U2 Un 

olur. Bu eşitlikte >ı = ı alırsak, 

ap aF oF 
xı · -a +x2 · -

0 
+ ... +xn ·~=m· F(xı,x2···xn) 

Xı X2 uXn 

Euler formülü bulunur. 

Örnek 3.12 t E 3i için f ( t) = (et cos t, et sin t, t 2
) olarak tanımlanan f : 3i --+ 3i3 

fonksiyonunun türevini bulunuz. 

Çözüm 3.13 Önerme 3.2'den 

df(t) (et· cost- et· sint, et· sint +et· cost, 2t) 

- (et ( cos t - sin t), et ( cos t + sin t), 2t) 

olduğu bulunur bulunur. 

Örnek 3.14 t E 3i için r(t) = (at2, bt2 , ct2
) olarak tanımlanan r : 3i --+ 3{3 

dönüşümü verilsin. Burada, a, b, c E 3f. Bu dönüşümü kullanarak, üç boyutlu uzayda 

sabit kinetik enerji ile hareket eden bir parçacığın hareketini ifade edebilecek a, b, c 

geTçel sayılar·mı bulunuz. 

Çözüm 3.15 Çözüme başlamadan önce bazı tanımları yapalım. 3{·3 'de hareket eden 

bir parracığm kütlesi m, belirli bir t anında kinetik enerjisi E(t) olsun. 3i3 üzerinde 

klasik iç çarpırn dönüşümünü 

< ·,. >: 3{3 --+ 3{ 

alalmL i= ı, 2, 3 için xi: 3i--+ 3i, olmak üzere 
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§eklinde tanımlansın. r dönü§ümü uzayda bir eğri belirtir. Varsayalım ki bu eğri 

türevlenebilir olsun. Şimdi m kütleli bir parçacığın t anındaki kinetik enerjisi E(t) 

olsun. O zaman 

ı 
E(t) = 2m < r'(t),r'(t) >= 

= ~ m < (X~ ( t), x; ( t), X~ (t)) , (X~ ( t), x; ( t), X~ ( t)) > = 

ı 
= -m· [x~ (t? + x;(t) 2 + x~(t) 2] 

2 

olur. r : iR ---+ iR3 fonksiyonu C1 sınfından olduğundan, E ( ·) : iR ---+ iR sürekli 

fonksiyon olur. Şimdi r' : iR ----+ 3i3 fonksiyonunu türevlenebilir kabul edelim. Bu 

duranıda 

r" ( t) = (X~ ( t) , X~ ( t) , X~ ( f) ) 

ı 
qith_ği her t geTçel sayısı için geçerlidir. F(r) = 2 m < r, r > olmak üzere, E(t) = 

(Fo r-')(t) olduğundan, 

E(t) =(Fo r')(t) = F((r'(t)) = F(x~(t),x;(t),x~(t)) = 

= ~ m < (X~ ( t) , x; ( t) , X~ ( t)) , (X~ ( t) , x; ( t) , X~ ( t)) > = 2 . 
ı 

= -m [x~ (t) 2 + x;(t)2 + x~(t)2 ] 2 . 

olduğu bulunuT. Şimdi, E bile§ke fonksiyonunun türevini bulalım. Zincir kurcıltndan 

ve örnek 1.9'dan 

dE(t) ı , 
-- = dEt(ı) =-m (dFr'(t) · drt )(ı)= 

dt 2 
ı 

= 2 m [2 < r' ( t) , r' ( t) >] = m < r' ( t) , r" ( t) > 

eşitliğine ula§ıTız. Uzayda hareket eden parçacığın sabit kinetik ener:ji ile hareket 

etmesi, E(t) fonksiyonunun sabit fonkksiyon olması demektiT. O halde, uzayda 

hareket eden parçacığın sabit kinetik enerji ile hareket etmesi gerekli ve yeterb: ko§ul 
dE(t) 
~ = O olur. Buradan ve son e§itlikten, uzayda hareket . eden parçacığın sabit 

kinetik enerji ile hareket etmesi gerekli ve yeterli koşulun, keyfi t için 

< r' (t) , r" (t) >=O veya r' (t) j_ r" (t) 
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olması gerektiği görülür. Bu durumda belirli bir t anında, parçacığa etki eden kuvvet 

F(t) olmak üzere, Newton 'un hareket kanunu olan F = m· r-" e§itliğinden, ener­

jinin sabit olması için ger-ekli ve yeterli ko§ulun par-çacığa etki eden kuvvetin hareket 

yönüne dik olması gerektiği görülür. Şimdi çözüme ba§layalım. 

eğrisi için, T dönü§ümünün sabit enerjili bir parçacığın har-eketini ifade edebilmesi 

için ger-ekli ve yeterli ko§ulun keyfi t için 

< r' ( t) , r" ( t) > = O 

olması ger-ektiğini gördük. tE~ için r(t) = (at2 , bt2 , ct2 ) olduğundan, 

r'(t) = (2at, 2bt, 2ct), r"(t) = (2a, 2b, 2c) 

olur. O zaman 

< r-' (t) , r" (t) > =< (2at, 2bt, 2ct), (2a, 2b, 2c) >= 4a2t + 4b2t + 4c2t 

olduğu bulunur. Bu durumda 

< r' (t) , r" (t) >= 4t(a2 + b2 + c2
) =O 

olması için gerekli ve yeterli ko§ulun a = b = c = O olduğu görülür. 
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4 ÇARPIM UZAYINDA TANlMLI 

BİR FONKSiYONUN 

KlSMİ FRECHET TÜREVLERi 

n 2: 2 olmak üzere X ı, x2, ... 'Xn normlu uzaylar ve X =X ı X x2 X ... X Xn 

olsun. Xj E Xj (j = 1, 2, 3 ... n) için 

olmak üzere Ij : Xj --+ X dönüşümünü tanımlayalım. Ij dönüşümü doğrusaldır. 

Gerçekten, a, b E K ve Xj, xj E Xj için 

IJ(axj + bx~) = (0, O, ... , O, axj + bx~, O, ... , O) = 

= (0, O, ... , O, axj, O, ... , O)+ (0, ... , O, bx~, O, ... , O) = 

=a(O, ... ,O,xj,O, ... ,O)+b(O, ... ,O,xj,O, ... ,O)=aij(xJ)+biJ(xj) 

olduğu bulunur. Ayrıca V Xj E xj için 

11Ij(xj)11 = 11(0,0, ... ,xj,··· ,0)11 = 

= [11011 2 
+ ... + 11xj11 2 

+ ... + 11011 2
] 

112 
= [11xjl1 2

] 
112 

= 11:ı:j11xj 

olduğnııdan Ij E L(Xj, X) olur. 

Şimdi X= Xı X x2 X ... X Xn çarpıın uzayında, 

:ı:o = (xıo, x2o, X3o, ... , Xjo, · .. , Xno) 

öğe~ini göz önüne alalım. Bu durumda 

şeklinde tanımlanan y fonksiyonu için 
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Yi(xi) = (xıo, X2o, ... , XiOı ... , Xno) + (0, O, ... , O, x.i- xio, O, ... , O)= 

= (xıo, X20, · · · ı Xi-l,Oı Xi, Xi+l,Oı · · · ı Xno) 

eşitliği bulunur. Buradan görülür ki, Yi dönüşümü altında xi E xi öğesinin görün­

tüsü, j-inci bileşeni (xi) olan, fakat diğer tüm bileşenleri (x0 ) ögesinin bileşenleri 

ile aynı olan X= Xı X x2 X ... X Xn çarpım uzayında bir vektördür. 

Şimdi 

f:AcX--+Y 

bir fonksiyon, Xo E A ve j = ı, 2 ... n olsun. Bu durumda, Yi(·) : xi --+" X, Yi(xi) = 

xo+Ii(xi-·Tio), fonksiyonu ile f: A c X--+ y fonksiyonunun Fi = foyi: xi--+ y 

bileşkesi, 

olur. Burada Yi dönüşümünün tanım kümesi ( x 0 + Ii ( x i - x iD)) E A olacak şekilele 

:ri E Xi ögelerinden oluşmaktadır. Yukarıda tanımladığımız Fi bileşke fonksiyonu ile 

f foııksiyonunuıı bileşenleri, j -inci bileşen dışında aynı olup, sadece j -inci bileşenele 

farklı eleğerler alır. Özel olarak, x i = x i O için 

olur. 

Eğ<~r Fi fonksiyonunun, xi0 noktasında Frechet türevi varsa, bu türeve f'niıı :ı:0 

noktasında j -inci bileşene göre kısmi türevi denir ve Dif(x0 ) ile gösterilir. Buna 

ek olarak 

şeklinde taıııınlanan dönüşüme f 'nin j-inci bileşene göre kısmi türevi (veya Frechet 

kısmi türevi) denir ve Dif ile gösterilir. 
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Şimdi hi = :r:i - Xjo dersek ve Frechet türevin tanımını uygularsak, f fonksiy­

oınumn :ı:0 noktasında j-inci bileşene göre kısmi türevin var olına..'>ı için gerek ve 

yeter koşul, o E xj noktası, X o + Ij ( hj) E A koşulunu sağlayarı hj E Xj ögelerinin 

oluşturduğu kümenin iç noktası olmak üzere, hi ----+ O iken 

f(x0 + Iihi)- f(xo)- Ti(hi) ----+ 
0 

llhjll 
olacak şekilde bir Ti E L(Xj, Y) dönüşümünün var olmasıdır. Bir başka deyişle 

dif(.To) kısmi türevi vardır ve Tj doğrusal dönüşümüne eşittir diyebilmemiz için 

gerekli ve yeterli koşul 

fonksiyonunun hi = O noktasında Frechet türevlenebilir olması ve bu türevin Tj 

doğrusal dönüşümüne eşit olmasıdır. 

Önerme 4.1 X ı, x2, ... 'Xn normlu uzaylar, X= X ı X x2 X ... X Xn, f : A c 
X ----+ Y, f dönü§ümü x 0 E A noktasında Frechet türevlenebilir olsun. Bu durnrrıda 

f dönügürnürıün x 0 noktasırıda her bilqene göre kısmi türevi vardır ve j = 1, 2, 3 ... n 

ıçın 

(1) 

ve h= (hı, h2, .. , hn) E X için 

n 

df(xo)(h) = L dif(xo)(hi) (2) 
j=l 

eşitlikler-i geçerlidir. Ek olarak, eğer dj dönü§ürnü x 0 noktasında sür-ekli ise, her- bir 

d.d k·ı~mz.i tiirevi de :r0 noktasında süreklidiT. 

Kanıt. f dönüşümünün x 0 noktasında j. bileşene göre kısmi türevi 

döııüşiiıııüııün :ı:jo noktasındaki Frechet türevi olduğundan, zincir kuralnıdan dolayı 
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olur. Ayrıca y(hj) = x0 + Ij(hj) olduğundan, yı(xjo) = x0 , d(yj(Xjo)) = Ij olduğu 

bulunur. O zaman buradan (l)'in doğruluğu bulunur. 

Şimdi h= (hı, h2 , .. , hn) E X olsun. O zaman (l)'den, 

djf(xo)(hj) = df(xo)Ij(hj) = df(xo)(O, ... ,O, hj, O, ... , O) 

olur. df(x0 )(·) :X ----7 Y doğrusal dönüşüm olduğundan, 

df(:ı:o)(h) = df(xo)(hı, O, ... , O)+ df(xo)(O, h2, O, ... , O)+ ... + df(xo)(O, ... ,O, hn) = 
n 

= dıf(xo)(hı) + d2f(xo)(h2) + ... + dnf(xo)(hn) = L djf(xo)(hj) 
j=ı 

olur. Büylcc(~ (2)'nin doğruluğunu gördük. 

Uy(T) = To Ij olmak üzere, Uj : L(X, Y) ----7 L(Xj, Y) dönüşümünü taıınnlay­

alım. O halde, açıktır ki Uı(·) dönüşümü doğrusal sürekli döııüşünıdür. (l)'den 

djf(x) = df(x) o Ij = Uj(df(x)) 

olur. Uı(·) doğrusal dönüşümü ve x ----7 df(x) dönüşümleri sürekli olduğundan, iki 

sürekli dönüşümün bileşeni olan 

x ----7 djf(x) = Uj(df(x)) 

dönüşümü de süreklidir. • 

Bu teorenıin tersi ise yanlıştır. f fonksiyonunun x0 noktasında kısmi Fredıet 

türevlerin varlığı f fonksiyonunun x0 noktasında Frechet türevlenebilir olduğunu 

söyleyebilmerniz için yeterli değildir. 

Önerme 4.2 n 2:: 2 ve Xı, x2, ... ı Xn normlu uzaylar,X = Xı X x2 X ... X Xn 

olsun.A i= 0, A C X ve f : A C X ----7 Y bir fonksiyon ve f fonksiyarı-unun 

Xo noktasının bir kom§uluğunda dıf, d2f, ... , dnf kısmi türevleri tanımlı ve sürekli 

olsun. Bu durumda f fonksiyonu x 0 noktasında Frechet türevlenebilir·dir. 

Kanıt. Hipotezden dolayı x0 noktası, A kümesinin bir iç noktasıdır. Öııerme 

4.l'den dolayı, f dönüşümünün x0 noktasında türevi varsa bu, 
n 

(hı, h2, ... , hn) ----7 L djf(xo)(hj) 
j=l 
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dönüşümüdür. h= (hı, h2, ... , hn) E X için 

n 

R(h) = f(xo +h) - f(xo)- L d.if(xo)(h.i) 
j=ı 

olsun. h --7 O iken, R(h))///h/1 --7 O olduğunu kanıtlarsak, 

n 

f'(xo)(h) = L d.if(xo)(hj) 
j=ı 

olduğunu göstermiş oluruz, yani f fonksiyonu x0 E A noktasıııda Frechet türevlene­

bilirclir. Keyfi j = ı, 2, ... ,n için x --7 d.if(x) dönüşümleri x0 E A noktasında sürekli 

olduğundan, keyfi c > O.için x E B iken 

(3) 

olacak biçimde x0 merkezli bir B CA açık yuvarı vardır. h= (hı, h2, ... , hn) E X 

öge~i için x 0 + h E B olsun. Şimdi 

Zo = Xo, Zj = (xıo +hı, X20 + h2, ... , XjQ + hj, Xj+l,Oı ... , Xno), j = ı, 2, ... ,n 

olarak gösterdim. h = (h1 , h2, ... , hn) E X ögesini, j = ı, 2, ... ,n için z.i E B 

olacak biçimde seçelim. zj'lerin gösteriminden, keyfi j = ı, 2, ... ,n için z.i = :r0 + 
j 

2.: Ii(hi) olarak yazabiliriz .. Burada !.i(-) : X.i --7 X dönüşümü, 
i=l 

olarak tanımlanır. Açıktır ki Zn = x0 + h, kejfi j = ı, 2, ... ,n için Zj E B V<~ 

z.i = Zj-ı + I.i(h.i)· O halde, 

n n 

j=ı j=l 

olur. Bundan dolayı 

n 

R(h) = L [f(zj-ı + I.i(h.i))- f(zj-ı)- dif(xo)(h.i)J 
.i=l 

eşitliği elele edilir. 
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xj içinde uç noktaları o ve ( hj) noktaları olan kapalı doğru pan; ası sj olsun. 

Şimdi u E Sj için 

olmak üzere YJ ( ·) : Sj --7 Y fonkksiyonunu tanımlayalım. u E Sj için 

olur. YJ(·) : SJ --7 Y fonksiyonuna uç noktaları O ve hJ noktaları olan S aralığında 

ortalama değer eşitsizliğini uygulayalım. O halde 

olacak biçimde u* E SJ vardır. 

olduğundan, buradan, 

llf(zj-ı + IJ(hj))- f(zj-ı)- djf(xo)(hj)ll :S lldjf(zj-ı + IJ(u*))- dJf(;ı:o)ll·llhjll 

(5) 

bulunur. 'U.* E sj olduğundan, Zj-1 + Ij(u*) E B olur. o zaman (3)'clen 

olduğu dclc eclilcr. Buradan ve (5)'ten, keyfi j = 1, 2, ... ,n için 

ollduğu bulunur. Son olarak, buradan ve (4)'ten 

n 

IIR(h)ll :S E:· L llhJII :S cn112 llhll 
j=l 

olur. Buradan ise h --7 O iken, ~i~? --7 O olduğunu elde ederiz. • 
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Önerme 4.3 n 2 2 olmak üzere X ı' x2·· .. Xn normlu uzay lar, X = X ı X x2 X ... X 

Xn, A kümesi X uzayında açık küme ve f : A C X-+ Y olsun. f dönüşümünün 

A künwsi 'Üzerinde cı sınıfından olması için gerekli ve yeterli ko§ul, türn kısmi 

t'iirevlerin A kümesi üzerinde sürekli olmasıdır. 

Kanıt. Varsayalım ki dj dönüşümü, A kümesi üzerinde sürekli olsun. Bu öner­

meden önceki önemıeye göre, her bir dif dönüşümü de süreklidir. 

Tersine, j = ı, 2, 3 ... n için dif kısmi türevleri sürekli olsun. Bu durumda 

önceki teoremden, f fonksiyonu da Vx E A için türevlenebilirdir. ve (2)'den dolayı, 
rı 

df(xo)(h) = L djf(xo)(hj) olur. x = (x1,x2 , ... ,xn) için Pj(x) = Xj olınak üzere, 
j=ı 

Pj(-) :X-+ Xj (j = ı, 2, 3 ... n) izdüşüm dönüşürnlemi tanımlayalıın. O halde, 

n 

df(x)(h) = L djf(xo)(Pj(h)) 
j=ı 

eşitliği geçerlidir. dif(·) sürekli, Pj(-) izdüşüm dönüşümlerili de sürekli olduğundan, 

iki sürekli fonksiyonun bileşkesi olan df(x) dönüşümü de sürekli olur. O zaman, 

f dönüşümü A kümesi üzerinde cı sınıfından olduğu elde edilir. • 

Şimdi bir örnekle konuyu pekiştirelim. 

Örnek 4.4 

j: ~n-+ ~n, 

fonksiyonun kısmi türevlenebilir ve (Yı, ... , Yn) E ~n noktasında J acobian matrisin/in 

2yı . o o o 
o 2y2 o o 
o o 2y3 o 

o o 

oldu.Ounu gösteriniz. 
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Çözüm 4.5 f: ~n -)o ~n, f(y1 , y2 , •.• , Yn) = (yr, y~, ... , y';J fonksiyon'u için Ön­

erme 3.3'den, f fonksiyonunun Jacobian matrisi 

Dıfı D2fı D3fı 

Dıh D2!2 D3!2 

Dıh D2h D3h 

2yı o o 

o 2y2 o 

o o 2y3 

o o o 

o 
o 
o 

olo:rak bulunur. Bu rrıatrisin deternıinantı 2y1 · 2y2 · 2y3 · ... · 2yn = 2ny1 · Y2 · ... · Yn 

olur. 
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5 YÜKSEK MERTEBEDEN 

FRECHET TÜREYLER 

Tanım 5.1 f : A C X --+ Y dönüşümü A kümesi üzerinde Frechet türevlenebilir 

olsun. O zaman, df(·) : A C X --+ L(X, Y) doğrusal dönüşümü tanımlıdır. 

df(·): A C X--+ L(X, Y) dönüşümünnün x 0 EAnoktasındaki Frechet türevine'f 

dönüşümünün ikinci Frechet türevi denir ve d2 f(x 0 ) ile gösterilir. 

Önerme 5.2 df(·) : A C X--+ Y dönüşümünün, x 0 E A noktasında FTcchet t'iirev­

lenebilir· olması için gerekli ve yeterli koşul, df (-) dönüşümünün, x0 noktasının bir 

komşul'uğunda tanımlı ve 

lim df(x)- df(xo)- T(x- x 0 ) = 
0 

x---->xo llx- xoll 

eşitli_(jini sağlayan s'iirekli ve doğrusal bir T : X --+ L(X, Y) dörıiişiimürıün var 

oZ.rrıas'tdu·. Bu durumda f fonksiyonun x 0 E A noktasındaki ikinci Frechet türevi T 

doğrusal dönüşümüdür ve d2 f(x 0 ) = T olur. 

Öııenneııin ispatı, ikinci Frechet türevinin tanıınından elde edilir. 

Genel olarak bir f fonksiyonunun r-inci Frechet türevi, tümevarıınsal olarak 

d2 f = df ve dr f = d(dr- 1 f) şeklinde tanımlıdır. Açıktır ki, eğer r ;:::: 2 için, :r:o 

ııoktasıııda T-iııci Fredıet türevi söz konusu ise, dr- 1 f dönüşümünün tanmı künwsiııde 

x0 ııoktasıııın bir iç nokta olması gerekmektedir. Bundan dohıyı, x0 noktası, 

j, dj, d2 J, d3 j, . .. 'dr-1 J 

döııüşüıııleriııin her birinin tanım kümelerinin iç noktasıdır. Analiz bilgilerimizi 

hatırlarsak, E c X açık kümesinde dr f var ve sürekli ise, f fonksiyonu cr sınıfıııdan 
olup, fE Cr şeklinde gösterilir.Vr E z+ için fE cr oluyorsa fE cxJ 'dur denir. 

Ox ile X norrnlu vektör uzayının sıfırını, Ocx,Y) ile, keyfi x E X için Ocx,Y) (:ı:) = 

Oy olacak biçimdeki o(X,Y) (-) : X --+ y dönüşümü, yani sıfır dönüşümü gösterdim. 
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Örnek 5.3 A 1- 0 olmak üzer-e j : A C X -)o Y sabit dönüşüm, yani keyfi :r E A 

için j(:r) = y* E Y olsun. Bu dur-umda, Vx0 E A için 

lim j(x)- j(xo)- Q(X,Y)(X- Xo) = Ü 

x->xo /lx-xoll 

olduğundan, Vx E A için dj(x) var-dır- ve dj(x)(·) = o(X,Y)(·) olur-. Benzer ola:rak, 

Vx E A için d2 j(x) vardır- ve d2 j(x)(·) = o(X,L(X,Y))(-) olur- Böylece, Vx E A ver 

doğal sayısı için dr j(x) vardır- ve dr j(x)(·) = O(x,L(X,L(X, ... ,Y))(·) olduğu gör-ülür-. Bu 

ise j E coc olması dernektır-. 

Örnek 5.4 j : X -)o Y doğrusal dönüşüm olsun. Bu dururnda dj : X -)o L(X, Y) 

var- ve dj= j 'dir-. 

Ger-çekten, j: X -)oY doğrusal dönüşüm olduğ1mdan, Vx E X ve Vxo E X için 

j(x)- j(xo) = j(x- xo) olur-. O halde 

lim j(x)- j(xo)- j(x- xo) = 
0 

x->xo llx- xoll 
ve buradan Vx E X için dj(x)(·) = j(-) olduğu bulunur-. Bu eşitlikten, benzer- olarak, 

Vx E X ver doğal sayısı için dr j(x)(·) = j(-) E L(X, Y) olduğu elde edilir-. Böylece, 

j E coc olduğu görülür-. 

Örnek 5.5 X 1 ve X2 normlu uzaylar-, X = X 1 x X 2 ve F E L(X, Y) olsun. 0 

halde, Önerme 1.16'ya gör-e, Vx E X için dF(x) doğrusal dönüşürndiir-ve dF(x) E 

L(X, L(X, Y)) O zaman, önceki Örnek 5.4 'ten, Vx E X ve T doğal sayısı için 

dr F(.T) ( ·) = F( ·) E L(X, Y) olduğu elde edilir-. Bu ise F E C 00 olnwst demek-

tiT. 

Örnek 5.6 G(·) : L(X, Y) x L(Y, Z) -)o L(X, Z) dönüşümü, G(T, U) = U oT 

olarak tammlansın. Yani her- T(·) E L(X, Y) ve U(·) E L(Y, Z) için G(T, U)(·)= 

(U oT)(·)= U(T(·)). Açıktır- ki, G bilineerdiT ve 

IIG(T, U) ll~ IIUII·IITII 

O za:ma:n, G sınırlı ve bilineeT olduğundan sür-eklidir. O halde, Önıek [).[i "ten, G E 

c= olduğu gÖT'lLfüT. 

49 



Önerme 5. 7 (i) f : A C X -7 Y fonksiyonu, x 0 E A noktasında r- defa 

tün~vlcnebiliyorsa, a E K için 

(af) : A c X -7 Y, (af)= af(.r) 

~~eklinde tanımlı (af) fonksiyonu da x 0 noktasında r-kez Frechet tüTevlenebilir 

ve 

(ü) f : A C X --+ Y, g : B C X -7 Y fonksiyonları, :ı:0 noktasırıda T- defa 

tiirevlenebüen fonksiyonlar olsun. Bu durumda 

(f + g) :X--+ Y, (f + g)(x) = f(x) + g(x) 

geldinde tanımlı (f + g) fonksiyonu da x 0 E X noktasında r-kez Frechet 

türevlerıeb'ihr ve 

Kanıt. (i) r = 1 için f: A C X -7 Y, x 0 E A noktasında Frechet türevlenebilir 

olsun. Bu durumda a E K için 

(af): X -7 Y, (af)(x) = af(x) 

şeklinde tanımlı (af) fonksiyonunun da x 0 E X noktasında Frechet türevlenebilir 

ve d(af(x0 )) = adf(x0 ) olduğunu önerme LlS'de kanıtlamıştık Şimdi k < r için, 

f fonksiyonu x0 noktasında k-kez Frechet türevlenebilir iken, (af) fonksiyonunun 

da x0 noktasında k-kez Frechet türevlenebilir ve 

olduğuını vanıayalım. Şimdi, f : A C X -7 Y dönüşümü x0 E A noktasında (k + 1) 

kc;; Freclıet türevlenebilir iken, (af) : A C X -7 Y, (af)(x) = af(:ı:) dönüşümünün 

de :1:0 ııoktasıııcla (k+ 1) kez Frechet türevleııebilir ve 

dk+ı(af(xo)) = adk+ı f(xo) 
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olduğunu görmeliyiz. f dönüşümü x0 'da (k+ ı) kez Frechet türevlenebilir olduğun­

dan dk+l f tanımlıdır. Buradan 

eşitliği elde edilir. Böylece ispat biter. 

(ii) f : A C X ---+ Y, g : B C X ---+ Y dönüşümleri x0 noktasının açık bir 

V koırışuluğunda Frechet türevlenebilir olduğundan, bu fonksiyonların V kümesine 

kısıt lamrıışlarını alırsak, 

(J + g) :V c X---+ Y, (f + g)(x) = f(x) + g(x) 

foııksiyoııuııu tammlayabiliriz. r = ı için Önerme 1.18'den, d(f + g) = dj+ dg 

e~itliği doğrudur. Şimdi k < r için, f ve g fonksiyonları x 0 noktasırıda k-kez 

Fredıet türevlerıebilir iken, (f + g) fonksiyonunun da x0 noktasında k:-kez Freclıet 

türevlmıcbilir ve 

olduğunu varsayalım. Şimdi, f : A C X ---+ Y ve g : B C X ---+ Y dönüşümleri :ı:0 E 

A ııoktasında (k+ ı) kez Frechet türevlenebilir iken, f + g : V c X ---+ Y dönüşümü­

nün de (k + ı) kez Frechet türevlenebilir ve 

olduğunu görıneliyiz. f ve g dönüşümleri x0 'da (k+ ı) kez Frechet türevlenebilir 

olduğuııclan dk+l f(x 0 ) ve dk+1g(x0 ) tanımlıdır. Buradan 

dk+ 1 f(xo) + dk+ 1g(xo),;; d( dk f(xo)) + d(dkg(xo)) = 

=d( dk f(xo)) + dkg(x0 )) = d(dk(f + g)(xo)) = dk+ 1 ((! + g)(xo)) 

olur. Böylece ispat biter. • 

Bu önerınede, (i) ve (ii)'de r-kez Frechet türevlenebilme yerine, açık bir E kümesi 

üzerinde coo sınıfından olma yazabiliriz. Bu durmda, (cr.!) :X---+ Y ve (J +g) :E C 

X ---+ Y dönüşümlerinin de E kümesi üzerinde coo olması benzer olarak ispatlaııır. 
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Önerme 5.8 f: A C X -7 Y, gE L(Y, Z) olsun. Bu dururnda 

(i) f dörıü§ürnü x 0 noktasında r- kez Freeket türevlenebilir ise, (go f) dönüşümü 

de x0 noktasında r- kez Freeket türevlenebilirdir. 

(ii) Eğer f dönü§ürnü, E açık kümesinde cr sınıfından ise (go f) bile§ke fonksiyonu 

da cr sınıfındandır. 

Kanıt. (i) r = ı için sonuç 1.2ı'den önermenin doğru olduğu görülür. ı < k< r 

için önermenin doğru olduğunu varsayalım. k + ı için önermeyi doğrulayalım. 

f : A C X -? Y dönüşümünün x0 E A noktasında (k + ı) kez Frechet türevlenebilir 

ve g E L(Y, Z) olduğunu varsayalım. f dönüşümü x 0 noktasında k > ı kez Freclıet 

türcvlenebilir olduğundan, f dönüşümü x0 noktasırının açık bir V komşuluğunda 

taıııınlı ve Freclıet türevlenebilirdir. O zaman, (go f) bileşke dönüşümü V' de tanını­

lıdır ve Soımç1.2ı'den, keyfi x E V için 

d(g o f)(x) =go df(x) 

olur. TE L(X, Y) için J.L(T) =go T olmak üzere, 

J.L(·) : L(X, Y) -7 L(X, Z), 

dogrusal dönüşümü tanımlayalıın. Gerçekten, g dönüşümü doğrusal olduğundan, J.L 

doğnısal dönügümclür. O halde 

d(g of) =go dj= J.L(df) 

olduğu bulunur. Yine g sınırlı ve 

IIJ.L(T)II =lig o Til:::; llgii·IITII 

olduğundan, J.L sınırlı, dolayısıyla süreklidir. Bundan dolayı, p( ·) dönüşümü C 00 

sınıfındandır. f ( ·) dönüşümü x0 noktasında k+ ı-kez Frechet türevlenebilir olcluğun­

daıı, df(·) dönüşümü x 0 noktasında k-kez Frechet türevlenebilir olur. O halde, 

varsayınıdan dolayı, p(df) = d(g o df)'de r-kez Frechet türevlenebilirclir. Bnııun 

sonucu olarak (g o f) bileşke fonksiyonu da x 0 noktasında ( r + ı) kez FredH~t 

türevleııebilirclir. (ii)'nin ispatı, (i)'ye benzer olarak yapılır. • 
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Sonuç 5.9 Yı, Y2, Y3, ... , Ym normlu uzaylar, Y = Y1 x }2 X Y3 X ... x Ym, f: A C 

X ----+ Y bir dönüşüm, i = ı, 2, ... , m için fi : A C X ----+ Y; dönüşiimü, f 'nin i. 

koordinat dönüşümü olsun. Bu durumda; 

(i) f dönüşümünün x0 E A noktasında r-kez Freeket türevlenebilir olması için 

gerekli ve yeterli koşul, f 1, h, ... , fm dönüşümlerinin x0 naldasmda W:revle­

nebilir- olmasıdır-. 

(ii) f dönüşümünün açık E kümesinde cr sınıfından olması için ger-ekli ve yeterli 

koşul, fı, h, ... , fm dönüşümlerinin E k-ümesinde cr sınıfından olrrıalandır. 

Önerme 5.10 A C X, B C Y kümeleri ve f : A C X ----> Y dönüşümü, verilsin. 

Ayrıca f fonksiyonu, xo E A noktasında r- kez türevlenebilir, g : B c Y ----+ Z 

dönüşümü de Yo = f(xo) noktasında r-kez Freeket türevlenebilir olsun. Bu duntrnda 

(go f) bileşke dönüşümü de x0 noktasında r-kez Freeket türevlenebilirdir. 

Eger r-kez Freeket türevlenebilme yerine açık bir kümede cr sznıfzndan olma 

özelliği alınırsa, önerme yine doğrulanır. 

Kanıt. r-kez Frechet türevlenebilme özelliğini ele alalım. r = ı durumu, 

Önerme 1.20'den, zincir kuralından aşikardır. Kanıtı r üzerinde tüınevarını meto­

dunu uygulayarak tamamlayalım. k < r pozitif tamsayısı için önerrnenin doğru 

olduğunu varsayalım. (k+ ı) için de önermenin doğruluğunu görelim. f dönüşümü 

x 0 noktasında ı < k < r-kez Frechet türevlenebilir olduğundan, f dönüşümü 

.1:0 noktasının açık bir V komşuluğunda Frechet türevlenebilir olur. Aynı ıle, g 

dönüşümü y0 = f(x 0 ) noktasında ı < k < r-kez Frechet türevlenebilir olduğun­

d;-uı, g dönüşümü y0 noktasının açık bir W komşuluğuncla Frechet türevlenebilir 

olur. Ayrıeel f dönüşümü x 0 noktasında sürekli olduğundan, genelliği bozmadan 

f(V) c vV olduğunu varsayabiliriz. Eğer f dönüşümünün V kümesinde kısıt­

lannıışıııı alırsak bileşke fonksiyonunun tanım kümesi de V olur. Bu durunıda V 

küıw~siııdeıı alınan her x için 

d(g o f)(x) = dg(y) o df(x), (y = f(:ı:)) 
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eşitliği geçerlidir. w = dg of diyelim. Böylece w dönüşümü, V kümesini L(Y, Z) 

uzayına resmeder ve dg(y) = w(x) olur. Buradan 

d(g o f)(x) = dg(f(x)) o df(x) = 

= dg(y) o df(x) = w(x) o df(x) 

oluuğu elde edilir. Şimdi keyfi x E V için F(x) = (df(x), w(x)) olmak üzere 

F(·): V---+ L(X,Y) x L(Y,Z), x---+ (df(x),w(x)) 

dönüşümünü ve (U, T) .E L(X, Y) x L(Y, Z) için G(T, U) = U oT olmak 1w~re 
., 

G: L(X, Y) x L(Y, Z) ---+ L(X, Z), G(T, U)= U oT 

dönüşümünü tanımlayalım. O halde, keyfi x E V için 

d(g o f)(x) = w(x) o df(x) = G(w(x), df(x)) = 

= G(F(x)) =(C o F)(x) 

olıır.Büylece d(g o !) = Go F eşitliği doğrulanır. Varsayımdıııı. ıu(.ı:) dünüşiimü 

.r0 noktasıııda k-kez Frechet türevlenebilir, dj doğrusal dönüşümü de .r0 'da k-kez 

Ftt;clıd tün;vleııebilirdir. O zamani, F dönüşümü x0 'da k-kez Freclıet türevleııe­

bilirdir. G E cx olduğundan, (Go F) = d(g o!) dönü.şümü de x0 'da k-kez Frechd 

tiin~vl(;m~bilir olur. Bu ise (go!) dönüşümünün x0 noktasıııd<:t (k+ 1) kez Fn-;clıd 

tiin~vlcııeuilir olması demektir. f ve g dönüşümleri açık bir kümeele cr sınıfıııdcuı 
ikeıı. (.(j o f) bileşke dönüşümünün de açık bir kümeele cr sınfındmı olması özelliği 
de lwıız(~r ohı.ntk isp<ttlanır. • 

Önerme 5.11 f : A c X ---+ Y bir dönüşüm, x 0 E A olsun. f dönii.·riim.ii.niin. 

;1;0 E A noktasında iki kez Frechet türevlenebihr olma8ı için gerek ve /JdeT ko.'iuL 

\f=: >O için JJhJJ <b iken keyfizE X iken 

Jldf(:Eo + h)(z)- df(xo)(z)- F(h, z)JJ :S cJJhJJ·JJzJJ (1) 

olacak biçünde 8 >O sayısm-m ve FE L(X, L(X, Y)) dönüşürmi:nJin var olnwsuli.'T'. 
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Kanıt. f dönüşümünün x0 noktasında iki kez türevlerıebilir olduğunu varsay­

alım. Bu dmumda, V::> O için jjhjj <b iken 

jjdf(xo +h)- df(xo)- d2 f(xo)(h)jj :S ::jjhjj 

olacak biçimde b> O vardır. Bmada, jjhjj <b olacak biçimdeki h'lar için 

d2 f(x 0 )(h)(·): X-+ L(X, Y) 

olan dönşümdür. F(h, z) = d2 f(x0 )(h)(z) olarak gösterirsek, (l)"i elde ederiz. 

Şimdi (1) eşitsizliğinin sağladığını varsayalım. Her jjhjj < b olacak biçimdeki h 

için, F*(h)(·) = F(h, ·)_olmak üzere, 
·e 

h-+ F*(h)(·): X-+ L(X, Y) 

dönüşümü tanımlayayalım. Açıktır ki F* E L(X, L(X, Y)). O halde (l)"df'ıı.J!h!! < 15 

ikeıı 

olduğı ı gürül ür. Bmadan, dj(·) fonksiyonunun x0 'da ti..irevlenebilir ve türevin 

olduğu elde <xlilir. • 

Önerme 5.12 f : A C X -+ Y dönii.şümii x 0 E A noktas-linda iki kez Frecht't 

tiin:ulenebi.lir olsun. Bu dunırrıda. d(df(x0 )) = d2 f(x 0 ) doğ·rusal döniişiim.ü sirndrik-

tir. yani Vlı. z E X için 

o luT. 

Kanıt. :ı:0 +h+ z, .To+ h, x0 + z noktaları, A kümesine ait ve 

G(h, z) = f(:ı:o +h+ z)- f(xo +h)- f(xo + z) + f(xo)- d2 f(:r:o)(h, z) (2) 
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olmak üzere, G dönüşümü tanımlayalım. x 0 noktası, A kümesinin hir iç noktası 

oldnğıuıdaıı, G dönüşümünün tanım kümesi Xx X çarpım uzayında orjin noktasıııın 

bir komşuluğudur. Kanıtı tamamlamak için, (h, z) -7 (0, O) iken, Y içinde 

G(h, z) 
ll(h, z)W -7 ° (3) 

yakınsanıasım cloğrulamalıyız. c > O alalım. f dönüşümü, :r0 noktasıııda iki kez 

Freclıet türevlenebi- lir olduğundan, df(x0 +h) tanımlı ve llhll < 2b iken 

(4) 

olacak biçimde h >.0 sayısı vardır. Bu durumda B kümesi, X uzayında orjin nıerbdi 
~-

b yançaplı açık yuvar olmak üzere B x B çarpım kümesi, G'nin tanını kiinıesidir. 

h E B alalım. Bu h öğe~i için, Fh ( ·) : B -7 Y dönüşümü 

Fh(z) = f(xo +h+ z)- f(xo + z)- d2 f(xo)(h, z) = 

= f(:ço +h+.:)- f(.ro + z)- (d2 f(xo)(h))(z) 

şeklinele tarınıılı olsun. Her h, z E B için 

old uğunda.ıı. 

'''( 

Fh(z) = f(xo +h+ z)- f(xo + z)- d2 f(xo)(h, z). 

Fh(O) = f(xo +h)- f(xo)- d2 f(xo)(h, O) 

f(xo +h+ z)- f(xo + z)- d2 j(.ro)(h . .:) -

- f(xo +h)+ f(xo) + d2 f(xo)(h, O) 

olıır. O lıald<: bmadan her h, z E B için 

(5) 

oldıığıı bıılımur. Her h E B için d2 f(x 0 )(h) E L(X, Y) olduğundan. Örnek l.lD ve 

Üm:mıe 1.20'dmı (Zirrıcir kuralı) 

dFh(z) = df(xo +h+ z)- df(xo + z)- d2 f(xo)(h) = 

= [df(.ı:o +h+.:)- df(xo)- d2 f(xo)(h + z)]- [df(xo + .:) - df(:r:u)- d2f(.r:o)(:::)] 
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e9itliğini elde ederiz. Bu eşitlik ve (4)'ten, Vh, z E B için 

lldFh(z)ll = lldf(xo +h+ z) - df(xo + z) - d2 f(xo)(h) ll = 

=ll [df(.ı:o +h+ z)- df(xo)- d2 f(xo)(h + z)] -

-[df(xo + z)- df(xo)- d2 f(xo)(z)ll :S 

:S lldf(xo +h+ z)- df(xo)- d2 f(xo)(h + z)ll + 

+lldf(xo + z)- df(xo)- d2f(xo)(z)ll :S 

:S =llh + zll + =llzll :S s-[llh + zll +lizi!] :S c[llhll + llzll +lizi ll :S 

:S d ll (h, z) ll + ll (h, z) ll + ll (h, z) lll :S 3c ll (h, z) ll 

olur. O zaman buradan, (5)'ten ve Önerme 2.1 ortalama değPr t:9itsizliğiıı<l<'n. 

Vh.::: E B i(;iıı 

ll G (h, z) ll = ll Fiı.( z) - Fh (O) ll :S 3c ll (h, z) ll · ll z ll :S 3c ll (h. :::) 11 1 

olduğu elde edilir. Buhıdan, s-> O için h, z E B, ll(h, z)ll #O iken 

C( h. z) 
ll(h, z)ll 2 :::; 

3
E 

olduğu bulunm ve dolayısıyla, (3)'nin doğruluğu kanıtlanmış olur. 

Şimdi önermenin ispatını tamalayalım. ll (h, z) ll = ll ( z, h) ll olduğundan. ( 3 )' cleıı. 

( z, h) -----7 (O, O) iken 

G(z, h) 
ll(z, h) W ~ 0 (6) 

olduğu bulunm. 

H(h, z) = d2 f(;ro)(h, z) - d2 f(xo) (z, h) 

obun. (2)'clen 

H(h, z) = G(h, z)- G(z, h) 

olduğu ;-u;ıktır O halde, buradan, (:3) ve (6)'dan, (h, z) -----4 (0, O) iken, 

H( h, z) 
ll(h, z)W ~ 0 (7) 
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olduğu elde ediler. V( h, z) =J. (0, O) alalım ve sabitleyelirn. O halde (7)'teıı, ~R'cle 

t --ı- O iken 

H(th, tz) 
-,---'----- --7 o 
ll(th, tz)ll 2 

olduğu bulunur. Öte yandan, sıfıra yeterlı yakın keyfi t > O'lar için 

H(th,tz) 

ll(th, tz)ll 2 

H(h,z) 

ll(h, z)W 

(8) 

olduğundan, (S )'ten l ~~~ )~i2 =O ve H(h, z) = O, yani d2 f(x 0 ) (h, z) = cf· j(J:0 ) ( z, h) 

olduğu elde edilir. (h,. z) =J. (O, O) keyfi sabitlenrniş olduğundan, önerrne kanıtlanmıg .. 
olur. • 

Şimeli varsayalım k,i r ?:: 3 olsun. L(X, L(X, ... , L(X, Y))) uzayıııı. yani )C' 

nza;VllH lan Y uz ayına, sürekli multilineer fonksiyonlar uzayını kısaca L r (X. Y) ile 

göstereceği:l. Bundan dolayı Y 'nin öğesi olarak, ( ... ((dr f(x 0 )h1 )h2 ) ... )h,. ile. 

xr·ııiıı (hı, h2, h:), ... ···, hr) ögesinin sürekli bir multilineer dönüşüm cÜtmdaki güriiıı-

tiisiinii göstt)n~ceğiz. O halde, 
"t 

dr f(.ı:o)(hı, h2, h:3, ... , hr) =( ... ((dr J(:ro)hı)h2) · .. )hr 

egitliği geçerlidir. 

Yardımcı Teorem 5.13 r ?:: 2 olmak üzere f fonksiyonu. x0 noktasznda ,. J.:pz 

Frechet Ui:revlenebü'ir ise, her z1, z2, Z3, ... , Zr-1 için, 

X --ı- dr- 1 j(.:r)(zı,Z2.Z3ı···:Zr-1) 

fonksiyonuda x 0 noktasında Frechet türevlenebilir ve t'ÜTev dön:ü.'jümü 

h --ı- dr f(xo)(h, Zı, Z2, Z3,. ·. , Zr-ı) 

ol'u.T. 

Kanıt. z1, z2, Z3, ... , Zr-1 E X olsun. FE Lr-1(X, Y) için 

w(F) = F(z1, z2, Z:3, ... , Zr-ı) 
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olmak üzere, w : Lr_ 1 (X, Y) ---+ Y dönüşümünü tanımlayalını. O zaınaıı verileıı 

clörıii~üın, w o dr- 1 f dönüşümü olur. w doğrusal ve sürekli olduğunclaıı. Sonuc; 

1.2ı(i)'den, w o ~-1 f dönüşümü, x 0 noktasında Frechet türevlenebilir ve Freclıet 

türevi w o dr f(xo) olur. Yani, x ---+ dr- 1 f(x)(zı, z2, z3, ... , Zr-ı) dönüşümüııüu :ı:o 

noktasındaki Frechet türevi 

h---+ w( dr f(xo)h) =dr f(xo)(h, kı, ... , kr-ı) 

dönüşümüdür. • 

Önerme 5.14 f : A• Ç X ---+ Y dönÜ§Ümü x 0 E A noktasında r kez Frechet 

tii:revleneb'iliT olsun. Bu durumda dr f ( x) dönü.şümü sünet'riktiT. Yani. 
·> 

IT = (IT(ı),IT(2),1T(3), ... ,1T(r)), 1,2,3, ... ,1 sayılann·m Mr perm:utasyunu ise. 

V hı. h2. h:3· ... , hr E X iÇ'in 

"< 

Kanıt. Bu öııerıııeyi r üzerinde türnevarım kullanantk ispcttlay<Üırıı. r = 2 i(;irı 

olduğu üııerıııe 5.ı2·nin sonucudur. Önermenin, f : AÇ X ---+ Y dönüşümü .ı: 0 E A. 

ııoktasıııda r - ı kez (r 2': 3) Frechet türevlenebilir iken (r 2': :3) doğru oldıığmm 

kabııl ('delim ve f : A Ç X ---+ Y dönüşümü x 0 E A noktasında r h~z Fn~dwt 

tiin~vl(~llPbilir iken doğru olduğunu kanıtlayalırrı. 

f : A Ç X ---+ Y dönüşümü x0 E A noktasında r - ı kez Frechet tiirevlcıwbilir 

olduğundan. Yarclıınçı Teorem 5. ı3'clen 

dönii~ümii x0 E X noktasında iki kez Frechet ti.irevlenebilirdir ve ikinci tiirevi 
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'dir. Üııerıne 5.ı2'den 

eşitliği vardır. f dönüşümü, x0 noktasının bir V komşuluğunda (r -1)-kez Fredıd 

türevlenebilir olduğundan ve varsayımdan T = (T(2), T(3), ... , T(r)), 2, 3, 4 ..... r 

sayılannın bir permutasyonu olmak üzere, her h2 , h3 , ... , hr E X için 

olm. Yine, Ycı.rdımçı Teorem 5.ı3·cleıı, Vhı E X için 

·1 

oldüğu elde edilir. Böylece, (9) eşitliğinin, 

( a) rr perınutasyonunda sadece ı ve 2 değiştirilcliğinde; 

(b) rr permutasyo:o.u ı 'yi sabit tutarsa sağlanır. 

Her rr türü permutasyon, ( a) ve (b) tipi permutasyonların çarpımı olcluğuııclan. 

(9) eşitliği her rr için sağlanır. Böylece kanıt biter. • 

~n uzayının doğal baz vektörlerini e1, e2 , e:3 , ... , en ile gö::;terelim. \"ani, 

eı =(ı, O, ... , 0), e2 = (0, ı, O, ... , 0), ... ,en= (0, ... ,O. ı) 

Önerme 5.15 n 2: 2 bir doğal sayı olmak üzere A Ç ~n ve f : A Ç )Rn -ı- Y 

dönii.~iimii :ı: 0 E A noktasında r kez Frechet türevleneb.Zhr ol.'i'nn. i = ı, 2. 3 ..... r 

için ı :S j; :::; n olnwk üzere ) 1, )2, j;3, ... ,jr tam8ayıları verilsin. Bu d!tnunda 

D.iı DJ2 DJ:ı ... DJ.f(.ı:0 ) kısmi t·ürevi vardır ve 

Kanıt. r = ı için önerine 4.ı'den, DJf(xo) = df(xo)(ej), (j = ı,2,3 .... n) 

eşitliği doğrudur. Yani, önerme, T = ı için doğTudur. Kabul eddinı ki, ı :::; 

k < r pozitif tanı::;ayısı için önerme doğrudur. Önermeyi, k + ı için doğnılayalıırı. 

Varsa.yıındruı dolayı, f dönüşümü, x0 noktasında k+ ı-kez Freclıet tiin~vlcııdıilirdir. 
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O hal d<\ f clöııüşümü, x 0 noktasının açık bir V komşuluğunda k-kez Frecl1et türev­

kııebilinlir. j 1, j-2 , ):3, ... , ]k tamsayıları ı ile n arasında olsun. Bu durumda. f 

döııüşünıü, x 0 noktasının açık bir V komşuluğunda k-kez Frecl1et türevlenebilir 

olduğundan. varsayımdan dolayı, her x E V kümesinden alınarı her :ı: ögesi ic;in 

DJı Dh Dh .... , DJ~,J(x) kısmı türevi vardır ve 

olur. ı :S j :S n olsun. f dönüşümü, x0 noktasında k+ ı-kez Freclıet türevlenebilir 

ol<lııgııııdan. bııraclan 

.. 
leıwbilir olduğundan, Yardımçı Teorem 5.ı3'den ve Sonuç 1.2ı(iii)"cleıı. tiirev düııü-

şüıııü 
... , 

olur. t ---+ :r:0 + teJ dönüşümünün O noktasında türevi eJ olcluğuııdan, 

[
d k ı k'l dtd f(xo+teJ)(eJ 1 , eh, ej3 , .•• ,e1k) t=O =d' J(x0 )(ej,ej11 eJ2 , eJ:ı···· ,ej,.) 

elde edilir. O zamarı 

DJ (DJıDJ2 DJ3 , ••• , DJrf(xo)) = 

dk+ 1 j(x0 )(eJ,eJıı e12 , eJ3 , ••• ,eJJ 

olduğıı bulunur. Böylece kanıt tamamlanmış olur. • 

Sonuç 5.16 (i) hi = (hıi, h2iı h3i, ... , hni) E ~n (i ı, 2, ... , r) olmak üzere. 

önerrrıe 5.15 'in hipotezi altında 
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eşitli,ği geçerlidir. Bnrada e§itliğin sağmdaki toplam, b·irbirinden farkiz tüm sunlt 

Uı, j2, j 3, ... ,jr) r-Weri üzerinden almmaktadır. (i = ı, 2, 3, ... , r) Bu sıralt heT 

ı :S r :S r için ı :S ji :S n. 

Sonuç 5.17 (ii) Önerme 5.15'in varsayımı altında, (ı, 2, 3, ... , T) 'n·in her 

()ı, )2, j;3, ... ,jr) ve (kı, k2, k:3, ... , kr) permutasyonları için 

e.'jdliği geçerlidiT. 

Önerme 5.18 n ~ 2 ;;lmak üzeTe f : A C )Rn --+ Y bir dön·i.iş·iim. ver ~ 2 bir tam.­

sa~IJ'l olsun. Bu duTumda f dönü§Ümürıün, x 0 E A noktasında T- kez- tiirevlenebilir 
.1 

olnw.sl için geTel.: ve yeter ko.'jul, f dönü§ümünün (r- 2) inci ·mertebeden tii:m 1.:·/.sm:i 

tiiTe'l'le-rinin . . ro nokta .. nnm bir \;" kom§uluğ'U7ıda Frechet tiiTevlenebilir olrrw.sl 1'1' V 

kiinu::·rinde ta:nunlı (r .:.... ı)- inci mertebeden tüm kısmi t·ürevle-rin, ı:0 rwkta .. -;ında 

Frl'dwt tüTe:denebihr olmasıdır . 
.. , 

Kanıt. n ~ 2 olmak üzere f : A C 3rn --+ Y bir dönüşüm. r ~ 2 bir tanı­

sayı. f döııii~ürııüııü, ı:0 E A noktasında r-kez türevlenebilir olsıuı. O zarwuı 

Yardıın<,:ı Teorenı 5.ı3 ve Önerme 5.ı5'den, x0 noktasının bir V koırı~ulnğundi:l f 

dünii~üınünün ('r- 2) inci mertebeden tüm kısmi türevleri Freclıet türevbıebilinlir 

ve V kümesinde tanımlı (r- ı)-inci mertebeclen tüm kısmi türevler, :r0 ııokti:lsııı<la 

Freclwt türevlenebilirdir. 

Şimdi, x0 noktasının bir V komşuluğunda f dönüşümünün (r - 2) inci rıı<~r­

tebeden tüm kısmi türevleri Frechet türevlenebilir ve V kümesind<~ tarımılı ( r -

1)-inci mertebeden tüm kısmi türevler, x 0 noktasında Frechet türevlew-~bilir olsun. 

f dönüşümünün, x0 E A noktasında r-kez türevlenebilir olduğunu gösterelim. 

r = 2 için kanıt yapalım. Genel durum benzer şekilde yapılır. f döııü~ümürıün 

x 0 noktcı.sının bir V komşuluğunda türevlenebilir ve birinci mertebeden 
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kısmi türevlerin x 0 noktasında türevlenebilir olduğunu varsayalım. ÖrıerılH~ 4.1 'den, 

Dıf, D 2 j, D:d, ... , Dnf dönüşümleri, V komşuluğunda tanımlıdır ve her x E V 

için DJf(x) = df(x)eJ, (j = ı, 2, ... , n), olur. O zaman, her j = ı, 2, ... , n için 

x --7 df(x)eJ dönüşümünün x 0 noktasında türevlenebilir olduğu bulunur. Şimdi. 

x --7 df(x) dönüşümünün x 0 noktasmda türevlenebilir olduğunu kanıtlayalıın. 

E > O alalım. Her j = ı, 2, ... , n için x --7 df(x)eJ dönüşümü x 0 rıoktasıııda 

türevlerıebilir olduğundan, //h// <Oj iken 

olacak biçimde Tj E L(fRn, Y) ve Oj >O sayısı vardır. Açıktır ki, z = (zı, z-ı, ... , zn) E 
n 

~n için z = L Zjej olur. O halde, df(.Eo +h)(·) ve df(x0 )(·) dönüşümleri doğrusal 
j=l 

old uklannclan, ll h ll < m"in {oj : j = ı, 2, ... n} için 

n 

df(xo + h)(z)- df(xo)(z)- L ZJTj(h) 
j=l 

n 

j=l' 
n 

:S cllh/1 L /zj/ :S cllhll ·lizi/· nJ1
2 

j=l 

n 

P~itsizliği görülür. (h, z) --7 2:= zjTj(h) dönüşümü bilineer ve sürekli olcluğumlaıı. 
j=l 

üıwnrıe 5.11 'dmı :r; --7 df(x) dönüşümünün x 0 noktasında türevlenebilir olduğu. 

dola_vısı_vl;-l f diinü~ürnünün x 0 noktasında iki kez Frechet türevleıwbilir olduğu 

giiriil iir. • 

Önerme 5.19 n 2: 2 olmak 'Üzere A C IRn açık küme, f : A C 1Rn --7 Y bir 

tlöniişii'ln. p, r tamsayılar ve O :S p < r olsun. Bu dururnda agağ·1.dakiler e.~IÜ~!}cnlü·. 

1. j dön:ii.~ümü, A kümesi üzerinde cr sınıjındandır. 

2. dP f dönüşiirrıü, A kümesi 'Üzerinde cr-p sınıfındo:ndır. 

8. f döniişürrı·ünün r-inci rrıertebeden tüm kısmi türevleri, A. kü·rn.esi iize·ri'ruie 

süreklidir. 
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4- f döniişiimünün p-inci rnertebeden tüm kısmı türevleri,. A kümesi üzerinde 

cr-p st·ntftndandıT. 

Kanıt. (1) {:::::::? (2) denkliği, drf = dr-p(dPf) eşitliğinden bulunur. 

(1) ::::? (3) önerıne 5.15'in sonucudur. 

(3) ::::? (1) olduğunu kanıtlayalım. (3) doğru olsun. O zaman, f clönü§üıııünün 

r-inci ıııertebeclen tüm kısmi türevleri, A kümesi üzerinde sürekli olduğundan, Ön­

errne 4.3'clen, f dönüşümünün (r-1)-inci mertebeden tüm kısmi türevleri, A kümesi 

üzerinde türevlenebilir ve bundan dolayı A kümesi üzerinde sürekli olur. Yine. ön­

cnne 4.3'deıı, f döııüşü_rpünün ( r- 2)-inci ınertebeden kısmi türevleri A kiinwsincle 

türevleııebilirdir. O halde, Önerme 5. 18' den, x --7 ~ f ( x) dönüşümü A üzerinde 

tanımlıdır, yani keyfi x 'E A için f dönüşümünün r-inci mertebeden Fredu-~t türevi 

vardır. Ek olarak Sonuç 5.16(i)'den, dr f dönüşümü, A kümesi üzeriııdc sürekli. 

dolayısıyla f fonksiyonu A üzerinde cr sınıfından olur. 

(3) ::::? ( 4) olduğunu kanıtlayalım. (3) doğru olsun, yani f dönüşümünün T-inci 

nıertebeclen tüm kısmi, türevleri, A kümesi üzerinde sürekli olsun. O zaman. f 

dönüşümününp-inci mertebeden tüm kısmi türevlerinin r-p. nıertebeclen kısmı 

türevleri, A kümesi üzerinde sürekli olur. Bu durumda, (3) ::::? (l)'den, f dönüşümünün 

A kümesi üzerinde p-inci mertebeden kısmı tüm türevlerinin cr-p sınıfıııclcın olduğu 

bulumu·. 

( 4) ::::? (3) olduğunu kanıtlayalım. ( 4) doğru olsun, yani f döııü§üırıünün p­

iııci ıııertebedeıı tüm kısmı türevleri, A kümesi üzerinde cr-p sınıfından olsun. Bu 

dıınunda. ( 1) ::::? ( 3 )'den, f dönüşümününp-inci mertebeden kısmı türevleriııin. ( r­

p)-irıci mertı;beden kısmi türevleri süreklidir, dolayısıyla, f dönüşümünün r-inci 

rncrh~beden tüm kısmi türevleri, A kümesi üzerinde sürekli olur. • 
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ALIŞTIRMAL AR 

Örnek 5.20 f : ~2 ~ ~' f(x, y) = x cos y + y2 cos x fonks'iyonv, ·ueilsin. ~R 

üzerinde D 1D2 f(x, y) = D2D1f(x, y) olduğunu görelim. 

Dıf - cos y - y2 sin x 

D2Dıf - -siny- 2ysinx 

·u e 

D d -xsiny + 2ycosx 

~- DıD2f - - siny- 2ysinx 

oldl/,.t]ILndan. D1 Dd(:ı:, y) = D2D1 f(x, y) old·uğu görülüT. 

Örnek 5.21 f: ~:ı~~' J(x·,y,z) = xeY + (z- x)cosy + zsiıı:r d()nii.'jiirnJi 

uerili;~;oT. Buna göre J' · nin ikind mertebeden türevleTinin (0, O, O) rwkta8uulal.:i 

dP!Jerini lmlml/llZ. 

ve 

J?ıf(x, y, z) eY- cos y + z cos :ı; 

D d ( x, y, z) xeY + ( x - z) sin y 

D:d(x, y, z) - cos y + sinx 

D1 Dıf(x,y,z) = -zsiııx, 

DıD:d(x, y, z) = cos x, 

DıD2J(x, y, z) =eY+ sin .lf, 

D2Dıf(x, y, z) =sin y, 

D2D2J(x, y, z) = xeY + (x- z) cos y, D2D3j(x, y, z) =-sin y, 

D:3Dıf(:ı:, y, z) = cosx, D:3D2f(x, y, z) =- siny, D:3D:d(x, y, z) =O 

bnlnnur. Buradan 

DıDıf(O, O, O) =O, D2Dıf(O, O, O) =O, hı (0, O, O) = 1. 

DıDd(O, O, O) =ı, D2Dd(O, O, O) =O, /:32(0, O, O) =O, 

DıD:d(O, O, O) = ı, D2D3j(O, O, O) =O, /:33(0, O, O) =O. 

oldu!J'/1, elde edilir. 
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6 FRECHET TÜREVLENEBİLEN " 

FONKSiYONLAR İÇİN TAYLOR TEOREMİ 

Bu bölümde, Frechet türevlenebilir fonksiyonlar için Taylor teoremini inceleyeceyiz. 

Yardımcı Teorem 6.1 x 0 , h E X alalım. f: AÇ X-+ Y fonksiyonu verilsin. tE 

R, (:r 0 +th) E A olmak üzere, 'lj.1: R-+ Y, 1/;(t) = f(x0 +th) §eklinde 't:J fonksi.!Jonu 

ta:nzmlai;altm. Eğer f fonksiyonu t0 E ~ olmak üzere zo = xo + foh noktasında r-kez 
! 

türedenebilir ise, ·ıf; fonksiyonunun t 0 noktasında r-inci tü;re·ıri; ·ua:rdtr ı.:c , 

olu'!·. Bu:nı.da (h) r, X r = X x X x ... x X uzaymda her bir koordirw.tz h olan bir 

nuktwlt1·. 

Kanıt. Teoremi. türnevarım yöntemi ile ispatlayalım. r = ı olsun. ı<ç : ıJ( _,_ A, 

'r~(t) = .r0 + th dönü~üınünü tarıımlayalım. Bu durumda ·t'ı = (f o .; ) y<ızılillıilir. O 

hill<h .:u= .r0 + toh, 'P'(t0 ) =h olduğundan: Sonuç 1.2ı(iii)'clen 

ı,/ (to)= (J o <p)'(t0 ) = j'(~.p(to)) o <p'(to) = 

= dj(xo + t 0h)(h) = df(zo)(h) 

olduğu elde edilir. Böylece, r = ı için teoremin doğru olduğunu kaıııtlaclık. 

Şimdi, ı :::; k < r için teoremin doğru olduğunu kabul edip, (k+ ı) için dı-) doğnı 

olchığuııu görmeliyiz. f fonksiyonu z0 noktasında (k+ ı) kez Freclıet türevlcıı<~hilir 

olsun. Bu durumda f fonksiyonu, keyfi t E E için x0 + th noktalannda k-kez 

türevlenebir olacak biçimde t 0 noktasının ~ içinde bir E komşuluğu vardır. 

Teorem k için doğru olduğundan, keyfi t E E için 7/J(k) (t) var ve 
' ,. 
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olıır. Burada z = x0 + th, t E E. dk'l/J(·) fonksiyonunun E kümesi üznrinde kısıt­

lanmı~ı, z --+ dk f ( z) (h )k ve t --+ x0 + th fonksiyonlarının bileşkesidir. 

<J? A c X--+ Y, <J?(z) = dkf(z)(h)\ 

r E c ~--+ A c x, r(t) = xo + th 

olarak tanımlarsak, Yt E E için, dk'ljJ(t) = (<J? o r)(t) eşitliği geçerlidir. Ac;ıktır 

ki, r'(to) = h. Yardımcı Teorem 5.ı3'den, <J? fonksiyonu, Zo = Xo + toh noktasında 

türevlenebilirdir ve türevi s--+ dk+l f(z0 )(s, h, h, ... , h) dönüşümüdür. O halde, Sonuç 

1.2ı(üi)'den, 

d(k+ı)ıj;(t0 ) = [d(dk·~·(t))L=to = [d((<J?or)(t'o))]:=to = 

= d(<J?(r(to)) o d(r(t0 )) = dk+ı f(zo)(h, h, h, ... , h)= dk+ı f(zo)(hf+ı 

c~it liği gerçeklenir. Böylece, Önerme kanıtlandı. • 

Önerme 6.2 (Taylor Teoremi) f : A Ç X --+ Y fonksiyonu :r0 E A noktasuula r 

kez Frcchet tiire'L'lenebil'ir olsun. O zaman, X içinde h --+ O iken 
) , 

f(.ı:o +h)= f(xo) + df(.:co)(h) + .;
1
d2 f(xo)(h) 2 + ... + \dr J(:ı:o)(hY + o(l/hln 

. -· r. 

(1) 

eşitliği grçerlidiT. 

Kanıt. f fonksiyonu x 0 noktasında r-kez Frechet türevleııebilir olduğundan. 

h~yfi :r E B(:r0, lJ) için, f fonksiyonunun x noktasında (r - ı) kez türevleııebilir 

olaca)l;ı hir,:irndf~ .ı:o ırı<~rkezli TJ yarıçaplı açık bir B(x0 , TJ) = { x E X: 1/:ı:- .r0 1/ < 'TJ} 

yımm vnrdır h =/= O ve x 0 +h E B(x0 , r7) olsun. O halde, Yt E [0, ı] i(;iıı :c0 + th E 

B(:ro. lJ) olur. 

Vt E [0, ı] için 1b(t) = f(x0 + th) olmak üzere ·lj_ı : [O, ı] --+ Y foııbiyoııııiıu 

taımıılayalıın. Yt E [0, ı) için x0 + th E B olduğundan, ~>( ·) foııksiyorıunuıı tarımı 

kürrıe8i [0, ı] k<tpal~ aralığını içerir. Bu durumda, Yardımcı Teorenı 6.ı'derı, [0, ı] 

aralığının her noktasında '1/J( ·) fonksiyonunun ( r - ı )-inci türevi vardır ve keyfi t E 

[0, ı] için 

dr-ı'ljJ(t) =~-ı f(xo + th)(hy-ı 
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olm. t = O noktasında ise, '1/J( ·) fomksiyonunun r-inci tfu·evi vardır. ·~~( ·) fonksiyonu 

[0. ı] anüığıııclcı keyfi ı :S k :S r-ı-inci mertebeden türevlenebilir ve keyfi tE [0, ı] 

V(~ ı :S k :S r- ı.ic,:iıı dk'ljJ(t) = dkf(x0 +th)(h)k olduğundan, Önerrne 2.ı ortalama 

d(-~ğer teoreıninden, 

ı 
T!llf(xo +h)- f(xo)- df(xo)(h)- ... -ıd" f(:ı:o)(hrJI :S (2) 

r. 

:::; ll dr-ı f(xo + Çh)(ht~ı- dr-ı f(xo)(Jıy-ı -dr f(xo)(hrll 

olacak biçimde ÇE (0, ı) vardır. f fonksivonu x0 noktasında T kez Fredıet türevkne-
v ' ı 

bilir old nğmıdcUL verilerı :: > O i çirL ll z ll < b iken ,, 

olacak biçimde b E (0, 77) sayısı vardır. eşitsizliği sağlanır. Buradan. llhll < b ikeıı 

( 2) eşit:'lizliğinin sağ tarafı için 

olduğu elde edilir. Buiise (ı)'irı doğru olması demektir. • 

Önerme 6.3 p > O, f fonksiyonu X ıızaymm bir alt küme.sinden Y ·azaytJUL tarımıll 

biT fonksiyon, x 0 E X ve x 0 + h E X noktala·rını birleştiren kapalz do.iJrn parç:a.•;-1. S 

olsun. Ek olarak. f fonksiyonu S kümesinin heT noktasında (r - ı) kez Frechet 

tii:rerlenebilir. S kümesinin hemen hemen her noktasımda ise r - kez Frechct tii.n'·p­

lent'bilir olsun. Bu danımda sayılamaz çoklukta ( E [O, ı] için 

llf(.ro +h)- f(;ro)- df(xo)(h)- ~1 d2 f(xo)(h?- ... - ( ~ )'czr-ı f(:L'o)(hY- 1
11 :S 

-· r ı . 

:S ~(~ ~)~~!P lldr f(.To + (h)(hrl 1 

e.~its'izli,t]i geç:e-rlidiT. 

Kanıt. I3ıı önennenin ispatı, Önerme 6.2'nin ispatındaki (6.2) cşit~izliğindf~ll 

d de <xlilir. • 

68 



Tanım 6.4 f : A C X ----+ ~ fonksiyonu ve x 0 E A noktası verilsin. :r0 nvktastnm 

X uzayz içindeki bir komşuluğurıa V diyelim. Eğer \ix E An V için f(~r0 ) :::; f(.r) 

eşitsizligi sağlamyorsa, bu x 0 E A noktasına f fonksiyonunun yerel minimum noktası 

denir. Eğer- \ix E An V için f(x0 ) < f(x) eşitsizliği sağlanıyorsa, bu .1'0 E A 

noktaszna f fonksiyonunun kesin yerel rninim·urn noktası denir. 

Tanım 6.5 f : A Ç X ----+ ~fonksiyonu ve x 0 E A noktası ve-rilsin. x0 nokta:-;tnm 

X 'ttzayrndaki birkomşul-uğu V olsun. Eğer\lx E AnV içinf(x):::; f(x0 ). eşitsizligi 

sa.iJlan(IJOT:;a. bu x0 E A noktasına f fonksiyonunun yerel ma:rimum nokta:-;;, df'nir. 
' ! 

Ef}r"'' \/.ı: E An ır için f(:r) < f(xo) şeklinde ise, Xo E A noktasma f fon!.:siyonUJ/,/tn 

ke:;i.n yen:l nl,a:ı:irnwn noktası denir. 

Önerme 6.6 f: AÇ X----+ iR fonksiyonu verilsin. x 0 E A nokta:-;!, f fonJ,:siuontwun 

,IJfH~l mini·mmn noktası ve f fonksiyonu .r0 noktasında Fr-echf'i tiire·denebilir olsun. 

Bn dtı·r"nmda df(.ı·0 ) = O olur. Ek olarak eğer f fonksiyonunun J:0 no!.:tasuula iki 

kez Frechet tiirevlenebiliT ise V h E X için d2 f ( x 0 ) (h) 2 2 O 'dir. ' ' 

Kanıt. Öııenneııin ilk kısmını ispatlamak için, olmayana ergi ındoduıın knl­

laııalını. df(:r:0 )h* =f. O olacak biçimde bir h* E X olduğunu varsayalım .. r 0 E .-l. 

A ac;ık küme old uğuııdan, keyfi t E [-b, b] için x 0 + th* E A olacak bi<)nıde 

6 > O sayısı vardır. y(·) : [-8, 8] ----+ R fonksiyonunu, y(t) = f(.r 0 + th*) ~ek­

linde taıııınlayalım. Açıktır ki, t = O noktası y fonksiyonunun yerel minimum ııok­

tasıclır. y( ·) : [ -8, 8] ----+ R fonksiyonu ( -8: 8) aralığında türevlenebilir olduğundan. 

y'(O) = O olur. Öte yandan: y'(O) = df(x0 )h* olduğundan, varsaymıdan clola,yı 

y' (O) = df(x0 )h* =f. O. Elde ettiğimiz çelişki, varsayımımızın doğru olmadığını gös­

terir, yani, df(xo) =O. 

Şimdi teoremin ikinci kısmını ispatlayalım. Ek olarak, f foııksiyoıın .ı;0 nok­

tasında iki kez Fteclıet türevlenebilir olduğunu varsayalım. x 0 E A noktası f 

foııksiyonımun yerel minimum noktası olduğundan, Öııermenin biriııci kısınından. 

df(.ı:o) = O olur. Aksini, yani Vh E X için d2 f(x0 )(h) 2 2 O olmadığını varsayalım. 

O zaıııaıı, cPf(:r0 )(h*) 2 = -a olacak biçimde h* E X ve a >O vardır. Bu durumda, 
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Taylor teorerninden, lR içinde t -----+ O iken 

olur. t -----+ J(x0 + th*) dönüşümü t = O noktasında sürekli, o: > O olduğundan, 

buradan, yeteri kadar küçük ve sıfırdan farklı her t gerçel sayısı için f ( x 0 + th) < 

f(xo) olduğu bulunur. Bu durum, x 0 noktasının f fonksiyonunun bir yerel minimum 

olması ile çelişir. Böylece, Önerme ispatlan dı. • 

x 0 E A noktasının f fonksiyonunun yerel minimum noktası olması için, Vh E X 

ic;iıı ([2 f(:r0 )(h)2 2: O olması yeterli değil. B~ d~ğriıltuda ~.7 öııermey~ ~erelim. 

Önerme 6. 7 f : A Ç X -----+ ~ fonksiyonu x 0 E A noktas·mda iki kez Frechet 

tii:rel'lenebüir re d J(:r0 ) =O olsun. Ayrıca Vh E X ve c> O sayısı için 

eşit:;izliğ'i 8ağlansın. Bu durumda x 0 noktası f fonksiyonunun kesin yc;·r,·el minimum 

Jloktasulrr. 

Kanıt. Taylor teoreınindeıı, 

ı ') ') ll ı •) f(:ro +h).= f(xo) + 2d- f(xo)h- +o( h ı-) 2: 

2: f(:ro) + ~cllhW + o(llhll 2
) 2: f(xo) + llhll 2 (~c + o(l)) 

olduğu bulunur. c > O olduğundan, buradan, keyfi h E B 17 = { x E X : 11-rll :::; '1}, 

h =/:- O, için f(x 0 + h) > f(x 0 ) olacak biçimde 7] > O sayısı vardır. Bu ise. x 0 

noktasmın f fonksiyonunun kesin yerel minimum noktası olım1sı demektir. • 

Sonuç 6.8 X 8onlıı boyutlu bir uzay, f : A Ç X -----+ lR fonksiyonu :ı:0 E A nok­

tas·;,nda iki kez Frechet türevlenebilir, df(x0 ) =O ve Vh E X\ {O} için d2 f(;ı:0 )(h) 2 > 

O olsun. Bu dm-umda x 0 noktası f fonksiyonunun yerel minimum noktas·ıdtr. 

Kanıt. S= {x E X: llxll = 1}, yani S kümesi birim küre olsun. Bu cluruıııcla, 

soıılu boyutlu X uzayında S kümesi kompakt kümedir. x-----+ d2 f(x0 )(:ı:f dönüşümü 
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sürekli olduğundan, S kümesi üzerinde alttan sınırlıdır ve infimum değerini alır. O 

halde, Vh E X\{0} için d2 f(x 0 )(h) 2 >O olduğundan, Vh E S için 

olacak biçimde c> O vardır.olsun. Keyfi h E X\ {O} alalım ve sabitleyelim. x = 11 ~ 11 
olsun. O zamarı x E S ve 

ı 

olduğu bulunur. O halde, Önerme 6.7'den, x0 noktası;ı;ıın f foııkşiyonnnuıı yerel 

ıııininımn ııoktcısı olduğu görülür. • 

X = ı~rı ise, sonuç 5.16(i)'den, Vh E X\ {O} için d2 f(ı:0 )(h) 2 > O olması için 

g(~r<)kli ve yeterli ko~uL V h E ~rı\ {O} için 

olmasıdır. 

n 

L hihjDiDjf(x0 ) > O 
j=l 

• 1 

Örnek 6.9 R:ı uzayında klasik iç çmpzm tanırnlanrnı;ı olsun. 2:r - 2y- z = !) dii­

zlnninde olan ve (1, 1, 1) noktasına en yakın olan noktanın koordinatlann.l balu:rınz. 

Sorımun çözümüne ba§larnadan önce, 

d: ~3 
-t ~' d(ı·, y, z) = (x- 1)2 + (y- 1) 2 + (.:- 1)2 

döniişii:münü tanmıJa;yalım. Bu dururnda 2x - 2y - z = 5 yan ko.şnln altında, d(·) 

döniişiim.iiniin minimumunu bulmalıyız. Ayrıca,. d : ~:3 -t ıR fonksiyonu, uerilen 

noktadan kapal-t kümeye uzakl-ık fonksiyonu olduğundan dolayı, geomet·ri bilgüerim­

izden, F dönüşümünün minirnuma sahip olduğunu biliyo·ruz. 

· 2:ı;- 2y- z. ~ 5 düzleminde herhangi bir nokta (x, y, 2x- 2y- 5) şeklinde tek 

olamk belirtidir. O zaman, 

F: ~2 
-t ~' F(x, y) = (x- 1)2 + (y- 1)2 + (2x- 2y- 6) 2 
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dönii.1·ı"irnii:rıiin min-im·um değerini bulmalıyız. 3t2 üzerinde F dönii§ümii c= sınıfın-

danrli.r. Bundan dolay·ı, 

(aF aF) 
[DF(x,yJ] = 8x' By = 

= (2(x- ı)+ 4(2:r- 2y- 6), 2(y- ı)- 4(2x- 2y- 6)) = 

= (ıüx- 8y- 26, ıüy- 8x + 22), 

·) ( ıo ıo ]ıf [D-F(x,yJ] = ' ı 
-8 -8 JO.: 

olduğu b·ulunur. [DF(x,y)] =O denklemini çözersek, 

ıox - 8y - 26 = O, ıox - 8y = 26, 5x - 4y = ı3 

ıoy- 8.r + 22 =O, ıoy- 8x = -22, 5y- 4.ı: =-ll 

ı' 

ve y = - ~. .t = t olarak bulunur. 3ı2 ·üzerinde D 2 F ( x, y) poz-itif tan·nnlt oldn.iJun­

dan. U, -t) noktasmm kesin yerel minimı1,m nokta olduğu görülür. Bu. nokta F 

döniişiirnii için mutlak minimum noktasıdır. 

Sorı olanı!.:: z = 2:r - 2y - 5 eşitliğinden. z 'yi çözelim. O halde z = 2 · 1 -
2 · ( -t) - G = -~ buZ.unur. Boylece, 2.r:- 2y- z = 5 düzleminde olan re (ı. ı, 1) 

noktas·ına en yak-m olan noktanın koordinatla·rının, G, - ~, - *) oldu_i)"ll. göriiliir. 

Örnek 6.10 F: 3t2 ----+ )R, F(x, y) = xexy fonksiyonunun, (1, ı) nol.:tasuula. ikinci 

basamaktan TrıyloT açılımını yazınız. 

8f 8f ı 82 f 2 
J(:r:, y) = J(ı, ı)+ [-

8
. (ı, ı)(.r- ı)+ -

8 
(ı, ı)(y- ı)]+ ?da2. 2 (ı, ı)(:ı:- ı) + 

. X y ~- .ı: 

[)2 f ' [)2 f 
+2 BxfJy (ı, ı)(x- ı)(y- ı)+ By2 (1, ı)(y- ı) 2 ] +o ( (x- ı) 2 + (y- ı) 2 ) 

y azzlabilir. 

f(l, 1) = 1 ·e= e, 
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öj öj 
- = exy + xyexy = (1 + xy)exy, -(1, 1) = 2e, 
D.r Öx 

Öj- 2 xy Öj( ) 
ôy - x e , öy 1, 1 = e, 

Ô
2 f ') X Ô

2 f 
~ ·) = (2y + xy-)e Y, ~(1, 1) = 3e, 
ux- u x-

ô")J ()2 f ----- = x3exy (I 1) 
~ ·) ' ~ ' =e, uy- u y-

1 

ö2j . . . 
ôxôy (I, 1)- = 3 

olduğ'U7ıdan, 

ı •) 
f(:r, y) =e+ [2e(x- 1) + e(y- 1)] + 

2
! [3e(x- ı)-+ 

+6e(x- I)(y- 1) + e(y- 1) 2
] +o ((x- ıf + (y- 1)2 ) i, 

eşitliği geçer-lidir. 

73 



7 TERS FONKSiYON TEOREMİ 

f : A C X ----+ ·y fonksiyonu x0 E A noktasında Frechet türevlerıebilir olsun. Bu 

durumda V:r E X için 

y(x) = f(xo) + df(xo)(x- xo) (1) 

olarak tamınıanan y : X ----+ Y fonksiyonu, x0 noktasının bir konıçuluğunda, f 

foııksi.voııuııa doğrusal anlarnda yaklaşmaınizı sağlar. Eğer ~J(:r.0 ) E LH(X. Y) isı) 
,, 

(1) ih~ tauıınlanan y : X ----+ Y fonksiyonu X'clen Y' ye lıonıeınorfiznıadır. Doğal 

olarak bu noktada aklıımza şu soru gelmektedir. f fonksiyonunu :.r0 noktasıımı bir V 

kurn~nluğuna kısıtlarsak bu kısıtlanınış fonksiyon V kümesinden f(V) kiiınesiııe bir 

honımnorfizına tanımlar ını? Bu sorunun cevabı genelele olumsuzdur. FclkaJ X ve Y 

uz<wları tam uzaylar, f fonksiyonu :ı-0 noktasının bir koınşuluğuııda türevleııebileıı 

fonksiyon ve dj dönüşümü x0 noktasında sürekli ise bu soruya olumlu bir yanıt 

vernlıiliriz. 

Yardımcı Teorem 7.1 X ve Y Banach uzay olsunlar. T E LH(X, Y). 11! = 

IIT-1 11, E E (0, 1), A C X kümesi X uzaymda açık bir küme olsun. f: A c X----+ Y 

fonksiyonu, Vx, x' E A için 

c-

ll f (X) - f ( x') - T (X - x') ll ~ j~fıı X - x'll (2) 

eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda, f fonksiyonu A kümesinden J(A) kümesine 

hmneomofizmadır ve f(A) kümesi Y uzayı içinde açıktır. Ek olarak A = X tse, 

f(A) = f(X) = Y ol-ur. 

Kanıt. Vz E X için 

~~~jl ~ IIT(z)ll ~ IITII·IIzll 

olduğuıH.lan, V:r, :r' E A için, (2)'clen dolayı 

(1- c) jj.ı: ~fx'll ~ llf(x)- f(x')ll ~ (IITII + 1~1 ) jj.r- x'll (3) 
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e~itsizliği cloğTndur. Bu eşitsizliğin sağ kısmından f fonksiyonunun sürekli olduğu, 

sol kısııııııd<tn ise f fonksiyonunun birebir ve f- 1 fonksiyonunun sürekli olduğu 

güriiliir. Dolayısıyl<t f fonksiyonu A kümesinden J(A) kümesine örten bir lıoıne-

oınorfizıııaclır. 

f(A) kümesinin Y uzayı içinde açık olduğunu kanıtlamak için f(A) kümesinden 

bir Jh üğesi <Ü<:llıın ve .r* E A ögesi için f(x*) = y* olsun. Şimdi. 

D= S* (.th· n:(l- E)/AI) ={yE Y: ll u- Y*ll :::; cı'(l ...:_=)/AI}· C Y 

obıuı. A<;ıktır ki, C, A.'nın içinde, x* merkezli, yarıçapı a olan kap<llı ynvar. D. 

Y"ııiıı i<)ııde. y* merkezli. yançapı o:(l- =)/AI olan kapalı yuvardır. y E D alalım 

V<~ sahit!Pydiııı. .rE C için. 

h ( .r) = ::c - y-ı (! ( x) - y) 

olııı;ık iizPr<~. h ( ·) : C ____,. X dönüşümünü tanıınlayalını. 

oldıığıuırlmı. (2)"dmı, keyfi :ı: E C için 

llh(.r)- .r*ll = [[T- 1[y- y* + f(x*)- f(x)]- (x·*- .r)[[ = 

= IIT- 1[u- y* + f(:r*).- f(ı.·)- T(x*- :r)]ll = 

= ıır-ı(y- y*) + y-ı(f(:r·*)- f(:ı:)- T(x*- ::r))ll :::; 

:::; 11IIIY- u* ll+ AI 1~1 1i:ı:- x*ll:::; (1- .:)a +.:n::::; n 

• ı 

olchığu lmluııur. Bu ice. h(.r) E C olması demektir. Böylece, h(·) : C ____,. C olac<ık 

bi<;rıııd<> döııü~üıiıüııdür. (2)"den, ek olarak, keyfi x, x' E C için 

llh(ı:)- h(.ı:')ll = [[r-ı(f(x')- f(x))- (x'- :r)[[ = 

= [[T- 1 [f(.ı:')- f(:r:)- T(:r'- :r)[[:::; [[T- 1
[[ · llf(:r')- f(x·)- T(:r'- .r)ll:::; 

:::; AI i~! ·11-r- x'll =E ·llx- x'll 
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ol<lıığmıclan, lı foııksiyonu büzülıne sabiti E E (0, 1) olan bir büzülme dönii9üınüdür. 

Böyl<x:<~. h(·) : C ____,. C olacak biçimde b üzülme dönüşümüd ür. O zaman, Banadı­

Picmd snbiit nokta teoreminden, h(.r) = x olacak biçimde tek bir x E C vardır. 

O halde, h(·) dönüşümünün taniınından, h(x) = x ise, x = x- T-ı(f(.ı:)- y) ve 

buradıuı y = f(x) olm. Böylece, her sabitlerımiş y E D için, y = f(.r) olacak 

bi<,:iıncle tek bir :L' E C olduğunu görelük Bundan dolayı D C f(C) c f(A). yani, 

S* (y*. et(1- E)ji\I) c f(A) 

olm . .1/* E f(A.) keyfi seçilerek sabitlerımiş olduğ'undan, f(A) ~üıııesiniıı Y uzaymda 
>: 

a<;ık oldnğn görülür. Eğer A = X ise, o: 'yı yeterince büyük seçersek. f(A) -== Y 

uldıığH göriilür. • 

Sonuç 7.2 X re Y Bo:nach uzaylar, T E LH(X, Y) ve j\J = IIT- 1
11 ol.~un. Ek 

olnmJ,:. [[S-T[[ < 1/J.I! olacak biçimde S E L(X, Y) ol8WL Bu darwnda S E 

LH(X. ~V) ce 
ı 1 

ll ı ll li.J 
s- 1 ::::; (1 -AI llS- Til) (-±) 

e.'fitsizli,ı]i geçcrlidi'l·. 

Kanıt. Yardını<;ı Teoreın 7.1'cle. A = X, f = S alırsak. T E LH(X. Y). 

S E L(X, Y) olduğundan, keyfi x E X, :r' E X için 

IIS(.r)- S(:r').- T(:r- x')ll = 

= I[S(.r)- S(:r')- S(x- :r') +(S- T)(x- x')ll = 

= II(S- T)(.ı·- :r')[[ ::::; [[S- Til· llx- :r'll 

olm. ~ = jf · [[S-T[[ dersek. buradan, keyfi x E X, x' E X için 

IIS(.ı-)- S(:r')- T(x- :r')ll ::::; 1~1 llx- x'[l 

okhığn bıılımm. O halde, Yanlurıçı Teorem 7.1'den, S(X) = Y ve S E LH(X, Y) 

o 1 d nğn b ııh umr. 
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Öw ycuıdaıı, A =X, f =S iken, Yardımçı Teorem 7.ı'deki (3) eştsizliği sağlanır. 

O Z<uwııı (3) e~itsizliğin sol tarafından, keyfi x E X, x' E X için 

(ı-=:) 11-r ~~:r'll ~ IIS(x)- S(x')ll = IIS(x- x')ll ~ IISII·IIx- x'll 

oldıığu lmluııur. Buradan, =:=AI· llS- Til olduğundan, 

. ll Sil ~ ı - .M ~~S - Til 

v<~ ( J) <~~itsizliğiııiıı doğru olduğu elde edilir. • 

Sonuç 7.3 X Eanadı azay·ı, L E L(X, X) ue IILI! < ı Qlsuh. X uza.l}'t üzerirulel.:i 

birim di)nii.1iim ıx olsun, yani keyfi J: E X için ıx(x) = x. Bu dU'f"ll'flı<ÜL ı".+ L E 

LH(X, X) olur ve 

-ı ı 
ll(ıx + L) ll~ ı -IILI! (5) 

ll( ı + L)-ı- ı +Lll< IILW 
X X -ı-IILI! 

ı 1 

(ö) 

cşitsi::Jikl(''f'i _ye~·erlidir·. 

Kanıt. Eğ<)l' Soııw~ 7.2 'de X = Y, S= ıx + L, T = ıx alırsak. !m dnrmııdH 

J/ = ı olm ve ı.ı: + L E LH(X, X) olduğu ve (5) eşitsizliğinin sağlandığı d<l<' edilir. 

( G) ·uiıı S<lğlandığıııı kcuııtlayalırn. 

(ıx+L)(ıx-L)=~x-L2 , (L2 =LoL) 

ol< lıığııııdmı. 

olıır. IIL 2 1 ı ~ ı ı~W olduğundan, buradan ve (5)'ten 

ll(ıx + L)- 1 -lx +Lll= ll(ıx + Ltı[ıx- (ıx- L2 )JII ~ 

:S ll(lx + L)~'L'II :S ll(lx + L)~'II·IIL'II :S 1 ~Lii:l' 
oldıığn del<~ <xlilir. • 
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Yardımcı Teorem 7.4 X, Y Banach uzaylar, H= LH(X, Y) olsun. Bu durunula, 

H kiinıe:-;i L(X, Y) uzay·ı içinde apk kümedir .. Ek olarak, eğer H kümesi bo.~ l.:iinu:den 

farklı ve 

I: H---+ L(Y, X), I(Y) =y-ı 

döniişünıü ise. I döniişii:mii H üzerinde coc sınıfındandır ı•e Y E H için lli(Y) : 

L(X. Y)---+ L(Y, X) dönü.'jümü 

dl(Y)(U) =_y-ı o U o y-ı 

olu:r. •: 

Kanıt. Y E H cllnlıııı. Bu cluruıncla. sonuç 7.2'den, 

B (r.IIY~ıll) = {S E L(X, Y): llS- Til :S: IIY~ıll} c H 

olıır. Büyh~cP. k<-~yfi Y E H. bir açık komşuluğu ile H kümesinele olm. Dıı isP. 

H C L(X, Y) kiiııu:siııiıı açık olması demektir. 

Eğer U E L(X. Y) öğesi için Y +U E B ( Y, IIT:ııı) oluyorsa. o zaıı~<~ll 

lly-ı o Ull :s: IIY-ıii·IIUII <ı 

olnr .. Dımıdaıı 

lx +y-ı o U E LH(X, X) 

oldnğn dcle <~dilir. 

(Y + u)-ı- y-ı+ y-ı o u o y-ı = 

= (lx +y-ı o u)-ı o y-ı -y-ı+ y-ı o u o y-ı = 

= [(lx +y-ı o [/)-ı - ıx +y-ı o U] o y-ı 

oldıığıuıdnn. (5) 'deıı dolayı 

ll (Y + u)-ı- y-ı+ y-ı o u o y-ı ıl = 

= Jl[(lx +y-ı o U)-ı- lx +y-ı o U] o y-ııı :S: 

IIY-ı11=3 
• IIUII 2 

< ------'-----'-;..__.;-
- ı -IIY-ıii·IIUII 
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olıır vı~ buradan I fonksiyonunun Y 'ele diferansiyellenebilir ve 

di(Y)(U) =_y-ı o U o y-ı 

oldıığu görülür. 

Şimdi V= L(X, }') ve ıv = L(Y, X) ile gösterelim. Bu clururrıcla, 

c: ıv ~ ıv x ıv, G(S) =(S, S) 

~eklinde ve 

F: ıv x n·~ L(V ır), 'p('u) =-Sı o U, o S2 ,, 

~nkliııdc tmııınlarsak, di = Fo Go I olur. Açıktır ki G doğrusal ve sürekli düııü~iiııı. 

F biliııeer ı:ı:-~ sürekli dönü~üınclür. Bundan dolayı, F ve G dünü~üınlcri. cx sııııfııı­
daııdır. Öıwnne 5.10'clan, Fo G dönü~ümü ele eec sınıfıııdandır. di = Fo Go I 

oldıığııııdmı.yiııe de Önernıe 5.10'cları, eğer I dönüşümü H üzerinde r kez Freclıd 

tiin~d(~m~hilirs<·~. bu durumda di dönüşümü eler kez Frechet türevleııebilir olur. Bıı 
ı ı 

is<~ I düııü~iiınüniiıı H üzerinde (r + 1) kez Frechet türevleneilir olması ckıııektir. I 

düııii~iiıııü H üzm·iııcle Fredıet türevleneilir olduğundan, burad<nı I döııü~üıııünün 

H iiZ<'riııdc cx · sııııfıııdaıı olduğu elde ediler. Önerrne ispatlanclı. • 

Önerme 7.5 (TeTs Fonk:-;iyon Teoremi) X ve Y Banach uzaylo:rı. f: AÇ X~ Y 

bir fonksiyon . . r 0 noktası A kümesinin iç noktası, x 0 noktasırı-m b·ir kom.~tdtı.Qunda f 

dünii..ıiim.iiniin dj Frechet tıırevi tammlı re x·0 noktasında sürekli, df(.r:0 ) E LH(X. Y) 

olsun. Bu dnrmrula X uzaip içinde x 0. noktasının \l C A olacak biçi·mdc bir ı· 

kmn.'itılll_i]ll ua.nhr öyle ki: 

(i) \h: E \;' için f fonksiyonu :r noktasında Frechet türevlenebilir uc dj ( .r) E 

LH(X. ı·). 

-(ii) f fonksiyonurı-un V kümesine kısıtlanrm.şı F ise, F fonksiyonu F kii·mesinden 

f ( F) kiimesine homeomorfizrna ve f (V) kümesi Y uzayında açıktır. 

(iii) F: V~ J(V) fonksiyonmı·un ten;i p-ı : f(\l) ~ vr fonksiyorw '1/y E f(V) 

noktw·u:rula Frechet tiirevlenebilirdiT ve :r = p-ı (y) ·için dF- 1 (y) = df (.r) - 1 eşitli.iJi 

geçerlidiT. 
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(i1'} dF- 1 dönii.'jiimii y0 = f(x0) noktasında süreklidir. 

(1') r 2: 2 olmak iizeTe, f fonksiyonu :1: E V noktasında ·r-kez Frechet tiirerlcnebiliT 

ise. F dönüşiim'ii de y = f(x) noktasında r kez Frechet tii'revlerıebilinliT. 

(ui) E_ijeT f fonksiyonu E ç "{/ açık kümesinde cr sınıfından ise, F- 1 dönüşiim:ii 

de f(E) k·iimesinde cr sımfındandı·r. 

Kanıt. (i): :ı:0 noktasının bir kornşuluğunda f dönüşümünün dj Fredıet turevi 

taıııııılı v<~ ı:0 noktasında sürekli, df(;r0 ) E LH(X, Y) olduğundan, df(ı·0 )- 1 taıııınlı 
! 

VP lldf(:ı:)ll =/=-O olıır. I\= lldJ(x~) lll olsun. x-ı- df(x) döp.üşüınü .ı·o ı,ıoktasıııııı bir 

koııı~ıılıığuııdn tmııııılı ve :-ı:0 ııoktada sürekli olduğundan, V:r E 1' i<;iıı 

llrif(:ı:)- df(xo)ll ~~K ( 7) 

olacak Li<)ıııcle .r0 ıııerk<~zli açık bir 1" yuvarı vardır. O zaman, Somı(~ 7.2.ch~ıı. \f.r E F 

i<)ıı df(.r) E LH(X. }') olduğu görülür. 

(ii): f(·)-df(.ro): V -ı- }r dönüşümüne bakalım ve ke,yfi :rE V :c' E' t' <ılalıııı. O 

zaııwıı. j'(-) - df ( .r0 ) : ı· -ı- Y dünüşüınüııe ortalama değer eşi tsizliğini ııygıılmsak. 

Ow'nll<' 2.1 ·cı<~ıı Bu chıruıııda, ı· E V x' E V için, 

ll(f- r/f(.ı:o))(.r)- (f- df(:ro))(x')ll ~ lld (J- df(xo)) (c)(.ı:- .r')ll (8) 

ulacak bi<)ıııdc c E 1' vardır. h -ı- df(x0 )(h) dönüşümü doğrusı:tl oldıığmıd<\11. 

d (df(.ro)) = df(.~:o) V<' 

d (J- df(.ro)) (c)= dj( c)- df(xo) 

oldıığu d<l<~ <'<lilir. 

(f- df(.ı:o))(:r)- (!- df(:r·o)(:r.l) = f(x)- f(x')- df(.ı:o)(:ı:- .ıJ) 

oldıığııııdaıı. hıınıdaıı. (8) ve (9)'clan, 

llf(.ı:)- f(.r')- df(:r-o)(x- :r')ll ~ lld(J(c)- df(xo))(x- .r.t)ll = 

= ll(df(c)- df(:ı:o))(x- .ı:')ll ~ lldf(c)- df(xo)ll · ll(.r- :r')ll 
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<~~i tsizliği elde edilir. c E ·v old uğunda.u, son eşitsizlikten ve ( 7) 'den. k<~yfi .r: E V, 

.1.1 E ır i~in 

ı llf(x)- J(x')- df(xo)(x- x')ll::; 2K ·llx- ı.tll 

Buradan ve Yardurıçı Teorem 7.l'den (ii) doğrulanır. 

(iii): (iii), (i). (ii) ve Önerıne 1.26'dan sonuç olarak elde edilir. 

(iv): (iii) 'elen. :ı: = p-ı(y) için dF- 1(y) = df(x)-ı eşitliği geçerlidir.Yardıınçı 

T(~on~ııı 7.4·h~ıı, I(T) =y-ı : LH(X, Y) ----? _ı(~, X) için, 

di(T)(U) = -T-ı o U o y-ı 

(I o dj o p-ı)(y) =[(I o dj) o p-ı](y) =(I o df)[F- 1(y)] = 

= (I o df)(;r) = I(df(x)) = df(x)-ı = dF- 1(y) 

ı 1 

olıır. Böylece. 

dF-ı = I o dj o p-ı (lO) 

<~~itligi g<~<;<~rlidir. p-ı dönüşümü y0 noktasında sürekli, dj doğrusal düııü:-jiiıııü .rll = 

p-ı (.l)o) noktc1sıııcla sürekli ve I E coc olduğundan cfp-ı dönüşümü /Jo noktcısıııcla 

süreklidir. 

( v) ve (vi). ( 1 O) eşit liğine tümeverını yöntemi uygulanarak ispat larıır. • 

X= IR11
, Y = \R 11

, f : 1Rn ----? )Rn, fı, fı, ... , fn fonksiyonlan f fonbiyoııunım 

koıııpow~nth~ri olsun. Bu durumda, df(:r0 ) doğrusal dönüşümünün 1Rn ıızcı;yıııdmı 'R 11 

uzayıııa lıonwoıııorfizıııa olması, x0 noktasında f: Rn----? Rn fonksiyoıııuı [DJ.flro)] 

.Jacobi nıcıtri:;iııin deterıniııantının sıfırdan farklı olmasına deııktir. Ancak hu dıırııııı, 

düıiüşüıııüıı tüm' tanını kümesinele tersinin olmasını gerektirmez. Bu durumu bir 

önı<~kle a~ıklayalını, 

Örnek 7.6 (.r,y) E 1R2 ıçın 
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olmak iizen' j' : \R2 
---+ 1R2 döniisümii:rıü ele alahm. Bu döniisiimiin Jacobi rnatrisi 

> > 

Vf 

ex sin y ) 

ex cos y 

clet[Djfi(xo)] = (ex cos y) 2 + (ex siny) 2 = 

= e2
x · [cos2 y + sin2y] = e2

x 

oz~~,,.. V.r E 'R ir,:in e2
J' =!= O oldwJıından [Djfi(;r)] =!= O :dır:; FiJJ,;at f dönii.'jiimii tüm 

tan1m kiimcsi. iizcrinde bin~bir olnwdığ'l'lıdan tersinir değüdi'l'. 

ı 1 
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· 8 KAPALI FONKSiYON TEOREMİ 

X ve Y Baııadı uzayla.rı, Z = X x Y ça.rpım uza.yı olsun. A C Z alalım. F : A C 

Z ---+ Y fonksiyonu z0 = (x0 , y0 ) noktasında Frechet türevlenebilir olsun. Ayrıca, 

F(z0 ) =c olsun. z0 = (x0 , y0 ) noktasının bir komşuluğunclaki (:.r, y) E A noktaları 

H; m 

F(x, y) =c (1) 

<'~it liğiııi göz öııüııe alalım. ·ıiJ : Z ---+ Y. 
•: 

4{r, y) =c+ dF(zo)(x- x·o, y- Yo) 

foııksiymııı taıııııılayalım. O halde L' fonksiyomı: z0 noktasının bir koııı~uluğmıdcl F 

fuııksiyoınııııııı bir yakla~iıni olur. Bu durunıcla, 

DF(zo)(:.r- xo, y :- Yo) =O 

ı 1 

<l<~ııkh~ıııi v<~Y<l bıı denkleme denk 

dıF(zo)(.r- .ro)+ d2F(zo)(y- Yo) =O (2) 

deııkl<~ıııi. (1) <l<:ııkl<~ıııiııiıı bir yakla~ıırıı olur. Eğer d2 F(z0 ) clöııiişünıü y·cıı~ıı ı· ':ve 

doğrusal lıoııwoıııorfizıııa ise, (2) deııkleıniııden y"ııi x cinsiııcleıı y = f(.r) olarak 

<;üwbiliriz. Eğ<:r d2F(z0 ) clönü~ürnii Y'den Y 'ye doğrusal hoırıeonıorfizııın ve riF 

düııii~iiıııii ::0 noktasında sürekli ise. ( 1) denkleminelen f ( x:) diferaıısiydl<~ııebilir ol­

mak üz<~w .1/ııi :.ı: cinsinden y = f(x), y0 = J(x0 ): olarak çözebiliriz. 

K<lpalı foııksiyoıı teoreıni aslında sadece bu koşulların yeterli oldıığnıııı lı<'lirt­

ııwkt<~<lir. 

Teorem 8.1 {Kapa.l;. Fonksiyon Twremi) X, Y Banach uzaylaTZ, Z =Xx Y olsun . 

.A. h:iinıesi Z içinlle a.çt.k bir k{i:me ve F : A c Z ---+ Y dönügümü A kümesinde Frec!ıet 

tiin~ulencbilir bir fonksiyon ve z0 = (:r0 , y0 ) noktası için F(z0 ) =c olsun. Ayrıca dF 

döniişiin1Ji .:0 noktası·nda S'iireldi ve d2F(z0 ) E LH(Y, Y) olsun. O zaman. 

V.L· E V için (x, f(:ı:)) E ıv, F(x-, f(x)) =c, J(.ro) = .l)o 
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olacak biçinule X içinde x 0 'ın açık bir V kom§uluğu, Z içinde z0 ·m o.ç:ık bir ıı· 

kom.şnln.l}tL Frechet ti.i:revlenebilir f : V ----. Y fonksiyonu uardır ve .IJ = f(.r), 

F(:r. y) =c de·nkleminin (x, f(x)) E vV olacak biçimde tek çözürnüdür. 

Ayn.ca. Vz E H" için cl2 F(z) E LH(Y, Y) ve z* = (x, f(:ı:)) olma!.: üzere her 

:ı· E \' için 

ue df ( ·) döniişiim.ii :ı·0 noktasında süreklidir. 

Aynnı . . r E V r 2: 2 iken F dönüşümü .(x,J(x)) rwktasında r kez Frechct 
' 

tiirerlencbilir ise. f fonk8iyonu x noktasında r kez Frechet türedenebilirdir re ~· 2: 1 

olnıo.l.: fizere F fonk8iyonıt A künıesi üzerinde cr sınıfından ise, f forık:;i.tJOIW da F 

üzerinde cr .'illıtjındandtr. Son olarak, eger Xl) noktasının açık ba,iJlanttlı bir v· c i/ 

hnn.?tdu!Jtt için. j* :V*----. Y sürekli fonksiyon olmak üzeTe j*(ı·0 ) = .tJo l'e V.r E F* 

iç in F (.ı:. f* ( .r)) = c ise. f* fonksiyonu V* kümesinde f ile çakl .. 'itr. 

Tt-:rs fuııksiyuıı teoreıninin kanıtma başlamadan önce, ispatta kullcı))wcağınıız bir 

yardııw;ı koreııı verelim. 

Yardımcı Teorem 8.2 X re Y nonrılu uzaylaT, Z = X x Y. T1 E L(X. }'). 

T2 E rp·. 1') olswı. TE L(Z, Z) dönii:Jiirnii, (h, k) EZ için T(h, k)= (h. T1h+T2l•) 

·11'1.:lin.de tan.ımlansw .. Bu dururnda T E LH(Z, Z) olması için gereldi l'e ycteTli koşu.l 

T2 E LH(Y. 1') olmasıdıT. 

Kanıt. Ti E LH(Y Y) olduğuını varsayalım. T clönü~ümüııün birebir v(: ürtPn 

ol<lıığıuııı kmııtla.vcı.lıııı. Keyfi (h*, k*) EZ alalım ve T(h,k) =(h*, k*) denkkıııiııi 

<;iizdiııı. T(h. k) = (h. T1 fı + T2k) olarak tanıınlandığından. (h*. k*) = (h, T1h + T2k) 

olııp. lmraclmı da 

e~itlikleri gcv:rlidir. Bu eşitliklercleıı, h* =h ve T2k =k*- T1(h) = k*- Tı(h*) 

bıılıııııır. Bııradaıı da. 

( :3) 
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<~~itligi g<~<~<~rliclir. Büylece, (3)'den, T(h, k)= (h*, k*) denkleminin ı,:özüıııiL 

olm. T2 E LH(Y, l') olduğundan, 

~ekliııd<~ tarııınL:uıaıı y-ı dönüşümü sürekli ve birebir dönüşüm olur. Bu ise T E 

LH(Z. Z) olduğu demektir. 
ı 

TPrsiııe TE LH(Z, Z) olduğuııu varsayalım. T dönüşüvıü ilk bileşqıi ~unıdnğuıı-

daıı. k~ T(O, 1.:) = (0, T2k) dönüşümü Y uzayından Z 'nin {O} x Y uzdyma doği·ıısal 

bir lıoııwuıııorfizıııa olup, T2 E LH(Y, l') olduğu görülür. • 

Şiıııdi. kapalı fonksiyon teoreıııiııi ispatlayalım. 

Kanıt. ::: = (:r, y) olmak üzere 

C(.:)= C(:r-. y) = (:r-, F(:r-, y)) 
i 1 

(4) 

di:nıii~iiıııiiııii güz üııüıw <lhüıın n) C birebir öııüşüm olsurı. O zanıaıı. G düııii:jiiıııii 

ilk bilt>,~kı>,ııiııi koruduğuııclaıL c-ı dünüşümü de ilk bileşeııi korur. Buııdaıı dulayı 

c-ı(x, y) = (x, H(:r, y)) (5) 

ol m. I3 un dmı dolayı, c;-ı dönüşümünün tanım kümesindeki her ( .r. y) ögesi i()ıı 

(.r. y) =C( c-ı(.T. y)) = C(.r. H(x·, y)) = (x, F(:r, H(:r. y))) 

oldıığıı ddc edilir. Buradan ise 

F(x,H(x,y)) = y (G) 

olduğıı bııluııur. 'Ayrıca, F(.:0 ) =c EY için 

F(:r, H(x, c)) =c (7) 

olm. I3öylccP F(:r, y) =c e~itliğinin bir çözümünün y = H(:ı:, c) olduğıı göriiliir. 
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Burada G dönüşümünün birebir olduğmıu varsaydık Eğer G dönüşümünün 

taıııın kümesini A kümesi alırsak ve teoremdeki dönüşümü F alırsak, G clönl.L)ünıü 

birebir olmayabilir. Ancak, teoremin hipotezinden, ( 4) ile tanımlanan G dönüşümü­

nün z0 noktasında ters foriksiyon teoreminin koşullarını sağladığı görülür. Bundan 

dolayı, G dönüşümünün ıv kümesi üzerine kısıtlanmışı birebir olacak biçimde, Z 

içimk z0 noktasının açık bir ıv komşuluğu bulunur. O zaman, F(x, y) = c oh-ıcak 

bi<,:inıdeki her (:r, y) E ır için, y = f(x) = H(x, c) olur. 

Şiındi, ( 4) ile tanımlanan G : A---+ Z döni.i§ümünü ele alalım. O zaman 

olur. Aync<L G dönüşümü A kümesi üzerinde türevlenebilir ve A "dan alınan lıer z 

ve k<~yfi (h. k) E Z i<,;iıı 

dG(z)(h, k)= (h, dF(z)(h, k)) 

olıır. Bımı<lmı dG dönüşümünün z0 noktasında sürekli olduğu görülür: 'Ek olarak 

dF(z)(h. k)= d1F(z)h + d2F(z)k ve d2F(z0 ) E LH(Y, Y) 

ol<hığııwlaıı. Yardıııı<,;ı Teoreın 8.2 'elen, dG(z0 ) E LH(Z, Z) olduğu bulunur. Ayrıca. 

eg<~r r 2: 2 olıııak üzere F dönüşümü ke:yfi z E A noktasında r kez türevlmıebilir 

veva .,. > 1 olmak üzere A kümesi üzerinde cr sınıfından ise. Sonuc 5.!rtaıı. G 
" - ' .> ' 

döııüşünıii uygun olarcık z E A noktasında r-kez Frechet türevleııebilirdir n~y<l A. 

küıw~si üzeriıı<k cr sııııfındaııclır. 

G düııüşüıııüııün. ::;0 ııokb"ı.sıncla ters fonksiyon teoreminin koşullanııı sağladığını 

gördük. Buııclaıı dolayı tamarnı A içinele kalan z0 noktasının bir lF koınşuhığmıu 

bulabiliriz öyle ki: 

'(a): Her z E tF için d2 F(z) E LH(Y, Y) olduğundan, Yardırncı Teorem 8.2.deıı, 

lwr z E n· i<,;in dG(z) E LH(Z, Z) olur. 

(h): G dönüşümünün ıv kümesi üzerine kısıtlanmışı, ır kümesinelerı U = G (ı ı-) 

küıımüııe örh~ıı lıoıneonıorfizmadır. Ayrıca, Z içinde U kümesi açıktır. 
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(c): G clöııü~üınünün vV kümesi üzerine kısıtlanmışının tersi olan G -ı dön ii~ üınü, 

U küın<~siııdeıı alınan her z* için türevlenebilirdir ve G(z0 ) = (x0 , c) noktasında 

de-ı dönüşümü süreklidir. 

(d): 1· 2': 2 bir tanısayı olmak üzere, vV kümesinden alınan bir z noktasında G 

clönü~ümü türevleııebilir ise, o zaman c-ı dönüşümü z* = G(z) noktasında,. kez 

türevleııebilirdir. r 2': 1 olmak üzere, G dönüşümü A kümesi üzerinde cr sınıfıııdan 
is~, c-ı dönü~üınü u kümesi üzerinde cr sınıfınclanclır. 

Şimdi H : U -------+ Y dönüşümünü, (5)'i, keyfi (x, y) E U için (6)'nı ve H(:ı:0 , c) = 

.l}o <~~it liğiııi sağlnyaıı dönüşüm olsun. O halde, (c)' elen do}ayı, H döııüşüıııü U 
•: 

künınsi üzerinde türevleııebilirdir ve dH doğrusal dönüşümü (:r0 , c) ııoktasıııclcı sürek­

lidir. Ayrıca ( d)_'deıı dolayı, eger z E lV noktasında F dönüşümü r kez Fredıet 

tiirevlmıebilir is~ veya A üzerinde cr sııııfından ise, uygun ol<lrcık H <löııü~üınü 

ek .::* = G ( .: ) ııoktcısımla ·r kez Frechet türevleııebilir veya U kümesi üzerinde cr 
sııııfıııdmı olıır. 

Şiıııcli. V= {.rE X : (.r, c) E U} olsun. f : V-------+ Y fonksiyoııuııu, ı. 

J(x) = H(x, c) 

ohırak hnııııılayalıın. U kümesi Z içinele açık olduğmıclan, V kümesi X içiııdn <'l<)ktır 

ve a~ikar olcırak 

xo E V, J(xo) = H(xo, c) = Yo 

(x, f(x)) E ıv, F(x, F(x)) =c 

olur. 

·A.yrıcn, her :.ı· E V için y = J(x), F(x, y) c eşitliğinin çözümü (:ı:, y) = 

(:r.f(:r)) E ır olur. Eğer, (x,y) E ıv, (x,y') E ıv ve F(x,y) = F(x,y') ise. 

G(:r, y) = G(:r, y') ve bmadan y = y' olduğu bulunur. Bu ise, G clöııii~üınüııün lV 

kümesi üzeriııe kısıtlaıııııı~ıııııı birebirelir olması demektir. 
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.r _____,. (:ı:, c) dönüşümü, L(X, Z) içinele olan x _____,. (x, O) ve sabit :r _____,. (0, c) 

döııü~üıııleriııin toplamıdır. O zaman, f dönüşümü L(X, Z) içinele olan :ı: _____,. (:ı·, c) 

döııüşüırıü ile H dönüşümünün bileşkesi olduğundan, f fonksiyonu F kümesi üz­

erinde türevleııebilirdir, dj doğrusal clönü.şümü x0 noktasında süreklielir ve f fonksiy­

onıunııı teoreırıde belirtilen yüksek mertebeclen türevlenebilme özellikleri vardır. Ek 

olarak her :ı: E V için F(x, f(x)) =c olduğundan, bu eşitlikte türevin zincir kuralını 

uygularsak z = ( x, f ( x)) olmak üzere 

d1F(z) + d2F(z) o df(x) =O 

•: . ~ . : 

~~~it liğini del<~ ederiz. Buradan ise 

:- oldnğn buhımu·. 

Soıı olarak f foııbiyonmıun tek olduğunu kanıtlamalıyız. l 1 *, tamamı V küme­

siııd<~ olıııak üzere :r0 noktasının açık bağlantılı bir komşuluğu olsun. j" : V* --7 Y 

fuııksi:voıııı sün~kli. f*(.r0 ) = y0 ve her .rE l"* için F(x, j*(.r)) =c olsnıı. 

E = {X E V* : j* (X) = f (X)} 

k iiııH~siııi t aıııııılayalıııı. 

T<~oınııiıı k<lıııtıııı bitirmek için, E = V* eşitliğinin doğru olduığunu gönııdiyiz. 

;r0 ügesi E kümesine ait oldugunııdan E kümesi boş kümeden farklı bir küıııcdir. 

Ayrıca. f vn j* fonksiyonları sürekli olduklarından, E kümesi lr* i<,:iııde kapcllı 

küııwdir. EğPr E küıııesiııin açık olduğunu kanıtlarsak, F* açık bağhuıtılı olduğuıı­

daıı. E = V* olduğu bulunur. İspatı tamamlamak için E kümesinin ac;:ık olduğunu 

göst<)rdiııı. Keyfi x* E E alalım ve sabitleyelim. Bu takdirde, 

(x*, j*(x*)) = (x*, j(x*)) E vV 

olclıığuııdan, (:r*,f*(:ı:*)) E ıv olur. vV kümesiZ içinde açık küme. :r--;. (:r,f*(:r)) 

döııiişiiıııü V* kümesi üzerinde sürekli olduğundan, ke:y1i x E lTI için (:ı:. f* ( ;r)) E 

ıv olacak biçimde .ı::* noktasınıın bir açık V' c V* komşuluğu vardır. Teonmıin 
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kmııtlarkeıı, (:r, y) E ıv, (x, y') E vV için F(xı y) = F(xı y') iken. y = :ı;' olduğunu 

ğürıııü~dük. O halde, keyfi x E V' için ( x ı f* ( x)) E W olduğundan, keyfi .r E V' için 

f*(;r) = f(:r) olur. Bu ise V' c E olması demektir. x* E E keyfi sabitlerımiş nokta, 

V' açık kümesi x* noktasııııın bir açık komşuluğu olduğundan, E kümesi açıktır. 

Böylece kanıt biter. • 

Eğer X = ~n, Y = lRm ı F : A C lHn X lRm -ı- lRm, Fı ı ... , F"n. fonksiyon­

ları F foııksiyoııuııun bileşenleri olsun. O zaman, dF(z0 ) : ıHn+rn -ı- lRm doğrusal 

döııü~ümü, i bileşeııi 

n m. ; 

(;rı, :r:z, ... , Xn, :ı;ı, :Y2, ... , Ym) -ı- L XjDjFi(zo) + '2:::= :YkDnH:fi(~o) 
j=ı k=l 

olcııı düııiişüıııdiir. Bundan dolayı, dıF(z0 ) : lHn -ı- lHrn ve d2 F(::0 ) : :Rm -ı- \}{m 

bic;iıııcle doğrusal döııüşümlerdir. Ayrıca, d1F(z0 ) doğrusal döııüşüııiiıı i. bih~~(~ııi 

n 

(xı, :.r:z, ... ,X n) -ı- L XjDjFi(zo) 
j=ı 

\"P rf 2 F ( : 0 ) diiııii~iiıııiiııün i. inci bil(-~şeııi 

rn 

(yı, Y:z, ... , Ym) -ı- LYkDn+kFi(zo) 
k= I 

; ı 

düııüşiiıııleridir. Bu durumda, kapalı fonksiyon teoremindeki d2F(::0 ) döııü~iiıııüııüıı. 

y· = !R111 uz<ıyıııdan Y = )Rm uzayına doğrusal bir homeomorfiznıa olması koşııln, 

Dn+ıFı (zo) 

Dn+ıF:z(zo) 

Dn+m.Fı(zo) 

Dn+m.F2(zo) 

In ~ m boyut lu karesel ınatrisiıı, tekil olmayan matris olması ile deııktir. 
,. 

Örnek 8.3 F( ·) : ~R1 -ı- R2 fonksiyonu 

F(:ı:, y, u, r) = ('u3 + xı•2 + y, v3 + y·n + ·u2
- x) 
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olarak tanmılan.'itn. (x, y, u, v) = (ı, ı,- ı, O) E lR4 olsun. AçıktıT ki, (x·, y, a, 1') = 

(ı, L-ı, 0) E ~'1 için F(x, y, u, v) = (0, 0) ol'UT. 

[f(x, y] 3 + x · [g(x, y)] 2 + y =O 

[g(x, y] 3 + y · g(x, y) + [f(x, y)] 2
- x =O 

eşitliklerini sa_ijlayan f(x, y) ve g(x, y) fonksiyonlar-ı için, 

( 

ô/(1..1) 8!(1 •. 1) ) 
ôx Ôy 

ôg(l.l) ôg(l.l) 
a;;- ~ . 

1/l,afris i1 ı i b alw ı tız. •: 

Çözüm: A<)ktır ki, 

() Zillll<lll 

olm. 

2rx ) 

3ıı2 + y 

d2F(ı, L-LO) = ( 
3 

O) 
-2 ı 

. . ( 3 o) det [d2 F(ı, ı,- ı, O)] = det = 3 =fO 
-2 ı 

olcluğuııdcHL kapalı fonksiyon teoreınine (Teorem S.ı) göre 

ı ı 

iJy = -d->F(l. ı,- ı, o)-1 o d1F(ı, 1.-1. O) 
EJf(l.l) ) 

i)g( 1.1) - ' . . 

olm. A<,:ıktır ki, 

O lıalcl<~. 

i5Y 

( 

71
2 ı ) . d1F(x, y, 'U, 'P) = 

-ı V 

d1 F(ı, ı, -ı, O)= ( O ı ) 
-ı o 
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1 

l 

~ 

olduğu bulunur. det [d2 F(ı, ı, -ı, O)] = 3 =/=-O olduğundan: (8)'den 

olduğu elde edilir. Bu durumda, buradan, (9) ve (lO)'dan 

( 

i)J(l.l) 
ôx 

i)_q(l.l) 
--u:;-

DJ(l,l) ) 

ag~rıı = -d2F(ı, ı, -ı, o)-1 
o d1 F(ı, ı, -LO)= 

ay 

= - ( : o ) ( o ı ) = _· ( 1 o ! ) •: ( o -!. ) 
- ı -ı o -ı - ı --3 3 3 

yanı. 

( 

ôf(Ll) af(l,l) ) 
ex ay 

i:lg(Ll) Dg(l,l) 
--o;- -----ay 

oldugıı bulunur. 
1' 

gı 
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