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2006, 104 sayfa

Tezde kiime degerli analizin bazi problemleri arastirilmaktadir. Konveks degerli
olmayan stirekli kiime degerli doniisiimlerin siirekli noktasal e-yaklagik selektorlerinin
varlig1 incelenmis ve iki veya daha fazla boyutlu uzayda tanimli kompakt degerli
stirekli kiime degerli dontisiimiin keyfi yeterli kii¢iik € > 0 i¢in siirekli noktasal
e-yaklagik selektoriiniin olmayacagi 6rneklenmistir. Verilen kapali konveks degerli
alttan yar1 stirekli iki kiime degerli doniisiimiin toplaminmin siirekli selektoriiniin,
keyfi € > 0 i¢in verilen kiime degerli doniigiimlerin stirekli noktasal e-yaklagik selek-
torlerinin toplami bigiminde gosterilebilirligi kanitlanmigtir. R™’in kompakt konveks
alt kiimeleri uzay1 genisletilerek cebirsel yapi tanimlanmis ve degerleri genisletilmis
uzayda olan stirekli selektorial dontiigtimlerin 6zellikleri incelenmigtir. Kiime degerli
dontigiimlerin parametrelendirilmesi uygulanarak ve diferansiyel oyunlar teorisinin
yontemleri kullanilarak davranigi diferansiyel icerme ile verilen konfliktli kontrol sis-

temler icin yaklasim probleminin ¢6ziimi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kiime Degerli Donitigiim, Selektor, Paramet-
relendirme, Diferansiyel Icerme, Yaklagim

Problemi



ABSTRACT
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In this thesis, some problems of set-valued analysis are considered. The existence
of continuous pointwise e- approximate selectors of nonconvex valued and continuous
set-valued maps is studied and an example is given, illustrating that if the compact
valued continuous set-valued map is defined on the space the dimension of which
is greater than one, then such a set-valued map need not have, in general, any
continuous pointwise e-approximate selector for every sufficently small € > 0. It is
proved that every continuous selector of the sum of two lower semicontinuous and
convex closed valued maps can be represented as a sum of two continuous pointwise e-
approximate selectors of the given set-valued maps. Enlarging the space of compact
convex subsets of R", the algebraic stucture is defined and the properties of the
continuous selectorial maps with values in enlarged space, is investigated. Applying
the parametrization of the set-valued maps and using the methods of the differential
game theory, a solution of an approach problem for conflict control system, described

by differential inclusion is studied.

Keywords: Set-Valued Map, Selector, Parametrization, Differential Inclu-

sions, Approach Problem
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI

Upos
X(ts, x4, Uy, A)

X(ts, z., Us)

n-boyutlu Oklid uzay

z vektoriiniin Oklid normu

x ve y vektorlerinin i¢ ¢arpimlar:

R"™ uzayimin bos kiimeden farkli alt kiimeleri uzay1
R™ uzayimin bog kiimeden farkhi kompakt alt kiimeleri uzayi
R"™ uzayimin bog kiimeden farkl konveks kompakt
alt kiimeleri uzayi

R™ uzaymin bos kiimeden farkh kapali alt kiimeleri uzay1
R™ uzayimin bog kiimeden farkli kapali konveks

alt kiimeleri uzayi

A kiimesinin konveks zarfi

R™ uzayimin agik birim yuvari

R™ uzayimin kapali birim yuvari

xo noktasmin acik r komgulugu

xo noktasimin kapali r komsulugu

x noktasimmin A kiimesine uzaklig

A kiimesinin agik r komsulugu

A kiimesinin kapali r komsulugu

A ve E kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklig:

F(-) kiime degerli doniigiimiiniin grafigi

f € R™ noktasinin £ C R™ kiimesine izdiigiimii

f(+) fonksiyonunun subdiferansiyeli

K C conv(R™) kiimesinin Steiner noktasi
Pozisyonlu stratejiler kiimesi

(L, z.) baslangig pozisyonundan U, pozisyonlu
stratejisinin, [t, 0] arahgmi A boliintiisiine kargihik
tirettigi adimh yoriingeler kiimesi

(t«, z.) baglangig pozisyonundan U, pozisyonlu
stratejisinin tirettigi yoriingeler kiimesi
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1 GIRIS

Tez Konusunun Giincelligi. Kiime degerli analiz, giiniimiizde matemati-
gin gelismig cagdag dallarindan biri olmakla beraber, matematigin bircok ala-
ninda uygulanabilmektedir. Kiime degerli analizin genig kapsamda uygulandigi
alanlar olarak, kontrol sistemler teorisi, oyunlar teorisi, diferansiyel oyun-
lar teorisi, diferansiyel icermeler teorisi, Hamilton-Jacobi denklemler teorisi,
diizglin olmayan analiz, matematiksel ekonominin bazi problemleri gosterile-
bilir. Ashinda, kiime degerli analizin bir¢cok temel kavram ve yontemleri ilk
olarak kontrol sistemler teorisi kapsaminda kullanilmig ve incelenmistir (bkz.,
Aubin 1991; Aubin ve Cellina 1984; Blagodatskikh ve Filippov 1986; Clarke
ve ark. 1998; Deimling 1992; Filippov 1958; Guseinov ve ark. 1985; Hu ve Pa-
pageorgiou 2000; Krasovskii ve Subbotin 1974; Krasovskii ve Subbotin 1988;
Kurzhanskii 1977; Subbotin ve Chentsov 1981).

Genel olarak kiime degerli analiz, kiime degerli fonksiyonlarin, baska de-
yisle, kiime degerli doniigtimlerin 6zelliklerini incelemektedir. Kiime degerli
analiz sadece klasik analizde bilinen problemlerin genel halde incelenmesi ile
yetinmeyip, sadece kendisine has olan problemleri de incelemektedir. Bu prob-
lemlerden biri, klasik analizde benzeri olmayan ve kiime degerli analiz kap-
saminda genig kapsamda incelenen, kiime degerli doniigiimiin 6nceden verilen
ozellige sahip selektoriiniin varhigr problemidir (bkz., Ahmed 1976; Alo ve
ark. 1979; Anchini ve ark. 1985; Antosiewicz ve Cellina 1975; Aubin ve
Cellina 1984; Aubin ve Frankowska 1990; Ben-El Mechaiekh ve Oudadess
1995; Blagodatskikh ve Filippov 1986; Bressan ve Colombo 1988; Bressan
ve Cortesi 1989; Castaing 1967; Castaing ve Valadier 1977; Cellina 1969a;
Cellina 1969b; Cellina 1976; Cole 1971; Colombo ve Goncharov 2001; De
Blasi ve Myjak 1985; De Blasi ve Pianigiani 1983; Deimling 1992; Deutsch
1983; Deutsch ve ark. 1988; Deutsch ve Kenderov 1983; Dolecki 1977; Dom-



misch 1987; Ekeland ve Valadier 1971; Evstigneev 1976; Filippov 1958; Fil-
ippov 1967; Fischer 1987; Fryszkowski 1983; Fryszkowski 1990; Goncharov
ve Tolstonogov 1992; Gutev 1993; Hermes 1971; Hu ve Papageorgiou 1997;
Kisielewicz 2003; Kuratowski ve Ryll-Nardzewski 1965; Lin 1994; Michael
1956a; Michael 1956b; Michael 1956¢; Michael 1957; Michael 1959; Michael
1992; Michael ve Pixley 1980; Przeslawski 1985; Przeslawski ve Rybinski
1990; Reich 1978; Reider 1978; Repovs ve Semenov 1998; Repovs ve Semenov
1999; Srivatsa 1984; Tolstonogov 1995; Wagner 1975). Kiime degerli ana-
lizde, verilen kiime degerli doniigiimiin olciilebilir, siirekli, Lipschitz stirekli ve
diferansiyellenebilir selektorlerinin varligi problemleri incelenmektedir. Kapali
degerli oOlgiilebilir kiime degerli dontigiimlerin 6lciilebilir selektoriiniin varlig
“Alo (1979), Aubin ve Frankowska (1990), Castaing (1967), Castaing ve Val-
adier (1977), Dolecki (1977), Ekeland ve Valadier (1971), Evstigneev (1976),
Hu ve Papageorgiou (1997), Kuratowski ve Ryll-Nardzewski (1965), Reider
(1978), Srivatsa (1984), Wagner (1977) de incelenmigtir. Aubin ve Frankowska
(1990), De Blasi ve Pianigiani (1983), Dommisch (1987), Hermes (1971), Hu
ve Papageorgiou (19917), Positcelskii (1974), Przeslawski (1985)” de ise kapali
konveks degerli Lipschitz siirekli kiime degerli doniigtimlerin Lipschitz siirekli
selektoriiniin varhigr ispatlanmigtir. Kiime degerli dontisiimiin diferansiyel-
lenebilir selektoriintin varhgr “Blagodatskikh ve Filippov (1986), Dommisch
(1987)” de incelenmektedir.

Kiime degerli dontigiimiin belli 0zelligi olan selektorlerinden en fazla in-
celenen, siirekli selektoriin varligi problemidir. (bkz., Antosiewicz ve Cel-
lina 1975; Aubin ve Frankowska 1990; Ben-El Mechaiekh ve Oudadess 1995;
Blagodatskikh ve Filippov 1986; Bogatyrev 1983; Bressan ve Colombo 1988;
Bressan ve Cortesi 1989; Cole 1971; Colombo ve Goncharov 2001; De Blasi
ve Myjak 1985; Deutsch 1983; Deutsch ve ark. 1988; Deutsch ve Kenderov
1983; Filippov 1967; Fischer 1987; Fryszkowski 1983; Fryszkowski 1990; Gon-
charov ve Tolstonogov 1992; Gutev 1993; Hermes 1971; Hu ve Papageorgiou
1997; Kisielewicz 2003; Lin 1994; Michael 1956a; Michael 1956b; Michael
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1956¢; Michael 1957; Michael 1959; Michael 1992; Michael ve Pixley 1980;
Olech 1984; Przeslawski ve Rybinski 1992; Repovs ve Semenov 1998; Repovs
ve Semenov 1999; Tolstonogov 1995) Siirekli selektoriin varligr icin en {inli
sonug “Michael (1956a), Michael (1956b)” de elde edilmistir. Bu ¢ahsmada,
kapali konveks degerli, alttan yari siirekli kiime degerli dontigiimiin stirekli
selektoriiniin varhigr kanitlanmigtir. Eger kiime degerli doniigimiin konveks
degerli olmas1 varsayilamiyorsa, yani kiime degerli doniigiim sadece kapali veya
kompakt degerli ve hatta stirekli ise bu tiir kiime degerli doniigtimlerin siirekli
selektorii olmayabilir (bkz., Aubin ve Cellina 1984; Blagodatskikh ve Filippov
1986; Filippov 1967; Hu ve Papageorgiou 1997).

Eger kiime degerli dontigiim, kapali konveks degerli ve iistten yar:1 stirekli
ise, bu durumda da kiime degerli doniigiimiin siirekli selektorii olmayabilir
(bkz., Aubin ve Frankowska 1990; Blagodatskikh ve Filippov 1983). Kiime
degerli doniigiim konveks degerli ve tistten yari stirekli iken verilen kiime degerli
doniigimiin keyfi € > 0 icgin siirekli e-yaklagik selektoriiniin varligi “Cellina
(1969a), Cellina (1969b)” de kanitlanmigtir.

Kompakt degerli tistten yari siirekli kiime degerli doniigtimlerin stirekli
e-yaklagik selektorlerinin varhgi “Anchini ve ark. (1985)” de incelenmistir. Ka-
pali degerli alttan yari stirekli kiime degerli dontigiimlerin stirekli selektorlerinin
varligi “Ben-El Mechaiekh ve Oudadess (1995), Bressan ve Colombo (1988),
Colombo ve Goncharov (2001), Filippov (1967), Fryszkowski (1983), Gon-
charov ve Tolstonogov (1992), Hermes (1971), Hu ve Papageorgiou(1997),
Michael (1992), Michael ve Pixley (1980), Olech (1984), Repovs ve Semenov
(1998), Repovs ve Semenov (1999), Tolstonogov (1995)” de ele almmmigtir.
Bogatyrev (1983), Bressan ve Colombo (1988), Bressan ve Cortesi (1989),
Colombo ve Goncharov (2001), Deutsch (1983), Fryszkowski (1990), Gon-
charov ve Tolstonogov (1992), Olech (1984), Tolstonogov (1995)” de kapali (de-
composable) ayrilabilir degerli alttan yar stirekli kiime degerli déniigiimlerin
stirekli selektorlerinin varligr aragtirilmigtir.  “Kisielewicz (2003)” de kapal

fonksiyonel konveks degerli, alttan yar: siirekli olmayan kiime degerli dontigtim-
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lerin siirekli selektoriiniin varligi incelenmistir. Konveks degerli hemen hemen
alttan yari stirekli kiime degerli dontigimlerin siirekli noktasal e-yaklasik se-
lektorlerinin varhgr “Deutsch (1983), Deutsch ve ark. (1988), Deutsch ve
Kenderov (1983), Hu ve Papageorgiou (1997)” de ele almmigtir. “Hu ve Papa-
georgiou (1997)” de kapali sinirh aralikta tanimli kompakt degerli siirekli kiime
degerli doniigtimiin siirekli noktasal e-yaklagik selektortiniin varhigi kanitlanmig-
tir. “De Blasi ve Myjak (1985), Przeslawski ve Rybinski (1992)”de kapali
konveks degerli zayif alttan yar stirekli kiime degerli dontigtimlerin stirekli se-
lektorlerinin varligi incelenmigtir.

Kiime degerli doniigtimiin degerleri kiimeler oldugundan, kiime degerli donii-
siimiin deger aldig1 uzay genelde dogrusal uzay degildir. Ornegin, eger kiime
degerli doniigtimiin degerleri R™ uzayimnin bostan farkli konveks kompakt alt
kiimeleri uzayinda, yani conv(R™) uzaymnda ise, conv(R™) bir dogrusal uzay
degildir. conv(R™) uzay1 kiimeler arasinda tammlanan Hausdorff uzakligina
gore yalniz bir metrik uzaydir (bkz., Aubin ve Frankowska 1990; Blagodatskikh
ve Filippov 1986; Hu ve Papageoergiou 1997). Kiime degerli doniigiimlerin
deger aldig1 uzayda cebirsel yapiin olmamasi bazen bu doniigtimlerin ozellikle-
rini incelemekte bazi zorluklar bulundurmaktadir. “Banks ve Jacobs (1970)”
de conv(R™) uzay1 genisletilerek, genisletilmis uzayda toplama ve skalerle garp-
ma iglemleri tanimlanmig ve genisgletilmis uzaymn bir normlu dogrusal uzay
oldugu gosterilmistir. “Banks ve Jacobs (1970)” de ayrica, genigletilmis uzay-
da verilen yapilar kullanilarak, kiime degerli doniisiimiin diferansiyeli kavrami
tanimlanmigtir. Kiime degerli doniigiimiin diger farkli diferansiyel kavramlar:
“Aubin ve Cellina (1984), Aubin ve Frankowska (1990), Clarke ve ark. (1998),
Guseinov ve ark. (1985)” de verilmistir.

Kiime degerli analizin irdeledigi onemli konulardan biri de kiime degerli
doniigimlerin parametrelendirilmesi konusudur (bkz., Aubin ve Frankowska
1990; Ledonne ve Marchi 1980; Lojasiewicz 1991; Ornelas 1990). Siirekli
ve siirekli/Lipschitz siirekli kiime degerli dontigiimlerin siirekli ve siirekli/Lip-

schitz stirekli parametrelendirilmesi kullanilarak, davranigi diferansiyel icerme
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ile verilen dinamik sistemler, davranis1 diferansiyel denklem ile verilen dinamik
sistem olarak incelenebilir.

Tezde Yapilan Arastirmalarin Amaci. Tez kapsaminda yapilan arag-
tirmalarda amag¢ kompakt degerli siirekli kiime degerli dontigiimiin siirekli nok-
tasal e-yaklagik selektoriiniin varhigini aragtirmak, kapali konveks degerli alt-
tan yar1 stirekli kiime degerli dontigiimlerin toplaminin stirekli selektoriiniin
keyfi € > 0 igin bu kiime degerli doniigiimlerin stirekli noktasal e-yaklagik se-
lektorlerinin toplami bigiminde gosterilebilmesini incelemek, R™’in kompakt
konveks alt kiimeleri uzayimi genisleterek, degerleri genisletilmis uzaylarda
olan stirekli selektorial dontigimlerin ozelliklerini arastirmak, kiime degerli
dontigiimlerin parametrelendirilmesi uygulanarak, davranisi diferansiyel icerme
ile verilen konfliktli kontrol sistemler i¢in yaklagim problemini incelemektir.

Aragtirma Yontemleri. Tezde yapilan aragtirmalarda klasik analizin,
fonksiyonel analizin, diferansiyel oyunlar teorisinin, kiime degerli analizin yon-
temleri kullanilmaktadir.

Tezde Elde Edilen Bilimsel Yenilik. Tez kapsaminda yapilan aragtirma-

larda, agagidaki sonuglar elde edilmigtir.

1. Konveks degerli olmayan stirekli kiime degerli dontigiimlerin stirekli nok-
tasal e-yaklagik selektorlerinin varhigr incelenmistir. Iki veya daha fazla
boyutlu uzayda tanimh kompakt degerli siirekli kiime degerli doniigimiin
keyfi yeterli kii¢iik € > 0 icin siirekli noktasal e-yaklagik selektoriiniin ol-

madigi orneklenmigtir.

2. Verilen kapali konveks degerli alttan yar1 siirekli iki kiime degerli doniigii-
miin toplaminin siirekli selektoriiniin, keyfi ¢ > 0 icin verilen kiime
degerli dontigiimlerin stirekli noktasal e-yaklagik selektorlerinin toplami

biciminde gosterilebilecegi kanitlanmigtir.

3. R™in kompakt konveks alt kiimeleri uzay1 genisletilerek cebirsel yapi
tanimlanmig ve degerleri genisletilmis uzayda olan stirekli selektorial donii-

simlerin ozellikleri incelenmigtir.



4. Kiime degerli doniigtimlerin parametrelendirilmesi uygulanarak, davrani-
51 diferansiyel icerme ile verilen konfliktli kontrol sistemler i¢in yaklagim
probleminin ¢6ziimii incelenmistir. Diferansiyel oyunlar teorisinde kul-
lanilan yapilara benzer olarak, verilen sisteme gore u-kararli kopriiye
ekstremal stratejinin, ele alinan yaklagim probleminin ¢oziimii oldugu

gosterilmigtir.

Tezde Elde Edilen Sonuclarin Teorik ve Pratik Degeri. Tezde elde
edilen sonugclar teorik niteliktedir. Yaklagik siirekli selektorlerin varlik teorem-
leri, stirekli selektorlerin stirekli noktasal e-yaklagik selektorlere parcalanisi,
siirekli selektorial dontigiimlerin 6zellikleri, kiime degerli analizde bulunan so-
nuclar1 genisletmektedir. Davramigi diferansiyel icerme ile verilen konfliktli
kontrol sistemlerin kiime degerli dontigiimlerin parametrelendirilmesi yontemiy-
le incelenmesi, belirsizligi olan kontrol sistemlerin incelenmesinde uygulan-
abilir.

Tezin Yapisi. Tez ilk bolim girig olmak tizere alt1 bolim ve sonugtan
olugmaktadir.

Ikinci boliimde, konveks analiz ve kiime degerli analizin tezde yapilan arag-
tirmalarda gerekli olan bazi temel tanim ve teoremleri verilmigtir.

Uciincii boliimde, konveks degerli olmayan siirekli kiime degerli déniigiimler-
in stirekli selektoriiniin ve stirekli noktasal e-yaklasik selektorlerinin varligi in-
celenmistir. “Hu ve Papageorgiou (1997)” de kanitlanan kapal simirli aralikta
tanimli kompakt degerli siirekli kiime degerli doniigiimiin keyfi € > 0 igin
siirekli noktasal e-yaklagik selektoriiniin varligini gosteren teorem verilmistir.
Tanim kiimesi iki veya daha fazla boyutlu uzayda olan kompakt degerli siirekli
kiime degerli doniigtimiin her zaman stirekli noktasal e-yaklagik selektoriiniin
olmayacagl orneklenmigtir. “Hermes (1971)” de verilen ve kapal aralikta
tanimli kompakt degerli Lipschitz siirekli kiime degerli doniigtimiin grafiginin
keyfi noktasindan gecgen Lipschitz stirekli selektortiniin varligini ifade eden teo-

rem verilmigtir.



Dordiincii boliimde, iki konveks kapali degerli kiime degerli dontigiimiin
toplaminin stirekli selektoriiniin bu kiime degerli doniigtimlerin stirekli nok-
tasal e-yaklagik selektorlerinin toplami bigiminde gosterilmesi problemi ince-
lenmistir. Once, kiime degerli déniigiimlerin afin interpolasyonu kullamlarak,
aralikta tanimh konveks kompakt degerli siirekli iki kiime degerli doniigiimiin
toplaminin keyfi siirekli selektoriiniin, keyfi € > 0 i¢in bu kiime degerli doniigtim-
lerin stirekli noktasal e-yaklagik selektorlerinin toplami bi¢iminde gosterilebilir-
ligi kanitlanmigtir. Birimin siirekli parcalanigi kullanilarak bu sonug genisletil-
mig ve sonlu boyutlu uzayda kompakt kiime tizerinde tanimlh konveks kapali
degerli alttan yar siirekli iki kiime degerli doniigtimiin toplaminin keyfi siirekli
selektoriiniin, keyfi € > 0 i¢in bu kiime degerli doniigtimlerin siirekli noktasal
e-yaklagik selektorlerinin toplami bi¢iminde gosterilebilirligi ispatlanmigtir.

Besinci boliimde n-boyutlu Euclid uzayinin konveks kompakt alt kiimeleri
uzayinin, yani conv(R"™) uzaymin ozellikleri incelenmistir. Genelde conv(R™)
uzay1 bir metrik uzaydir. conv(R"™) uzaymin “Banks ve Jacobs (1970)” de veri-
len genisletilmesi ele alinarak bu uzayda cebirsel yap1 ve norm tanimlanmigtir.
Degerleri conv(R™) uzaymnin genigetilmesinde olan selektorial déniigiimlerin
siireklilik ozellikleri incelenmistir.

Altinci boliimde konveks kompakt degerli siirekli kiime degerli dontigtimlerin
siirekli ve yerel Lipschitz siirekli parametrelendirilmesi uygulanarak, davranisi
diferansiyel icerme ile verilen konfliktli kontrol sistemler icin yaklagim prob-
lemi incelenmistir. Diferansiyel oyunlar teorisinde bulunan sonuclara benzer
olarak, ele alinan yaklagim probleminde kararl kopriiye ekstremal olan pozis-

yonlu stratejinin, verilen yaklagim probleminin ¢oziimii oldugu gosterilmigtir.



2 ON BILGILER

Bu boliimde sonraki boliimlerde gerekli olacak temel tanim ve teoremler

verilecektir.

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

R” ile n boyutlu Oklid uzay: gosterilsin.
r=(T1,%2,...,2,) ER"vey = (y1,Y2,---,Yn) € R"igin, x ve y vektorlerinin

i¢ carpimu (z,y) olarak gosterilsin ve

<l’, y) - Z ZilYi
i=1

seklinde tanimlansin.

r = (x1,22,...,2,) € R" i¢in z vektoriiniin normu

2]l = vz, z) =

olarak tamimlansin.

ACR" ECR"ve\e€Rigin

A+FE = {a+e:a€AecE}
M = {da:a€ A}

olarak tamimlansin. Agiktir ki A+ EF = E + A dir.

Tanim 2.1.1. K C R" olsun. Eger Vz,y € K ve X € [0,1] i¢in
A+ (1—-NyeK
oluyorsa, K kimesine konveks kume denar.

R” uzaymin bos kiimeden farkli alt kiimeleri ailesi 28" ile, R” uzaymn
bos kiimeden farkli kompakt alt kiimeleri uzayr comp(R") ile, R" uzaymin

bog kiimeden farkll kompakt konveks alt kiimeleri uzay1 conv(R") ile, R"
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uzaymin bos kiimeden farklh kapali alt kiimeleri uzay1 cl(R") ile, R™ uzaymin
bog kiimeden farkl kapali konveks alt kiimeleri uzay1 ise cc(R™) ile gosterilsin.
A € comp(R™) olsun. A kiimesini igeren en kiigiik konveks kiimeye A'nin

konveks zarfi denir ve coA olarak gosterilir.

Onerme 2.1.2. A € comp(R"™), E € comp(R"), o, 5 € R olsun. O zaman

a(A+E) = aA+aF
a(fA) = (af)A
1A = A

olur.

Onerme 2.1.3. A € conv(R"), a, B€Rvea>0, (>0 olsun. O zaman
(a+ PB)A=aA+ BA

olur.

B,={zeR": ||z| <1}

B,={zcR": |z <1}
olsun. Yani B, kiimesi ile R™ uzayimin acik birim yuvari, yani merkezi orijinde,
yaricapt bir birim olan acik yuvar, B,, kiimesi ile ise R" uzayinin kapali birim

yuvarl, yani merkezi orijinde, yarigapi bir birim olan kapali yuvar gosterilsin.

xg € R, r > 0 icin
Bu(zg,r) = {x € R": ||z — ol <7}
B(zo,7) = {2 €R": ||z — x| <7}
olsun. B, (xg,7), 2o noktasmin acik r komsulugu, B, (zo,r) ise 2o noktasmin

kapali r komsulugu olur.

A € comp(R™) kiimesinin dayanak fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanir.



Tanim 2.1.4. A € comp(R™) ve s € R™ i¢in
o(s,A) =sup{(s,a) :a € A}
olsun. o(-,A) : R" — R fonksiyonuna A kiimesinin dayanak fonksiyonu denir.
Tanim 2.1.4 ile verilen dayanak fonksiyonunun baz 6zellikleri verilsin.

1. o(-,A) : R" — R fonksiyonu pozitif homojen fonksiyondur. Yani, VA > 0
ve Vp € R™ i¢in o(Ap, A) = Ao (p, A) dir.

2. 0(,A) : R" — R yan toplamsaldir. Yani, Vp;,po € R" igin
o(p1 +p2, A) <o(p1, A) + o(pa, A) dir.

Onerme 2.1.5. (Aubin 1998) A € comp(R") olsun. O zaman

coA ={z e R": Ss;g[(s,@ —o(s,A)] <0}

olur.

Verilen konveks kiimenin dayanak fonksiyonu kullanilarak agagidaki 6nerme

kanitlanabilir.

Onerme 2.1.6. A € conv(R"), E € conv(R"), D € conv(R") olsun. Eger
A+D=FE+D ise A= E olur.

Kamit. Keyfi s € R™ alinsin ve sabitlensin. O zaman

o(s,A+ D) = $r€ri‘z£><D(3, T) = aerfga;;/p(s, a+ f)

= 2.1.1
max(s, a) + max(s, f) (2.1.1)

= o(s,A)+oa(s,D)
olur. Benzer olarak
o(s,E+D)=o0(s,E)+0c(s,D) (2.1.2)
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dir. O halde A+ D = E + D oldugundan, (2.1.1) ve (2.1.2)'den
o(s,A)+o(s,D)=0(s,FE)+ (s, D)

ve

o(s,A) =0o(s, E) (2.1.3)

olur. s € R" keyfi sabitlenmis oldugundan (2.1.3) keyfi s € R™ i¢in dogru olur.
A € conv(R™), E € conv(R") oldugundan, Onerme 2.1.5’den ve (2.1.3)’den

A = {zeR":sup|(s,z) —o(s,A)] <0}

seR”

= {zeR": 561]1}3[(3,@ —o(s,E)]<0}=F

olur. Boylece onerme kanitlanir. O]

A € comp(R") ve x € R™ i¢in, x noktasindan A kiimesine olan uzaklik

d(x, A) ile gosterilir ve
d(x,A) = inf{||z —al| : a € A}

olarak tanimlanir.
A CR" r>0i¢in A kilmesinin agik r komsulugu B(A,r) ile, kapali r

komsulugu ise B(A,r) ile gosterilir ve
B(A,r)={z eR":d(z,A) <r}
B(A,r)={r € R": d(z,A) <r}
olarak tanmimlanir.
Onerme 2.1.7. A C R" kapali kiime ve r > 0 olsun. O zaman
B(A,r)=A+r-B,
B(A,r)=A+r-B,
olur.
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A€ 2% ve E € 28" icin A ve E kiimeleri arasinda Hausdorff uzakhg:
h(A, E) olarak gosterilir ve
h(A, E) = max{supd(z, E),supd(y, A)}
€A yel
olarak tanimlanir.
Onerme 2.1.8. A € 28" ve E € 28" jcin
hMAE)=inf{r >0: ACE+rB,,ECA+7rB,}
dir.

Kanitlanabilir ki A(-, ) : comp(R™) x comp(R™) — R fonksiyonu comp(R")

de tanmimli metriktir.

Onerme 2.1.9. (Blagodatskikh ve Filippov 1983; Hu ve Papageorgiou 1997)
(comp(R™), h(-,-)) ve (conv(R™),h(-,-)) tam metrik uzaydar.

Asagida iki kiime arasindaki Hausdorff uzakliginin bazi 6zellikleri verilmek-

tedir.

Onerme 2.1.10. (Hu ve Papageorgiou 1997) A € conv(R"™), E € conv(R")

olsun. O zaman
h(A, E) = sup{|o(z, A) — o(x, E)| : ||z|| < 1}
dir.

Onerme 2.1.11. (Hu ve Papageorgiou 1997) A € comp(R"), E € comp(R™)

olsun. O zaman
h(A, E) = sup{|d(z, A) — d(x, E)| : x € R"}
dir.

Onerme 2.1.12. (Hu ve Papageorgiou 1997) A € comp(R™), E € comp(R"),

A € R olsun. O zaman
h(ANA,AE) = |Ah(A, E)
dir.
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Onerme 2.1.13. (Hu ve Papageorgiou 1997) A; € comp(R™), Ay € comp(R"),

E, € comp(R™), Ey € comp(R™) olsun. O zaman
h(Ay + Ag, By + Ey) < h(Ay, Eq) + h(As, Es)
olur.

Onerme 2.1.14. (Hu ve Papageorgiou 1997) A € comp(R™), E € comp(R™)
olsun. O zaman

h(coA,coE) < h(A, E)

dir.

2.2 Kime Degerli Doniigsiimler. Kiime Degerli
Doniigtimlerin Surekliligi
Once kiime degerli doniigiim tanim verilsin.

Tanim 2.2.1. A C R" ve her z € A i¢in F(x) C R™ olsun. Bu durumda,
F(-) donisimiine kime degerli donisim ya da kiime degerli fonksiyon denir

ve F'(+) : A~ R™ geklinde gosterilir. Ayrica
{(z,y) e AXR™ 1y € F(x)}

olarak tamymlanan kimeye F(-) kiime degerli déntsiminin grafigi denir ve
graF(-) ile gosterilir.

Ayrica, ejer keyfi x € A igin F(x) € 28" (F(x) € comp(R™) veya F(x) €
conv(R™)  wveya F(x) €  cd(R™) wveya F(x) €  cc(R™)) ise
F() @ A ~ R™ kime degerli donisimi F(-) : A — 28"
(F(:) : A — comp(R™), F(-) : A — conv(R™), F(-) : A — c(R™),
F(:): A— ce(R™)) olarak da gdsterilir.

Kiime degerli dontigimlerin alttan ve tustten yar: stirekliliginin tanimlar:

agagidaki gsekilde verilir.
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Tanim 2.2.2. (Aubin ve Frankowska 1990; Hu wve Papageorgiou 1997)
X, Y topolojik uzaylar F(-) : X ~ Y kiime degerli donisim, xo € X olsun.
F(xg) kimesinin her N'(F(zo)) komsulugu igin Vo € N (xq) iken

F(x) C N(F(x0))

olacak bigimde o noktasimn en az bir N(xo) komsulugu varsa F(-) kiime

degerli dontsumine xo noktasinda ustten yary sureklidir denir.

Tanim 2.2.3. (Aubin ve Frankowska 1990; Hu wve Papageorgiou 1997)
X,Y topolojik uzaylar, F(-) : X ~ Y kime degerli donigim, xy € X ol-
sun. Keyfiy € F(xzo) ve y noktasiman her N (y) komsulugu icin Vo € N (o)
iken

Fa) NN (y) 0
olacak bigimde xo noktasimn en az bir N(xg) komsulugu varsa F(-) kiime

degerli dontsumine xo noktasinda alttan yary sireklidir denir.

Alttan ve tistten yar: stireklilik kavramlar: kullanilarak kiime degerli dontisii-

miin stirekliligi agagidaki sekilde verilir.

Tanmim 2.2.4. (Aubin ve Frankowska 1990; Hu wve Papageorgiou 1997)
X, Y topolojik uzaylar olsun. F(-) : X ~» Y kime degerli donisimi xy € X
noktasinda hem alttan yar sirekli hem de tstten yary siirekli ise F(-) : X ~Y

kiime degerli dontsiumine xo noktasinda sureklidir denir.

R™den R™e tamimh kapali degerli kiime degerli dontigiimler icin alttan

yar1 stireklilik agagidaki onerme ile karakterize edilir.

Onerme 2.2.5. (Aubin ve Frankowska 1990; Hu ve Papageorgiou 1997)
K CR" F(): K — c(R™) kime degerli donisim, € > 0 ve xg € K olsun.
F(): K — c(R™) kime degerli dontigimiiniin xo € K noktasinda alttan yar
stirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul, keyfiy € F(xy) veVz € By (0, d(e, z0))
¢1N

Bn(y,e) N F(z) # 0
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olacak bicimde §(e, x¢) > 0 sayisinin var olmasidar.

R™den R™’e tanimli kompakt degerli kiime degerli dontigiimlerin iistten ve

alttan yar: stirekliligi ise asagidaki onermelerle verilir.

Onerme 2.2.6. (Aubin ve Cellina 1984; Hu wve Papageorgiou 1997)
F(-) : R" — comp(R™) kiime degerli déniisim ve zo € R™ olsun. O za-
man F(-) : R™ — comp(R™) kiime degerli donisimiiniin xo noktasinda tstten
yary strekli olmasy i¢in gerek ve yeter kosul Ve > 0 i¢in x € B, (x0,d(,x0))
tken

F(z) C F(xg) + By,

olacak bicimde (e, x9) > 0 var olmasidur.

Onerme 2.2.7. (Aubin ve Cellina 1984; Hu wve Papageorgiou 1997)
F(-) : R" — comp(R™) kiime degerli déniisim ve zo € R™ olsun. O za-
man F(-) : R" — comp(R™) kiime degerli doniigimiinin xo noktasinda alttan
yary strekli olmast icin gerek ve yeter kosul Ve > 0 i¢in x € B, (x0,0(e,z0))
iken

F(z0) C F(x) +eBy,

olacak bi¢imde 6(e,x0) > 0 var olmasidur.
Onerme 2.2.6 ve Onerme 2.2.7'den, agagidaki onerme elde edilir.

Onerme 2.2.8. (Aubin ve Cellina 1984; Hu wve Papageorgiou 1997)
F(:) : R* — comp(R™) kiime degerli donisim ve o € R™ olsun. O za-
man F(-) : R" — comp(R™) kiime degerli doniigimiiniin xo noktasinda sirekli

olmas i¢in gerek ve yeter kosul Ye > 0 i¢in x € By(xo,0(g,x0)) tken
F(xy) C F(x)+ By,

ve

F(z) C F(xy) + By,
olacak bi¢imde 6(e,x0) > 0 var olmasudur.
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Onerme 2.2.8'den, Hausdorff uzakhg kullanilarak, F(-) : R® — comp(R™)
bigiminde verilen kiime degerli doniigiimiin siirekliligi agsagidaki énerme ile ve-

rilir.

Onerme 2.2.9. (Aubin ve Cellina 1984; Hu wve Papageorgiou 1997)
F() : R* — comp(R™) kime degerli déonisim, xo € R" olsun.
F() : R™ — comp(R™) kiime degerli donisiminin xo € R™ noktasinda siirekli

olmasu i¢in gerek ve yeter kogul, Ve > 0 i¢in x € B, (x9,d(g,x0)) iken
h(F(x), F(zo)) < e
olacak bigimde 6(e,x¢) > 0 sayisiman varolmasidar.

Tanim 2.2.10. (Aubin ve Frankowska 1990) F(-) : R"™ — comp(R™) kiime

degerli dontsum olsun. Eger ¥V xi,xo € R™ i¢in
h(F(z1), F(22)) < L+ ||lz1 — 22|

olacak bi¢imde L > 0 varsa, F(-) kiime degerli donisimi L sabiti ile Lipschitz

stureklidir denir.

Tanim 2.2.11. F(:) : R* — comp(R™) kime degerli doniisim olsun. FEger
her kompakt D C R™ ve x1,x9 € D i¢in

h(F(z1), F(z2)) < L - [Jo1 — a3

olacak bigimde L = L(D) > 0 wvarsa, F(-) kiime degerli donigimine yerel

Lipschitz sureklidir denir.

Tanim 2.2.12. (Aubin ve Frankowska 1990; Hu wve Papageorgiou 1997)
F() : R™ — cl(R™) olsun. Eger keyfi agtk V- C R™ kiimesi i¢in

FYV)={zcR": F(x)NV #0}

kiimesi ol¢ilebilir ise, F(-) kiime degerli donisimine ol¢ilebilir kime degerli

dontistim denir.
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2.3 Kiume Degerli Donusumlerin Selektorleri.

Surekli ve Suirekli Yaklasik Selektorler

Bu kesimde baz1 tiir kiime degerli dontigiimlerin stirekli ve siirekli yaklagik
selektorlerinin varhg gosterilecektir. Once kiime degerli doniisiimiin selektorii-

nin tanimi verilsin.

Tanim 2.3.1. (Aubin ve Frankowska 1990; Blagodatskikh ve Filippov 1986; Hu
ve Papageorgiou 1997) D C R™, F(-): D — 2%" kiime degerli doniisiim olsun.
Vo € D igin f(x) € F(x) kosulunu saglayan f(-) : D — R™ fonksiyonuna F(-)
kiime degerli dontsumunin D kimesinde belirlenmis selektori denir.

Alttan yar stirekli F'(+) : D — cc(R"), (D C R™) kiime degerli doniigtimii-

niin siirekli selektortiniin varhigir agagidaki Michael teoremi ile verilir.

Teorem 2.3.2. (Michael 1956a; Michael 1956b) D C R™ kompakt kiime,
F() : D — cc(R™) kiime degerli doniisgimi alttan yary stirekli olsun. O zaman
F(-) kiime degerli déniigiminiin D kimesinde tanimlanmas sirekli selektori

vardar.

F(-) : A — 2% kiime degerli doniigiim igin yaklagik selektor kavramlari
asagida verilmistir. Burada A ¢ R™dir. Once F(-) : A — 28" kiime degerli

dontigiimiiniin e-yaklagik selektoriintin tanimi verilsin.

Tanim 2.3.3. (Aubin ve Frankowska 1990; Cellina 1969a; Cellina 1969b)
e>0, ACR™ F():A—=2% f(-): A— R" olsun. Eger

grAf(') C g?"AF() + SBnXm

ise, yani f(-) fonksiyonunun grafigi F(-) kiime degerli déntisiminiin grafiginin
e-komsulugunda ise, f(-) : A — R™ fonksiyonuna, F(-) : A — 2% kiime degerli
dontsumunin e-yaklasik selektori denir.

Onerme 2.3.4. A C R™ ve f(-) : A — R" fonksiyonu F(-) : A — 2%
kiime degerli donisiminin selektori olsun. O zaman keyfi € > 0 i¢in f(-)

fonksiyonu F(-) kiime degerli dontgiminin e-yaklasik selektoridir.
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Verilen F(-) : A — cc(R") kiime degerli doniigiimiiniin siirekli e-yaklagik
selektorlerinin varhigi “Aubin ve Frankowska (1990), Cellina (1969a), Cellina
(1969b)” de incelenmistir.

Teorem 2.3.5. (Cellina 1969a; Cellina 1969b) ¢ > 0, A C R™ kompakt
kiime, F(-) : A — cc(R™) dstten yarr strekli kiime degerli donisim olsun.

O zaman F(-) kiime degerli dontsiminin sirekli e-yaklasik selektori vardar.

A C R™ olmak iizere F(-) : A — 2%" kiime degerli doniigiimiiniin noktasal

e-yaklagik selektorii asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 2.3.6. ¢ >0, ACR™, F():A—2%  f(): A— R" olsun. Ejer
Vr € A igin
f(z) € F(z) + B,

ise f(-) 1 A — R™ fonksiyonuna, F(-) : A — 28" kiime degerli doniisimiiniin

noktasal e-yaklasik selektori denair.

Onerme 2.3.7. A ¢ R™ f(:) : A — R" fonksiyonu F(-) : A — cl(R")
kiime degerli dontigiminin selektéri olsun. O zaman keyfi € > 0 i¢in f(-)

fonksiyonu F(-) kiime degerli dontigiminin noktasal e-yaklasik selektoridiir.

Onerme 2.3.8. ¢ > 0, A C R™ ve fG) A — R™ fonksiyonu
F(-) : A — c(R™) kiime degerli déniisimiiniin noktasal e-yaklasik selektiri
olsun. O zaman f(-) fonksiyonu F(-) kiime degerli déoniigiminin e-yaklagik

selektord olur.

Kanat. f(-): A — R" fonksiyonu F'(-) : A — cl(R") kiime degerli dontigiimiiniin

noktasal e-yaklagik selektorii oldugundan keyfi x € A igin

f(x) € F(z)+¢eB, (2.3.1)
olur. O halde (2.3.1)’den Vx € A i¢n

d(f(x),F(x)) <e (2.3.2)
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olur. (2.3.2)’den Vz € A i¢in

d((z, f(2)), (x, F(x))) = d(f(2), F(z)) <

yani Vo € A icin
(z, f(2)) € graf(-) C graF(-) + eBuxm

olur. Bu ise, f(-) fonksiyonunun F'(-) kiime degerli doniigtimiiniin e-yaklagik

selektorii olmasi1 demektir. OJ

Boylece Onerme 2.3.7°den, eger verilen kiime degerli doniigiimiiniin siirekli
noktasal e-yaklasik selektorii varsa, o zaman bu kiime degerli dontigiimiin
siirekli e-yaklagik selektortintin varligr da elde edilir. Ancak bu hiitkmiin tersi
dogru degildir.

Verilen kiime degerli dontigiimiin siirekli e-yaklagik selektorii varken, bu
kiime degerli dontigiimiin stirekli noktasal e-yaklasik selektorii olmayabilir. Bu

durumu bir 6rnekle inceleyelim.

Ornek 2.3.9. = € [5, 5] i¢in

[—1,1], x=0
F(z) =41, x>0 (2.3.3)

\ -1, r <0
olmak tizere F(-) : [=5,5] — conv(R) kime degerli doniisimi verilsin. Ag¢iktur
ki, F(-) : [-5,5] — conv(R) kiime degerli donisimi dstten yary sirekli kiime

degerli dontsumdir.
Keyfi sabitlenmis e € (0, 1) igin (2.5.3) ile verilen F(-) kiime degerli doniisi-
miniin sirekli e-yaklasik selektori vardir. Ancak F(-) kiime degerli dontigimai-

nun surekli noktasal e-yaklasik selektori yoktur.

2.4 Marjinal Fonksiyonlar, Ozellikleri ve Uygulamalari

Marjinal fonksiyonlarin optimizasyon teorisinde, kontrol teoride, diferan-

siyel oyunlar teorisinde, uygulamali kiime degerli analizde onemli bir yeri
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vardir. Kontrol teoride ve diferansiyel oyunlar teorisinde, verilen kontrol prob-
leminin veya oyunun deger fonksiyonlar1 marjinal fonksiyonlar olarak ortaya

gikmaktadir. Marjinal fonksiyon agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.4.1. (Aubin ve Frankowska 1990; Hu wve Papageorgiou 1997)
F() : R™ — 28" kiime degerli doniisiim, f(-,-) : R™ x R®™ — R fonksiyon
olsun.

g(w) = sup f(z,y)
yeF(z)

bigiminde tanimlanan g(-) : R™ — R fonksiyonuna marjinal fonksiyon denir.
Asagidaki teorem marjinal fonksiyonun stirekliligini karakterize etmektedir.

Teorem 2.4.2. (Aubin ve Frankowska 1990; Hu wve Papageorgiou 1997)
f(9) « R™ x R* — R sdirekli fonksiyon, F(-) : R™ — comp(R™) sirekli

kiime degerli donisim olsun. O zaman

g(z) = yg%)f(x, Y) (2.4.1)

seklinde taniml g(-) : R™ — R marjinal fonksiyonu da sireklidir.
Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.4.3. F(-) : R™ — comp(R") sirekli kime degerli dénisim olsun. O

zaman
Tr) = Imax
9(x) e [y

seklinde taniml g(+) : R™ — R fonksiyonu da sireklidir.

Sonug 2.4.4. F(-) : R* — comp(R™) sirekli kiime degerli donisim,
f() : R™ = R™ sdirekli fonksiyon olsun. O zaman keyfi x € R™ i¢in

W) = d(f(x), F(z)) = min Iy —f(z) |

yEF (z

olarak taniml h(-) : R™ — [0, 00) fonksiyonu siirekli fonksiyondur.
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Onerme 2.4.5. f(:) : R" — R*, g(-) : R* — [0,00) siirekli fonksiyonlar

olsunlar. O zaman Yx € R™ i¢in

olmak tizere G(-) : R™ — conv(R¥) kiime degerli dontisimi streklidir.

Teorem 2.4.6. (Aubin ve Frankowska 1990; Hu wve Papageorgiou 1997)
f() : R™ x R™ — R yerel Lipschitz siirekli fonksiyon, F(-) : R™ — comp(R")

yerel Lipschitz sirekli kime degerli donusim olsun. O zaman

g(z) = nax f(z,y)

seklinde taniml g(-) : R™ — R fonksiyonu yerel Lipschitz stireklidir.
Teorem 2.4.6’dan agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.4.7. F(-) : R™ — comp(R™) yerel Lipschitz sirekli kiime degerli

dontisium olsun. O zaman

r) = Imax
@) = max ||y |

olarak tanwml g(-) : R™ — R fonksiyonu yerel Lipschitz streklidir.
Simdi verilen noktanin verilen kiimeye izdiigiimii tanimlansin.

Tanim 2.4.8. £ C R", f € R" i¢in

(Pr)ef ={f.c E:|f = [ = d(f, E)}

olmak dizere (Pr)gf’e f'in E kimesine izdisimi denir. Agiktir ki (Pr)gf

kiimesi f’e E’deki en yakin olan noktalar kimesidir.

Onerme 2.4.9. (Aubin 1998) E C R™ konveks ve kapah, f € R™ olsun. O
zaman E kimesinin f noktasina en yakin elemans vardir ve bu en yakin eleman

tektir. Baska deyisle
(Pr)pf=A{ft} ve fi € E
dir.
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Asagidaki onerme siirekli fonksiyonun, konveks kompakt degerli siirekli
kiime degerli doniigtim iizerine izdiigiimiiniin siirekli fonksiyon oldugunu goster-

mektedir.

Onerme 2.4.10. A C R" kompakt kiime, F(-) : A — conv(R") siirekli kiime

degerli dontgim, f(-) : A — R"™ sirekli fonksiyon olsun. O zaman ¥z € A i¢in

p(z) = (PT)F(a:)f<x>

olmak tizere p(-) : A — R"™ fonksiyonu sireklidir ve Vx € A i¢in p(x) € F(z)

olur.

Kamit. Keyfi # € A almsin ve sabitlensin. O zaman Onerme 2.4.9’dan
(Pr)p@)f(x) # @ dir, tek elemanh kiimedir, yani (Pr)pe)f(z) = ¢(x)
bigimindedir ve ¢(x) € F(x) dir. Bu durumda ¢(-) : A — R” iyi tanimh
fonksiyondur.

r — ¢(x) = (Pr)p@) f(r) fonksiyonunun tanimimdan dolay:

(Pr)p@ f(z) = {y. € F(z)  [[f(x) —y.] = i 1/ () = wll}

olur.
o(z,y) = ||f(x) —y|| dersek, o(-,-) : A x R* — R siirekli fonksiyondur.
Simdi

c(x) = yrer}?i(ri)a(x, Y) (2.4.2)
Yi(@) = {y. € F(x) : c(x) = o(z,y.)} (2.4.3)

diyelim. Agktir ki Vo € A i¢in

V(@) = (Pr)pe f(x) = ¢(z) (2.4.4)

olur. =z — Yi(z), z € A, kilme degerli doniigiimii (2.4.2) ile tamimlanan
¢(-) : A — R marjinal fonksiyonun marjinal kiime degerli déniigiimidiir.
x — Y. () kiime degerli déniigiimii tistten yar1 siireklidir (bkz., Aubin ve Cel-

lina 1984 sayfa 53 Teorem 6).  Ayrica Onerme 2.4.9 ve (2.4.4)den
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r — Yi.(x) tek degerli doniigimdiir, yani Yi(z) = {p(z)} dir. O halde
tek degerli kiime degerli doniigtimiin iistten yar: stirekliligi, bu kiime degerli
doniigimii tamimlayan fonksiyonun siirekliligini gerektirdiginden = — ¢(z),

x € A, fonksiyonu siireklidir. m

2.5 Konveks Kiimelerin ve Fonksiyonlarin Bazi Ozellikleri
Konveks fonksiyon agagidaki gibi tanimlanir.
Tamim 2.5.1. (Aubin 1998; Rockafellar 1970) Vx1,z2 € R™ ve Vo € [0, 1] igin
flazi + (1 — a)2) < af(z1) + (1 — a) f(z2)
kosulunu saglayan f(-) : R™ — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Asagidaki teorem konveks fonksiyonlarin stirekliligini karakterize etmekte-

dir.

Teorem 2.5.2. (Aubin 1998; Rockafellar 1970) f(-) : R™ — R fonksiyonu

konveks fonksiyon ise Vg € R™ id¢in f(-) fonksiyonu stiireklidir.

Konveks fonksiyon diferansiyellenebilir olmayabilir. Bu nedenle konveks
fonksiyonun diferansiyeli yerine daha genel bir kavram, konveks fonksiyonun

subdiferansiyeli kavrami tanimlanarak teori ve uygulamalarda kullanilmaktadir.

Tamim 2.5.3. (Aubin 1998; Rockafellar 1970) f(-) : R™ — R fonksiyonu

konveks fonksiyon ve xy € R™ olsun.

Of(xo) ={p e R™:Vz € R™, (p,(z —x0)) < f(z) — f(z0)}
kiimesine f(-) fonksiyonunun subdiferansiyeli denir.
Konveks fonksiyon subdiferansiyellenebilirdir.

Onerme 2.5.4. (Aubin 1998; Rockafellar 1970) f(-) : R™ — R konveks
fonksiyon olsun. O zaman Vxg € R™ i¢in 0f(xq) bos olmayan, konveks, kapalr,

swnarly kimedir.
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Onerme 2.5.5. f() : R™ — R konveks ve xy € R™ noktasinda diferansiyel-

lenebilir ise, o zaman
Of (o) = VO f (o)

olur. Burada VOf(zg) = {20 2fo)  01@)Y y1qrak tanambudar.

Oxr1 ' Oxo ) Oxn

Onerme 2.5.6. (Aubin 1998; Rockafellar 1970) f(-) : R™ — R konveks
fonksiyon olsun. O zaman x — Of(z) : R™ — R™ kiime degerli déniigimii

ustten yary sureklidir.
Onerme 2.5.6’dan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.5.7. f(-) : R™ — R konveks fonksiyon olsun. O zaman
If() : R™ — conv(R™) kime degerli doniisimi olgiilebilir kiime degerli

donusumdir.

Teorem 2.5.8. (Aubin 1998; Demyanov ve Vasilyev 1981; Rockafellar 1970)

G C R* kompakt bir kiime, ¢(-,-) : R™ x G — R, Vo € R™ i¢in o(-,y) konveks

fonksiyon ve f(x) = max o(x,y) olsun. O zamanVxy € R™ i¢in f(-) : R™ - R
ye

fonksiyonunun subdiferansiyeli vardir ve

0f (wo) = co{Op(x0,y) 1 y € G(x0)}

olur. Burada G(z9) = {yo € G : p(xo,y0) = meaé(go(:vo,y)} ve Op(o,Y)
y
sabitlenmis her y € G i¢in x — (-, y) fonksiyonunun xy noktasindaki subdi-

feransiyelidir.
Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.5.9. K C R" konveks, kompakt kime, p € R"
o(K,p) = max(p, )
olsun. O zaman
Jo(K,p) ={z. € K : (p,x.) =0(K,p)}
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olur.
Ayrica, Sonug 2.5.7'den 0o (K, -) : R™ — conv(R™) kiime degerli donisim

olgulebilir kume degerli dontstimdir.

Kiime degerli analizde, yogun kullanilan kavramlardan biri de verilen kon-
veks kompakt kiimenin Steiner noktasidir. Steiner noktasi kavrami, Lipschitz
siirekli kiime degerli dontigiimlerin Lipschitz siirekli selektorlerinin varlik teo-
remlerinde ve kiime degerli doniigtimlerin parametrelendirilmesinde kullanilan
onemli bir kavramdir.

K € conv(R™) kiimesinin Steiner noktasi agagidaki gibi tamimlanir.

Tanmim 2.5.10. (Aubin ve Frankowska 1990; Positcelskii 1974; Przeslawski
1985; Schneider 1971; Shepard 1966; Shepard 1968) K € conv(R™) kiimesi

igin Steiner noktast s, (K) ile gosterilir ve

U(K7+1) _ U(val)
2 2 )

sm(K) =
m/ p-o(K,p)wdp, m > 2
Smfl

olarak tanvmlanwr. Burada S,,_1, R™’de birim kirenin yuzeyini gosterir, yani
Sm—1 ={x € R" || z ||= 1}dir, o(K,-) : R™ - R K ’mn dayanak fonksi-
yonudur ve w w(Spm_1) = 1 kosulunu saglayan Lebesque dl¢tiimii ile orantily

olarak S,,_1 de ol¢imdiir.

Asgagidaki teorem K kompakt konveks kiimenin Steiner noktasini karakte-

rize etmektedir.

Teorem 2.5.11. (Aubin ve Frankowska 1990; Positcelskii 1974; Przeslawski
1985; Schneider 1971; Shepard 1966; Shepard 1968) Keyfi K € conv(R™) i¢in
1
m(K) = ———— do(K,p))d
sl0) = frs [ oot )

m

dir ve sy (K) € K dar.
Ayrica VK, L € conv(R™) i¢in

[8m (K) = sm(L)|| <m-h(K, L)
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dir. Yani s;,(+) : conv(R™) — R™ déntisimi m sabiti ile Lipschitz sireklidir.

Burada Vol(B,,), Bpn CR™ olan m-boyutlu birim kiirenin él¢timidir.

Kiime degerli dontigiimleri parametrelendirirken kullanilacak bir bagka teo-

rem verilsin.

Teorem 2.5.12. (Aubin ve Frankowska 1990) Keyfi K € conv(R™)ve Vy € R™
¢mn
P(y,K) = K[\ Bul(y, 2d(y, K))

olmak tizere P(-) : R™xconv(R™) — conv(R™) déniigimi 5 sayise ile Lipschitz

sureklidir. Yani VK, L € K ve x,y € R™ i¢in
h(P(x, K), P(y, L)) < 5(h(K, L) + ||z — yl|)

dir.
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3 KONVEKS DEGERLI OLMAYAN
SUREKLI KUME DEGERLI
DONUSUMLERIN SUREKLI
SELEKTORLERI VE SUREKLI
YAKLASIK SELEKTORLERI

Bu boliimde kompakt degerli, ancak konveks degerli olmayan siirekli kiime

degerli doniigtimlerin stirekli selektoriintin varlhigi problemi incelenecektir.

3.1 Siirekli F(-) : R" — comp(R) Kiime Degerli
Doniigtimiiniin Siirekli Selektori

Genel olarak kompakt degerli ancak konveks degerli olmayan kiime degerli
donitistimlerin siirekli selektort olmayabilir. Yani A C R™ olmak tizere, stirekli
F(:) : A — comp(R") bigimindeki kiime degerli doniigiimiin siirekli selektorii
olmayabilir. Bu tiir kiime degerli dontigtimlerin siirekli selektoriiniin olmadigini
gosteren ornekler “Aubin ve Frankowska (1990), Blagodatskikh ve Filippov
(1986), Filippov (1967), Hu ve Papageorgiou (1997)” de verilmistir. Ayrica
strekli F'(-) : A — comp(R") kiime degerli doniigiimiiniin siirekli selektoriiniin
olmadigini gosteren bir ornek ileride Boliim 3.4 de verilecektir.

Ancak A C R™ olmak iizere, F'(-) : A — comp(R) olan siirekli doniigiimler
i¢cin durum farkhidir. Asagida, F(-) : A — comp(R) bigiminde siirekli kiime

degerli doniigtimiin siirekli selektoriiniin varligini gosteren bir teorem verilmistir.

Teorem 3.1.1. A C R™, F(:) : A — comp(R) stirekli kiime degerli doniigiim

olsun. O zaman F(-) kiime degerli donisiminin sirekli selektori vardar.

Kanat. (z,y) € A x R i¢in
o(z,y) =y (3.1.1)
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olmak tizere o(-,-) : A x R — R fonksiyonuu tamimlansin. Acgiktir ki,

o(+,-) : A x R — R fonksiyonu siirekli fonksiyondur. Simdi = € A igin

c(r) = max o(z,y) = max 3.1.2
(x) I (2,9) Xy (3.1.2)

olmak fiizere ¢(-) : A — R fonksiyonu tammlansin. (3.1.1) ile tanimh
o(+,-) : AxR — R siirekli fonksiyon, F'(-) : A — comp(R) siirekli kiime degerli
dontigiim oldugundan, Teorem 2.4.2 geregi (3.1.2) ile tamimh ¢(-) : A — R
fonksiyonu siirekli fonksiyondur.

Ve € A icin F(z) C R kompakt kiime oldugundan, (3.1.2)’den Vo € A
i¢in ¢(z) = y(x) olacak bi¢imde y(z) € F(z) vardir. O halde Vz € A igin
c(x) € F(x) olur. Boylece, Vx € A igin ¢(x) € F(x) olmak tizere ¢(-) : A — R
stirekli fonksiyon olur. Buise ¢(-) : A — R fonksiyonunun F(-) : A — comp(R)

kiime degerli dontisiimiiniin siirekli selektorii olmas1 demektir. O

3.2 Siirekli F() : [ty, 0] — comp(R") Kiime Degerli
Doniisuminun Siirekli Noktasal e-Yaklagik

Selektoriiniin Varhgi

Bu béliimde, aralikta tanimli, yani F(-) : [to,0] — comp(R™) bi¢iminde
siirekli kiime degerli dontigiimiin stirekli noktasal e-yaklagik selektoriintin varlig
incelenecektir. Genellikle, n > 1 iken F(-) : [to,0] — comp(R"™) bi¢iminde
siirekli kiime degerli doniisiimiin stirekli selektori yoktur.

Agagidaki teorem keyfi ¢ > 0 igin F() : [to,0] — comp(R™) bi¢iminde
olan siirekli kiime degerli doniigtimiin, bu kiime degerli dontigiimiin grafiginin
keyfi noktasindan gecen siirekli noktasal e-yaklagik selektortiin varoldugunu

gostermektedir.

Teorem 3.2.1. (Hu ve Papageorgiou 1997) F(-) : [to,0] — comp(R™) stirekli
kiime degerli doniisiim, (t,x.) € gri,oF(-), € > 0 olsun. O zaman ¥ t € [to, 0]
icin f5(t) € F(t)+eB, ve f¢(t.) = x, olacak sekilde f(-) : [to, 0] — R" siirekli

fonksiyonu vardwr. Yani ¥ ¢ > 0 igin F(-) kiime degerli donigiminin bu
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kiime degerli donistimiin grafiginin keyfi noktasindan gececek strekli noktasal

e-yaklasik selektoru vardr.

Kanit. € > 0 alinsin ve sabitlensin. F(-) : [to,0] — comp(R") kiime degerli
doniigimii [to, 0]'da stirekli oldugundan diizgiin siireklidir. Yani ¢ > 0 igin
|t — 7| < d(e) iken

h(F(t), F(T)) <eg/2 (3.2.1)

olacak bi¢imde d(g) > 0 vardir.

[to, 0] arahgmin t;, = t, ve A = t;;1 —t; < 0(e) olacak bigimde
D={to <t1 <ty < - <ty <t <tg<- - <t,=_0} dizgin
boliintiistinii alinsin.  Eger t, = ty veya t, = 6 ise, o halde t;, = t; veya
t;, = t,, = 6 olarak alnir.

A < §(e) oldugundan (3.2.1)’den Vi = 0,1,2,--- ,m — 1 i¢in

h(F(t), F(tin)) < /2 (3.2.2)

vet e [t“ ti+1] 1()311’1
W(E(t), F(t)) < £/2 (3.2.3)
h(F(1), Fti)) < /2 (3.2.4)

olur.

Keyfi t;,i=0,1,2,...,migin F(ty), F(t1),..., F(t,) kompakt kiimelerdir
ve F(t;,) = F(t,) dir. (t.,x.) € gryyef'(-) oldugundan z, € F(t,) dir. O
halde (3.2.2)’den

|25, -1 — 2| < g/2

olacak sekilde x;, 1 € F(t;,_1) vardir. Benzer sekilde
[ = @il < €/2
olacak gekilde z; 41 € F(t; 41) vardir. Boyle devam edilirse

[Tm — Zmll < /2
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olacak sekilde x,, € F(t,,) ve
[0 — 2]l < /2

olacak sekilde xy € F(to) vardir.
Boylece keyfi ¢ = 0,1,---,m icin z; € F(t;), ayrica
T =z € F(t;,)=F(t,) ve Vi=0,1,--- ;m — 1 igin

|zip1 — ]| <

(3.2.5)

DO ™

olacak bigimde x;'ler (i = 0,1,--- ;m) bulunur.
Simdi ¢ € [t tip1], i =0,1,2, - iy — 1,is i+ 1,--- ,m — 1 icin
t—1; t—1;
fet) = (1 - ) T+ " Tit1

tiy1 — 1 tiy1 — 1

fonksiyonu tamimlansin. Agiktir ki f¢(+) : [to, 0] — R™ stirekli fonksiyondur ve
keyfi i = 0,1,2,--- i, — ligg,te + 1,---.m i¢in
fe(t) = x; € F(t;)dir.

Keyfi t € [tg,0] vet # t;, 1 =10,1,2,-++ i, — 1,i4, 0+ 1,--- ;m — 1 igin
d(fe(t), F(t))ye bakahm. t € [to,0] ve t # t;, i = 0,1,2,--- ,m oldugundan
t € (t;,t;41) olacak bigimde ¢ =0,1,2,--- ,m — 1 vardir. O zaman (3.2.3)'den

ey — x| < e/2 (3.2.6)
olacak bi¢imde z; € F(t) vardir. (3.2.5) ve (3.2.6)'dan
2 = Tigal] < llwe — @il + o — 2| < € (3.2.7)
olur. (3.2.6) ve (3.2.7)’den

t—t, t—t,
1) =l = | (1= 2 )t i -

tiy1 — U i+1 — L

d(fo(t), F(t))

IN

t—1t; t—t;
< (1= -l + (P—

liv1 — t liv1 — t
_ — I = — g
- tig1—1t;) 2 tiv1 — 1 tiv1—1t;) 2~
elde edilir. Yani f(¢t) € F(t) + B, olur. O
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Sonug 3.2.2. F(-) : [to, 0] — comp(R™) stirekli kiime degerli doniisim, € > 0,
d(e) > 0 Teorem 3.2.1%in kamtindaki gibi bulunmus olsun. O zaman [ty, 0]
araligimin. A =t — t; < 0(e) olacak bigimdeki keyfi diizgin
' ={to < t1 < ta < ... < ty, = O}bélintisi i¢in F(-) kime degerli

dondtstiminin Yt € [to, 0] icin
ff(t) € F(t) +eB,
fet) e F(t) i=0,1,2,---m—1

olacak bicimde stirekli noktasal e-yaklasik selektori vardar.

3.3 Lipschitz Siirekli F(-) : [tg, 0] — comp(R"™)
Kiime Degerli Donusumuniin Lipschitz Surekli

Selektoriiniin Varligi

Boliim 3.2°de verilen siirekli F'(+) : [to, ] — comp(R™) kiime degerli doniisii-
miintin siirekli noktasal e-yaklagik selektoriiniin varhgr kanitlandi.  Genel-
likle, stirekli F'(-) : [to,0] — comp(R™) kiime degerli doniigimiiniin stirekli
selektoriiniin olmadigr “Aubin ve Frankowska (1990), Blagodatskikh ve Filip-
pov (1986), Filippov (1967), Hu ve Papageorgiou (1997)” de 6rneklenmistir.

Ancak F(-) : [tg,0] — comp(R™) kiime degerli dontigiimii Lipschitz stirekli
iken durum farkli olur. F(-) : [to,0] — comp(R™) kiime degerli déniigiimii
Lipschitz siirekli iken, bu kiime degerli doniigtimiin Lipschitz siirekli selektorii
her zaman vardir. Asagidaki teorem F(-) : [to,0] — comp(R™) bi¢iminde
olan Lipschitz siirekli kiime degerli doniigtimiin, bu kiime degerli doniisiimiin
grafiginin keyfi noktasindan gegen Lipschitz stirekli selektoriiniin varoldugunu

gostermektedir.

Teorem 3.3.1. (Hermes 1971) F(-) : [to, 0] — comp(R™) kiime degerli doniisii-
mii L > 0 sabitiyle Lipschitz stirekli ve (t.,x.) € gri,oF(-) olsun. O zaman
F() : [to,0] — comp(R™) kiime degerli donisiminin (t.,x.) noktasindan

gecen Lipschitz strekli selektori vardar.
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Kanat. F(-) : [to, 0] — comp(R™) kiime degerli doniigtimii L sabitiyle Lipschitz

stirekli oldugundan V ¢, 7 € [to, 0] ve 7 > t i¢in
hE(T), F(t)) < L(T — 1)

dir. [to, ] araliginin

(%) (k) (k) (k) k) _ (%) (k)
={ty’ <ty <ty <.ty <t =t <oy < - <lpnu =0}
diizgiin boliintiiler dizisi alinsim. A® = tfi)l - tz(»k) ve k — oo iken

A% — 0 olsun. O zamanVi=0,1,2,---5(k)—1,5(k),7(k)+1,--- ,m(k)—1
icin

WP (), F) < L-A® (3.3.1)

dir. Ve [ l(k),tEJr)l} icin

hFEMY, F@) < Lt —tP)y < L. AW (3.3.2)
ve

MF(EE), F() < Lt — 1) < L- AW (3.3.3)
dir.

Keyfi t¥, i = 0,1,2,---j(k) — 1,5(k),j(k) + 1,--- ,m(k) — 1 icin
k k k k k k ..
F(tg?), F(H), - Pt ) FESG), FE0 1), Ftie,) kompakt kiime-

lerdir ve VEk igin F(t;l(“,)g)) = F(t.) dir. (t,,2.) € gry,ekF(-) oldugundan

v, € F(t,) = F(t))) dir. O halde (3.3.1)'den

olacak sekilde x;](cl)f)_l cF (tglzll)_l) vardir. Benzer sekilde

olacak sekilde ! k) L EF (ty(cl)g) 1) vardir. Aym sekilde

(k)
e = Ty -1

< L-A®

(k)

Tiky+1 —

[ =it < 2 A
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ve

(k) (k) k
Ja8iayee = ]| < -2
olacak sekilde xg(,)g)_Q € F(ti(;)_Q), x§(,1)+2 € F(té.(,l)w) vardir. Boyle devam
edilirse
(k) (k) k
me(k) - xm(k)q‘ < L-A®
ve
-t s a0
olacak sekilde nggk) er (tgsgk)) ve x[()k) er (t(()k)) vardir.
Boylece keyfi @ = 0,1,2,---j(k) — 1,j(k),j(k) + 1,--- ,m(k) icin
k k k k
xg(lz) € F(tl(.(lz)), ayrica T, = xg.(,)c) € F(tg.(ll)) = F(t.) ve
i=0,1,2,---j(k)—1,5(k),j(k) + 1,--- ,m(k) — 1 igin
k k
ng(lg)ﬂ - xi(;i)” <L-A® (3.3.4)

olacak bicimde xgéclz)’lar bulunur.

Simdi ¢ € [tgf;),tgf,gm} (i=0,1,2,...,m(k) — 1) icin

=t \ow P tm
i(k)+1 ~ li(k) ik)+1 ~ Yi(k)

fonksiyonu tanimlansin.
fam (i) = 2l € Ftl)) ve Vk = 1,2, icin fam(ti)) = 2. € F(t)
AW i) i(k) i(k) 2o G JAm * *
dir.

Keyfi t € [to,0] ve t # ¥ & = 01,2k — 1,5(k),
Jk)+1,--- ;m(k) — 1icin d(fawm (t), F(t)) uzakhigmma bakilsin.

t € [ty,0] oldugundan t € <t52),t§2) +1> olacak bigimde i(k) vardr.

k k v ’
x,g(,z) € F(tg(lz)) oldugundan (3.3.2)’den

olacak sekilde x; € F(t) vardir. Ayrica (3.3.4) ve (3.3.5)'den

Ty — J:Z(f,z)H < L-AW (3.3.5)

sl

K k K
Ty — ‘Tz((lz)-i-lH = ‘ w§(£> - $§(12)+1H <2L-A® (3.3.6)

33



dir. (3.3.5) ve (3.3.6)’dan

d(faw (t), F() < | fao (t) — 2]

(k) (k)
_ H(l_ b=t ) o9 £~ tiw |,
| Tt e m ik
tz(k) - tz(k) tz(k) - tl(k)

k)

< (1 ¥Gl f ti(k)( ) ) ‘

— k k
bigkyr1 — Ligk)

(k)

( (k)
t; +1 ti(k)

"
< <1+(k)—(’()) L-A® <o AW
t t

i(k)+1 (k)
elde edilir. Yani fam (t) € F(¢) + 2L - A® B, olur.

Simdi Vi = 0,1,2,---j(k) — 1, 5(k), 5(k) + 1,--- ,m(k) icin [t(

9”5?12) I

(k)
Litkyr1 — Lt

)0
(k) Lik >+1}

araliklarinda fam (+) fonksiyonunun L sabitiyle Lipschitz siirekli oldugu gos-

terilsin. 7,72 € [tgf,z),tz(.é“,z)ﬂ] alinsin. (3.3.4)’den

~ g ™~ i
k i k
[ faw (12) = fam (M) = H( RO ) %(‘(12) + B ® xz((lz)—&-l
k)+1 i(k) ik)+1  lik)

(k) (%)
) T T T i

i)+ Vi(k i(k)+1 — Li(k)

_ To —T1 $(k) To —T1 x(k)
4R ® Ttk T TR Lk Litk)

i+ ~ i) Litky 1~ tigey

2N (k) (k)

= MO H$i(k)+1 _xi(k)H (3.3.8)

i(k)+1 i(k)

L-A®
= TA® (=m) =L (r2—7)

olur.
y N . . . . k: k
OhaldeVi=0,1,2,---j(k)—1,5(k),j(k)+1,--- ,m(k) i¢in [tﬁ(ﬁ)at@((ﬁ)ﬂ}

araliklarinda fa @) (-) fonksiyonu L sabitiyle Lipschitz siirekli olur.
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Simdi Vi = 0,1,2,++j(k) = 1,5 (), j(k) + 1, ,m(k) igin [, 8],
araliklarinda faw (+) fonksiyonu L sabitiyle Lipschitz olurken [¢y, f] araliginda
da ayn1 L sabitiyle Lipschitz stirekli oldugu gosterilsin.

me [t e [ 0] mo< e (k) < (k) alahm.(3.3.8)

den

I Faor(72) = faw Il < [ Faoo(72) = fawr (i)

k k
+ HfA(Ic)(tl((k))> - fA(k) <tl((k))71)H +..

k
+ HfA<k>(t§(,2)+1) — fam(m1)
(k) (k) (k)
< L. (72 . tl(k)> VL <tl(k) . tl(k)71> Yo

+L- (tgéclz)—i-l —7'1> =1 (T2 —7'1)

olur. Yani fam) (+) fonksiyonu [tg, 0] arahiginda ayni L sabitiyle Lipschitz siirekli

olur.
Keyfi k icin A® < r = 0 — ¢, oldugundan, Vk = 1,2,--- ve
V t € [ty, 0] icin
faw(t) € F(t)+2LAY . B, ¢ F(t)+2Lr - B, (3.3.9)

olur. F(-) : [to, 0] — comp(R™) Lipschitz siirekli oldugundan,

Fo=F(w o) = | F)

tG[to,@]
kompakt kiimedir. O halde (3.3.9)’dan V t € [ty, 6] i¢in
faw(t) € Fy +2Lr - B, (3.3.10)

olur. F, C R" kompakt oldugundan (3.3.10)’dan Vk = 1,2,--- ve ¥V t € [to, 0]
icin

[fam @ < K (3.3.11)
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olacak bigimde K > 0 vardir. Boylece {fam(:):k=1,2,---} fonksiyonlar
ailesi diizgiin siirhidir.

Vk=1,2,--- icin fam(-) : [to, 0] — R™ fonksiyonlari ayni L sabiti ile Lip-
schitz stirekli oldugundan {fam (-) : k= 1,2, - } fonksiyonlar ailesi es siirekli
fonksiyonlar ailesi olur. O halde Arzela-Askoli teoreminden { faw (+)} 5., fonksi-
yonlar dizisinin yakinsak alt dizisi vardir. Genelligi bozmadan & — oo iken
faw(-) — fi(-) oldugu varsayisin. (3.3.7)’den Vk = 1,2,--- ve ¥V t € [to,0]
icin

faw(t) € F(t)+2LAW . B,
dir. k& — oo iken A® — 0, faw(-) — f.(-), F(t) € R™ kompakt kiime
oldugundan V ¢ € [ty, 6] i¢in
fi(t) € F(t)
olur.
) = fam(t.) = 2. € F(t.), k — oo iken

Ayrica, ik (k) € T™ icin fam( i)
fam(-) — fi(+) oldugundan f.(t,) = x, € F(t.) olur.

Keyfi k = 1,2,--- igin fam(-) fonksiyonlar1 ayni L sabiti ile Lipschitz
strekli, £ — oo iken faw (-) — fo(+) oldugundan f.(+) : [tg, 0] — R™ fonksiyonu
da L sabiti ile Lipschitz siirekli olur.

Boylece fi(-) : [to,0] — R™ fonksiyonu L sabiti ile Lipschitz siirekli,

fu(ts) =z ve YV t € [ty, 0] igin f.(t) € F(t) olur. O

3.4 Sirekli Noktasal s-Yaklasik Selektoriin

Olmadigi1 Durum

Béliim 3.2.°de siirekli F'(+) : [tg, 0] — comp(R™) kiime degerli doniigiimiiniin
stirekli noktasal e-yaklagik selektoriiniin varoldugu kanitlandi. Eger F'(-) kiime
degerli dontisiimii bir boyutlu uzayin alt kiimesinde degil, daha biiyiik boyutlu
uzayn alt kiimesinde taniml ise, F'(-) kiime degerli dontigiimiiniin stirekli nok-

tasal e-yaklagik selektorii olmayabilir. Yani D C R™, m > 2, olmak fizere
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stirekli F'(+) : D — comp(R") kiime degerli doniigimiiniin siirekli noktasal
e-yaklagik selektorii olmayabilir.

Bu boliimde R?*'nin birim yuvarimdan yine kendisinin kompakt altkiimeleri-
ne giden siirekli bir kiime degerli doniigiimiin stirekli noktasal e—yaklagik

selektorii olamayabilecegine iligkin bir 6rnek verilecektir.

Ornek 3.4.1. B, ile R2 nin kapali birim yuvary gosterilsin.
Q= {(p,0) :0 < p<1,0<0 < 21} olsun. (x,y) € By\{(0,0)} i¢in
(p,0) € Q,

— 2 4 42 ng— 9 g— "
p=+/2?+y? sin \/m, oS \/m

ve
P(z,y) = (p,0)
olmak “zere

P(" ) :EQ\{(()?O)} - Q

fonksiyonu tamimlanasin.
r € (0,1) alinsin ve sabitlensin. Daha sonra v somut olarak 0’a yakin bir

sayr olarak secilecektir.

Simdi (p,0) € Q i¢in

D(p,0) = {(—=(1—r)cos(d +a),—(1—7)sin(f +a)) € R*:

—m(l—p)<a<a(l—p)}

olmak tizere ®(-,-) : Q ~ R? kiime degerli doniisimii tansmlansin. Keyfi (p,0)

alinsin ve (fi1, fa) € ®(p,0) olsun. O halde
(f1, f2) = (—(1 —7r)cos(0 + ay),—(1 —r)sin(d + o)) (3.4.1)
olacak bigimde o, € [—m(1 — p), w(1 — p)] vardwr. (3.4.1) den

I )l =i+ fi=v(I-rP=1-r<l (3.4.2)
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olur. O zaman (3.4.2)°den (f1, f>) € By oldugu bulunur. Béylece ¥(p,0) € Q
icin ®(p,0) C By olur.

Son olarak F(-) : By ~ R2kiime degerli dontisiimyi

pogy = L 070 @ =00 53

O(P(z,y)) , (2,y) € B2\{(0,0)}

olarak tanamlansin. Agiktr ki ¥(x,y) € By icin F(z,y) C By dir.

P s 8= o segelim. (z.,3.) = (0,0) igin

F(O, O) —+ Ef*EQ = (1 — T)FQ + €*§2

1 —= 1 —
- (1_1010)Bz+102032

1 1 = —
= (1—W+m>BQCB2

dir.
(T, ys) # (0,0) dgin (T4, y) — P74, yx) = (ps, 0.) olup

F(z.,y.) = {(—(1—- ﬁ) cos(b. + ), —(1 — ﬁ) sin(6, + «))

—7(1—p) <a<w(l—p)}

dar.

1 —
Uy = (Pss Vs) € Flay, yi) + ﬁBQ alinsin. O zaman

u, = (—(1— W) cos(f, + a,) + @bh —(1- @) sin(f + a.) + WbZ)

dir. Burada (by,by) € By yani

dir.

1 1 1
il = (1= £50)* + 7o — 21 = 105

1
1040 ) —=(b1 cos(0, + ) + ba sin(b, + aw.))

1020
(3.4.4)
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dur. |by| < 1,]be| <1 oldugundan (3.4.4) den

1 1 1 1
2 2
olur. Buradan
9 1 ., 1 1 1
feell™ < (0= g5w)" + 1o 40~ 1) 1

2 1 1 1 1

B T R T T TiERS TV (3:45)
1 5 4 1
= 1= 1010 2+ 1010 — 1020 + 1030) <1

elde edilir.
_ — 1
Boylece u, = (ps,s) € By olur. u, € F(xy,ys) + .82, (6. = —=) keyfi

1020
1 — —
secildiginden (3.4.5)’den F(x.,y.) + WBQ C By oldugu elde edilir. Yani
- — 1
F() —+ 8*32 . BQ ~ B2 (8* = ﬁ>
dir.
Keyfi (z,y) € By icin f(z,y) € F(z,y)+e.By olacak sekilde f(-) : By — R?
B . y . 1
strekli fonksiyonun varoldugunu kabul edilsin (e, = ﬁ)

Keyfi (x,y) € By i¢in F(x,y) + €.By C By oldugundan ¥(x,y) € By i¢in
f(z,y) € By olur. Yani f(-) : By — By siirekli fonksiyon olur. O zaman f(-)
fonksiyonunun sabit noktasy vardwr. Yani f(xo,vy0) = (%o,y0) olacak sekilde
ug = (w0, Y0) € By vardar.

P(x0,y0) = (po,bo) € Q olsun. O halde

po = lluoll = Il (o, o)l

olur.

f(zo,90) € F(xo,y0) + .83

oldugundan

(l’o,yo) € F(x07y0) + €*§2
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olup

1 1 1 1
(z0,90) = (—(1 = m) cos(fp +aq) + 10205)9, —(1—- 1010) sin(fp + ) + mbg)
(3.4.6)
dir. Burada
(9 + (8)° = 1. —m(1— o) < 0 < 7(1 - )
bicimindedir.
1 1
luoll* = Il(zo, o)l = (1 — W) U
1 I, 0.
—2(1— W)W(bl cos(bp + ) + by sin(fy + ayp))
olur. Buradan
, ) 2 1 1 4 4
po = lluoll”=1— 1010 + 1020 + 1040 1020 + 1030
=1 2 i + ! + = >1 > > 1 !
B 1010 1020 1030 10% 1010 109

elde edilir. (3.4.5)’ benzer olarak ||uo||> < 1 oldugu gésterilebilir.

1

L s < = ol < 1
oldugundan
1
l——<p <1 (3.4.7)

104

dir. Buradan da
—m(1 = po) < ap < (1= po)

%4,%4) elde edilir. P(xo,y0) = (po, o) oldugundan

= po cos by, Yo = posinby olur. O halde (3.4.6) dan

oldugundan oy € (—

1 1
pocosty = —(1— W) cos(fy + ap) + Wb(l)
) 1 0
posinty = (1 — W) sm(&o + Ozo) + Wb
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oldugu bulunur. Dizenlenirse

1 1
pocosty+ (1 — W> cos(fy + o) = @bﬁ)
. I . 1
posinfy + (1 — m) sin(fp + o) = ng
elde edilir. Buradan ise
1 1
pocosby + (1 — W) cos(by + )| = To% |67
ve
. 1. 1 .,
posinby + (1 — W) sin(fy + )| = T0% |65
olur.
1 o m ™ v
|cos 6| > E oldugu varsayilsin. oy € <—1—04, 1—04> oldugundan
0o + 6
|cos(fg + ag) — cosby| = 2 sinw : ‘sin%
. (g | m
< 2 <250 < T
S R RN T/

olur. O halde
m
cos(fy + ap) = cos by + 10
olacak bigimde r, € [—1,1] vardir. O halde (3.4.7) ve (3.4.10)’dan

1
pocos by + (1 — ——) cos(0y + )

1010
1 m 1
= |pocosto + (1 — W)COSGO +7”*1—04(1 - m)
1 m 1
> (0 (1= ) ) loostul = Il 5501 = 1)

1 111
-2 ) ra-—y| LT
” K 104) * 1010)} 5 100

1 s 1 1 4
)

> — >
V2 108 T2 10
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olur.
00,89) € By ,yani (19) + (b9)* < 1 oldugundan, V9] < 1 dir. O halde
(3.4.8)den

1

1020 0] < 1o (3.4.12)

1
pocosBy+ (1 — W) cos(fo + ap)| =

dir.
Boylece (3.4.11) ve (3.4.12) esitsizlikleri (3.4.8) esitligi ile celigir. Yani

1
lcos | > —= iken (3.4.8) dogru olamaz.

V2

y L . 1
Eger |costy| < —= ise o zaman |sinfy| > —= olur. Benzer olarak

V2 V2

1
sin Oy| > — iken (3.4.9) esitliginin dogru olmayacagi kanitlanabilir.

V2

1
|sin Oy| > — oldugu varsayilsin. oy € (—

V2

1l04, 1i04> oldugundan
80 + 90 +

|sin(fy + o) — sinfy| = 2 |cos )

‘.Oéo

2

ool _ ™
104

IA
N

’<2

olur. O halde

sin(fy + ap) = sin Oy + r*ll()‘l (3.4.13)
olacak bigimde r, € [—1,1] vardur. O halde (5.4.7) ve (3.4.13)’den
1
Lo sin 90 + (1 — W) SIII(Q() + Oéo)
. 1 1
= [posinfy + (1 — 1010)sm00+r*104(1—m)
1 ) T 1

> (mot (- ) Bl = e 50— 1) (49

1 111
_ 1— — )| = _ =
<1 104) * 1010>] 5 100

1 T 1 1 4
5

> — >
V2 108 T2 10
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olur.
10,82) € Bs, yani (19)° + (19)° < 1 oldugundan, W3] < 1 dir. O halde
(3.4.9)dan

1

% (3.4.15)

. L. 1
£o Slﬂe() + (1 — m) Sll’l(e(] + Oé(]) = ﬁ |bg| <
dar.

Boylece (3.4.14) ve (3.4.15) esitsizlikleri (3.4.9) esitligi ile ¢eligir. Yani

1
|cos 6] < G iken (3.4.9) dogru olamaz.

O halde, varsaymm dogru degildir ve F(-,-) : By ~ By kompakt degerli

kiime degerli donisiminin (r = ) stirekli noktasal .—yaklagik selektiori

1010
1
(4 = —==) yoktur.

10%
Boylece, Ornek 3.4.1 ile verilen ve (3.4.3) ile tammh F(-) : By — By,
1
(r = m) kiime degerli doniigiimiiniin e, = To% iken siirekli noktasal

e.-yaklagsik selektorii  yoktur. (Bu durumda keyfi (z,y) € B, icin
F(z,y) + e.Bs C By olur.) O halde (3.4.3) ile tammh F(-) : By — B,

1
= ) stirekli kiime degerli doniigiimiiniin, keyfi ¢ < €, = icinde

(= Jom 1020

stirekli noktasal e-yaklagik selektorii yoktur. Ayrica, (3.4.3) ile tanimh siirekli
F(:): By — By, (r

= 1gi0 010) kiime degerli dontisiimiiniin siirekli selektort de

yoktur.
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4 SUREKLI SELEKTORLERIN YAKLASIK
SUREKLI SELEKTORLERE
PARCALANISI

4.1 Skaler Degiskenli Kiime Degerli Doniisuimlerin
Afin interpolasyonu

F(-) : [to, 0] — comp(R™) kiime degerli doniigiimiiniin interpolasyonu tanim-

lansin.  F(-) : [to,0] — comp(R™) verilen bir kiime degerli doniisiim,
A= {ty <ty < -+ <ty = 0} ise verilen [to, 0] araligimn bir bolintisi
olsun.

diam(A) = max{t;;1 —t; : i =0,1,--- ,N — 1}

olarak tamimlanan diam(A)’ya verilen A boliintiistiniin ¢apr denir. Simdi her

i=0,1,--- ,N—1vet€ [t;,t;y) i¢in

FA() = (1— Lh >F(tz‘)+ Lt F(tiy)

tiv1 —t; tiy1 — t;
(4.1.1)

FA0) = F(0)
olmak tizere t — FX(t), t € [to, 0] kiime degerli doniigiimii tanimlansin.

Tanim 4.1.1. F(-) : [to,0] — comp(R"™) kime degerli donisim,
A= {tp <ty < -+ < tyo1 < ty = 0} [to,0] araligrnan bir bolintiisi
olsun. (4.1.1) ile tamwmlanan t — FX(t), t € [to,0] donisimine verilen
F(-) : [to, 0] = comp(R™) kiime degerli donisiminin A bélintisine gore afin

interpolasyonu denir.

(4.1.1)’den agiktir ki; V¢t = ¢;,(i = 0,1,---,N) icin F(t;) = FX(t;) olur.
Ayrica F(+) : [to,0] — comp(R™) oldugundan, her t € [tg,0] i¢in F(t) C R"
kompakt kiime olur. O halde (4.1.1)’den Vt € [ty,0] igin FX(t) C R™in de

kompakt kiime oldugu bulunur.
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Eger F(-) : [to,0] — conv(R™) bigiminde kiime degerli doniigiim ise o za-
man V¢ € [to, 0] icin F(t) C R™ konveks kompakt kiime olur. Buradan yine
(4.1.1)’den Vt € [to,0] igin FX(t) C R™ kiimesi de konveks ve kompakt kiime

olur. Bunlara dayanarak agagidaki onerme ifade edilebilir.

Onerme 4.1.2. F() : [to,0] — comp(R"™) kiime degerli donisiim,
A= {ty <ty < - <ty =0} [to,0] arahgiman bir bélintisi, t — FX(t),
t € [to, 0], kiime degerli doniisimi F(-) kiime degerli dontgimiinin A bolintisi-
ne gore (4.1.1) ile belirlenen afin interpolasyonu olsun. O zaman t — FX(t),
t € [to,0], kime degerli doniisimii FX(-) : [to,0] — comp(R™) olacak bigimde
kiime degerli dontisimdir ve Vt = t; (i = 0,1,--- ,N) i¢in F(t;) = Fx(t;)
olur.

Ayrica, eger F(-) : [to,0] — conv(R™) bigiminde kiime degerli déniisim ise
FX() kime degerli dontgimide FX(-) : [to,0] — conv(R™) bi¢iminde kime

degerli dontsumdir.

Onerme 4.1.3. F() : [to,0] — comp(R™) kitme degerli donisim,
A={ty <ty <--- <ty =0} [to,0] aralguun bir bélintisi olsun. O zaman
F(:) kiime degerli doniigtiminin A bélintisine gore afin interpolasyonu olan
FX(*) : [to, 0] — comp(R™) déniisimi siirekli kime degerli dontisimdiir.

Simdi stirekli F'(+) : [to, 8] — conv(R™) kiime degerli dontigiimii ile bu kiime
degerli dontigiimiin afin interpolasyonu arasindaki iligkiyi gosteren 6nerme ver-
ilsin.

Onerme 4.1.4. ¢ > 0, F(:) : [to,0] — conv(R") siirekli kiime degerli
dontigiim, A = {ty < t; < --- <ty = 0} [to,0] araliginan keyfi bir bélintiisi,
FX(*) : [to, 0] — conv(R™) kiime degerli dontigimi F(-) kiime degerli donisimii-
nin A bolintisine gore (4.1.1) ile tanamlanan afin interpolasyonu olsun. O
zaman diam(A) < 0(g) iken Vt € [to, 0] icin

h(F(t), FA(t) <€

olacak bi¢imde () > 0 vardur.
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Kanat. F(-) kiime degerli doniigtimii [to, 0] araliginda stirekli oldugundan diizgiin

stireklidir. Yani e > 0 icin |t — 7| < 0(¢) iken
h(F(t),F (7)) <e (4.1.2)

olacak bi¢gimde d(e) > 0 vardir. [to,0] araliginin  bolintiisi
diam(A) = t;y1 — t; < 6(e) olacak bi¢imde segilirse Vi = 0,1,--- ,N — 1
icin

h(F (tis1), F(t;)) < ¢ (4.1.3)

olur. (4.1.2)’den Vi =0,1,--- ,N —1ve t € [t;,t;+1) i¢in
h(E(t;), F(t) <e, h(F(tis1),F(t)<e (4.1.4)
oldugu bulunur. Simdi V¢ € [to, 6] igin
ME(), FA(1) < ¢

oldugu gosterilsin.

Keyfi bir t, € [ty, 0] alinsin ve sabitlensin. O zaman ¢, € [t;,t;41) olacak
bigimde bir i =0,1,--- , N — 1 vardir. w € FX(t) olsun. O halde ¢, € [t;,t;+1)
oldugundan F%(t,) kiimesinin tanimina gore

t. — t; t. — t;
w=|(1- x; + Y (4.1.5)
Liv1 — 1 tivy1 — 1

olacak bi¢imde z; € F(t;) ve y; € F(t;11) vardir. Buradan ve (4.1.4)’den

(B N

(4.1.6)
lyi —yill < e
olacak bigimde z} € F(t,) ve yf € F(t,) vardir. Simdi
o <1 - til_—t;) T+ tf;__t;i v (4.1.7)

seklinde tanmmlansin. 2} € F(t.),y; € F(t.) ve F(t.) konveks oldugundan
w, € F(t,) dir.
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Simdi ||w — w,]|| farkina bakilsin.

t,—t, ot —t .
o=l = | (1= 2520 ) (- )+ - )

dir. (4.1.6)’dan

te — 5 te — 15
o= w < (1= 220 ) o= atll 4 - afl < o

elde edilir. Boylece keyfi sabitlenmis w € F}(t.) i¢in
|w —w,| < e (4.1.8)
olacak bi¢imde w, € F(t,) vardir. Bu ise
FX(t.) C F(t.) +eB, (4.1.9)
olmas1 demektir.
Simdi t, € [t;,t;41) icin keyfi w* € F(t.) almsin ve sabitlensin. (4.1.4)’den
[w" =zl < e

(4.1.10)

lw™ —will < e

olacak bi¢imde z; € F(t;), y; € F(t;41) vardir.
Simdi x; € F(t;), y; € F(tiy1) igin
w = (1—u)xi+ug/i
tiv1 — 1 tivy1 — 1
seklinde tamimlansin. O halde w € FX(t.) olur. Simdi |[|jw — w*| farkma

bakilsin. (4.1.10)’dan

o —wl = (1= )
w—w*| = - )+ —;
liy1 — 1 tiy1 — tz’y

< (1= ) llm —w[+ — [y —w*[| < e
tiy1 — 1 liy1 — 1
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olur. Boylece keyfi sabitlenmis w* € F(t,) icin
|lw* —wl|| <e (4.1.11)
olacak bi¢imde w € FX(t.) vardir. Bu ise
F(t) C Fi(t) + 2B, (4.1.12)
olmasi demektir. (4.1.9) ve (4.1.12)’den
h(F(t.), FA(t)) < e

oldugu elde edilir. t, € [to, 0] keyfi segildiginden 6nerme kanitlanmg olur. [

4.2 Skaler Degiskenli Siirekli Kiime Degerli
Doniigtimlerin Toplaminin Siirekli Selektoriiniin
Suirekli Noktasal Yaklasik Selektorlere Pargalanisi

Bu béliimde, Fi(+) : [to, 0] — conv(R™), Fy(-) : [to, 0] — conv(R™) siirekli
kiime degerli doniigtimler, £ > 0 olmak tizere F(-) = Fy(-) + Fy(+) kiime degerli

doniigiimiintin stirekli f(-) : [tg,0] — R™ selektoriiniin, fi(-) : [to,0] — R”

fonksiyonu Fi(-) kiime degerli doniigiimiiniin siirekli noktasal e-yaklagik se-

lektori, fa() : [to, 8] — R™ fonksiyonu Fy(-) kiime degerli doniigiimiiniin siirekli

noktasal e-yaklagik selektorii olmak tizere Vt € [tg, 0] igin

f@t) = fi(t) + f2(t)

biciminde gosterilebilir olmasi problemi incelenecektir.

Teorem 4.2.1. Fi(-) : [to,0] — conv(R"), Fy(:) : [to, 0] — conv(R™) siirekli
kiime degerli donisimler, ¥ t € [to, 0] icin o(t) € Fi(t) + F(t) olmak zere
() = [to, 0] — R™ siirekli fonksiyon, € > 0 olsun. O zaman ¥ t € [to, 0] i¢in

i (t) € B(Fi(t),2e) = Fi(t) +2¢B,

#5(t) € B(Fy(t), 22) = Fylt) + 22 B,
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olmak tzere

p(t) = ¢1(t) + ¢3(t),
olacak bigimde stirekli ©5(-) : [to, 0] — R™, ©5(¢) : [to, 0] — R™ fonksiyonlar:

vardar.

Kanat. Fi(v) : [to,0] — conv(R™), Fy(:) : [to,0] — conv(R™) siirekli kiime
degerli doniigiimler, ¢(+) : [to, 0] — R™ siirekli fonksiyon, [tg, ] kompakt kiime
oldugundan Fi(-), Fy(:) kiime degerli dontigiimleri ve ¢(-) fonksiyonu [t¢, 0]
araliginda diizgiin siireklidir. O halde € > 0 i¢in ¥V ¢, 7 € [to, 0], |t — 7] < (¢)
iken

h(F(t), Fy(7)) < &, h(Fy(t), Fa(r)) < e (4.2.1)

le(t) —e(r)ll < & (4.2.2)

olacak bi¢imde d(g) > 0 vardir.
[to, 0] arahigmmin A = {tg < t; < ty < --- < ty = 0} diizgiin boliintiisi

alinsin ve diam(A) = t;41 —t; < d(¢) olsun. O zaman (4.2.1)’den
h(Fl(ti—l—l)u Fl(tz)) S g, h(FQ(ZfH_l), F2<t1>> S 3 (423)

ve (4.2.2)’den
le(tiva) — ()l < e (4.2.4)

olur. t € [t;, t;11) iken (1 =0,1,2,...,N —1)

t—t t—t,

Fi(t) = (1 T t-) Fi(t:) + mpl(tz‘ﬂ) (4.2.5)
t—1; t—1;

Ft) = (1 - t') By(t) + 7 Plti) (4.2.6)

olmak tizere FY(+) : [to, 0] — conv(R™), F5(-) : [to, 0] — conv(R™) siirekli kiime

degerli doniigtimleri tanimlansin.
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Agiktir ki, Fi*(+) : [to, 0] — conv(R™), F5(-) : [to, 0] — conv(R™) kiime dgerli
doniiglimleri uygun olarak Fi(-) : [tg, 0] — conv(R™), Fy(+) : [to, 0] — conv(R™)
kiime degerli dontiglimlerinin A = {tg < t; < to < -+ < ty = 0} diizgln
boliintiistine gore afin interpolasyonlaridir.

Onerme 4.1.4’deki kanit tekrarlanirsa (4.2.1) ve (4.2.3)'den ¥ t € [to, 0] icin

h(Fi(t), Fy(t) <e, h(Fy(t),F5(t) <e (4.2.7)

oldugu kamitlanabilir. Ayrica (4.2.2)’den Vt € [t;,t;11) (i = 0,1,--- | N — 1)
icin

I o(t) —e(ts) (<€ (4.2.8)

oldugu bulunur.
Keyfi i = 0,1,2,...,N icin ¢(t;) € Fi(t;) + Fa(t;) oldugundan
Vi=0,1,2,..., N igin
p(ti) =y + 5 (4.2.9)
olacak bigimde y¢ € Fi(t;), vs € Fy(t;) vardir. O halde (4.2.4)den,
Vi=01,-- N icin

lo(tiv) — ()| = [[si™ +v5™ — (i +v3)|| < e (4.2.10)

olur. t € [tz‘,ti+1) icin (2 =0,1,2,...,N — ].)

t—t; : t—t;, .
y=(1- ! [ VAR 4.2.11
©1(t) ( M1_m)%+hﬂ_h% ( )
t—t; . t—t;, .
ty=(1- ! ! Lot 4.2.12
251 ( tm_ti)yfrtm_tiyz (1212)
©"(t) = @1(t) + @5(t) (4.2.13)

olsun. (4.2.5), (4.2.6), (4.2.9), (4.2.11) ve (4.2.12)den V t € [to, 0] icin
pi(t) € FY(t), ¢a(t) € F3(t) (4.2.14)

olur.
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(4.2.9), (4.2.11), (4.2.12) ve (4.2.13)ten Vi = 0,1,2,--- , N icin
0 (t:) = p(t;) = yi + v (4.2.15)

dir.
(4.2.10), (4.2.13) ve (4.2.15)'den keyfi t € [t;, t;11] icin

le" () =" @)l = [[ei(t) + @3(t) — (11 + )

= H (1 - til__tt) (i + v)

t—ti i i i i
+ " ) — (i + )
i+1 — b
t—1; , . t—t. . .
= 4 i+1 i+1y i i i
ti+1 - tz (yl + Y2 ) ti-i—l — tz <y1 + y2)
t—1 i+1 i+1 i i
I o™ + ™ = (v1 + )| (4.2.16)
i+1 — b
< lp(tin) — )] < e
olur.
P1(t) = (Pr)mwmei(t), ¢5(t) = (Pr)mues(t) (4.2.17)

olsun.  ¢i(v) :[to,0] — R™ @i() : [to,0] — R"™ siirekli fonksiyonlar,
Fi(v) : [to,0] — conv(R™), Fy(-) : [to,0] — conv(R™) siirekli konveks ve
kompakt degerli kitme degerli doniistimler oldugundan Onerme 2.4.10 ’dan
V t € [to, 0] icin
P1(t) € Fi(t), ©5(t) € Fa(t) (4.2.18)
ve p¥(+) : [to, 0] — R™, ©9(-) : [to, 0] — R" siirekli fonksiyonlardir.
(4.2.7)den ¥ t € [to, 0] i¢in

Fi(t) C Fi(t) +eB,, Fi(t) C Fy(t) +eB, (4.2.19)
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olur. (4.2.14) ve (4.2.19)’dan Vt € [ty, 0] igin

©i(t) € Fy(t) +eB,

(4.2.20)
©3(t) € Fy(t) +eB,
oldugu elde edilir. Bu durumda (4.2.20)’den
d(pi(t), Fi(t)) < e
(4.2.21)
d(p3(t), Fa(t)) <€
oldugu elde edilir.
(4.2.17)’den
lei() — RO = dlei(t), Fa(t))
(4.2.22)
o5(t) —5(0)|| = dlws(t), Fa(t))
elde edilir. (4.2.21) ve (4.2.22)’den
eit) =@ < e
(4.2.23)
le3(t) — 50| < e
olur.
P'(t) = 1(t) + pa(t) (4.2.24)
olsun. O zaman (4.2.13), (4.2.23) ve (4.2.24)’den Vt € [ty, 0] i¢in
") =" @ 1 = 1l (£5(0) +93(1) = (L) + ©5(2)) |
(4.2.25)

< lei) +@3(t) | + 1 h(E) + h(t) [I1< 2¢
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olur.

Ayrica (4.2.9) ve (4.2.15)’den
p(ti) = ¢"(t:) = (Y1 +95) — (1 +2) =0 (4.2.26)
olur.

O zaman V't € [t;,t;41)icin (1 =0,1,2,...,N—1) (4.2.8), (4.2.12), (4.2.16),
(4.2.25) ve (4.2.26)'dan

o) = O] < lle®) = el + let) — ¢ (&)l

+e'(t) =" Ol + o (1) = @) (4.2.27)

< e+0+e+2e=4¢
olur. O halde V t € [t, 0] icin b(t) € B,, vardir dyle ki,
o(t) — ©°(t) = 4eb(t) (4.2.28)

olur. ¢(-) ve ¢°(-) siirekli oldugundan b(-) : [t,0] — B, siireklidir. O halde
(4.2.24) ve (4.2.28)'den

o(t) = QL) + 2eb(t) + Y(t) + 2<b(t) (4.2.29)
olur.

pi(t) = h(t) + 2eb(t)

(4.2.30)
pa(t) = @5(t) +2eb(t)
dersek (4.2.18)’den ¥ t € [to, 6] igin
¢1(t) € B(Fi(t),2e) = Fy(t) + 2¢B,,
©a(t) € B(Fy(t),2e) = Fy(t) + 2¢B,,
olur ve (4.2.29)'dan @(t) = @1 (t) + @a(t) dir. O
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Teorem (4.2.1)’in kanitindan, her ¢ = ¢; icin
Fi(t;) = Fi(t:), Fa(ts) = F3 (&)
ve
e1(t:) € FT (L), ¢5(t:) € F5(t:)
oldugundan,
p1(ti) € Fi(ti), ¢3(ti) € Fa(ti)
olur. O halde (4.2.17)’den
P(t) = it), @s(ti) = p3(t)
oldugu bulunur. Boylece Vi=10,1,2,..., N i¢in
Wit = ¢it) =y € [(t)
(4.2.31)
Pa(ti) = witi) =y € Bo(t)
ve
p(t:) =1 +y2 = 1(t:) + @a(ts) = " (t:)
olur. O halde (4.2.28)’den Vi =0,1,2,..., N — 1 i¢in b(t;) = 0 olur. O zaman
(4.2.30)’dan i =0,1,2,..., N igin
prti) = @N(t:), walti) = ¥5(t)
ve (4.2.31)'den
p1(ti) € Fi(ti), ¢a(ti) € Fa(ti)

elde edilir. Yani Teorem 4.2.1’de bulunan o(t) = p1(t) + ¢2(t) parcalanmigi i¢in
t =t; iken
p1(ts) € Fi(ts), ¢2(t:) € Fa(ts)

olur.
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4.3 Kompakt Kiime Uzerinde Tamimli Alttan Yar:
Suirekli Kiime Degerli Doniisiimlerin Toplaminin
Surekli Selektoriiniin Siirekli Noktasal Yaklasik

Selektorlere Parcalanisi

Bu boélimde K <C R" kompakt kime, Fi(-) : K — cd(R™),
Fy() : K — cl(R™) konveks degerli alttan yar siirekli kiime degerli doniigiim-
ler, £ > 0 olmak tizere F(-) = Fi(:) + F5(-) kiime degerli dontigiimiiniin siirekli
f() : K — R™ selektoriiniin, fi(-) : K — R™ fonksiyonu Fj(-) kiime degerli
doniigiimiiniin siirekli noktasal e-yaklagik selektorii, fo(+) : K — R™ fonksi-
yonu Fy(-) kiime degerli doniigiimiiniin siirekli noktasal e-yaklagik selektorii

olmak tizere Vx € K igin

f(@) = fiz) + fa(2)

bi¢ciminde gosterilebilir olmasi problemi incelenecektir.

Oncelikle birimin siirekli parcalangimi tanimlansim.
Tanim 4.3.1. (Aubin 1998) i = 1,2,--- .1 i¢in V; C R" agk kimeler,
l

K CR"ve K C UV; olsun. Keyfix € K vei = 1,2,--- 1 i¢in a;(x) > 0,

i=1
!

supp  a;(-) C Vi wve Zai(m) = 1 olacak bigimde o;(-) : K — R sirekli
i=1

fonksiyonlary varsa, o;(+), i = 1,2, 1, sirekli fonksiyonlarina K kiimesinin

Vii=1,2,--- 1 agik ortusine gore birimin sirekli parcalanisr denir. Burada
supp o;(+) ={zx € K : ay(x) # 0} dir.
Teorem 4.3.2. (Aubin 1998) Eger K C R™ kompakt kiime, keyfii = 1,2,--- |1
1
wein V; C R™ agik kimeler ve K C U Vi ise, o zaman K kumesinin V; ac¢ik
i=1

kiimelerine gore birimin surekli parcalanist vardr.

Asagidaki teorem kompakt kiime tizerinde tanimli alttan yar: stirekli kiime
degerli dontigtimlerin toplaminin siirekli selektoriiniin, keyfi € > 0 i¢in stirekli

noktasal e-yaklagik selektorlere pargalaniginin varligini ifade etmektedir.
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Teorem 4.3.3. K C R kompakt kime, Fi(-) : K — cc(R™),
F() + K — ce(R™) alttan yar sirekli kime degerli donisimler, Yo € K
icin p(x) € Fi(x) + Fy(x) olmak dizere o(-) : K — R™ siirekli fonksiyon ve

e >0 olsun. O zaman Vx € K i¢in

o1(x) € B(Fy(x),3¢) = Fi(z) + 3¢B,,

pa(x) € B(Fy(2),3¢) = Fy(x) +3¢B,
olmak tizere
p(z) = p1(z) + pa(x)

olacak bigimde siirekli p1(-) : K — R™ wve @o(-) : K — R™ fonksiyonlar

vardar.

Kanit. o(-) : K — R™ siirekli fonksiyon ve K kompakt oldugundan K’da
diizgiin siireklidir. O halde Ve > 0, x,y € K i¢in ||z — y|| < . iken

le(@) — eyl <e (4.3.1)

olacak bicimde 4, > 0 vardir.

Vo € K icin p(z) € Fi(x) + Fp(x) oldugundan Vz € K igin
¢ (x) € Fi(x), gqz) € Fy(x) (4.3.2)
olmak tizere
o(x) = q(x) + ¢(x) (4.3.3)
bigiminde gosterilebilir. O zaman Fi(-) : K — cc(R™), Fy(:) : K — cc(R™)

kiime degerli doniigiimleri alttan yari siirekli, Vo € K, ¢(z) € Fi(z),

¢2(x) € Fy(x) oldugundan Vy € B,,(x,d(e,x)) igin
Bu(qi(z),e) N Fi(y) # 9
(4.3.4)
B(g(z),e) N Fa(y) # @
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olacak bigimde d(e,x) € (0,9,) vardir. Burada d, > 0 (4.3.1)’de tanimlanan
sayidir.

Agiktir ki
K C | Bu(x,4(e,x))

zeK

dir. Yani B, (z,d(e,z)), x € K, agk yuvarlari K kiimesinin bir ortiistidiir.
K C R™ kompakt kiime oldugundan
K C U Bn(.ilfi, 5,)
i=1
olacak bi¢imde sonlu sayida B, (z;,d;), (i = 1,2,--- ,r), acik kiimeleri vardir.
Burada ; = (e, z;)’dir. Ayrica Vo € K icin d(e,z) € (0,6,) olacagindan,
Vi=1,2,---,rigin

olur.

K C R™ kompakt kiime, B,(x1,d1), -, By(x,,0,) agk yuvarlari K'nin
sonlu ortiisii olduguna gore, Teorem 4.3.2°den K kiimesinin B, (x;,d;),
(1=1,2,---,r), Ortiisline gore birimin stirekli parcalanigi vardir. Yani, Vo € K

icin

a;(x) >0, Zai(x) =1

ve
supp () C Bn(xi, 6;)
olan siirekli o;(+) : K = R (i = 1,2,--- ,r) fonksiyonlar1 vardir.
Her x € K igin ¢ (z) ve ¢2(x) (4.3.2) ile tammlanmak tizere i = 1,2,--- ,r
icin

4 = q(w), ¢ = qw) (4.3.6)

olsun. O zaman (4.3.2), (4.3.3) ve (4.3.6)’dan keyfi i = 1,2,--- ,r igin
ple:) = a4 +qf (4.3.7)

57



ve

Qil € Fi(z;), %2 € Fy(z;) (4.3.8)
olur.
Vz € K icin
pr@) = D @)
i=1
(4.3.9)
P2r) = > ai(x)g;
i=1
olsun. a4(-) : K — R, (i = 1,2,---,r) fonksiyonlar siirekli oldugundan
(4.3.9)dan @L(-) : K — R™ ve p2(-) : K — R™ siirekli fonksiyonlardir.
Iz)={i=1,2,- - ,7:a4(x) > 0}
olsun. O zaman (4.3.9)’dan
pr(z) = > ailx)g
i€l(x)
(4.3.10)

2 = 3 ala)d

olur.
Keyfi z € K ve i € I(z) alinsin ve sabitlensin. I(z) kiimesinin tanimindan

a;(x) > 0 ve dolaysiyla

x € supp a;(+) (4.3.11)
olur. «;(+), (i=1,2,---,7) birimin siirekli pargalanigi oldugundan
supp ;(+) C By(x4,6;) (4.3.12)

olur. (4.3.11) ve (4.3.12)’den keyfi x € K ve i € I(x) i¢in
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elde edilir. (4.3.4)’den her ¢ =1,2,--- |r igin € B,(z;, ;) iken

(a1 (25), ﬂFl ) # 0
(4.3.14)

(12 ZUz ﬂF2

olur.
Keyfi z, € K almsin ve sabitlensin. O zaman (4.3.13) ve (4.3.14)’den
Vi € I(x,) igin

q1 xz mFl -T*

(4.3.15)
Q2 xz ﬂ FQ .T* @
olur. O zaman (4.3.6) ve (4.3.15)’den Vi € I(z.) igin
Bu(gh2) () () £ 0
(4.3.16)
Bu(@t,2) () Falas) £ 0
olur.
O halde (4.3.16)’dan keyfi i € I(x,) icin
qll € E(Fl(l‘*),g) = Fl(l'*) + E‘:En
(4.3.17)
q12 € F(FQ(.T*),E) = FQ(l'*) + €§n
oldugu bulunur.
Fi(xz,) ve  Fy(x,)  konveks  kapali  kiimeler  oldugundan

Fy(x,) + B, ve Fy(x,) + B, kiimeleri de konveks kapal kiimelerdir.

Keyfi i € I(z.) i¢gin a;(x,) > 0, Z ai(r,) = 1, Fi(z,) +¢eB, ve
i€l(zy)
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Fy(z,) + €B,, konveks kapal kiimeler oldugundan (4.3.10) ve (4.3.17)’den

pr(z) = Y ailw)g € Fi(z.) +¢eB,
i€l(zy)
(4.3.18)
Pir) = Y ai(w.)q € Fy(x.) + B,
iEI(Q?*)

oldugu bulunur. z, € K keyfi sabitlenmis oldugundan (4.3.18)’den keyfi x € K

icin
p.(2) € B(Fi(x),¢) = Fi(2) + B,
(4.3.19)
pi(x) € B(Fy(x),) = Fy(x) + B,
dir.
Simdi keyfi x € K igin
() = py(2) + () (43.20)

olmak tizere @, () : K — R™ fonksiyonu tanimlansin.
Keyfi z, € K alinsin ve sabitlensin. Simdi keyfi i, € I(x,) segilsin ve
sabitlensin. O zaman (4.3.13)’den

Ty € Bn(l’i*,di*)

dir. Buradan da

<9

| zs — 2. i (4.3.21)

oldugu elde edilir. (4.3.5)’den ¢;, < §,’dir. O halde (4.3.21)’den

|z — x;, || < 6 (4.3.22)

olur. (4.3.1) ve (4.3.22)’den
| () — (i) [|[< € (4.3.23)
oldugu elde edilir.
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ix € I(x,) keyfi sabitlendiginden, (4.3.23)’den keyfi i € I(z.) i¢in

| () — (i) [|[< € (4.3.24)

oldugu elde edilir.

Z a;(z,) = 1 oldugundan, sabitlenmis herhangi bir i, € I(z,) i¢in

pa)= 3 ale)- o) (4.3.25)

olur.

Ayrica (4.3.6), (4.3.7), (4.3.10) ve (4.3.20)’den

pulr) = pulns) + i)

= > @) (g +4) (4.3.26)

i€l(z+)
= Z () - ()

olur.
Simdi || ¢(z.) — @«(z4) || farkina bakilsin. i, € I(x,) olmak iizere (4.3.23),
(4.3.24), (4.3.25) ve (4.3.26)'dan

(@) = ez | < o) =) [| + | p(i) = @u(2.) |

IA

€+ Z i) - p(xs,) — Z ai(z.) - p(;)

i€l(xy) i€l(xy)

IN

e+ Y iz le(a.) — o)

ie[(m)

IA

et Y (@) (| (@) — o) | + || ple.) = ez )

i€l(z+)
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IN

et Y (@) | pla) — () | (4.3.27)

i€l(xs)

+3 aitw) |l ple) - elw) |

7;6[(1‘*)

€+ Z a;(xy) e+ Z a;(zy) - €
)

i€l(xx i€l (xy)

IN

= 3e < 4e

oldugu elde edilir.
z, € K keyfi sabitlenmis oldugundan (4.3.27)’den, keyfi z € K igin

| p(x) — pu(@) I 4e (4.3.28)

oldugu bulunur.

O zaman (4.3.28)’den Vx € K igin
o(x) = @i(x) + 4eb(x) (4.3.29)

olacak bicimde b(z) € B, vardir. (:) : K — R" ve ¢.(-) : K — R" siirekli
fonksiyonlar oldugundan b(-) : K — B, fonksiyonu da siireklidir. O halde
(4.3.20) ve (4.3.29)’dan

o(x) = pr(x) + 2eb(z) + 2 (7) + 2eb(x) (4.3.30)
olur. Vx € K igin
pir(z) = pi(x) + 2b(x)
(4.3.31)

pa(z) = @i(x)+ 2eb(x)

olmak iizere pi(-) : K — R"™ ve po(+) : K — R" fonksiyonlar1 tanimlansin.

o)t K = R, ©*): K - R", b(-): K — B, fonksiyonlar siirekli
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oldugundan ¢;(-) : K — R", ¢o(-) : K — R fonksiyonlar1 da siirekli fonksi-
yonlardir. (4.3.18) ve (4.3.31)’den, keyfi x € K i¢in

pi(x) € B(Fi(z),3¢) = Fi(z) + 3¢B,

QOQ((L’) c E(FQ(JZ), 38) = FQ(ZE) + 35§n
olur. Ayrica (4.3.30)’dan, keyfi x € K i¢in

p(r) = p1(z) + pa(z)

olur. O
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5 Conv(R") UZAYININ GENISLETILMESI

R™ uzayimin bog kiimeden farkli kompakt konveks alt kiimeleri uzayi, yani
conv(R™) uzayi, iki kiime arasinda tanimlanan Hausdorff uzakligiyla bir metrik
uzaydir. Ancak conv(R™) uzay1 bir dogrusal uzay degildir. “Banks ve Ja-
cobs (1970)” de conv(R™) uzay1 genisletilerek, genigletilmis uzayda toplam
ve skalerle carpma iglemleri tanimlanmigtir. conv(R™) uzaymin genisgletilmisi,
tanimlanan toplam ve skalerle carpma iglemlerine gore dogrusal uzay olur. Bu

boliimde de bu genisletilmis uzayin birkag ozelligi incelenecektir.

5.1 (Conv(R"))?* Uzay1

(conv(R™))? = conv(R™) x conv(R™) olsun. Simdi (conv(R"))? uzaymda

bir denklik bagintisi tanimlansin.

Tanim 5.1.1. (Banks wve Jacobs 1970) (A,E) €  (conv(R"))?,
(C,D) € (conv(R™))?* olsun. Egjer A+ D = E + C ise (A, E) ve (C,D)
ikilisi denktir denir ve (A, E) ~ (C, D) seklinde gdsterilir.

Bazen (A, E) ~ (C, D) yerine (A, F) = (C, D) kullanilacaktir. O halde
(A,E) = (C,D) olmas1 A+ D = E + C olmasi demektir.

Onerme 5.1.2. (conv(R™))? uzayinda verilen ~ (veya =) bagintisi bir denklik

bagintisidar.

Kamt. Keyfi (A, E) € (conv(R"))? olsun. O zaman A+FE = E+ A oldugundan
(A, E) ~ (A, E) olur. Yani ~ bagintisi yansima ozelligini saglar.

(A,E) ~ (C,D) olsun. O halde A+ D = E + C ve buradan ise
C+E =D+ Aolur. Buise (C,D) ~ (A, E) olmas: demektir. Boylece
~ bagintis1 simetri 6zelligini saglar.

(A,E) ~ (C,D) ve (C,D) ~ (F,R) olsun. (A,E) ~ (F,R) oldugu

gosterilsin.
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(A, E) ~ (C,D) ve (C,D) ~ (F, R) oldugundan
A+D=E+C

ve

C+R=D+F

olur. O halde
A+D+C+R=FE+C+D+ F

dir. Buradan ise
(A+R)+(D+C)=(E+F)+(C+ D) (5.1.1)
oldugu bulunur. (5.1.1) ve Onerme 2.1.6’dan
A+R=FE+F

oldugu elde edilir. Bu ise (A, F) ~ (F,R) olmasi demektir. Dolayisiyla ~
bagintis1 denklik bagintisidir. O

Keyfi (A, E) € (conv(R™))? alnsin. (A, E) ikilisinin olugturdugu denklik

simifi (A, E)., olarak gosterilir ve
(A, E)eq = {(C, D) € (conv(R™))*: (A, E) ~ (C, D)}

dir.
(conv(R™))? uzaymda denklik simiflarinin olugturdugu (conv(R™))?/ ~ boliim

uzay1 B(conv(R")) ile gosterilsin. B(conv(R™)) uzayinda toplama islemi tanim-

lansin. (A, E) € B(conv(R"™)), (C, D) € B(conv(R™)) i¢in
(A E)eq+ (C,D)ey = (A+C,E+ D)., (5.1.2)

olsun.

Simdi  B(conv(R")) uzaymda skalerle c¢arpma iglemi tammlansin.

(A, E)eq € B(conv(R™)) ve A € R igin

(A, AE).q, A>0
MA, E)ey = (5.1.3)

(JAIE, A A)eq, A <0
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olsun. (A4, B)., denklik simifinin toplamsal tersi —(A, B), denklik smifi olarak
gosterilir ve

—(A, B)eg = (=1)(A; B)ey
olarak tanimlanir. O halde (5.1.3)'den
_(A7 B>eq = (B> A>6q

olur.
B(conv(R™)) uzaymnda etkisiz eleman, yani sifir olarak (N, N)., denklik

sinifi alimir. Gergekten

(Aa B)eq+(_1)(A>B)eq = (Aa B)eq+(BaA)eq

= (A+B,B+A4),

= (A+B,A+ D)
olur. A+ B = N dersek,
(A, B)eg+ (—1)(A, B)eg = (N, N)¢q (5.1.4)
oldugu bulunur. Ayrica
(A,;B)eg+ (N,N)eg =(A+ N,B+ N)ey = (A, B)eg (5.1.5)

olur.
B(conv(R™)) uzaymnn etkisiz denklik smuifi (0, 0),, olarak gosterilir. Burada

0 R™ uzayinin sifiridir. Yani
(0,0)eq = {(N,N) : N € conv(R")}
olur.

Teorem 5.1.3. (Banks ve Jacobs 1970) (5.1.2) ve (5.1.3) ile verilen toplama

ve skalerle ¢arpim iglemleriyle, B(conv(R™)) uzayr dogrusal uzaydar.
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Onerme 5.1.4. (A, E)., € B(conv(R")) ve (C, D)e, € B(conv(R™)) olsun ve
(R, Rs) € (A, E)eq ve (L1, Ly) € (C, D),y alinsin. Bu durumda

(Ri, Ry) + (L1, Ls) = (A, E) + (C, D)
olur.
Kanit. (R, Ry) € (A, E)eq ve (L1, Ly) € (C, D)¢y oldugundan
(R, R2) ~ (A, E), (L1, L2) ~ (C, D)

yani

Ri+E=Ry+A IL1+D=Ly+C (5.1.6)

olur. (5.1.6)’dan
Ri+Li+E+D=Ry+Lo+A+C (5.1.7)

olur. Bu ise

(R1+ L1, Ry + Ly) ~ (A+ C,E + D)

yani

(Ri+ Li,Ry+ L) = (A+ C,E+ D)

olmasi demektir. Son egitlikten
(Ri, Re) + (L1, L) = (A, E) + (C, D)
oldugu bulunur. O]

Onerme 5.1.5. (Ry, Ry) € (A, E)eq, (N1, No) € (A, E)ey olsun. O zaman
VA € R igin MRy, Re) = A(IN1, Na) olur.

Simdi B(conv(R™)) uzayinda norm tanimlansin. (A, E)., € B(conv(R"™))
icin
| (A, E)eq llcono= h(A, E) (5.1.8)

olsun.
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Onerme 5.1.6. (Banks ve Jacobs 1970) (5.1.8) ile verilen
| (A, E)eq lconv=h(A, E)
fonksiyonu B(conv(R™)) uzayinda bir normdur.

Boylece (B(conv(R™)),|| - ||cony) bir normlu dogrusal uzay olur. (5.1.8)
ile verilen normdan yararlanarak (B(conv(R"™)),| - |lconw) uzaymda metrik

tamimlanabilir. (A, E)., € B(conv(R"™)) ve (C, D), € B(conv(R™)) igin
Dy((A,E)eq, (C,D)eq) = h(A+ D, E+C)
olsun. Aciktir ki
Di((A; E)eq; (C, D)eg) =l (A; E)eg = (€, D)eq [l conw

ve
1 (A, Eeg llconv= D ((A; E)eq; (0,0)eq)

dir.

5.2 F(-): A — B(conv(R")) Doéniigiimleri ve Selektoérial

Doniigtimler. Selektorial Donuisiimlerin Siirekliligi

A C R™ olsun. Keyfi € A i¢in F(z) € B(conv(R")) olmak iizere
F() : A — B(conv(R")) doniigimii ele alinsm. Vx € A igin
F(z) € B(conv(R")) oldugundan Vo € A icin F(z) = (Fi(x), Fo(x))eq ola-
cak bigimde Fi(-) : A — conv(R"™), Fy(-) : A — conv(R") kiime degerli
dontigiimleri vardir. Burada (Fi(z), Fy(x))e, Boliim 5.1°de verilen denklik
bagmtisina gore (Fy(z), F»(x)) ikilisinin bulundugu denklik simfidir. Boylece,
F() : A — B(conv(R")) doniigimi, Fi(-) : A — conv(R"),
Fy(-) : A — conv(R") olmak iizere, Vo € A i¢in F(-) = (Fi(+), F5(+))eq (veya
Vo € Aicin F(x) = (Fi(x), Fa(x))e,) olarak da gosterilebilir.

F(-): A — B(conv(R"™)) olsun. B(conv(R™)) normlu dogrusal uzay oldugun-

dan, F(-) déniigiimiiniin siirekliligi tanimlanabilir.
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Tanim 5.2.1. A C R", F(:) = (Fi(-), Fo(+))eq : A — B(conv(R")), x5 € A
olsun. Eger Ve > 0 ve Vx € B, (zo,d) () A igin

| F(x) = F(x0) [leconv< €

olacak bigimde 0 = 0(e,x0) > 0 varsa, F(-) = (F1(-), Fa(+))eq dondisimiine xg
noktasinda stirekli dontsum denir.
Eger F(-) = (F1(-), F2(+))eq : A — B(conv(R™)) dénisimi keyfi x € A

noktasinda stirekli ise, bu dontisime A kimesinde stireklidir denir.

Asgagidaki 6nerme F'(-) = (Fi(+), F2(+))eq : A — B(conv(R™)) doniigiiminiin

siirekliligini karakterize etmektedir.

Onerme 5.2.2. A C R*, F(-) = (Fi(-), F5("))eq : A — B(conv(R™)), zp € A
olsun. F(-) donisiminin xo noktasinda sirekli olmast i¢in gerekli ve yeterli

kosul Ve > 0 i¢in ve Vx € By(xo,6) () A igin
h(Fl(ZL’) + FQ(ZL’()), FQ(Z’) + Fl(l'())> S 9
olacak bigimde § = (e, x0) > 0 sayisiman varolmasudur.

Kanat. B(conv(R™)) uzayinda norm, toplama ve skalerle ¢carpma iglemlerinin

tanmimindan

| F(x) = F(x0) lleons = || (F1(z), F2())eq — (F1(20), F2(T0))eq | conv

= || (F1(@), F2(2))eq + (F2(0), F1(20))eq [|cono
(5.2.1)

= || (FI(I) + FQ(x())? FQ(:E) + Fl(xO))eq Hconv

= h(Fi(z)+ Fy(20), Fa(2) + Fi(20))

olur. O halde énermenin kanit1 siirekliligin tanimi ve (5.2.1) esitliginden elde
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F(-) : A — B(conv(R")) doniigimiiniin siirekli olmasi igin asagidaki yeter

kosgul verilsin.

Teorem 5.2.3. A CR™ F(:) = (Fi(:), F5(+))eq : A — B(conv(R"™)), zp€ A
olsun. Eger Fi(-) : A — conv(R") ve Fy(:) : A — conv(R") kime degerli
dondisimleri xo € A noktasinda stirekli ise F(-) dontgimi de xo € A nok-

tasinda streklidir.

Kanat. Fi(-) : A — conv(R"™) ve Fy(+) : A — conv(R") kiime degerli dontigiimle-

i xy € A noktasinda siirekli olduklarindan, Ve > 0 igin ||z — x¢|| < §; iken

h(Fi(x), Fi(z9)) < (5.2.2)

DO ™

ve ||x — x| < g iken

h(Fy(x), Fy(z0)) < (5.2.3)

olacak bigimde §; = d1(g, ) > 0 ve dy = da(e, ) > 0 vardir. 0, = min{dy,ds}

alinirsa (5.2.2) ve (5.2.3)ten ||x — x| < d. iken

h(Fl(ZL‘), Fl(l'()) <

DN ™

(5.2.4)
h(FQ(ﬂ?), FQ(:UO) <

DO ™

olur. O halde Hausdorff uzakligimin tamimindan ve (5.2.4)'den ||z — || < J.

- Fi(z) € Fi(zo) + an (5.2.5)
Fi(z0) € Fi(z) + an (5.2.6)
Fy(z) C Fy(ao) + an (5.2.7)
Fy(zo) C Fa(z) + an (5.2.8)
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olur. O halde (5.2.5) ve (5.2.8)’den ||z — xo|| < . iken

Fi(z) 4+ Fa(xg) C Fo(x) + Fi(zo) + By, (5.2.9)
(5.2.6) ve (5.2.7)den ise

Fy(z) + Fi(xg) C Fi(x) + Fy(xo) + By, (5.2.10)
elde edilir. (5.2.9), (5.2.10) ve Hausdorff uzakliginin tanimindan ||z — x| < d.
iken

h(Fy(z) + Fa(zo), Fi(zo) + Fo(z)) < € (5.2.11)
oldugu  bulunur. Onerme 5.2.2'den ve (5.2.11) esitsizliginden
F() = (Fi(+), F5(+))eq dontigiimiiniin x5 € A noktasinda siirekliligi elde edilir.

[
F(-) = (F1(:), F5(+))eq : A — B(conv(R™)) dontisimiinin zop € A nok-
tasinda stirekli olmasi Fi(-) : A — conv(R") ve Fy(:) : A — conv(R™) kiime
degerli doniigtimlerinin zy noktasinda stirekli olmalarii gerektirmez.
Ornek 5.2.4.
[—1,1], x, rasyonel
Fi(x) = Fy(x) = (5.2.12)
[—2,2], x, irrasyonel

olmak tizere F(-) = (Fi(-), F5(+))eq : R — B(conv(R)) déndsimi tanimlansin.
Agiktur ki Fy(+) : R — conv(R) ve F5(+) : R — conv(R) kiime degerli donigimle-
ri keyfi xog € R noktasinda stureksizdir. Simdi keyfi xo € R alinsin ve sabitlensin.

O halde

I E(z) = F(z0) lleonw = || (F1(2), F2(2))eq — (F1(20), F2(%0))eq [lconw

= | (Fi(@), Fi(2))eg — (F1(20), F1(%0))eq [[conv

= || (Fl(m) + Fl(x0)7 Fl(*r) + F1($0))€q ||Conv

= h(Fi(z) + Fi(zo), Fi(z) + Fi(x)) =0
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olur. O halde Fi(-) wve Fy(-) (52.12) ile tamwmlanmak dizere,
F(-) = (Fi(-), F5(+))eq : R — B(conv(R)) doniigimii zo € R noktasinda

stureklidar.

Simdi stirekli olmayan F'(-) = (Fi(-), F2(+))eq : R™ — B(conv(R™)) bigimin-

de bir dontigiim ornegi verilsin.

Ornek 5.2.5. € R olmak iizere

[—1,1], x, rasyonel

Fi(z) = (5.2.13)
[—2,2], x,irrasyonel
Fy(z) =1[-2,2] (5.2.14)

olsun. Keyfi o € R noktasinda F(-) = (Fi(+), Fs(+))eq dontisiminin sirekli
olmadigu gosterilsin.
Keyfi xy € R alinsin ve sabitlensin. F(-) = (F1(-), Fa(+))eq doniisimiiniin

xo noktasinda stirekli olmasi i¢in Ve > 0 i¢in ||z — zo|| < J iken
h(Fi(z) + Fa(wo), Fi(wo) + F2(2)) <€

olacak bigimde 6. = 6(e,z9) > 0 saysinin varolmasidr.

xg € R rasyonel olsun. ¢, = % verisin. Keyfi 6 > 0 alinsin. O halde

|z, — x0| < & olacak bi¢imde irrasyonel x, € R vardir. Bu durumda

h(Ey () + Fa(wo), Fi(zo) + Fa(e.)) = h([=2,2] +[=2,2], [-1,1] + [-2,2])

= h([-4,4,[-3.3)=1> > ==,

N —

olur. Yani F(-) = (Fi(-), F2(+))eq doniisimi rasyonel xo € R noktasinda sirekli
degildir.

g € R irrasyonel olsun. Yine e, = % olsun. Keyfi 6 > 0 alinsin. O halde
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|z, — 20| < & olacak bigimde rasyonel x, € R vardwr. Bu durumda

— h([-3,3,[-4,4]) =1>

:8*

N | —

olur. Yani F(-) = (Fi(-), F5(+))eq donisimi irrasyonel zop € R noktasinda
strekli  degildir. Boylece  (5.2.13) we (5.2.14) ile tanumlanan
F() = (F1(), F2(+))eq doniisimi tim xy € R noktalarmnda streksizdir.

Simdi selektorial doniigim tanimlansin.

Tanim 5.2.6. A C R™ F(:) = (Fi(-), F2(:))eq : A — B(conv(R™)) olsun.
EgerVx € A i¢in

(Fi(2), Fy(x)) ~ (fi(x), fa(2)) (5.2.15)
olacak bigimde fi(-) : A — R",  fo(-) : A — R" fonksiyonlar varsa
F(-) = (F1(), F2(+))eq dontigimiine selektorial donigim denir.

F() = (Fi(-), F2())eq : A — B(conv(R™)) selektorial doniigim ise tanim
geregi Vr € A icin (Fi(x),Fa(x)) ~ (fi(x), fo(x)) olacak bigimde
fi() : A = R"  fo(-) : A — R” fonksiyonlar1 vardir. Bundan dolay1 se-
lektorial dontigiimleri genel olarak fi(-) : A — R™,  fo(:) : A — R™ olmak
tizere F'(-) = (fi(-), f2(+))eq biciminde gosterilecektir.

Agagidaki 6nerme selektorial dontigiimleri karakterize etmektedir.

Onerme 5.2.7. A C R™ olsun F(-) = (Fi(-), Fo(-))eq : A — B(conv(R"))
donitisuiminin selektorial dontisum olmast icin gerekli ve yeterli kosul Vx € A
¢n

Fi(x) = Fa(z) + o(2)
olacak bigimde ¢o(-) : A — R™ fonksiyonunun olmasidar.
Kanit. F(-) = (F1(+), F2(+))eq : A — B(conv(R™)) selektorial doniigiim olsun.

O zaman Vx € A i¢in

(Fi(2), Fy(2)) ~ (fi(2), fa(2))
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olacak bi¢imde fi(-) : A — R", f5(-) : A — R™ fonksiyonlar: vardir. O halde

(5.2.15)'den Vz € A i¢in

Fi(z) + fa(x) = Fa(x) + fi(z)
olur. Buradan ise Vz € A igin

Fi(z) = Fy(x) + fi(x) — fa(2)

oldugu bulunur.
p(x) = fi(z) — folx)

dersek (5.2.16)’dan Va € A igin
Fi(z) = Fa(x) + ¢(2)

oldugu elde edilir.
Simdi Vz € A icin
Fi(z) = Fy(x) + p(2)

olsun. O zaman Vx € A igin

(Fi(x), Fa(z)) ~ (Fa(x) + ¢(x), Fa(x))

~ (p(2),0) + (Fa(z), Fo(z))

~ (¢(2),0)

olur. fi(x) = ¢(x), fo(x) = 0 dersek (5.2.17)'den Vz € A igin

(Fi(x), Fo(x)) ~ (fi(x), f2())

oldugu bulunur.

(5.2.16)

(5.2.17)

]

Agagidaki 6nerme selektorial doniigiimlerin siirekliligini karakterize etmek-

tedir.
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Onerme 5.2.8. A C R*, fi(:): A = R", fo() : A — R" olmak iizere
F() = (fi(-), f2(:))eq : A — B(conv(R")) selektorial donisiminin o € A
noktasinda sirekli olmasu igin gerek ve yeter kosul o(-) = fi(-)—fa(+) : A — R”

fonksiyonunun xo € A noktasinda strekli olmasidar.

Kanit. F(-) = (fi(-), f2(+))eq : A — B(conv(R™)) selektorial dontigimii zg € A

noktasinda siirekli olsun. O zaman Ve > 0 i¢in x € B, (x¢,0) () A iken
| F(x) — F(x0) ||lconv< € (5.2.18)
olacak bigimde 0 = d(e, o) > 0 vardir. F(-) = (f1(+), fa(*))eq 0ldugundan

| E(x) = F(0) lleonw = | (f1(x), f2(2))eg = (f1(20), f2(20))eq llcono

= || (fl(x) + fQ(x(J)?fQ(x) + fl(xo))eq ||conv

= h(fi(z) + fa(wo), fo(x) + fi(wo)) (5.2.19)

= /(@) + falzo) = falw) = filwo)]

= A=) = fo(@)] = (o) = fa(o)]|

olur. O halde (5.2.18) ve(5.2.19)’dan Ve > 0 i¢in = € B,,(20,0) [ ] A iken

I/1(2) = fa(x)] = [fi(zo) = falzo)]l] <&

olacak bigmde 6 = §(e, zg) > 0 vardir. Buise p(-) = f1(:)— fo(+) fonksiyonunun
o € A noktasinda siirekli olmas1 demektir.

Simdi ¢(-) = fi(-) — fo(+) fonksiyonu zy € A noktasinda siirekli olsun. O
zaman Ve > 0 i¢in x € B, (x¢,0)[) A iken

I1(z) = fal@)] = [fi(wo) = fa@o)lll <& (5.2.20)
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olacak bigimde § = d(e,z0) > 0 vardir. Bu durumda (5.2.19) ve (5.2.20)’den
Ve > 0 icin z € B,,(x0,0) () A iken

| F(x) = F(x0) [|conv< €

olacak bicimde § = 0(e,zo) vardir. Bu ise F(-) = (fi(-), fa(+))eq selektorial

doniigiimiintin xg € A noktasinda stirekli olmasi demektir. O]
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6 KUME DEGERLI DONUSUMLERIN
PARAMETRELENDIRILMESI VE
UYGULAMALARI

6.1 Siirekli/Yerel Lipschitz Stirekli (¢, x,u,v) — F(t,x,u,v)
Kiime Degerli Doniigiimiiniin Siirekli/Yerel

Lipschitz Siuirekli Parametrelendirilmesi

Bu bélimde (t,z,u,v)’ye gore siirekli, z’e goére yerel Lipschitz siirekli
F(t,z,u,v) : [tg,0] x R" x P x Q — conv(R™) (P C R, @ C R?) bi¢iminde
olan kiime degerli doniigtimiin siirekli/yerel Lipschitz siirekli parametrelendiril-
mesi incelenecektir.

Once F(t,z,u,v) : [to, ] xR*x Px@Q — conv(R™) kiime degerli déniigiimii-

niin parametrelendirilmesi tanimi verilsin. Burada P C R?, @ C R? dur.

Tamim 6.1.1. (Aubin ve Frankowska 1990)
F(:) : [to, O] xR"x PxQ — conv(R™) kiime degerli donisim, P C RP, QQ C R?

olsun. W C R* olmak 1izere V(t,x,u,v) € [ty, 0] x R* x P x Q ig¢in
F(t,z,u,v) ={f(t,z,u,v,w) :w e W} (6.1.1)

olacak bigimde f(-) : [to,0] x R" x P x Q@ x W — R™ fonksiyonu varsa, f(-)

fonksiyonuna F(+) kiime degerli dontigiminin bir parametrelendirilmesi denir.

(6.1.1) kosulunu saglayan f(-) : [to,0] x R" x P x Q x W — R™ fonksi-
yonu, (t,z,u,v,w)’ya gore strekli ise, f(-) fonksiyonuna, F(-) kiime degerli
doniigiimiiniin (¢, x, u,v)’ye gore siirekli parametrelendirilmesi denir.

Eger (6.1.1) kosulunu saglayan f(-) : [to,0] X R" x P x Q x W — R™
fonksiyonu x’e gore yerel Lipschitz ise, f(-) fonksiyonuna, F(-) kiime degerli
dontigiimiiniin x’e gore yerel Lipschitz stirekli parametrelendirilmesi denir.

(t,x,u,v)’ye gore siirekli, x'e gore yerel Lipschitz

F(t,z,u,v) : [to,0] x R" x P x @ — conv(R™) kiime degerli déniigiimiiniin
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parametrelendirilmesi, “Aubin ve Frankowska (1990) ve Ornelas 1990” da
verilen ve  (t,x)'e gore  siirekli, x’e gore yerel  Lipschitz
o(t,x) = [to, 0] x R" — conv(R™) bigiminde olan kiime degerli doniigimiin

parametrelendirilmesine benzer olarak yapilir.

Teorem 6.1.2. P C R, @ C R? kompakt kiimeler olmak dizere
F() : [to,0] x R x P x Q — conv(R™) kiime degerli donigimi verilsin ve
(t,z,u,v) — F(t,z,u,v) kime degerli dontisimi (t,x,u,v) ye gore sirekli, x’e
gore yerel Lipschitz sirekli olsun. O zaman F(-) kiime degerli doniigiminin
(t,x,u,v)’ye gore sirekli wve x’e gore yerel Lipschitz  stirekli
ft, 2z, u,v,w) : [tg, 0] x R x P x Q x B,, — R™ parametrelendirlimesi vardr.
Yani f(t,z,u,v,w) : [to, 0] xR x PxQx B,, — R™ fonksiyonu (t, z,u,v,w) ya
gore surekli, x’e gore wyerel Lipschitz strekli olmak dizere, keyfi

(t,x,u,v) € [to, 0] x R" x P x Q i¢in

F(t,x,u,v) = {f(t,z,u,v,w) : w € B}
olur. Burada B,, = {w € R™: ||w| < 1} dir.
Kanit. (t,x,u,v) € [ty,0] x R" x P x @ igin

M (t —
(t, x,u,v) jeinax £l

olsun. F(-) kiime degerli déntigiimii (¢, x,u,v)’ye gore siirekli z’e gore yerel
Lipschitz  siirekli  oldugundan  Sonug¢ 2.4.3 ve Sonu¢ 2.4.7'den
M(:) @ [to,0] x R" x P x @ — R fonksiyonu da (¢,z,u,v)’ye gore siirekli,
x’e gore yerel Lipschitz stirekli olur.

(t,x,u,v,w) € [tg, 0] x R" x P x Q x R™ olsun. M(t,x,u,v) - w merkezli
2d(M(t, z,u,v) - w, F(t,x,u,v)) yaricaph kilme G(t,z,u,v,w) ile gosterilsin.

Yani
G(t,x,u,v,w) = B(M(t,z,u,v) - w,2d(M(t,z,u,v) - w, F(t,z,u,v))) (6.1.2)

olsun. (¢,z,u,v,w) — G(t,x,u,v,w), (t,z,u,v,w) € [ty, 0] x R*" x P x Q x R™

bir kiime degerli dontigiim belirtir.
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(t,z,u,v,w) — M(t,z,u,v) - w, (t,x,u,v,w) — d(M(t,z,u,v) - w,
F(t,x,u,v)) fonksiyonlar1 siirekli oldugundan Onerme 2.4.5°%e¢ gore
G(-) : [to,0] x R" x P x @ x R™ — conv(R™) kiime degerli doéniigiimii
(t,x,u,v,w)’ya gore stireklidir.

Keyfiy € R™, K € conv(R™) igin
P(y,K) = K N By(y, 2d(y, K))

olmak iizere P(-,-) : R™ x conv(R™) — conv(R™) kiime degerli doniigiimii
tanimlansin.

Simdi V(t, x,u,v,w) € [ty, 0] x R" x P x Q x R™ igin

O(t,z,u,v,w) = P(M(t,z,u,v)- w, F(t,z,u,v))

= F(t,r,u,v)NB(M(t,2,u,v) - w (6.1.3)

L2d(M(t, z,u,v) - w, F(t, x,u,v)))

olmak tizere (¢, z,u,v,w) — ®(t, z,u, v, w) kitme degerli doniigtimiine bakilsin.

Bu durumda, agiktir ki, keyfi (¢, x,u, v, w) —€ [to,0] x R" X P x @ x R™ i¢in

O(t,x,u,v,w) C F(t,z,u,v,w) (6.1.4)
ve O(t,x,u,v,w) C R™ konveks kompakt kiimedir. Yani
(t, 2, u,v,w) — O(t,x,u,v,w) kiime degerli dontistimii

O(-) : [to, O] xR" X PxQXR™ — conv(R™) bi¢iminde kiime degerli doniigiimdiir.
(6.1.2) ve (6.1.3)’den keyfi (¢,x,u,v,w) € [to,0] x R" x P x Q x R™ i¢in

O(t,x,u,v,w) = F(t,z,u,v) NG(t, z,u,v,w) (6.1.5)

olur. Keyfi (4, x4, Uy, Vs, wy) € [to, 0] X R™ X P x Q) x R™ alinsin ve sabitlensin.

O zaman Teorem 2.5.12’den
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h(D(t, z, u,v,w), P(ts, Ti, Us, Vs, W)
=h(P(M(t,z,u,v) - w, F(t,x,u,v)), P(M(t., Ts, U, Vs) - Wi, F (T, Ui, 1))
<5 [h((F(t,x,u,v), Fty, Tu, U, Vi) (6.1.6)

+ || M(t, 2,u,v) - w — M (b, Tu, Uy, V4) - Wy ||]

olur.
(t,x,u,v) — F(t,x,u,v) kilme degerli doniigiimii ve (¢, z,u,v) — M(t, z,u,v)
fonksiyonu siirekli oldugundan, keyfi € > 0 igin

| (£, 2, u,v,w) — (T, Ty, Us, Ui, wy) || < 0() iken
R(F(t, z,u,v), F(te, Te, s, v4)) < 16—0 (6.1.7)

ve

| M(t,2,u,0) - w — M(t, 2e,us,v,) - w0, || < 15—0 (6.1.8)

olacak bicimde d§(¢) > 0 vardir. O zaman (5.1.1), (6.1.7) ve (6.1.8)’den

| (£, 2, u,v,w) — (ts, Ty, Us, Ui, wy) || < 0(e) iken
R(P(t, z,u,v,w), Db, Tuy Us, Vs, wy)) < €

oldugu elde edilir. Bu ise, (¢,z,u,v,w) — P(¢,z,u,v,w) kiime degerli
doniigimiintin =~ (¢, T4, U, Vs, wy) noktasinda siirekli olmasi  demektir.
(tay Ty U, Vs, ws) € [tg,0] X R" x P x @ x R™ keyfi secildiginden
O(-) @ [to,0] X R" x P x Q x R™ — conv(R™) kiime degerli doniigimii siirekli
kiime degerli doniigtimdiir.

Simdi ®(+) : [tg, O] X R x P x Q x R™ — conv(R™) kiime degerli dontigiimii-

nin z'e gore yerel Lipschitz siirekli oldugu kanitlansimm.  Keyfi simirh
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D C [tg,0] x R" x P x @ x R™ almsm ve (t,z;,u,v,w) € D, (i = 1,2)

olsun. O zaman (6.1.6)’ya benzer olarak

R D (t, x1,u,v,w), P(t, T2, u, v, w))

< 5-[h((F(t,x1,u,v), F(t, z2,u,v)) (6.1.9)

+ || M(t, 21, u,v) - w — M(t, 29, u,v) - w ||]

oldugu elde edilir. (t,x,u,v) — F(t,z,u,v) kiime degerli déniigimi x’e
gore yerel Lipschitz siirekli kiime degerli dontigiim, (¢, z,u,v) — M(t, z,u,v)

fonksiyonu ise x’e gore yerel Lipschitz siirekli fonksiyon oldugundan
h(F(t,z1,u,v), F(t,zo,u,v)) < L1(D) || 21 — x2 || (6.1.10)
ve
| M(t,zq1,u,v) w— M(t,xe,u,v) - w ||< Lo(D) || &1 — 2 || - || w || (6.1.11)

olacak bigimde L,(D) >0, Lo(D) > 0 vardir. (¢, z;,u,v,w) € D, ve D siirh
oldugundan

| w || < Ls(D) (6.1.12)

olacak bicimde L3(D) > 0 vardur.
L(D) = Li(D) + Ly(D) - L3(D) (6.1.13)
dersek, (6.1.9), (6.1.10), (6.1.11), (6.1.12) ve (6.1.13)’den
h(®(t, 21, u,v,w), P(t, 22, u,v,w)) < L(D)- || 21 — 22 || (6.1.14)

oldugu elde edilir. Boylece (¢, z,u,v,w) — ®(t, z, u, v, w) kiime degerli doniigii-
mil z’e gore yerel Lipschitz siireklidir.

Keyfi (¢, z,u,v,w) € [tg, 0] x R™ x P x @ x R™ i¢in
flt, z u,v,w) = 8, (P(t, x, u, v, w))
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olmak tizere f() : [to,0] Xx R" x P x Q x R™ — R™ fonksiyonu tanimlansin.
Burada s,,(®(t, z,u,v,w)), (¢, z,u,v, w) kilmesinin Steiner noktasidir.

Simdi keyfi (¢, x,u,v) € [to, 0] x R" x P x @ i¢in
F(t,z,u,v) ={f(t,z,u,v,w) :w € Em}

oldugu gosterilsin. Yani f(-) fonksiyonunun F'(-) kiime degerli doniigimiiniin
bir parametrelendirilmesi oldugu gosterilsin.

(t,x,u,v) € [to,0] x R" x P x () almsin ve sabitlensin.  Eger
M(t,x,u,v) = 0 ise M(-) fonksiyonunun tamimindan F(¢,z,u,v) = {0} olur.
Buradan ve (6.1.2)’den Yw € B,, i¢in G(t,7,u,v,w) = {0} dir. Dolayisiyla
(6.1.3)’den keyfi w € B,, i¢in ®(t, 2, u,v,w) = {0} olur.

flt, z u,v,w) = 8, (P(t, x, u, v, w))

oldugundan {0} kiimesinin Steiner noktasi 0 olacagindan, keyfi w € B,, icin
f(t,z,u,v,w) =0 olur.

O halde Yw € B,, icin M(t,z,u,v) = 0 iken
{f(t,z,u,v,w) : w € By} = {0} = F(t,x,u,v)

olur.

Simdi M (t, 2, u,v) # 0 durumu incelensin. Once
F(t,x,u,v) C {f(t,z,u,v,w) : w € By} (6.1.15)

oldugu gosterilsin.

Y« € F(t,z,u,v) alinsin ve sabitlensin.

w, — I
T M(t,z,u,v)
olsun.  M(t,x,u,v) # 0 oldugundan y, = M(t,z,u,v) - w, dir ve

Y« € F(t,z,u,v) olarak secildiginden, M (¢, z, u, v) nin tanimindan

H y* HS M(t,l’,u,'l})
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olur. O halde

™
s |=———<1
I 1= 3t o) <

olur. Yani w, € B,, dir.
(t,z,u,v) € [te,0] x R* x P x Q, ve w, € B, ign
Ys = M(t,z,u,v) - w, € F(t,x,u,v) oldugundan G(-) fonksiyonunun tanimina

gore

G(t,x,u,v,w,) = B(M(t,z,u,v) - w,,2d(M(t,z,u,v) - wy, F(t,z,u,0)))

= B(y.,2d(y., F(t,z,u,v))) (6.1.16)

= B(y.,0) ={y.} = {M(t,z,u,v) - w,}

elde edilir. y, = M(t,z,u,v) - w, € F(t,z,u,v) oldugundan (6.1.2), (6.1.5) ve
(6.1.16)’dan

O(t,x,u,v,w.) = F(t,z,u,v) NGt z,u,v,w,)
(6.1.17)

= F(t,z,u,v) N{M(t,z,u,v) - w,} = {M(t,x,u,v) w}

olur. Béylece (t,z,u,v) € [ty,0] x R” x P x Q ve w, € B,, icin (6.1.17)’den
O(t, x,u,v,w.) = M(t,x,u,v) - wy = y. olur. Tek nokta kiimesinin Steiner

noktasi kendisi olacagindan
flt, zu,v,w,) = s (Pt x,u, v,w,)) = M(t, z,u,v) - w,e = ys

oldugu bulunur. O zaman y, € {f(t,r,u,v,w) : w € B,} olur.

Y« € F(t,z,u,v) keyfi secildiginden
F(t,z,u,v) C {f(t,r,u,v,w): w € B,,}

olur. Boylece (6.1.15) kapsaminin dogrulugu kanitlanir.
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Simdi keyfi (¢, x,u,v) € [to, 0] x R” x P x Q igin
{f(t,x,u,v,w) :w € B,,} C F(t,z,u,v) (6.1.18)

oldugu kanitlansin.
Keyfi (t,z,u,v,w) € [to,0] x R* x P x Q x B, icn
ft, z,u,v,w) = 8 (P(t, x,u,v,w)) seklinde tanimlandigindan Teorem 2.5.11

den keyfi w € B,, icin

flt, x,u,v,w) € O(t, x,u, v, w) (6.1.19)
olur. (6.1.4)’den keyfi w € B,), icin

O(t,x,u,v,w) C F(t,z,u,v)
oldugundan (6.1.19)’dan keyfi w € B,, icin

flt, z,u,v,w) € F(t,x,u,v) (6.1.20)
oldugu elde edilir. O halde (6.1.20)'den
{f(t,z,u,v,w) : w € B,,} C F(t,x,u,v)

oldugu bulunur ve boylece (6.1.18) kapsamimin dogru oldugu kanitlanmg olur.

(6.1.15) ve (6.1.18)’den Y(t, z,u,v) € [to, 0] x R™ x P x @ i¢in
F(t,x,u,v) = {f(t,z,u,v,w) : w € By}

olur. Sonug olarak M (¢, z,u,v) =0 ve M(t,z,u,v) # 0 durumlarimin her ikisi
iginde
F(t,z,u,v) = {f(t,z,u,v,w) : w € By}

oldugu kantlanmis olur.
O halde f(-) : [to,0] x R* x P x Q x B,, — R™ fonksiyonu
F(:): [to,0] x R x P x @ — conv(R™) kiime degerli déntigiimiiniin bir para-

metrelendirilmesidir.
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Simdi f(-) : [to,0] x R* x P x Q x B,, — R™ fonksiyonunun keyfi
(to, o, g, Vo, wo) € [to,0] X R® x P x Q x B, noktasinda siirekli oldugu
gosterilsin.

D) @ [te,0] x R" x P x Q x R™ — conv(R™) kiime degerli déniigiimii
(to, To, Ug, Vo, Wo) € [to, 0] X R™ x P x @ x R™ noktasinda stirekli oldugundan

Ve > 0 igin || (to, xo, o, vo, wo) — (£, z,u,v,w) ||< dy iken
h(®(to, xo, uo, vo, wo), P(t, x,u,v,w)) < e

olacak bicimde o, > 0 vardr. O zaman Ve > 0 icin

Il (to, zo, uo, vo, wo) — (¢, z,u,v,z) ||< d iken Teorem 2.5.11’den

H f(t07x07u07’007w0) - f(t,.T,U,U,'LU) ”

=|| Sm<q)(t07x07u071}07w0)> - sm(q)(t,x,u,v,w)) H

S m- h(q)(tm Zo, Ug, Vo, w0)7 (I)(t7 z,u,v, ’LU))

olacak bi¢imde dy > 0 vardir. O halde f(-) : [to,0] x R* x P x Q x B,, — R™
fonksiyonu (o, 2o, uo, vo, wo) € [to, 8] x R” x P x Q x B,, noktasinda siireklidir.

Simdi f(-) : [to,0] x R" x P x Q x B,, — R™ fonksiyonunun z’e gore yerel
Lipschitz siirekli oldugu gosterilsin. Keyfi simirli D C [tg, 0] x R" x P x Q x B,,
kiimesi  i¢in (¢, 21, u, v, w), (t, 29, u, v, w) € D iken

| f(t,x1,u,v,w) — f(t, 9, u,v,w) || farkina bakilsin. Teorem 2.5.11’den
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|| f(t7$17u7v7w) - f(t7x27uvv7w) ”

= s (P(t, 21, u,v,w)) — sy (P(t, 2, u, v, w)) || (6.1.21)

<m-h(®(t, z1,u,v,w), P(t, xo, u, v, w))

oldugu elde edilir. (¢, z1,u,v,w), (t,T2,u,v,w) € D C [ty, 0] xR*" X Px@Qx B,
oldugundan w € B,, ve || w ||< 1 olur. O halde (6.1.3), (6.1.21) ve Teorem
2.5.12°den

|| f(t,xl,u,v,w) - f(t,xg,u,v,w) ||

<5- m[h(F(t,iL‘l,u,’U), F(t>x27u7 U))

+ || M(t, 21, u,v) - w— M(t, zo,u,v) - w ||]

<5-mlh(F(t,x1,u,v), F(t, x2,u,v))

(6.1.22)

+|M(t, x1,u,v) — M(t, z9,u,v)| || w [[]

< 5-mlh(F(t,x1,u,v), F(t, 2, u,v))

+|M(t7 Ty, U, ’U) - M(tv T2, U, U)”

olur. F(:) : [to,0] x R" x P x Q — conv(R™) kiime degerli dontigiimii ve
M(:) : [to,0] x R" x P x @ — R fonksiyonu z’e gore yerel Lipschitz siirekli

oldugundan smirh D C [tg, 0] x R® x P x Q x B,, kiimesi icin (¢, 21, u, v, w),
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(t, z9,u,v,w) € D iken
| F(t,z1,u,v,w) — F(t,x2,u,v,w) ||< Li(D) || x1 — 22 || (6.1.23)

ve

|M(t, z1,u,v,w) — M(t, 29, u,v,w)| < La(D) || &1 — x2 || (6.1.24)

olacak bigimde L;(D), Lo(D) > 0 sayilar1 vardir. O halde (6.1.22), (6.1.23)
ve (6.1.24)'den

|| f(tvxlauvvvw) - f(t,xg,u,v,w) ||

<5- m[h(F<t7 L1, U, U)u F(tu T2, U, U))
(6.1.25)

—|—|M(t,x1,u,v) - M(tax%uav)u

<5-m[Li(D) || 1 — @2 | +L2(D) || 21 — 22 [[]
oldugu elde edilir. (6.1.25)’den
| f(t, 21, u,v,w)— f(t, z2, u,v,w) || < 5-m(Ly(D)+La(D)) || 21—z || (6.1.26)

olur. 5-m(Li(D)+Ly(D)) = L3(D) dersek f(-) : [to, )] xR" x PxQx B, — R™
fonksiyonu L3(D) sabiti ile z’e gore yerel Lipschitz siirekli olur. Boylece kanit

tamamlanir.

6.2 Davranig1 Diferansiyel igerme Tle Verilen Belirsiz

Dinamik Sistemler igin Yaklasim Problemi

Davranist

T e F(t,x,u,v) (6.2.1)
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diferansiyel icermesi ile verilen belirsiz dinamik sistemi ele alinsin. Burada
r € R” sistemin faz vektorii, u € P C RP kontrol vektorii, v € @ C R
belirsizlik vektorii, ¢ € [to, 0] zamandir, P C R, @ C R? kompakt kiimelerdir.
Ayrica, (t,x) € [to, 8] x R™ ikilisine pozisyon denir.

(6.2.1) sisteminde, sabitlenmis (¢,z,u,v) € [to,0] x R" x P x @ igin
F(t,z,u,v) C R" hz vektorleri kiimesi sistemde ek belirsizligi karakterize
etmektedir. Eger keyfi (¢, z,u,v) € [tg,0] x R" x P x @ igin F(t,z,u,v) tek

degerli ise, yani F(t,x,u,v) = {¢(t, z,u,v)} ise, o zaman (6.2.1) sistemi
T = o(t,x,u,v) (6.2.2)

diferansiyel denklemi ile verilir ve sistemde belirsizligi sadece v € Q) vektorleri
olugturmaktadir.

(6.2.2) esitligiyle verilen belirsiz dinamik sistemler diferansiyel oyunlar teori-
si kapsaminda incelenmektedir. (bkz., Krasovskii ve Subbotin 1974; Krasovskii
ve Subbotin 1988; Kurzhanski 1977; Subbotin ve Chentsov 1981)

Bu béliimde davramgt (6.2.1) diferansiyel icermesi ile verilen belirsiz di-
namik sistemler i¢in yaklagim problemi incelenecektir.

(6.2.1) sisteminin sag tarafinin agagidaki kogullar sagladigy varsayilacaktir.

6.2.a) Keyfi (t,z,u,v) € [ty, 0] x R" x P x Q i¢in F(t,x,u,v) C R" konveks
kompakt kiimedir.

6.2.b) (t,z,u,v) — F(t,x,u,v) kilme degerli doniigimi (¢, z,u,v)’ye gore
siirekli, z’e gore yerel Lipschitz siireklidir.

6.2.c) Keyfi (t,x) € [to, 0] x R" i¢in
maz{|| f||l: f € F(t,z,u,v), ve P, veQ}<c(l+| z])

olacak bicimde ¢ > 0 sabiti vardir.

(t,x,u,v) — F(t,z,u,v), (t,x,u,v) € [to,0] x R* x P x @Q,
6.2.a) ve 6.2.b) kogullarmi sagladigindan Teorem 6.1.2°den bu kiime degerli
doniigiimiin (¢, z, u, v)’ye gore siirekli ve x’e gore yerel Lipschitz siirekli paramet-

relendirilmesi vardir. Yani, (¢, x,u,v,w)’ya gore siirekli, z’e gore yerel Lips-
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chitz siirekli, keyfi (¢,z,u,v) € [tg, 0] x R* x P x @ i¢in
F(t,x,u,v) = {f(t,z,u,v,w) : w € B,} (6.2.3)

olacak bicimde f(-) : [t,0] x R® x P x Q x B,, — R" fonksiyonu vardir.
6.2.c) ve (6.2.3)’den

maz{|| f(t,z,u,v,w) [ w€ P, vEQwe By} <c(l+ | )

oldugu elde edilir. Béylece, f(-) : [to, 0] x R* x P x Q x B,, — R" fonksiyonu
agagidaki kogullar: saglar.

6.2.d) f(-) : [to,d] x R" x P x Q x B,, — R" fonksiyonu (t,z,u, v, w)ya
gore stirekli, z’e gore yerel Lipschitzdir.

6.2.e) Keyfi (¢, ) € [ty, 0] x R" i¢in
maz{|| f(t,z,u,v,w) [|:uw€ P, veQwe By} <c(l+ |l z])

dir.
6.2.f) Keyfi (t,z,u,v) € [to, 0] x R" x P x @ igin
F(t,z,u,v) = {f(t,z,u,v,w) : w € B,}
dir.
6.2.d), 6.2.e) ve 6.2.f) 6zelliklerinden dolayi, 6.2.a), 6.2.b) ve 6.2.c) kogullari-
n1 saglayan (6.2.1) icermesi yerine, 6.2.d), 6.2.e) ve 6.2.f) ozelliklerine sahip

T = f(t,z,u,v,w) (6.2.4)

dinamik  sistemi incelensin. Her sabitlenmis (t,z,u,v) igin
F(t,z,u,v) C R™ (6.2.1) sisteminde ek belirsizlik olarak kabul edildiginden
(6.2.4) sistemindeki w € B,, vektorii, v € Q belirsizlik vektorii ile ek belirsizlik
vektori olarak kabul edilir. Boylece, (6.2.4) sisteminde x € R™ sistemin faz
vektorii, u € P kontrol vektorii, (v, w) € Q x B, belirsizlik vektorii, t € [to, 0]
ise zamandir. u € P sistemin kontrol vektorii oldugundan, (6.2.4) sistemi
u € P kontroli kullanilarak kontrol edilebilir.

Bu durumda u € P kontrol etkisi hangi bigimde segilerek (6.2.4) sistemi

kontrol edilebilir?
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Tanim 6.2.1. (Krasovskii ve Subbotin 1988; Subbotin ve Chentsov 1981) Olgiile-

bilir u(-) : [to,0] — P fonksiyonuna programly kontrol fonksiyonu denir.
Tim programli kontrol fonksiyonlar: kiimesi Uy ile gosterilsin.

Tanim 6.2.2. (Krasovskii ve Subbotin 1988; Subbotin ve Chentsov 1981)

U(-,-) : [to,0] x R" — P fonksiyonuna pozisyonlu strateji denir.

Tim pozisyonlu stratejiler kiimesi Up,s olarak gosterilsin.

(6.2.4) sistemini programl kontrol fonksiyonlar1 kullanarak kontrol ederken,
kontroliin kalitesi iyi olmayabilir ve istenilen amaca ulagmak miimkiin olmaya-
bilir. (6.2.4) sistemini pozisyonlu stratejiler kullanarak kontrol ederken, daha
iyi sonuglara varilabilir (bkz., Krasovskii ve Subbotin 1974; Krasovskii ve Sub-
botin 1988; Subbotin ve Chentsov 1981). Bundan dolay1, (6.2.4) sistemi pozis-
yonlu stratejiler secilerek kontrol edilecektir.

Simdi (6.2.4) sisteminin (., x.) € [to, 0] x R™ baslangi¢ pozisyonundan veri-
len U, € U,,s pozisyonlu stratejisinin tirettigi yortingeler kiimesi tanimlansin.

Once (6.2.4) sisteminin (t.,x,) € [to,0] x R baglangic pozisyonundan
verilen U, € Up,s pozisyonlu stratejisinin tirettigi adimh yortingeler kiimesi
tanimlansin.

[ty, 0] arahigmin A ={t, =19 <7 < ... <7 = 6} boliintiisii alinsin ve
diamA = max{(ri;1 — 1) :1=0,1,2,...,k — 1}

olsun. Tim mimkiin 6lgilebilir v(+) : [to,0] — @ fonksiyonlar1 kiimesi Qr,
tiim miimkiin olgiilebilir w(-) : [to,8] — B, fonksiyonlar1 kiimesi ise By ile

gosterilsin. Keyfi v(:) € Qr ve w(-) € By alinsin ve sabitlensin.

T = f(t,l’(t), U*(Tivx(7i>>7v<t)7w(t))7
x(t*) =T, tE I:TZ',T/L'+1), Z:O,l,,k—l

diferansiyel denkleminin ¢oziimii
.T(, t*u l’(t*), U*7 U()7 w()’ A)
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olarak gosterilsin. 6.2.d), 6.2.e) ve 6.2.f) 6zelliklerinden dolay1, her sabitlenmig
v(:) € Qr, w(+) € By igint — x(t;ts, x(ty), Uy, v(-),w(-), A) ¢oziimii tektir ve

f’va kadar devam ettirilebilir. Boylece,
2(5 b, 2(Le), U, 0(), w(-), A) = [to, 0] — R”
mutlak siirekli fonksiyondur.
Xty 20, Usy A) = {20, 22, Uy 0(), (), A) 5 0() € Qp, w(-) € Br)

olarak tanimlanan X (t., z., U., A) kiimesine (6.2.4) sisteminin (., z.) baglan-
g1¢ pozisyonundan [tg, 6] araliginin A boliintiisiine kargilik U, pozisyonlu strate-
jisinin iirettigi adimh yoriingeler kiimesi denir. Her x(-) € X (., ., U, A) mut-

lak stirekli fonksiyonuna (6.2.4) sisteminin (¢, x,) baglangi¢ pozisyonundan U,

pozisyonlu stratejisinin iirettigi adimli yoringesi denir.
AR = Lt < Tl(k) < Ték) < L. 0< ri’f;) = 0}, w() € Qr,
wi(+) € Br, k — oo iken  diamA® — 0,

2i(-) = 2(s e, T, U, 0 (), wie(4), AR € X(t,, 2, Uy, A®)) olmak fizere

x(-) = lim xx(")

k=00
olacak bigimdeki tim x(-) : [ty, 0] — R™ fonksiyonlar: kiimesi X (., x,, U,) ile
gosterilsin.

X (ts, x4, U,) kiimesine (6.2.4) sisteminin (%, x,) baglangi¢ pozisyonundan
U, pozisyonlu stratejisinin tirettigi yortingeler kiimesi, her z(-) € X (t., z, U)
fonksiyonuna ise (6.2.4) sisteminin (¢, z,) baslangi¢ pozisyonundan U, pozis-

yonlu stratejisinin iirettigi yoriingesi denir.

Onerme 6.2.3. (Krasovskii ve Subbotin 1974; Krasovskii ve Subbotin 1988;
Subbotin ve Chentsov 1981) Keyfi (t.,z.) € [to,0] x R", U, € Upps igin
X (ts, ., Us) kiimesi bos kimeden farkls ve C([to,0];R™) uzayinda kompakt

kiimedir; her x(-) € X (t., ., Uy) yoringesi mutlak sirekli fonksiyondur.

Simdi (6.2.4) sistemi i¢in verilen M C R™ kiimesi ile yaklagim problemi

ifade edilsin.
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Tanim 6.2.4. (Krasovskii ve Subbotin 197/; Krasovskii ve Subbotin 1988;
Subbotin ve Chentsov 1981) M C R™ kapaly kiime, (t.,x.) € [to,0] x R™ ol-
sun. Eger keyfi x(-) € X(t.,x.,U,) yoringesi i¢in x(0) € M olacak bi¢imde
U, € Upps pozisyonlu stratejisi varsa, U, € Up,s pozisyonlu stratejisine, (t., )
baslangi¢ pozisyonundan M kiumesi ile yaklagim probleminin ¢ozimi denir.
Eger (t.,z.) € [to, 0] x R™ baslangi¢ pozisyonundan M kiimesi ile yaklasim
problemini ¢ozecek bi¢imde U, € Upys pozisyonlu stratejisi varsa, (t., x.) baslan-

gi¢ pozisyonundan M kiumesi ile yaklasim problemi ¢ozilebilirdir denar.

Problem 6.2.5. Hangi (t.,z.) € [to,0] X R™ baslangi¢c pozisyonlar: i¢in M

kiimesi ile yaklasim problemi ¢ozilebilirdir?

Problem 6.2.5'1 ¢bzmek igin (6.2.4) sistemi i¢in kararh képrii kavrami ve-

rilsin.

Tanim 6.2.6. (Krasovskii ve Subbotin 197/; Krasovskii ve Subbotin 1988;
Subbotin ve Chentsov 1981) W C [to, 0] x R™ kapali kiime olsun. Eger

lu) W) cM

2.u) Keyfi (t,,z,) €W, t*€lty, 0], veEQ, we B, icintc [t,,t] iken
(t, x(t; te, Tu, us(+), v,w)) € W olacak bi¢imde u,(-) € Ur varsa, W kiimesine
(6.2.4) sistemine gére M kiimesi ile yaklasim probleminde u-kararl képri
denir.

Burada x(+;te, Te, us(-),v,w) : [ti, t*] — R fonksiyonu
(t) = f(t,x(t), us(t), v, w) (6.2.5)
denkleminin x(t.) = . kosulunu saglayan ¢ézimidir.

6.2.d) ve 6.2.e) kosullari, (6.2.5) probleminin en az bir ¢6ziimiiniin varhigini
ve bu ¢Oziimiin # zamanma kadar devam ettirilebilirligini garantiler (bkz.,
Aubin ve Cellina 1984; Blagodatskikh ve Filippov 1986; Clarke ve ark. 1998;
Deimling 1992; Filippov 1967). Simdi (6.2.4) sisteminin sag tarafinin agagidaki

kosulu sagladig1 varsayilsin.
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6.2.g) V(t,x) € [to,0] Xx R" ve v € R™ i¢in

min = max (s, f(t,x,u,v,w)) = max  min(s, f(t, x,u,v,w))
uepP (v,w)EQX By, (v,w)EQXBn ueP
(6.2.1) diferansiyel icermesinin sag tarafi keyfi (¢,x,u,v) €

[to, 0] x R™ x P x @ igin
F(t,z,u,v) = g(t,z,u,v) + ®(t, ) (6.2.6)

olsun.  Burada g¢g(-) : [to,0] x R* x P x @ — R" fonksiyonu ve
D) : [to, 0] x R* — conv(R™) kiime degerli doniigimii asagidaki kogullar:
saglamaktadir.

6.2.a%) g(t,z,u,v) : [ty,0] x R" x P x @ — R" fonksiyonu (¢, z,u,v)’ye
gore strekli, z’e gore yerel Lipschitz siireklidir.

6.2.b*) Keyfi (¢,x) € [to, 0] x R" igin
maz{| g(t,z,u,v) l;ue P, veQ} <a(l+ |zl

olacak bicimde ¢; > 0 vardir.

6.2.c*) Keyfi (t,x) € [to, 0] x R" ve s € R" i¢in

max min(s, g(t, x, u, v)) = min rgg(s, g(t,z,u,v))

dir.

6.2.d*) Keyfi (t,x) € [to,0] x R™ i¢gin ®(¢t,z) C R™ konveks kompakt
kiimedir.

6.2.€") O(t,x) : [to,0] x R — conv(R") kiime degerli déniigimii (¢, x)’e
gore strekli, z’e gore yerel Lipschitz siireklidir.

6.2.f*) Keyfi (t,z) € [ty, 0] x R™ igin
maz{| ¢ [|: € @(t,2)} < (14 | 2 )

olacak bicimde ¢y > 0 vardir.
O(t,x) : [to,0] x R — conv(R™) kiime degerli déniigiimii 6.2.d*), 6.2.e*)

kogullarimi sagladigindan, Teorem 6.1.2°’den ®(-) kiime degerli doniigiimiiniin
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(t,z)’e gore siirekli, x’e gore yerel Lipschitz stirekli parametrelendirilmesi vardir.

Yani keyfi (¢, 2) € [to, 6] x R™ igin
O(t,z) = {p(t,z,w] : w € B,} (6.2.7)

olacak bigimde (t,z,u,v)’ye gore siirekli, z’e gore yerel Lipschitz siirekli
o(t,z,w) : [tg,0] x R* x B,, — R" fonksiyonu vardir. Ayrica ®(-) kiime
degerli dontiglimii 6.2. f*) kogulunu sagladigindan, keyfi (¢, z) € [to, 0] x R™ igin

max{|| ¢(t,z,w) : w € By} < ex(1+ | 2 )

olur.
(6.2.7) parametrelendirilmesi yapildiktan sonra F'(¢,z, u, v) kiimesi (6.2.6)
ile tanimlanmak tizere, davramst (6.2.1) diferansiyel igermesi ile verilen belir-

sizlik igeren kontrol sistemi, (6.2.4) sistemine benzer olarak
T =g(t,z,u,v) + o(t, z,w) (6.2.8)
bi¢iminde yazilabilir. Eger
fult,z u,v,w) = g(t, z,u,v) + p(t, z, w) (6.2.9)

denilirse 6.2.a*), 6.2.b%), 6.2.d*), 6.2.e*), 6.2.f*) kogullarindan dolay,
kolaylikla gosterilebilirki, f.(t,2,u,v,w) : [to,0] x R" x P x Q x B, — R"
fonksiyonu 6.2.d), 6.2.e) ve 6.2.f) kogullarini saglar.
(6.2.9) ile tammh f.(-) fonksiyonunun 6.2.g) kogulunu sagladigr gosterilsin.
Keyfi (t,z) € [to, 0] x R" ve s € R" i¢in

min  max (s, fi(t,z,u,v,w))
ueP (v,w)EQXBn,

=min max_ [{(s,g(t,,u,v)) + (s, (¢, 7,0))]
uEP (y,w)eQxBn

= mi t t
minmax(s, g(t, z, v, v)) +ﬁa§§<s>s@( , T, W)
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= i t t
max min(s, g(t, 2, u, v)) +3éa§>i<s,so( , T, W)

= max_ min[(s, g(t, 7, u,v)) + (s, p(t, 7, 0))]
(v,w)EQXBn ueP

=  max __ min(s, fi(t, z,u,v,w))
(v,w)EQX By, ueP

Boylece (6.2.8) sisteminin sag tarafi 6.2.g) kogulunu saglamaktadir.

Eger g(t,x,u,v) = ¢1(t, z,u)+ g2(t, z,v) bigiminde ise, 6.2.¢*) kogulu sagla-
nir. Asagidaki teorem 6.2.d), 6.2.e), 6.2.f), 6.2.g) kogullarin saglayan (6.2.4)
sistemi i¢in M kiimesi ile yaklagim probleminin ¢oziilebilmesini miimkiin kilan

pozisyonlar1 karakterize etmektedir.

Teorem 6.2.7. W C [to,0] x R™ kapalv kiimesi (6.2.4) sistemine gdore M
kiimesi ile yaklasim probleminde u-kararly kopri olsun. O zaman keyfi
(ts, z) € W baslangi¢ pozisyonundan M kiimesi ile yaklagim problemi ¢ézilebi-

lirdir.

Teoremin kaniti, “Krasovkii ve Subbotin 1988” de verilen kanita benzerdir
(bkz., sayfa 70,Teorem 2.4.1) ve M C R" kiimesi ile yaklagim probleminin

coziimi U, € Up,s pozisyonlu stratejisi

max _ (x —e(t,x), f(t,z,U(t,z),v,w))
(v,w)EQXBn
(6.2.10)

=min max _(z —e(t,z), f(t,z,u,v,w))
weP (p,w)eQxBy

esitliginden bulunur.
Burada e(-,-) : [to,0] x R* — R" fonksiyonu (¢,z) € [to,0] x R" i¢in

e(t,z) = (Pr)ww(x) olarak tanimlanir ve
(Prwe(z) ={y € W(t) - d(z, W(t)) =l = —y [}
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dir.  Ayrica (6.2.10) esitligini saglayan U, € U,y pozisyonlu stratejisine
W C [ty, 0] x R™ kararhi kopriisii igin ekstremal strateji denir (bkz., Krasovskii
ve Subbotin 1974; Krasovskii ve Subbotin 1988, Subbotin ve Chentsov 1981).
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7 SONUCLAR

Tezde konveks degerli olmayan siirekli kiime degerli dontigtimlerin siirekli
noktasal e-yaklagik selektortintin varligi probleminin; konveks kapali degerli
alttan yar1 stirekli iki kiime degerli doniigiimiin toplaminin siirekli selektoriiniin
verilen kiime degerli dontigiimlerin stirekli noktasal e-yaklagik selektorlerinin
toplami bigiminde gosterilebilmesi probleminin; degerleri genigletilmig uzayda
olan selektorial doniigtimlerin stireklilik 6zelliklerinin; kiime degerli dontisiimiin
siirekli parametrelendirilmesi uygulanarak, davranigi diferansiyel igerme ile
verilen konfliktli kontrol sistemler i¢in yaklagim probleminin incelenmesi amag-
lanmagtir.

Tezde gelistirilen yontemlerin temelini konveks analizin, kiime degerli ana-
lizin, diferansiyel oyunlar teorisinin kavram ve yontemleri olusturmaktadir.

Bu amaclar dogrultusunda agagidaki sonuclar elde edilmistir.

1. Konveks degerli olmayan siirekli kiime degerli doniigtimlerin siirekli nok-
tasal e-yaklagik selektorlerinin varhigl incelenmigtir. Iki veya daha fazla
boyutlu uzayda tanimlh kompakt degerli stirekli kiime degerli dontigiimiin
keyfi yeterli kiiciik € > 0 icin siirekli noktasal e-yaklagik selektoriiniin ol-

madigr orneklenmistir.

2. Verilen kapali konveks degerli alttan yar siirekli iki kiime degerli doniigii-
miin toplaminin siirekli selektoriiniin, keyfi ¢ > 0 igin verilen kiime
degerli dontigiimlerin stirekli noktasal e-yaklagik selektorlerinin toplami

biciminde gosterilebilecegi kanitlanmigtir.

3. R™in kompakt konveks alt kiimeleri uzay1 genisletilerek cebirsel yap1
tanimlanmig ve degerleri genisetilmis uzayda olan siirekli selektorial donii-

siumlerin ozellikleri incelenmistir.

4. Kiime degerli dontigiimlerin parametrelendirilmesi uygulanarak, davranisi

diferansiyel igerme ile verilen konfliktli kontrol sistemler i¢in yaklagim

97



probleminin ¢oziimii incelenmistir. Diferansiyel oyunlar teorisinde kul-
lanilan yapilara benzer olarak, verilen sisteme gore u-kararli kopriiye
ekstremal stratejinin, ele alinan yaklagim probleminin ¢oziimii oldugu

gosterilmigtir.

Yapilan arastirmalar kapsaminda elde edilen sonuclar, kiime degerli analizden
bilinen sonuglar1 genigletmektedir ve davranmisi diferansiyel icerme ile verilen

konfliktli kontrol sistemler i¢in yaklagim probleminin ¢oztimiinde kullanilabilir.
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