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OZET

Yiksek Lisans Tezi

KONVEKS ANALIZDE ESLENIKLIK
Didem Tokaslan

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstituisu
Matematik Anabilim Dal

Danisman: Prof. Dr. Mahide Kiiciik
2009, 196 sayfa

Duallik kavrami matematigin bircok alaninda ortaya cikar. Matematikciler bir
problemle karsilaginca bu problemi, goriiniisii orijinal problemden oldukca farkl:
fakat ¢oziimii daha kolay olan bagka bir probleme dontigtiiriip ¢ézmek isterler. Du-
allik teoremlerinden her biri bir digerinin dengi olan iki matematiksel teori icerir.

Beg boliimden olusan bu caligmada, son yillardaki aragtirmalarda siklikla kargilagilan,
bir konveks fonksiyona, bunun eslenigi diyecegimiz bir bagka konveks fonksiyonu
karsgilik getirerek, duallik kavramina bir giris yapilmig, konveks fonksiyonlar ve kon-
veks eslenikleri arasindaki iligkiler aragtirilmistir.

Caligmanin ilk boltimiinde, ¢aligma igin gerekli olan tamimlar ve teoremler ve-
rilmistir. Ikinci béliimde sublineerlik kavrami tanimlanmig ve bazi 6zellikleri ince-
lenmisgtir.

Uciincii boliimde sonlu konveks fonksiyonlar i¢in subdiferansiyel tanimi ti¢ farkh
sekilde verilerek, bu tanimlarin birbirine denkligi gosterilmistir. Daha sonra, sub-
diferansiyelin yerel 6zellikleri incelenmis ve bazi fonksiyonlarin subdiferansiyelleri
hesaplanmistir.

Doérdiincii boliimde sirasiyla R, R™ ve herhangi bir topolojik vektor uzayi iizerinde
tanimh gercel degerli fonksiyonlar icin esleniklik kavrami tanitilmigtir. Eslenik fonk-
siyonun temel 6zellikleri incelenerek subdiferansiyel kavrami ile iligkisi verilmigtir.

Son boliimde konveks optimizasyon problemleri tanitilarak, eslenik fonksiyonu
yardimiyla bu problemlerin dual problemleri kurulmustur. Boylece primal ve dual

problemlerin ¢oztiimleri arasindaki iligkiler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konveks Fonksiyonlar, Duallik, Egleniklik
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CONJUGACY IN CONVEX ANALYSIS
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Supervisor: Prof. Dr. Mahide Kiigiik
2009, 196 pages

The concept of duality appears in several areas of mathematics. When forced
with a problem, a mathematician wants to solve it by converting that into another
problem. This new problem appears to be quite different, yet it mirrors all as-
pects of the original problem and is easier to solve. The duality involves with two
mathematical theories, each of which includes different theorems.

In this work, which is consisted of five chapters, an introduction to duality is
made; the relationship between convex functions and convex conjugate is studied by
corresponding each convex function to another convex function which is called the
conjugate of the given function.

In the first section of this work, some basic definitions and theorems, necessary
for this work, are given. In the second chapter, sublinearity is defined and some
properties of sublinear functions are investigated.

In the third chapter, by defining the subdifferentials of finite convex functions in
three different ways, equivalence of these three definitions is given. After that, local
properties of subdifferential are investigated and subdifferentials of some special
functions are evaluated.

In the fourth chapter, conjugate functions of the functions which are defined
from R, R™ and any topological vector space to R are given, respectively. The
relationship between subdifferential and conjugate function is given by investigating
the fundamental properties of conjugate functions.

In the last chapter, the dual problem of convex optimization problem is con-
structed by using conjugate functions. In this way the relationship between primal

problems and dual problems are given.

Keywords: Convex Functions, Duality, Conjugacy
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1 GiRis
Bu boliimde konveks analizin temelini olusturan kavramlar ve ozellikler

verilecektir.

1.1 Konveks Kumeler ve Afin Kumeler

Bu kesimde konveks ve afin kumeler tanimlanacak ve bazi ozellikleri veri-

lecektir.

1.1.1 Afin Kiimeler

Tanim 1.1.1. [/, 5, 12/ S C R™ verilsin. Eger Vz,y € S ve VA € R i¢in
A+ (1-NyesS

oluyorsa S ’ye afin kime denir.

Onerme 1.1.2. [/, 5, 12] Keyfi sayida afin kiimenin arakesiti afindir.

Tanim 1.1.3. [/, 5, 12] S C R" kiimesi verilsin. Bu durumda S ’yi iceren

tum afin kuimelerin arakesitine S ’nin afin zarfi denir ve affS ile gosterilir.

) g\y

B B
x \a:

Sekil 1.1: Diizlemde bir [AB] dogru parcasimin afin zarfi olan ¢ dogrusu




Tanim 1.1.4. [4, 5, 12] x1, %o, . .., T, € R™ noktalar verilsin ve ger¢el \i, Ag, ..., A

sayilary > A\ = 1 kosulunu saglasin. Bu durumda,
i=1

)\1[E1 + )\21’2 + -+ )\mZEm
toplamina x1,Xs, ..., Xm noktalarinin bir afin kombinasyonu denir.

Onerme 1.1.5. [4, 5, 12] S C R™ kiimesinin afin zarfi S ’deki elemanlarin

tum afin kombinasyonlarindan olusur. Yani,

affsS = {ZAiximes, \i GR,Z/\izl,izl,Q,...,m}

i=1 i=1

yazilabilir.

Tamim 1.1.6. [/, 5, 12] R"de (n-1) boyutlu afin kimelere hiperdizlem ad:

verilir.

1.1.2 Konveks Kiimeler
Tamim 1.1.7. [4, 5, 12] C C R™ verilsin. Eger Va,y € C ve VA € [0, 1] i¢in,
A+ (1-=NyeC

oluyorsa C' 'ye konveks kiume denir.

Onerme 1.1.8. [4, 5, 12] Konveks kiimelerin keyfi sayida arakesiti konvekstir.

Tanim 1.1.9. [/, 5, 12] x1,x9,..., T, € R™ noktalar verilsin ve negatif ol-

mayan Ai, Ao, . .., Ay saylar: §:1 Ai = 1 kosulunu saglasin. Bu durumda,
AT+ Xoxo + -+ AT,

toplamina X1, Xz, . . . , Xm noktalarimin bir konveks kombinasyonu denir.

Teorem 1.1.10. /4, 5, 12/ C C R" kiimesinin konveks olmasu i¢in gerek ve

yeter kosul tum konveks kombinasyonlarine bulundurmasidar.



Tanim 1.1.11. [/, 5, 12] C C R™ verilsin. C ’yi iceren tim konveks kimelerin

arakesitine C ’nin konveks zarfi denir ve conv(C) yada co(C) ile gosterilir.

Onerme 1.1.12. [4, 5, 12] C C R™ kiimesinin konveks zarfo C' 'deki eleman-

larin tim konveks kombinasyonlarindan olusur. Yani,

convC = {Zkzxz |z € C, N\ ZO,Z)\,- =1,i= 1,2,...,m}
i=1 i=1

yazilabilir.

Tamim 1.1.13. [, 5, 12] 0 # S C R" kiimesi verilsin. Bu durumda S’yi
iceren tum kapaly konveks kiimelerin arakesitine S kimesinin kapalr kon-

veks zarfi denir ve coS ile gosterilir.

Onerme 1.1.14. [{, 5, 12] 0 # S C R" kiimesi verilsin. Bu durumda S nin

kapaly konveks zarfi S 'nin konveks zarfinin kapamisina esittir. Yani,
coS = cl(coS)

olur.

co(9)

Sekil 1.2: Konveks olmayan S kiimesinin konveks zarfi olan co(S) ve kapah

konveks zarfi olan ¢o(S) kiimeleri



1.1.3 Konveks Koniler

Tanim 1.1.15. [/, 5, 12] K C R" verilsin. Eger Vx € K ve YA > 0 igin
A e K

oluyorsa K kiimesine kont denir. Eger K konisi ayni zamanda konveks ise bu

durumda K ‘ya konveks kont adi verilir.

Onerme 1.1.16. [4, 5, 12] Konveks konilerin herhangi sayida arakesiti yine

konveks konidir.

Tamim 1.1.17. [4, 5, 12/ () # S C R™ kiimesi verilsin. Bu durumda S yi i¢eren
tim [kapali] konveks konilerin arakesitine S kiimesinin [kapali] konveks

konik zarfi denir ve [coneS| coneS ile gosterilir.

Tanim 1.1.18. /4, 5, 12] x1,xa, . .., T, € R™ noktalars verilsin. A, Ag, ..., A\ >
0 olmak tizere,

AT+ Aoxa 4+ -+ AT

toplamina X1, Xa, ..., Xm noktalarinin bir konik kombinasyonu denir.

Onerme 1.1.19. [4, 5, 12] 0 # S C R™ kiimesi verilsin. Bu durumda S nin
konik zarfi S’deki tim elemanlarin konik kombinasyonlarinin kimesidir ve

R*(S) ile gosterilir.

Tanim 1.1.20. /4, 5, 12/ C C R™ bostan farkls kapalv konveks bir kiime ve

x € C alinsin. Bu durumda
Coo(z) :={d €R" |Vt > 0 i¢in x + td € C}

yada denk olarak

t>0

seklinde tanimlanan kimeye C kiimesinin asimptotik konisi (recession

cone) denir.



Onerme 1.1.21. [4, 5, 12] Cx(x) asimptotik konisi x € C' ’"nin segiliginden

bagimsizdar.

Kanat. x1,75 € C alinsin, kanit igin C(21) € Coo(x2) oldugunu gostermek

yeterlidir. O halde d € Co(x1) ve t > 0 alinsin. € > 0 sayisi igin,

t
T =€ <l’1 + gd) + (1 — 5).%‘2

noktasini goz ontine alalim. C' konveks oldugundan z. € C elde edilir. Buradan

C kapali oldugundan,
lifgig =x9+td € clC =C

bulunur. O halde d € C(x2) elde edilir. Ters kapsam benzer sekilde gosterilebilir
ve boylece Cy(z1) = Coo(x2) oldugu goriiliir. x; ve zo keyfi secildiginden

asimptotik koninin secilen noktadan bagimsiz oldugu kanitlanmig olur. O

Uyar1 1.1.22. Asimptotik koninin C' kimesinden segilen noktadan bagimsiz
oldugu Onerme 1.1.21 ile gésterildi. Dolayiswyla bir C kapaly konveks kiimesinin

asimptotik konisinin yalnizca Cy ile gosterilmesi uygun olacaktur.

Onerme 1.1.23. [4, 5, 12] C C R™ kapalr konveks kiimesinin kompakt olmast

icin gerek ve yeter kosul C, = {0} olmasidur.

Onerme 1.1.24. [4, 5, 12] {C;} es R™de kapaly konveks kimelerin bir ailesi

olsun ve bu kimelerin arakesiti bostan farkly olsun. Bu durumda,

(i) <ﬂ Cj> = ()

jed jeJ
(1)) 7=1,2,...,m i¢in C; € R™ kapalr konveks kiimeler olmak ‘zere,
(Cr X+ X Cploo = (C1)oo X -+ X (Ci) oo
(iii) A : R™ — R™ bir lineer donisim ve C' C R™ kapalr konveks kiime ve

A(C) kapalr ise,
A(Cx) C [A(O)]

dur.



1.1.4 Topolojik Ozellikler

Tanim 1.1.25. [/, 5, 12] C C R"™ konveks bir kiime olmak izere, C ’'nin
afin zarfi tzerine indirgenen topolojiye gore i¢ noktalarindan olusan kimeye

C ’nan rolatif i¢t denir ve riC ile gosterilir. Yani,
riC :={z €affC |30 >0i¢inaffCNB(x,0) CC}
olur.

Teorem 1.1.26. [4, 5, 12] C C R" bos kimeden farkle ve konveks bir kiime
ise 1iC #£ () dir.

a> /) D

intA =1

Sekil 1.3: R? uzaymda intA = () olan A kiimesinin rolatif ici

Teorem 1.1.27. [/, 5, 12] C C R" konveks bir kiime, x € riC ve y € clC ise,
VA €[0,1) igin, (1 — X))z + \y € riC “dir.



Teorem 1.1.28. [/, 5, 12] C C R"™ konveks bir kiime olsun. Bu durumda riC
ve clC' konveks kiimelerdir ve C' ile ayni afin zarfa, ayni rolatif ice ve aym

kapanisa sahiptirler.

Teorem 1.1.29. /4, 5, 12] C1,Cy C R™ konveks kimeler ve riCy N riCy # ()
olsun. Bu durumda,

T?:(Cl N Cg) = TiCl N TiCQ
Cl(Cl N CQ) = ClCl N ClCQ
dir.

Onerme 1.1.30. [4, 5, 12] i = 1,2,... k olmak izere C; C R™ konveks

kiimeler olsun. Bu durumda,
ri(Cy X -+ X Cy) = (riCy) X -+ x (riCy)
olur.

Onerme 1.1.31. [4, 5, 12] A : R* — R™ afin bir fonksiyon ve C C R

konveks bir kime olsun. Bu durumda,
ri[A(C)] = A(riC)
olur.
Uyar1 1.1.32. Son iki 6nermenin bir sonucu olarak,
ri(anCr 4+ aeCy) = a1 (riCh) + ag(riCy)
oldugundan oy = —agy = 1 segilirse,
0 € ri(Cy — Cy) & (riCy) N (riCy) # (1.1.1)

elde edilir. Bu kosul ise Teorem 1.1.29°da wverilen kosuldan c¢ok daha kul-

lanislidir. Bu nedenle ileride bir ¢ok durumda kullanilacaktar.



1.2 Hiperdiizlemler ve Ayirma Teoremleri

Bu kesimde bir nokta ile bir konveks kiimeyi ve iki konveks kiimeyi ayiran

ayirma ozellikleri verilecektir.

1.2.1 Hiperdiizlemler ve Yar1 Uzaylar

Tanim 1.2.1. /4, 5, 7, 12] f : R™ — R fonksiyonu verilsin. Eger Vz,y € R"

ve Vo € R sayse igin

fle+y)=f2)+ fly) ve flax)=oaf(z)
kosullar: saglamyorsa f’e lineer fonksiyonel denir.

Tanim 1.2.2. [/, 5, 7, 12] f : R* — R lineer fonksiyoneli verilsin. Bu
durumda

[f:r]:={z eR" | f(z) =r}

biciminde tanimlanan kimeye [ fonksiyonelinin r-diizey kimest denir.

Onerme 1.2.3. [4, 5, 7, 12] H C R"™ wverilsin. Bu durumda H ’nin bir
hiperdiizlem olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sifir donusiminden farkl bir f

lineer fonksiyoneli ve bir r € R sayst i¢in H = [f : r] olmasidur.

Kanat. H bir hiperdiizlem olsun. O halde H (n—1)-boyutlu bir afin kiimedir.
xg € H igin Hy = H — x olsun. Buna gére H; (n — 1)-boyutlu bir alt uzaydir.
Keyfi bir y € R™ — H; seqilip sabitlenirse R” uzayi, R" = H; 4+ Ry biciminde
yazilabilir. Bu durumda bir p € R™ noktas1 4 p; € H; ve 3 a € R sayis1 i¢in
p = p1 + ay biciminde tek tirli yazilir. Bu yazilistaki o sayis1 kullanilarak,
R" ’den R ’ye

f(p):=a

bi¢iminde tanimlanan f fonksiyonu lineerdir. f fonksiyonunun tanimlanigindan



[f : 0] = Hy oldugu aciktir. H = Hy + x¢ ve f lineer oldugundan

H=H +xo=[f:0l+20 = {peR"| f(p)=0}+xo
= {p+wzo | flp) =0}
= {geR"| f(¢g—x0) =0}
= {¢eR" | f(g) = f(z0)}
= [f: f(z0)]

bulunur. f(z¢) = r denirse H = [f : r] elde edilir.

Tersine sifirdan farkl bir f fonksiyoneli ve bir r € R sayis1 i¢in H = [f : 7]
olsun. f lineer oldugundan, N; kiimesi f 'in ¢ekirdegi olmak tizere [f : r] =
Ny + x olur. O halde H = [f : r] (n — 1)-boyutlu bir alt uzaym x, kadar

6telenmisidir. Yani [f : 7] (n — 1)-boyutlu bir afin kiimedir. Dolayisiyla H bir
hiperdiizlemdir. O

Teorem 1.2.4. [4, 5, 7, 12] H = [f : r] R" de bir hiperdiizlem ve {61, €9y €n}
R™ 'nin standart tabany olmak tizere, her x = Z age; igin, f(x) = Z a;\; ola-

cak sekilde A1, N, ..., A\, € R vardir, ek olamk f surekli ve H kapalzdzr

Kanat. i =1,2,... nicin A\; = f (¢;) olsun. Budurumda f lineer oldugundan,
=f (Z ai6i> = aif(e) =D ik
i=1 i=1 i=1

n
bulunur. Simdi f’in siirekliligini gostermek igin € > 0 verilsin. © = Y oe;,
=1
n 7
y = Y Bie; olmak iizere,

=1

|f (z)— - Zﬁz’f (e:)| = Z (i = Bi) | < Z | — B3] | Ai]
i=1 i=1 i=1
dir. § = segilirse Vi = 1,2,...,n igin |o; — G| < ||z — y|| < 0 iken,

2 [l

f (@) |<Z|az @|Z|A|< S =
i=1 Z‘A’zl




elde edilir. Dolayisiyla f siireklidir. O halde
A= (r,+00) B=(—o00,r)
acik kiimelerinin f altindaki ters goriintiileri
A ={zeR" | f(z)>r} fH(B)={z €R"| f(z) <r}

acik kiimelerdir.

H=R"\[f(A)Uf(B)
olarak yazilabildiginden H kapalidir. O
Sonug 1.2.5. [4, 5, 7, 12] f : R™ — R bir lineer fonksiyonel ise Vx € R™ i¢in
fx) = (s )

olacak sekilde ds € R™ wvardir. Buna gore R™’de bir H hiperdiizlemi ds € R

vektoru ve Ir € R sayist i¢in
H={zeR"| (s,z) =1}

seklinde yazlabilir. Burada s € R™ vektorune ise H hiperdiizleminin normali

ady verilir.
Kanat. {ey,e,,...,e,} R"nin standart tabam ve i = 1,2,...,n igin \; =

n n
f(e;) olsun. s = Y Ne; secilirse z = 3~ aye; icin,
i=1 =1

f (35) =f <Z aiei) = Z aif<€i) = Z QN = <3,33>
i=1 i=1 i=1
bulunur. m

Uyar:1 1.2.6. Herhangi bir 0 # s € R™ vektori ve r € R sayist verildiginde

bunlara karsilik gelen hiperduzlem
Hy, ={z eR"| (s,z) =71}
biciminde yazilabilir.
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Teorem 1.2.7. [/, 5, 7, 12] R"de H, = [f : o] ve Hy = [f : (] hiperdiizlemleri
verilsin. Bu durumda, Hy = Hq + x¢ olacak sekilde dxy € R™ wvektori vardar.

Yani Hy hiperdizlem: Hy ye paraleldir.

Kanat. hy € H, , hy € Hy alinsin. Eger xyg = hy — hy denirse Hy = H + xg

olur. Gergekten, xg+ h € x¢ + H; olmak tlizere

f(xo+h) = f(ho —hi 4+ h) = f(ha) = f(h) + f(h) =B —a+a=0

olur. Buradan xg+ h € [f : f] = Hy ve boylece xg + Hy C Hy elde edilir.
Tersine, h € Hy ise h = xg + h — xg = o + (h — hy + hy) ’dir.

f(h—hy+hy) = f(h) = f(ha) + f(l) =B —B+a=qa
elde edilir. Buradan, h — hy + hy € H; ve boylece
{E0+(h—h2+h1):h€$0+Hl

bulunur. O halde Hy C zy + H;’dir. Dolayisiyla Hy = z¢ + H; elde edilmis

olur. O]

Tanim 1.2.8. [4, 5, 7, 12] 0 # s € R" ve r € R olmak dizere H = {z €

R™ | (s,z) = r} hiperdiizlemi verilsin. Bu durumda,
H ={zeR"|(s,2) <r}ve H :={zx e R" | (s,z) > r}
kimelerine H hiperdizlemine karsilik gelen kapali yari-uzaylar;
int(H ) :={x e R" | (s,z) <r}veint(H") :={x e R" | (s,z) > r}

kiimelerine ise H hiperdiizlemine karsilik gelen acik yari-uzaylar denir.

11



1.2.2 Hiperdiizlemlerle Ayirma ve Destek Hiperdiizlemler

Tanim 1.2.9. [4, 5, 7, 12] A, B C R" ve R" de H = H,, hiperdizlemi verilsin.
Eger,

(i) ACH we BC H" [ACint(H) ve B Cint(H")]
(i) BC H  ve AC HY [BCint(H) ve A Cint(H")]

kogullarindan biri saglaniyorsa H hiperdiizlemi A ile B ’yi ayirir [kesin

ayrwr] denir.

Teorem 1.2.10. [4, 5, 7, 12] A, B C R" konveks kiimeleri verilsin. Eger A
kiimesi bostan farkl ve B NintA = 0 ise A ile B’yi aywran bir hiperdizlem

vardar.

Teorem 1.2.11. [4, 5, 7, 12] A, B C R™ konveks kiimeler ve dim(AU B) =n
olsun. Bu durumda A ile B’ nin bir hiperdizlemle ayrilmas: i¢in gerek ve yeter

kosul TiANriB = 0 olmasidar.

Teorem 1.2.12. [/, 5, 7, 12] ) # A, B C R"™ biri kompakt digeri kapali konveks
kimeler ise A ile B’nin kesin ayrilmas: i¢in gerek ve yeter kosul AN B = ()

olmasidar.

Teorem 1.2.13. [/, 5, 7, 12] ) # A, B C R™ kompakt kimeler ise A ile B nin

kesin ayrilmast icin gerek ve yeter kosul coA N coB = () olmasidar.

Tanim 1.2.14. [/, 5, 7, 12/ C C R" bostan farkl bir kime, H C R"™ bir
hiperdizlem ve x € C' olsun. FEger H hiperdiizlemi x noktasini iceriyor ve
H hiperdizlemine karsilik gelen kapali yar, uzaylardan biri C' kimesini tama-
men kapswyorsa bu durumda H hiperdiizlem: x noktasinda C ’yi destekler

denir.

Teorem 1.2.15. [/, 5, 7, 12/ S C R" kapalr konveks bir kiime ise S’yi her

stmar noktasinda destekleyen en az bir hiperduzlem vardr.

12



A H' B@
B
H @A’

Sekil 1.4: Arakesitleri bostan farkli olan A ile B kiimelerini aywran H

hiperdiizlemi ve A" ile B’ kiimelerini ayiran H’ hiperdiizlemi

Kanat. Eger dimS < n ise S ’yi bulunduran her hiperdiizlem S 'yi her nok-
tasinda destekler. O halde dimS = n kabul edilsin. Bu durumda intS # ()
olur. O halde her bir € bdS igin {x} 1-boyutlu bir afin kiime ve intS agk
konveks bir kiime oldugundan x noktasim bulunduran ve H N intS = () ola-
cak sekilde bir H hiperdiizlemi vardir. Yani H hiperdiizlemi z noktasinda
S kiimesini destekler. O halde S konveks oldugundan H, S kiimesini de x
noktasinda destekler. O

Teorem 1.2.16. [/, 5, 7, 12] S C R™ kapali bir kiime ve intS # () olsun. Eger
S’nin her sinir noktasinda S’yi destekleyen bir hiperdiizlem varsa bu durumda

S konveks bir kimedir.

Kanat. Kanit n > 2 icin yapilacaktir. Eger S = R” ise S’nin konveks oldugu
agiktir. O halde 3 z € R” i¢in « ¢ S kabul edilsin. Buna gore y € intS
icin oyle bir b € rizy vardir ki b € bdS ’dir. Hipotezden b sinir noktasinda
S ’yi destekleyen bir H hiperdiizlemi vardir ve x ¢ H olur. H hiperdiizlemi
x noktasimi igerseydi, bu durumda y noktasini da igerirdi ki bu H 'nin S
kiimesini desteklemesi ile geligirdi. Buradan H 'nin belirledigi ve y noktasini
iceren kapali yar1 uzay S ’yi igerir ancak z noktasimi icermez. Boylelikle x
noktasi S kiimesinin disinda dolastikca S ’yi iceren kapali yar1 uzaylar elde
edilir. Boylece S kendisini igeren kapali yar1 uzaylarin arakesiti olarak elde

edilir. O halde S konvekstir. O
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Zo

T

Sekil 1.5: C konveks kiimesine xy noktasinda destek olan Hy hiperdiizlemi ve

H,

x1 noktasinda destek olan H; hiperdiizlemi

1.3 Konveks Kiimelere Konik Yaklagimlar

Bu kesimde, bir konveks kiimenin herhangi bir noktasindaki polar, teget ve

normal konileri tanimlanacak ve bazi ozellikleri verilecektir.

1.3.1 Polar Koni ve Ozellikleri

Tamim 1.3.1. /4, 5] K CR" bir konveks koni olsun.
K®:={seR" | Ve e K ig¢in (s,x) <0}
kiimesine K’ nan polar konisi denir.

[4, 5] Polar koninin tanimindan gikarilabilecek 6zelliklerinden bazilari ver-
ilsin.
- Polar koni R” tizerindeki i¢ ¢arpima baghdir, i¢ ¢arpim degigtik¢e polar koni
de degisir.
- I¢ carpimm siirekliliginin bir sonucu olarak polar koni kapall konveks bir
konidir.
- Eger K bir altuzay ise bu durumda K 'nin polar konisi bu alt uzayin dik

tiimleyenidir. Bu ise, alt uzaylardaki diklik kavraminin koniler i¢in polarlik

kavraminin bir genellemesi oldugunu gosterir.
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- Polarlik kapali konveks koniler ailesi tizerinde siray1 tersine ¢eviren bir egleme
belirtir. Yani K’ C K ise (K')° D K° olur. Bunun tersi ise K°° = K
oldugunda yani K kapali oldugunda gecerlidir.

- K N K° kiimesinde bulunabilecek tek eleman 0’dir.

Ornek 1.3.2. (a) T1,%9,..., 2, € R" elemanlarimn konik zarfi olan

K:{Zajxj]ajzo, j:1,2,...,m}

J=1

kimesi ele alinsin. Bu kumenin polar konisi
K°={seR"| (s,2;) <0, j=1,2,...,m}
olur.

(b) Negatif olmayan orthant
Qp={z=(&,...,&) | & >0, Vi=1,2,...,n}
olmak tuzere
Q) =Q_:={s=(01,...,04) | 0, <0, Vi=1,2,...,n}

pozitif olmayan orthantidar.

K° (K,)o

Sekil 1.6: K ve K’ konilerinin polar konileri olan K° ve (K')°
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1.3.2 Bir Konveks Kiimenin Teget ve Normal Konileri
Tanim 1.3.3. [/, 5/

(1) S C R™ bostan farkls bir kime, d € R™ herhangi bir yon (vektor) ve

z €5 olsun.
T — T

—d

xp — x, t, — 07 ve ;
k

olacak sekilde S i¢inde bir (xp)ken dizisi ve I(tg)ren C Ry dizisi varsa

d’ye S kiimesinin x noktasindak: tegeti denir.

(11) S kiimesinin x 'deki tegetlerinin olusturdugu kimeye S 'nin x noktasindaki
teget konisi (Contingent konisi veya Bouligant’n konisi) denir

ve Ts(x) ile gosterilir.

Onerme 1.3.4. [4, 5] S C R™ bostan farkly bir kiime olmak tzere x € S
noktasi ve d € R™ yoni verilsin. Bu durumda d’nin S kimesine x noktasinda

teget olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

dp — d, t, — 0" veVk € N i¢in, x + tydy, € S
olacak sekilde 3(dg)ken € R™ ve I(tx)ren C RT dizilerinin var olmasidur.
Onerme 1.3.5. [/, 5] Ts(z) tejet konisi kapalidur.

Simdi herhangi bir S kiimesi yerine C' kapali konveks kiimeleri ele alinarak

teget koni i¢in daha kullanigh bir ifade elde edilecektir.

Onerme 1.3.6. [4, 5] C C R™ kapaly konveks bir kiime ve x € C olsun. Bu

durumda C 'nin x noktasindaki teget konist

To(x) = cone(C —x) = cd[RT(C — )]
= cd{deR" |d=a(y—x), ye C, a >0}

olur. Ustelik To(x) konisi konvekstir.
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Tanim 1.3.7. [4, 5/ C C R"™ herhangi bir kiime olsun ve x € R"™ noktas

verilsin. Bu durumda
Ne(z) :={s € R" | Vy € C i¢in (s,y —x) < 0}

kiimesine C ktimesinin x noktasindaki normal konisi denir. Bu kiimeye
ait her bir s vektorine de C kiimesinin x noktasindaki normal vektori

denir.

Tanim geometrik olarak goyle yorumlanabilir. s € R™ vektoriiniin x nok-
tasinda C' 'nin bir normal vektorii olmasi igin gerek ve yeter kosul, her bir
y € C i¢in s ile y — x vektorleri arasindaki aginin genis ag1 olmasidir.

Simdi normal koni ile teget koni arasindaki iligki incelenecektir.

7o + Ne(xo) >%%//

N

Sekil 1.7: C' konveks kiimesinin bir zy noktasindaki teget konisi olan T ()
ve zo noktasimndaki normal konisi olan Ng(xg) konilerinin xy noktasina

kaydirilmiglar

Onerme 1.3.8. [4, 5] Normal koni teget koninin polaridur.
Onerme 1.3.9. [}, 5] Tejet koni normal koninin polaridur. Yani,

To(z) ={d € R" | Vs € N¢(z) i¢in (s,d) <0}
dar.
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Tanim 1.3.10. /4, 5/ C C R™ kiimesi ve s € R™ ydnii verilsin.
Fo(s) = {z € C'[ (s,x) = sup(s, y)}
yeC

seklinde tanimlanan kimeye C’nin s vektoriu yoninde ortaya ¢ikarimas

ylzi (face of C exposed by s) denir.

Onerme 1.3.11. [4, 5] C C R" kiimesi z € C noktasi ve s € R" yonii verilsin.
Bu durumda,

s € Ne(x) & x € Fo(s)

olur.

52
S1

Sekil 1.8: Bir C konveks kiimesinin s1, s ve s3 yonlerinde ortaya ¢ikarilmig

yiizleri
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1.4 Konveks Fonksiyonlar

Bu kesimde afin, konveks, kapali konveks ve kapanis fonksiyonu kavram-
lar1 tanitilacak, kapali konveks fonksiyonlarin bazi ozellikleri incelenecektir.
Ayrica fonksiyonlarin kapaliligini ve konveksligini koruyan iglemler tanitilip
incelenecek ve bunlara iliskin ornekler verilecektir.

1.4.1 Konveks Fonksiyonlarin Tanimi ve Ozellikleri
Tanim 1.4.1. [}, 5] C C R"™ konveks bir kiime ve f : C — R fonksiyonu

verilsin. Eger Vx,y € C ve Yo € (0,1) igin,

flaz + (1 -a)y) <af(x)+(1-a)f(y)
esitsizligi saglanwyorsa f fonksiyonu C tizerinde konvekstir denir.
Tanim 1.4.2. [4, 5/ f:R" — RU {400} fonksiyonu verilsin. Eger
(1) 3z €R" igin f(x) < 400
(i) Yx € R™ i¢in f(x) > —oc0
kosullarine saglyorsa f’e proper fonksiyon adv verilir.

Uyar: 1.4.3. R" dzerinde taniml proper ve konveks fonksiyonlarin ailesi convR™

ile gosterilir. Yani,
convR" = {f : R" — RU {400} | f proper ve konveks} ’dir.

Tamim 1.4.4. [4, 5] f:R" — RU {+o0c} olmak iizere,

(i) domf ={x € R" | f(z) < +o0} kiimesine f’in etkin tanim kimesi,
(17) epif = {(z,r) e R" xR | f(z) < r} ile tansmlanan kimeye f’in epigrafa,
(1ii) episf = {(x,r) e R* x R | f(x) < r} ile tanimlanan kimeye f’in kesin
epigrafs,

() r € Rigin, S, f = {x € R" | f(z) < r} ile tanemlanan kimeye f’in bir

alt duzey kimest denir.
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Uyar1 1.4.5. f : R" — RU {400} fonksiyonu ve r € R sayisi verilsin. Bu
durumda

(x,r) €epif & z€S8,.f
olur.

Uyar1 1.4.6. f € convR"™ olmak tizere f "in tamwm kiimesi fin epigrafinin R™

uzerine izdusumudir. Yani;
domf = projrrnepif
dir.

Onerme 1.4.7. [}, 5] f : R" — RU {400} olmak tizere asagidakiler denktir.
(1) f konvekstir.
(17) epif kiimesi R™ x R’de konvekstir.

(1ii) episf kimesi R™ x R’de konvekstir.

Kanat. (i) = (ii) f konveks olsun. (x,r),(y,t) € epif ve a € (0,1) alahm.
f(z) <rve f(y) < t'dir. f konveks oldugundan,

flax+ (1 —a)y) <af(z)+ 1 —a)y<ar+ (1 —a)t

elde edilir. Buradan (az+(1—a)y, ar+(1—a)t) = oz, r)+(1—a)(y, t) € epif
bulunur. O halde epif konvekstir.

(17) = (i7i) epif konveks olsun. (x,r), (y,t) € episf alahm. Buradan, f(z) <r
ve f(y) < t'dir. Ayrica (z, f(x)), (v, f(y)) € epif ve epif konveks oldugundan,

a € (0,1) igin,
flax+ (1 —a)y) <af(zx)+ (1 —a)y<ar+ (1 —a)t

bulunur. Béylece a(x,r) + (1 — «a)(y,t) € episf elde edilir ve dolaysiyla epig f
konvekstir.

(1ii) = (i) episf konveks olsun. Keyfi z,y € R™ alahm. Bu durumda
(e, (@), (0. f()) € epinFtir. O halde epiy f'te Byle (2, r2), (g tn) diileri
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vardir ki, lim (z,,7,) = (z, f(x)) ve nh_)ngo(yn, tn) = (y, f(y)) 'dir.

n—oo

Diger taraftan, epi,f konveks oldugundan Vn € N ve a € (0, 1) igin,

a(xp,rn) + (1 — a)(yn, tn) € episf'tir. Dolayisiyla,
f(Oé:L‘n + (1 - a)yn) <ar, + (1 - a)tn

lim f(az, + (1 — a)y,) < limar, + (1 — a)t,

flax+ (1= a)y) < af(x)+ (1 —a)f(y)

elde edilir ki boylece f’in konveksligi gosterilmis olur. O]

1.4.2 Lineer ve Afin Fonksiyonlar

Tanim 1.4.8. [4, 5, 7, 12] f : R™ — R fonksiyonu verilsin. Eger Vz,y € R"
ve Vo € R igin,

flaz+ (1 —a)y) = af(z) + (1 -a)f(y)
esitsizligi saglaniwyorsa f’e afin dontdstim ady verilir.

Onerme 1.4.9. [4, 5, 7, 12] f : R" — R déntisiminin afin olmast icin gerek
ve yeter kosul, bir T : R" — R lineer dontsimiu ve 3 a € R i¢in f =T 4+ a

olmasidar.

Uyar: 1.4.10. T : R® — R lineer fonksiyoneli i¢in, T(x) = (s,z) olacak
sekilde 3 s € R™ wvardwr. Dolayisiyla epiT = {(z,7) | (s,2) < r} bigimindedir.
Benzer sekilde, f : R® — R afin donusim ise 3 s € R™ ve xy € R" icin,

f(z) = (s, — xo) + f(0) yazlr ve f "in epigrafi

epif = {

s,—1), (z,7)) < {(s, —1), (w0, f(20)))}
S, _1)7 (ZE,T‘)) - <(87 _1)7 ('T07 f(xo)» < 0}

biciminde yazilabilir. O halde bir afin fonksiyonun epigrafi kapaly yar: vzaydur

ve bu yar uzay (s,—1) € R™ x R wvektiri ile karakterize edilebilir.
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Onerme 1.4.11. [4, 5, 7, 12] f € convR™ fonksiyonu verilsin. Bu durumda,

ri(epif) =A{(z,r) | © € ri(domf), f(x) <r}
dir.
Kanat. Bir T: R®™ — R afin doniigimi i¢in C' C R” konveks bir kiime olmak
tizere, ri(T(C)) = T'(riC)’dir. Dolayisiyla, dom f = projgnepif olduguna goére
ve izdligiim doniigtimi afin oldugundan,

ri(domf) = ri(projrrepif) = projrari(epif)

elde edilir. Keyfi x € ri(domf) alinsin. Bu durumda, ri(epif) kiimesinin x

noktasi tizerine izdigiimii,
({z} x R) Nri(epif) = ri[({z} x R) Nepif] = (f(x), +00)

olur. Dolayisiyla, © € ri(domf) ve (z,r) € ri(epif) < f(xz) < r oldugu

gosterilmis olur. O]

Onerme 1.4.12. [4, 5, 7, 12] f € convR"™ ve xq € ridomf olsun. Bu du-
rumda f fonksiyonu bir afin donigimle minorize edilebilir. Yani, af f(domf)

kiumesine paralel alt uzay i¢inde

f(x) = f(xo) + (s, — mo)
esitsizligini saglayan bir s elemant vardr.

Kanat. epif C R™ x R kiimesinin R"” iizerine izdiigim doniigiimii altindaki
gortintiisit domf ’tir. Dolayisiyla af f(epif) = (af f(domf)) x R yazlabilir.
af f(domf) kiimesine paralel alt uzay V olsun. O halde keyfi = € domf i¢in
af f(domf) = x4+ V ve buradan af f(epif) = (x + V) x R olur. Keyfi xy €
ridom f alndiginda, Onerme 1.4.11 den dolay1 (o, f(20)) noktas: epi f’in relatif
smmirindadir. Bu (zg, f(x0)) noktasinda epif’i destekleyen bir hiperdiizlemin

varligim gosterir. Dolayisiyla V(z,7) € epif icin,

<(37 a)? (:L“, T)) < <(37 a)? (x07 f($0))>
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(s,2) + (e, r) < (s, 20) + (@, [ (20))
(s,x) +ar < (s,zq) + af(xo) (1.4.2)

olacak sekilde ikisi birden sifira esit olmayan 3 s € V' ve a € R vardir. (1.4.2)
esitsizliginin sag yani sabit ve bu esitsizlik V(z,r) € epif icin saglandigindan
r — 400 i¢in @ < 0 olmahdir. Dahasi @ < 0 olmalidir. Gergekten, s € V
ve zg € ri(domf) oldugundan 3 6 > 0 igin x¢ + 0s € domf olur ve (1.4.2)

esitsizliginden (zg + Js, f(xg + 0s)) € epif icin,
(s,z0+ds) + af(xg+ds) < (s,x0) + af(zo)
(s,20) + O|s|I* + af(wo + ds) < (s, 20) + af (o)

311> < alf(wo) — flao + 8s)) < +oo (1.4.3)

elde edilir. Bu ise a # 0 oldugunu gosterir. Ciinkii @« = 0 olsaydi (1.4.3)
esitsizliginden s = 0 olurdu ki bu « ve s’nin ikisinin birden sifirdan farkh
olmasiyla celigirdi. O halde a < 0’dir. Genelligi bozmadan o = —1 secilsin.

Bu durumda (1.4.2) esitsizliginden,
(s,2) =71 < (s,20) — f(x0)

<wa> - <8,$0> + f(l'()) <r
(8,2 — o) + f(xo) < inf{r | f(z) <7} = f(z)

bulunur. Béylece istenilen h(x) = (s,x — x¢) + f(zo) doniigiimii elde edilmig

olur. O]
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1.4.3 Kapali Konveks Fonksiyonlar

Tamim 1.4.13. /4, 5] [ : R" - RU{+o0} ve zyg € R" olsun. Eger her e >0
ve her © € B(xg,0) i¢in f(xyg) —e < f(x) olacak sekilde 3 § > 0 sayist varsa

f fonksiyonu x¢ noktasinda alttan yari siireklidir denir.

Tamim 1.4.14. [4, 5] f : R" — R ve zy € cl(domf) olsun. Bu durumda,

liminf f(z) = sup inf{f(x) | x € By(xo,d)}
>0

T—xo

saysina [ fonksiyonunun xq’daki alt limaiti denir.

Teorem 1.4.15. [4, 5] f : R" — RU {+o00} ve 9 € R" olsun. Bu durumda
fin zo’da alttan yary sirekli olmasy i¢in gerek ve yeter kogul liminf f(x) >
T—T0

f(xg) olmasidar.

Tanim 1.4.16. [/, 5] f : R" — RU{+o00} fonksiyonu verilsin. Eger f’in epi-
grafi kapal ise f fonksiyonu kapalidir denir. Buna gore R™ uzerinde tanimly

kapaly ve konveks ve proper fonksiyonlarin ailesi convR™ ile gosterilir.

Onerme 1.4.17. [4, 5] f : R — RU{+oc} verilsin. Bu durumda asaqidakiler
denktir:

(1) f R™’de alttan yary sireklidir.

(13) epif kiimesi R™ x R’de kapalidur.

(1ii) Vr € R dgin S, f alt diizey kiimeleri kapalidar.
Kanat.

(i) = (i) f alttan yan siirekli olsun. (xg,79) € epif alinsim. Bu durumda &yle
bir (zg,rk)ken C epif dizisi vardir ki (2, 7%) — (29, 70) dir. Buradan
Vk € N icin, f(zr) < rp’dir. Ayrica f alttan yan siirekli oldugundan
lign_glff(y) > f(x)tir. Dolaysiyla,
ro= lim ry > liminff(zy) 2 liminff(z) > f(z0)
elde edilir ve béylece (zg,79) € epif’tir. Sonuc olarak epif C epif

oldugundan epi f kapalidir.
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(ii) = (iid)

(i4d) = (4)

epif kapal olsun. Keyfi r € R igin S, f = epif N (R" x {r}) bigiminde
yazilabilir. Buradan epif ve R™ x {r} kapal olduklarindan, arakesitleri

olan S, f alt diizey kiimesi kapalidir.

S, f alt diizey kiimeleri kapali olsun. Kabul edelim ki 3 xy € R™ nok-
tasinda f alttan yari siirekli olmasin. O halde, oyle bir gy > 0 vardir ki
Vo > 0 ve 3 x5 € B(xg,0) icin f(xg) — f(xs) > o 'dir. Buradan k € N
olmak tizere § = % segilirse ayni g9 > 0 i¢in 3 x, € B(xo, %) vardir oyle ki
f(xo) — fxg) > o 'dir. Boylece elde edilen (xy) dizisi i¢in xp — x¢ 'dir.
Ayrica Vk € N igin, f(zx) < f(xg) — €0 < f(x0) oldugundan, eger f(zy)
dizisi yaknsak ise, f(zx) — p < f(zo) olmalidir. r € (p, f(zo)) alirsak
yeterince biiyiik bir k£ dogal sayist i¢in f(x) < 7 < f(z0) elde edilir. O
halde S, f alt diizey kiimesi (x}) dizisinin xy’a yakinsayan bir alt dizisini

bulundurur ancak xy noktasini bulundurmaz. Bu ise S, f'nin kapaliligi

ile celigir. Kabul yanlhistir ve dolayisiyla f, R™ de alttan yar: siireklidir.

O

Tanim 1.4.18. /4, 5] f: R" — RU{+oo} fonksiyonu verilsin. x € R™ i¢in,

cf(z) = liminff(y)

Yy—x

biciminde tanwmly clf fonksiyonuna f’in kapanis fonksiyonu yada alt-

tan yar stirekli zarf fonksiyonu denir. Denk olarak epi(clf) = cl(epif)

kosulunu saglayan clf fonksiyonu f’in kapanis fonksiyonudur.

Onerme 1.4.19. [4, 5] [ € convR™ ve xy € ridomf olsun. Bu durumda,

Vo € R" i¢cin

dir.

clf(x) =limf(z +t(z — )

Kanat. x; = x + t(xg — x) diyelim. ¢ | 0 igin z; — x oldugundan,

Yy—x

clf(z) =liminff(y) < lir?l(i)nff(x +t(xo — 7))
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olur. Esitsizligin diger tarafi,
Vr > el f(x) icin ltil%lf(x +t(xg—x)) <r

oldugu gosterilerek kanitlanacaktir. Eger bu esitsizlikleri saglayan hicbir r
sayist yoksa clf(x) = +oo olur ki bu durumda esitsizligin saglandigi agiktir.
(x,7) € epi(clf) = cl(epif) alnsm ve f(xg) < ro olsun. (zg,79) € ri(epif)’tir.
O halde, (z,7) € cl(epif) ve (xo,r0) € ri(epif) icin t € (0,1) olmak fizere,

t(zo,r0) + (1 —t)(x,7) € ri(epif) C epif
elde edilir. Buradan V¢ € (0,1) igin,
flo+t(xo —x)) <tro+ (1 —1)r
bulunur ve boylece
ltilrglf(x +t(zg—x)) <7

olur. O]

Onerme 1.4.20. [4, 5] f € conuR™ ise,
(i) clf € convR" “dir.
(17) Yx € ridomf i¢in clf(x) = f(x) tir.

Kanat. (i) epif konveks oldugundan cl(epif) konvekstir. cl(epif) = epi(clf)
olduguna gore epi(clf) ve dolayisiyla clf konvekstir.
(i1) x € ridomf alalim ve ¢(t) = f(x + td) fonksiyonunu tanimlayalim.

¢ fonksiyonu f konveks oldugundan ¢ = 0’da siireklidir. Dolayisiyla,
clf(z) =lime(t) = limf(z +td) = f(z)
elde edilir. ]

Onerme 1.4.21. [4, 5] R™de sonlu ve konveks fonksiyonlar kapalidur.

Kanat. g sonlu ise domg = ridomg = R" olacagindan, bir énceki 6nermeden

R™ tizerinde clg = g elde edilir. Boylece g kapalidir. O]
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Teorem 1.4.22. [/, 5] f € convR™ werilsin. Bu durumda clf f’i minorize

eden tum afin dontsumlerin supremumudur.

Kanat. epif’i iceren bir kapal yari uzay bir (s, ) € R™ x R vektorii, ve bir
b € R sayisi i¢in,
(s,x) +ar <b (1.4.4)

esitsizligini saglayan (x,r) vektorlerinden olusur.

H; ={(x,r)[(s,z) + ar < b}

g

olmak tizere o = (s, a, b) ticlillerinin ailesi ¥ olsun. epi (clf) = cl (epif) kapal
ve konveks oldugundan bu kapali yar1 uzaylarin arakesiti bicimindedir. Yani
epi (clf) = (| H, dir. (1.4.4) esitsizligi V (x,r) € epif i¢in saglandigindan
r — 400 igiileincak a < 0 oldugunda saglatilabilir. Ayrica kapali yar1 uzayi

belirten hiperdiizleme karsilik gelen lineer doniigtimiin pozitif homojenliginden

dolay1 @ = 0 ve @ = —1 degerleri i¢in >’nin

Yo = {(5,0,b)|(s,z) < b} (dikey kapali yar1 uzaylara karsihk gelir)
Y = {(s,—1,b)[(s,z) —r < b} (iist kapal yar1 uzaylara karsilik gelir)

biciminde bir parcalanisi elde edebilebilir. »; f’i minorize eden afin dontisiimlere
karsilik gelir ve bog kiimeden farklhidir. Clinkii f’i minorize eden en az bir afin
doniigimiin varligi bilinmektedir. g ise dom f’i iceren R™'nin dikey kapali yari
uzaylaridir. Burada kanitlanmasi gereken ¥ ve ¥ tizerinden karsilik gelen H
yart uzaylarinin arakesitlerinin aym kiimeyi iirettigidir ki bu kiime epi (¢l f)’ten
bagkast degildir. Bunun i¢in keyfi o9 = (s0,0,b9) € 3o , 01 = (51, —1,b1) € ¥4

alinsi ve V¢ > 0 i¢in,
o (t) . (Sl + sy, —1,b1 + tbo) €3
olugturulsun. Buradan

Hy NH, =(\Hy, =H

t>0
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oldugu gosterilecektir. Keyfi (z,r) € H; N H; almsm. O halde, (so,z) < bo

ve (s1,z) —r < by ’dir. Buradan ¢ > 0 igin,

<81 -+ t80,$> — (bl + tbo) = <81,ZL’> + t<80,$> — b1 — tbo
= t((so,z) —bo) + (s1,2) = by <tO+r=r

(1.4.4) esitsizligi elde edilir. Buna gore (z,r) € (1H, olur. Boylece kap-
£>0
samanin bir yonii gosterilmis olur. Diger yon i¢in (z,r) € ﬂHa_(t) almsm. O
>0

halde Vt > 0 igin (z,7) € H;(t)’dir. (1.4.4) esitsizliginde ¢ = 0 degeri igin,

(s1,2) — by < r ve boylece (z,r) € H;, bulunur.

t> 0 icin,
<81 -+ t807$> — (bl -+ tbo) S r
(s1,x) +t{sg,x) — by —thy < 1
1 b r
1¥<81,$>+<80,$>—b71—b0 S g
. . T
tin (o) ) = =) < i
<80,.T> — bo S 0

bulunur ki buradan (z,r) € H elde edilir. (x,7) € H; N H; 'dir. Boylece
kapsamanin diger yont de gosterilmis olur, H, NH, = H™ elde edilir ve kanit

biter. ]

1.4.4 Ornekler

Ornek 1.4.23. (Indikatér Fonksiyonu)

S C R™ bostan farkl bir kiime olmak tzere ig : R" — R U {400}

0O , z€es8
+oo , x &S

is(z) ==

ile tanamly fonksiyona S kumesinin indikator fonksiyonu denir. Bu fonk-
styonun epigrafi

epi ig = S x RT
oldugundan ig indikatorinin kapal, ve konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

S kiimesinin kapalr ve konveks olmasidir. Daha genel olarak, f € convR™ ve
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C C R™ bostan farkl konveks bir kiime olmak tizere

fx) , zeC
+oo , z&C

p(r) =

fonksiyonu ise domf N C # O kosulu saglandiginda konveks bir fonksiyondur.
Dahast f ve C' kapalr olduklarinda ¢ = f + i fonksiyonu da kapali olur.

Ornek 1.4.24. (Destek Fonksiyonu)
S C R™ bostan farkl bir kiime olmak tizere og : R" — R U {+o0}
os(x) := sup(s, x)
ses
seklinde tamamly fonksiyona S’nin destek fonksiyonu denir. Destek fonk-
siyonu kapaly konveks bir fonksiyondur. Ustelik epigrafe kapal konveks bir

konidir. Ayrica
domogs ={a € R" | Ir € R i¢in (s,a) <r, Vs € S}

oldugundan domaog konveks bir konidir. Destek fonksiyonu bir sublineer fonksiyon

olarak ileride daha ayrintily bicimde incelenecektir.

Ornek 1.4.25. (Pargali Afin ve Polihedral Fonksiyonlar)

(s1,01),(S2,b2), ..., (Sm,bm) € R" x R olmak iizere
R" 32— f(z) :=max{(s;,z) —b; | 1=1,2,...,m} (1.4.5)

biciminde tamimlanan fonksiyona parcaly afin fonksiyon denir. Bir parcal
afin fonksiyon R™ wzaywm, f tzerlerinde afin olacak sekilde en fazla m bélgeye
ayrir.  Bunlardan bazilary bos olabilir ancak bos olmayan bélgeler (drnegin

Jo-mnc bélge)
{z e R" | (s;,2) —b; < (sjp,x) —bj,, 1=1,2,...,m}

biciminde kapali konveks polihedronlardwr. Ashnda grafigi sonlu sayida afin
hiperdizlemlerden olusan her fonksiyon konveks olmak zorunda degildir. An-

cak parcaly afin fonksiyonlar tansmlanise geredi kapal ve konvekstirler. Ustelik
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epif kapali konveks bir polihedrondur. Ancak (1.4.5) ile verilen fonksiyon-
larin epigraflary tim polihedral epigraflart vermez. Buna gore; epigrafi kapal
konveks bir polihedron olan fonksiyonlara Polihedral Fonksiyon adi verilir.
Diger bir deyisle, f : R" — R bir parcals afin fonksiyon ve P C R" kapali kon-
veks bir polihedron olmak tizere f +ip fonksiyonu polihedral bir fonksiyondur.
Dolapsiyla polihedral fonksiyonlar da tamimlanise geregi kapali ve konvekstir-

ler.

Ornek 1.4.26. (Norm Fonksiyonu ve Uzaklik Fonksiyonu)

R™ dizerinde tanimle norm fonksiyonu tanimlanisi geregi konveks bir fonksiyon-
dur. Ustelik stirekli oldugundan alttan yary stirekli ve boylece kapaly bir fonksiyon-
dur. Daha genel olarak C C R"™ bostan farkl konveks bir kime ve ||.|| R™

tizerinde herhangi bir norm olmak tzere
dCfRn — R+U{O}
z = de(z) :=inff{lly —z[ |y € C}
biciminde tanimlanan do fonksiyonuna uzaklik fonksiyonu adi verilir.

Uzakhk fonksiyonunun kapaliligr ve konveksligi tanamlanist geregi aciktar.

Ornek 1.4.27. (Kuadratik Formlar)

Q : R" — R"™ simetrik bir lineer dontsium olmak tzere
f*R* - R
1
v o f@) = 5(Qea)
ile tamamly f fonksiyonuna R™ tizerinde bir kuadratik form denir. Bir f
kuadratik formunun konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul verilen Q) lineer

dontstumanin pozitif yary taniml olmasidir. Bu ise lineer donitsime karsilik

gelen Q,xn matrisinin negatif olmayan 6zdegerlere sahip olmasit demektir.
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Ornek 1.4.28. (Epigrafiksel Zarf ve Alt Sinir Fonksiyonu)

Tanim 1.4.29. C C R" x R alttan sinrl bir kiime olsun. Yani Vx € R™ i¢in
inf{r e R | (z,r) € C} > —0

olsun. Bu durumda Cyi kapsayan en dar epigrafa C’nin epigrafiksel zarfi

denir.
Bu zarfi olusturmak i¢in,

(i) C’nin tzerindeki tiim noktalar kimeye dahil edilmelidir. Yani (z,r) € C

ve ¥r' > igin (z,7) noktalar kiimesi C 'ye eklenmelidir.

(ii) C’nin alte kapatilmahdur. Yani (z,7') € C ve r — v iken (z,7) Cye

eklenmelidir.

Tamim 1.4.30. /4, 5/ C C R™* xR alttan sinurl bir kiime olsun. YaniVr € R"

icin inf{r e R | (z,r) € C} > —o0 olsun. Bu durumda,
lo(z) :=inf{r e R | (z,r) € C}
biciminde tamimlanan (¢ fonksiyonuna C’nin alt sinwr fonksiyonu denir.

Teorem 1.4.31. C' C R" x R alttan svmrh bir kime ise, C'’'nin epigrafiksel

zarfr epilc 'ye esit olur.
Teorem 1.4.32. [/, 5] C C R" xR alttan sinirly bir kiime olsun. Bu durumda;
(i) C konveks ise e € convR™ 'dir.

(11) C kapaly ve konveks ise (o € conuR™ “dir.
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1.4.5 Fonksiyonlarin Kapaliligini ve Konveksligini Koruyan i§lemler

Basit konveks fonksiyonlar kullanilarak, konvekslgi koruyan iglemlerle yeni
konveks fonksiyonlar elde etmek oldukca 6nemlidir. Burada convR"™ ailesinden
aliman fonksiyonlarin hangi iglemler altinda kapali ve konveks kaldigi ince-

lenecektir.

(i) Pozitif Kombinasyon
Kapali ve konveks fonksiyonlarin pozitif reel say1 katlar1 ve birbirleriyle
toplamlar1 kapali ve konvekstirler. Bu ozellikler pozitif kombinasyonun ka-

paliligi ve konveksligi korudugunu gosterir.

Onerme 1.4.33. [{, 5] f1, fo, -+ fm € convR™ [conoR"] ve t1,t,... twm > 0
olsun. Eger j = 1,2,...,m i¢in f; lerin hepsini sonlu yapan en az bir nokta

varsa f =Y t;f; € convR" [convR™| dir.
j=1

Kanat. Once f’in konveksligini géstermek icin z,y € R” ve a € [0, 1] almsin.

Bu durumda;

flaz+(1—a)y) = f:l<ax+<1—a>y>
< f’: k@) + (- a) f5)]

= AL uh) +(1-0) L)

= af(z)+ (1 -a)f(y)
elde edilir. O halde f konvekstir. f’in kapali oldugunu gostermek icin f ’in
R™ {izerinde alttan yar: siirekli oldugu gosterilecektir. Her bir j = 1,2,...,m
icin f; fonksiyonlar1 kapali olduklarindan R" iizerinde alttan yar siireklidirler.
Dolayisiyla keyfi € R™ ve t; > 0 sayilar icin,

liminf ¢, f;(y) = t; iminf f;(y) > t,f;(x)
y—x

y—z
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olur. O halde;

liminff(y) = liminf(} ¢;f(y))

Yy—x y—zT =1
> liminf ¢, f;(y)
j=1 ¥
> tifi(x)
7j=1
= [f(z)

elde edilir. Boylelikle f, R™ iizerinde alttan yar1 stireklidir ve dolayisiyla f

vV

v

kapalidir. Boylece f € convR™'dir. m

(ii) Supremum
Fonksiyonlarin kapaliligin1 ve konveksligini koruyan bir diger iglem bu fonk-

siyonlarin noktasal supremumlarinin alinmasi iglemidir.

Onerme 1.4.34. [{, 5] {f; € convR"™ | j € J} konveks fonksiyonlarm bir
ailesi olsun ve f :=sup{f; | j € J} olarak tansmlansin. Eger f’in sonlu deger
aldigr en az bir nokta varsa f € convR"™ dir. Eger Vj € J icin f; fonksiyonlar:
aymi zamanda kapaly iseler f € conoR™ ’dir.

Kanat. epif = () epif;dir. Gergekten;
jed

(z.r) € epif & supfi(z) <7
& filz)<r (VjelJ)
& (v,r) € epify (V5 € J)

& (z,r) € epif;
jeJ

elde edilir. Vj € J icin f; fonksiyonlar konveks olduklarimndan epigraflar
konveks ve boylelikle arakesitleri olan ep: f kiimesi de konvekstir. O halde f €
convR™ ’dir. Benzer sekilde eger Vj € J icin f;’ler ayn1 zamanda kapali iseler
epigraflar1 ve dolayisiyla arakesitleri olan epif kapalidir. Boylece f € convR™

bulunur. 0
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(iii) Bir Konveks Fonksiyonun Bir Afin Fonksiyonla Sagdan Bileskesi
Bir konveks fonksiyonla bir afin fonksiyonun bilegkesi, konveks fonksiyonun

kapali oldugu durumda kapaliligi ve konveksligi koruyacaktir.

Onerme 1.4.35. [4, 5] f € convR™ ve A : R™ — R™ afin bir fonksiyon olsun.
Eger A(R™) Ndomf # 0 ise fo A € convR™’dir. Ayrica [ € conuR"™ ise

f oA e convR™ olur.

Kanit. [ € conoR" ve A(R™) Ndomf # () kosulunu saglayan bir A afin
dontigiimi alimsi. Vax € R™ igin f o A(z) > —oo oldugu agiktir. Ayrica
AR™) Ndomf # 0 oldugundan f(y) < +oc olan 3 y = A(z) € R" vardur.
Dolaysiyla, f(y) = (f o A)(x) < 400 olan 3 € R™ vardir. O halde (f o A)
proper bir fonksiyondur. Simdi (f o A) 'min konveks oldugunu gostermek igin

x1, 29 € dom(f o A) ve a € [0, 1] alinsin. A afin ve f konveks oldugundan,

(foA)(axs + (1 —a)rs) = f(A(ax; + (1 —a)xg))
= J(aA(z1) + (1 — ) A(z2))
< af(Ar)) + (1 — ) f(A(22))
= a(fod)(z1)+ (1 —a)(foA)(zr)

bulunur. O halde (f o A) konvekstir. Kapalilig1 gostermek igin;
B:R"xR — R"xR
(,p) — B((z,p)) := (Alz), 1)
déniigiimii tanmmmlansin. B afin bir doniigiim oldugundan siireklidir. Ustelik,

B~ epif) = B~ ({(z,r) | f(z) <r}) ={(A7(2),r) | fz) <}

olur. A7'(z) =y denirse,

BN epif) = {(y.7) | (fo A)(y) <7} = epi(f o A)

elde edilir. f kapali oldugundan epif kapalidir. B siirekli ve kapali kiimelerin
siirekli fonksiyonlar altindaki 6n goriintiileri kapah oldugundan B~!(epif) =

epi(f o A) kapalidir. Dolaysiyla f o A € conoR™ dir. O
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(iv) Bir Konveks Fonksiyonun Artan Bir Konveks Fonksiyonla
Soldan Bilegkesi
Yukaridaki isleme benzer olarak herhangi iki konveks fonksiyonun bilegkesi,
bunlardan birinin artan olmasi koguluyla konveks olacaktir. Eger her ikisi de

kapali iseler bilegke fonksiyon da kapalidir.

Onerme 1.4.36. [4, 5] f € convR" [conoR"] verilsin ve g € convR [convR]
artan bir fonksiyon olsun. Eger f(xo) € domg olacak sekilde 3 xy € R™ varsa

g(+00) := +0o0 olmak tizere, go f € convR" [conuR"™] dir.
Kanat. x1,29 € dom(go f) ve a € [0, 1] olsun. f konveks oldugundan
flazy + (1 — a)zg) < af(x1) + (1 — a) f(22)

olur. Buradan g artan ve konveks oldugundan,

g(f(laxy + (1 —a)rs)) < glaf(z:) +(1—a)f(z))
< ag(fle)) + (1 —a) g(f(z2))

bulunur. Boylece;
(9o fllax + (1 —a)rs) < a(go f)(x1) + (1 —a) (g0 f)(x2)

elde edilir. O halde (g o f) € convR™dir. Kapalihg gostermek igin de
(Zn)nen € dom(g o f) dizisi alinsin ve x,, — z olsun. f kapali oldugundan
Vk > m igin

f(z) < liminf f(z,) < f(xg)

olacak gekilde bir m € N sayis1 vardir. g artan oldugundan Yk > m i¢in

(go f)(x) <(gof)(xx)

elde edilir. Buradan & — oo i¢in

liminf(go f)(z) < ligninf(g o f)(xx)

k—oo
ve boylece

(90 )(@) < liminf(g o f)(z)
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bulunur ki boylece go f alttan yari siireklidir. Yani bilegke fonksiyon kapalidir.
O

(v) Infimal Konvoliisyon

Burada herhangi iki fonksiyonun infimal konvoliisyonu tanimlanacak ve bu
islemin konveksligi korudugu gosterilecektir.

fi, f2 : R" — RU{+o00} fonksiyonlar: verilsin. C' = epif; +epifs CR" xR
kiimesi

C={(z1 +mo,m1 +12) | filw1) <711, folwe) <1}

bi¢cimindedir. C' kiimesi uygun bir minorizasyon kosulu altinda bir alt sinir

fonksiyonuna sahiptir. z € R" igin;

lo(x) = inf{ry + 72 | fi(x1) <71, folwe) <12y =21 + 22}

seklinde tanimh alt sinir fonksiyonundaki r, ro degigskenleri yokedilebilir. Boylelikle,
iki fonksiyonun epigraflar1 toplami tizerindeki alt sinir fonksiyonu asagidaki gibi

tanmimlanabilir.

Tanim 1.4.37. [4, 5] fi,fo : R* — R U {400} fonksiyonlar, verilsin. Bu

durumda;

(AV)(x) = mf{fi(z)+ fo(z) | 21 + 22 = x}
= inf{fi(y) + folx —y) | y e R"}

ile tanaml fonksiyona fy ve fo 'nin infimal konvoliisyonu (inf-convolution)

denir.

Uyar1 1.4.38. Infimal konvolisyon fonksiyonunun —oo dederini aldijn du-
rumlar vardir. Ornegin; f(x) = x ve g(x) = —x fonksiyonlar: verildiginde,
(fVg)(x) = —o0 olur. Béyle bir durumda f ve g proper olsalar bile, f¥V g nin
proper olmamast soz konusu olabilir. Bunun icin f ve g ‘nin ortak bir mino-

ranty olmast kosulu getirilerek bu durum ortadan kaldvrilabilir.

Onerme 1.4.39. [4, 5] [,g € convR™ werilsin. Eger f ve g fonksiyonlarina

minorize eden ortak bir afin donigim bulunabiliyorsa, yani f(-) > (s,.) — b

36



ve g(-) > (s,.) — b olacak sekilde bir (s,b) € R™ x R vektori bulunabilirse
fVg € convR™ olur.

Kanat. Keyfi x € R" alindiginda x; + 9 = x olacak sekilde 3 z1,2, € R”

vardir. Buradan
f(z1) 4+ g(22) > (s,21) = b+ (s,22) —b= (5,21 +x2) —2b > —00
oldugundan;
(fVg)(x) = mf{f (1) + g(x2) [ 21 + 22 = 2} > —00

elde edilir. Yani fVg proper bir fonksiyondur. Ote yandan epif ve epig
konveks olduklarindan C' = epif + epig konveks ve dolayisiyla C' iizerinde
tanimlanan /¢ alt sinir fonksiyonu yani f ve g’'nin infimal konvoliisyonu kon-
veks bir fonksiyondur. Infimal konvoliisyonun konveks oldugunu gostermenin

bir diger yolu ise epis(fVg) = episf + episg oldugunu gostermektir.
(=) (z,7) € epis(fVg) almsin. O halde
inf{f(z1) +g(z2) | x1+ 22 =2} <7r

olur. Buna gére 3 z; + x5 = z icin f(z1) 4 g(x3) < r 'dir. Oyleyse
Je>0ver=ux+xicin f(z1) + g(x2) =r — e olur. r = f(x1) + 5

r9 = g(x2) + 5 denirse 11 + 1y =1 ve

flr)) = m—5<r = (v1,1) € episf
g(x2) = ro—5<ry = (T2,72) € episyg

elde edilir. O halde;
(w1,71) + (T2, 72) = (7,7) € episf + episg
bulunur.

(<) Tersine (z,r) = (x1,71) + (v2,72) € episf + episg alinsin. f(xq) < ry ve

g(xg) < ry 'dir. x = x1 + x9 r =11 + 19 oldugundan

f(w1) +g(x2) <7
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ve boylece

inf f(Il) + g(l’g) <r

T=T1+T2
elde edilir. O halde (fVg)(z) < r ve dolaysiyla (z,7) € epis(fVyg)

bulunur.
O]

Uyar1 1.4.40. Infimal konvolisyon fonksiyonu kapalilign korumaz. Ornedin;

C, D C R" bostan farkl kapalv kiimeleri icin,

0 , zeC
+oo , x¢C

indikator fonksiyonu gozonine alinirsa
tcVip =ictp

olur. Ancak C + D kapaly olmayabileceginden, ic ve ip kapalr fonksiyonlar

olduklar: halde icVip kapaly olmayabilir.

(vi) Bir Lineer Doniigiim Altinda Goriintii Fonksiyonu
Burada oncelikle herhangi bir fonksiyonun bir lineer dontiigiim altinda goriintii
fonksiyonu tanimlanacak ve bu goriintii fonksiyonun hangi kogullar altinda

konveksligi ve kapaliligi korudugu incelenecektir.

Tanim 1.4.41. [/, 5] A: R™ — R" lineer doniisimi ve g : R™ — R U {+o0}

fonksiyonu verilsin. Bu durumda her bir x € R™ i¢in

Ag(z) = inf{g(y) | A(y) = =}

bigiminde taniml Ag : R™ — R U {+oc} fonksiyonuna g'nin A altindaki

gorunti fonksiyonu denir.

Onerme 1.4.42. [4, 5] A : R™ — R™ bir lineer donisim ve g € convR™
olsun. Eger g fonksiyonu Vx € R" i¢in A=Y (z) = {y € R™ | A(y) = z} ters

gorunti kiumesi uzerinde alttan siniwrly ise Ag € convR™ ’dir.
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Kanat. © € R" alinsin. g fonksiyonu A~!(z) izerinde alttan simirh oldugundan

Ag(z) = inf{g(y) | A(y) =z} > —o0

olur. Diger taraftan y € domg igin A(y) = « olsun. Bu durumda

Ag(r) =inf{g(y) | A(y) = 2} < +oo

elde edilir. Dolayisiyla Ag proper bir fonksiyondur. Simdi konveks oldugunu
gostermek icin,
B:R"xR — R"xR
(y,r) — B(ly,r)) = (Aly),r)
doniigiimiini tanimlansin. A lineer oldugundan B de bir lineer doniigtimdiir.

Dolayisiyla epig konveks oldugundan

B(epig) = {(A(z),r) | (z,7) € epig}

kiimesi de konvekstir. Buradan B(epig) kiimesinin alt sinir fonksiyonu x € R
olmak tizere
U(epig)(z) = Inf{r e R (z,r) € Blepig)}

= inf{reR| A(y) =z, (y,r) € epig}

= inf{reR[A(y) =z, 9(y) <r}

= inf{g(y) [ Aly) = =}

= Ag(z)
olur. O halde £p(cpig) fonksiyonunun konveksliginden Ag konvekstir. Boylece

Ag € convR" elde edilir. O

Uyar: 1.4.43. Kapalr bir fonksiyonun bir lineer dontsum altindaki goriuntisi
kapaly olmayabilir.  Ornedin, fi, f» € conoR"™ verilsin. ¢ € conv(R™ x R™)
fonksiyonu,

9(x1,72) = fi(z1) + fo(x2)

seklinde ve A : R™ x R™ — R"™ lineer dontistimi,
A(z1,72) = 71 + 29
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biciminde tanimlansin. g kapaly bir fonksiyondur ve Ag = {1V fy “dir. Ancak
Uyari(1.4.40) ’de gdosterildigi gibi fi ve fo kapaly oldugu halde fiV fo kapaly

olmayabilir.

Tanim 1.4.44. [/, 5] g € conv(R™ x R™) fonksiyonu i¢in, v : R" — R

v(z) = inf{g(z,y) | y € R"}
ile tanamly 7y fonksiyonuna g nin marjinal fonksiyonu denir.

Onerme 1.4.45. [}, 5] g € conv(R"™ x R™) verilsin ve g fonksiyonu Yz € R"
icin {x} x R™ kiimesi tizerinde alttan sinarle olsun. Bu durumda g 'nin marjinal

fonksiyonu v € convR™ “dir.

Kanit. A:R"xR"™ — R™ tammh A(z,y) = x izdiigiim doniigiimii ele alinsin.

A lineerdir ve tistelik
Ag(x) = inf{g(z,y)| Alz,y) = =}

= inf{g(z,y) | y € R™}

= (=)
olur. Ayrica,

A7 z) = {(z,y) eR"xR"| A(z,y) = 2}
= {z} xR"

elde edilir. Dolayisiyla « fonksiyonu g’'nin bir lineer dontigiim altindaki gortintiisii
olarak yazilir ve hipotez geregince v = Ag fonksiyonu her bir z € R" i¢in

A~1(z) lizerinde alttan simirhdir. O halde Onerme(1.4.42) in kosullar: saglandigindan
v € convR™dir. O]
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(vii) Bir Fonksiyonun Konveks Zarfi ve Kapali Konveks Zarfi

Herhangi bir f fonksiyonunun epigrafi ele alindiginda, bu kiimenin konveks
zarfl, bagka bir fonksiyonun epigrafini verecektir. Iste bu fonksiyon f fonksi-
yonunun konveks zarfi olarak tanimlanan dontigiimden baska birsey degildir.

Burada konveks zarf ve kapali konveks zarf fonksiyonlar: ele alinacaktir.

Tanim 1.4.46. [}, 5] g : R" - RU {400}, g #Z +oo fonksiyonu verilsin ve g

bir afin donisumle alttan simarl olsun. Bu durumda;
co(g)(x) := sup{h(x) | h € convR" ;h < g}

bictminde tanmimlanan fonksiyona g’nin konveks zarfi denir. Benzer sekilde
co(g)(x) :=sup{h(x) | h € convR" ,h < g}

seklinde tanimlanan fonksiyona ise g 'nin kapaly konveks zarfr denir.

Onerme 1.4.47. [/, 5] g : R* — RU {400}, g # 400 fonksiyonu verilsin.
Ayrica 3 (s,b) € R" x R vektori ve Vo € R™ ig¢in,

g(x) = (s,2) = b

olsun. Bu durumda;

fi(z) = inf{r e R| (z,r) € coepi g}
fo(z) = sup{h(z) | h € convR™  h < g}
k k
fs(x) = inf{d> ojg(z;) | k=1,2,..., a € Ay, z; € domg, x =) o;x;}
j=1 j=1

fonksiyonlar: konvekstir ve R™’de g ’'nin konveks zarfiyla cakisirlar.

Onerme 1.4.48. [4, 5] g : R" — RU {400}, g # +oo fonksiyonu verilsin.
Ayrica 3 (s,b) € R" x R vektori ve Vo € R™ ig¢in,

g(x) = (s,2) = b

olsun. Bu durumda;

fi(z) = inf{r eR | (z,r) € coepi g}
fo(x) = sup{h(z) | h € conoR" ,h < g}
fs(x) = sup{(s,x) —b | (s,y) —b < g(y) ,¥y eR"}

fonksiyonlar: kapali, konvekstir ve R™ ’de g 'nin kapalr konveks zarfiyla cakisirlar.
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A v ool s cof

cog = cog

Sekil 1.9: R tizerinde tamimh f ve g fonksiyonlarinin konveks zarf ve kapali

konveks zarf fonksiyonlar:
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1.5 Konveks Fonksiyonlarin Yerel ve Global Davranisi

Bu kesimde konveks fonksiyonlarin siirekliligi, Lipschitz siirekliligi ince-

lenecek ve tiirevlenebilme ile konvekslik arasindaki iligki arastirilacaktir.

1.5.1 Siireklilik

Yardimci Teorem 1.5.1. [4] f € convR"™ verilsin. Eger Vo € B(xg,20) igin
m < f(x) < M olacak sekilde 3 xo € R™ noktast ve 3§ > 0 m,M € R
sayilary varsa f fonksiyonu B(x,0) tzerinde Lipschitz’dir. Daha a¢ik olarak
Yy,y' € B(xg,9) i¢in,

M_
1fly) = )] < 5”Wy—yn

olur.

Kanat. y,y € B(xg,0) alimsin. Bu durumda,

/_
5y Y

1 /
Yy =y + € B(xo,20)
ly' — v

olur. y"nilin kurulusu geregi ¥’ noktasi y ile ¢y”niin olusturdugu dogru parcasinin
tizerinde yer alir. Gergekten;

' B
, Hy/yH S+ , y
o+ lly —yll o+ lly —yll

oldugundan ve
ly" — yll 0 _
o+ [ly =yl o+ lly -yl

oldugundan, y" € [y, y"] elde edilir. Buradan f konveks oldugundan

f(y’) — f( ||y_y|| y//+ o y)

S+ [y =yl o+ lly —yll

ly — v d
— Y f)+ ————— f(y
g ACRIRE sy e RAC)
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bulunur. Esitsizligin her iki tarafindan f(y) ¢ikarilirsa,

4]

, ||y/ - y” 1"
fy)—fly) < ———___f@)+(§IMﬁ§N_

o+ lly —yll

1)ﬂw

ly" — v ly =yl
= Ty - T
5+Hy—yH< ) 5+Hy—yH()

= My =l -

1
< 5y =yl (M =m)
elde edilir. Aym sekilde y ve ¥’ noktalarimin yerleri degistirilerek,
/ ]‘ /
Fy) = 1) < <lly" =yl (M —m)

bulunur. O halde,

1)~ £ < =y~ v

—_m sabitiyle Lipschitz

olur. Boylece f fonksiyonunun B(zg,d) tizerinde

oldugu gosterilmig olur. O

Teorem 1.5.2. [}/ f € convR™ ve S C ridomf kompakt konveks bir kime

olsun. Bu durumda Vz,x' € S igin,

[f(2) = f@)] < L |z =2

olacak sekilde bir L = L(S) > 0 sayist vardwr. Diger bir deyisle f proper
ve konveks bir fonksiyon ise ridomf ‘in her bir kompakt konveks alt kimesi

tuzerinde Lipschitz sureklidir.

Kanat. Genelligi bozmayacagi icin af fdomf = R™ kabul edilsin. Boylelikle
ridomf = intdomf olur. S C intdomf konveks ve kompakt bir alt kiime
olsun ve keyfi 2y € S almsmn. Oncelikle Yardimer Teorem(1.5.1) ’den yarar-

lanmak i¢in f fonksiyonunun xy noktasinin bir § komsulugunda siirh oldugu
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gosterilmelidir. S kiimesi n-boyutlu oldugundan 6yle n + 1 tane afin bagimsiz

{vo,v1, ..., v,} vektorleri vardir ki bunlarin olugturdugu
A = co{vg,v1,...,0n}

simpleksi zy’1 bir i¢ nokta olarak bulundurur. Dolayisiyla A C domf ve
xo € intA C intdomf elde edilir. O halde oyle bir 6 > 0 sayis1 vardir ki
B(x0,26) C A dir. Ustelik B(zg, 26) yuvarmdaki her y elemani A simpleksinin
koge noktalarinin bir konveks kombinasyonu bigiminde yazilabilir. Yani her bir
y € B(xg,26) i¢in, y = i a;v; olacak sekilde a; > 0, zn: a; = 1 sayilar1 vardir.

1=0 =0
Buradan f’in konveksliginden,

f@%ﬁ(iﬁw)SXMMWSmMUWmNMwwﬂ%H:M

elde edilir. Diger taraftan f € convR"™ oldugundan afin bir doniigtimle alttan
sinirhidir. Yani 6yle bir A(z) = (s, ) — b afin déntigimi vardir ki, Vo € R™ i¢in
f(z) > h(z) olur. h afin oldugundan siirekli bir fonksiyondur. Dolaysiyla f
B(xg,26) yuvar tizerinde simirhdir. Yani Yy € B(xo, 29) igin f(y) > h(y) > m
olacak gekilde 3m € R sayisi vardir. O halde Yardimer Teorem(1.5.1) geregince
Vy,y' € B(xg,d) igin

M —
1) = ) < ==y =V

elde edilir. Simdi S 'nin kompakthg kullanilarak f’in tiim S kiimesi tizerinde

Lipschitz oldugunu gosterilsin. xy € S keyfi secildiginden Vz € S i¢in

/ . / M —m /
Vy,y' € B(z,9) i¢in | f(y) — f(y')] < 5 ly — o/l

kogulunu saglayan bir § = §(x) > 0 sayis1 vardir. Boylelikle her bir 2 elemanina
karsilik gelen 0(z) sayilar1 kullanilarak olugturulan A = {B(z,d) | z € S}
ailesi S 'min bir agik ortistidiir. S kompakt oldugundan bu agik ortiiniin
A" ={B(x;,6;) |z; € S, j=1,2,...,k} bigiminde sonlu bir alt értiisti vardir.

Bu durumda Vz, 2’ € S icin
k
[z, 2] € S C | Bx;.6))
j=1
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olur. yo = = ve yp = 2’ olsun. z,2’ € S C intdomf oldugundan [z, '] dogru
pargasin her biri A’ alt ortiisiiniin yuvarlarina ait olacak sekilde sonlu dogru
pargasina ayirabiliriz. Yani Vi =1,2,...,¢ (¢ < k) igin

L

[yi-1,4:] € B(zj,,05,) ve U[yz'—l,yi] = [z, 2]
i=1

yazilabilir. Dolayisiyla, Vi = 1,2, ...,/ igin,

|f(i1) = fwi)] < Lillyi—1 — wil] < max{L;}||yi1 — vl

elde edilir. Yani f her bir [y;_1, y;] dogru parcas: iizerinde ortak L = max{L;}

sabitine gore Lipschitz’'dir. Buradan,

(@) = f(@)] = [f(yo) — f(ye)l
|f(yo) — flyr) + f(yn) = flye) + fly2) =+ fyer) — fye)]

< o) = flol + 1f () = fly)l + -+ [ (ge-1) — f(ye)]
< Lllyo — vl + Lllyr — vall + - + Lllye—1 — vell
= Lllvo—will + llyr — well + -+ + lye—r — well)
= Lllyo — vl
= L|jz -2
bulunur. O halde f tiim S kiimesi tizerinde Lipschitz stireklidir. O]

Teorem 1.5.3. [4] fr : R™ — R konveks fonksiyonlar olmak tizere {fi}ren
dizisi verilsin ve frp — f olsun. Bu durumda [ konvekstir ve S C R™ kompakt

bir kiime ise { fx} dizisi f fonksiyonuna S idzerinde dizgiin yakinsaktur.

Kanat. Yk € N igin f;, fonksiyonlar1 konveks olduklarindan Vz,z" € R"™ ve

Va € [0, 1] igin
felaz + (1= a)2’) < afi(x) + (1 —a)fe(2') (VK €N)
olur. O halde,
i fuaz + (1 - a)e') < lim afile) + (1= ) )
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ve boylece
flaz + (1 —a)2’) < af(z) + (1 —a)f(z)

bulunur. Dolayisiyla f konvekstir.

Simdi diizglin yakinsamanin gosterilmesi igin keyfi bir S C R™ kompakt
kiimesi alinsmm. Oncelikle f; fonksiyonlarimm k sayisindan bagimsiz olarak S
tizerinde smirhi oldugu gosterilmelidir. Bunun igin 6nce S C B(0,r) olacak
sekilde bir » > 0 sayis1 alinsin.

1. Adim: ¢ := sup f; fonksiyonu tanmimlansin. ¢ sonlu ve konveks bir
fonksiyondur. Ciinkii Vo € R” igin (f(z))ren yakinsak dizisi simirhdir. O
halde her bir x € B(0,2r) ve Yk € N icin,

folx) < g(z) <M

olacak gekilde bir M sayis1 vardir. Diger taraftan (fy(0))ren yakinsak dizisi
alttan sinirhidir. Yani Vk € N igin f(0) > p olacak sekilde bir p sayis1 vardir.
Buradan Vk € N, Vo € B(0,2r) ve V[—z,z] C B(0,2r) igin

200 < 21(0) = 2fi(x — x) < fu(@) + fu(—z) < fu(z) + M
elde edilir. Dolayisiyla m = 2u — M denirse Vk € N ve Vo € B(0,2r) icin
m < fi(z) <M

bulunur. Boylece f’in, B(0,2r) yuvar tizerinde k£ 'dan bagimsiz olarak sinirh
oldugunu gosterilmig olur. O halde k sayisindan bagimsiz Gyle bir L sayisi

vardir ki Vk € N ve Vy,y' € B(0,r) igin

|fry) = [ < Llly = /||

olur. Norm fonksiyonunun siirekliliginden dolay1 bu esitsizlik limit fonksiyonu

olan f i¢in de saglanir. Yani Vy,y € B(0,r) igin

1f(y) = F) < Ly =l
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elde edilir.

2. Adim: & > 0 verilsin. S kiimesini Vo € S igin B(z,¢) yuvarlariyla
ortiilebilir. S kompakt oldugundan 37 =1,2,...,micin S C G B(x;, ) olur.
O halde keyfi bir z € S alindiginda 3 ¢ = 1,2,...,m i¢in leB(xi,e) olur.
Ote yandan fi — f oldugundan her bir 2; € S i¢in dyle bir ki € N sayisi
vardir ki V& > k; . i¢in

|fe(zi) — f(zi)] <e

olur. Boylece,

A\

[fr(x) = f@)] < [fel@) = fulz)| + [ felzs) — f(@)] + [ f(z:) = f(2)]
< L||x—zi|| + e+ L||z — x|
< (2L+1)e

bulunur. k. :=max{k;. | i =1,2,...,m} denirse Vo € S ve Vk > k. i¢in

[fe(2) = f@)] < 2L+ 1) ¢

bulunur. O halde (fy) dizisi S tizerinde f ’e diizgiin yakinsar.

1.5.2 Sonsuzdaki Davranig

Bu boliimde konveks fonksiyonlarin sonsuzdaki davranigi incelenecektir.
Burada zy € R" ve d € R™ keyfi alimp sabitlendiginde ¢ — oo i¢in f(x+td) nin
davranigt onemlidir ve epif sinirsiz konveks bir kiime olarak ele alinarak bu

davranig incelenebilir.

Onerme 1.5.4. [4] | € convR"™ werilsin ve xy € domf olsun. Bu durumda
epif in asimptotik konisi
flo:R* — R
4 f(d) = Supf(fco +td) = f(zo) _ . flzo+td) — f(zo)

>0 13 t—00 t

biciminde tanamly f._ fonksiyonunun epigrafidor.
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Kanat. epif’in asimptotik konisi,
(pif)os = {(d, p) € R* X R | (20,70) +t(d, p) € epif, ¥t > 0}
bigimindedir. Dolayisiyla, (zo, f(x)) € epif oldugundan,

(d,p) € (epif)ss & (20, f(w0)) +t(d, p) € epif, Yt >0
f(zo +td) < f(xo) +tp, VI >0
flzo +td) — f(x0) < p VS0

t
Supf(fo +td) — f(20) < p V>0

>0 t
fild) <p
& (d,p) € epifs,

r ¢ ¢ ¢

elde edilir. Boylece istenen gosterilmis olur. O]

Tanim 1.5.5. [}/ f € conoR™ fonksiyonu verilsin. Bu durumda,

f(d) = supf("fo +td) — fzo) _ . flzo+td) — f(zo)

t>0 t t—oo t

ile tanamb f! fonksiyonuna f’in asimptotik (recession) fonksiyonu denir.

Tanim 1.5.6. /4] f € conoR™ verilsin. Eder sifirdan farkl her d € R™ vektdri

icin fI_(d) > 0 oluyorsa f fonksiyonuna 0-Coercive denir. Denk olarak

lim f(z) = +oo (1.5.6)

[|#]|—o00

1se f 0-Coercive’dir.
Tanim 1.5.7. [4] f € conoR™ wverilsin. Eger sifirdan farkly her bir d € R"
icin f! (d) = +o00 oluyorsa, yani
, . 0 , d=0
foo(d) = g0y (d) =
+o00 , d#0

ise [ fonksiyonuna 1-Coercive denir. Denk olarak,

m £8 (1.5.7)

llzll—oc0 |||

oluyorsa f 1-Coercive ’dir.
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Onerme 1.5.8. [4] f € conuR™ verilsin. Bu durumda f fonksiyonunun R"
tizerinde Lipschitz siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul f._ asimptotik fonk-
siyonunun R" tzerinde sonlu dejer almasidur. Ustelik bu durumda en iyi Lip-

schitz sabits
sup{ f5,(d) | [|d|| = 1}

sayrsidar.

Kanat. Tamimlanisi geregi konveks olan f! asimptotik fonksiyonu R” iizerinde
sonlu deger alsin. Bu durumda f/ siireklidir ve dolayisiyla kompakt birim

yuvar yiuzeyi tizerinde sinirhdir. Yani,
sup{f5(d) | ld|| =1} := L < 400

olur. O halde Vd € R" igin f (d) < L.||d|| yazilabilir. Gergekten, asimptotik

fonksiyon pozitif homojen oldugundan Vd € R™ igin,

d 1
' —]=— f(d<L ' (d) < L.||d
r (i) = @ <L = @ < L

elde edilir. Buradan f. 'un tanim geregi Vo € domf ve Vd € R" igin

oldugundan V¢ > 0 sayis1 icin

[z +td) — f(z)
t

< L.||d]|
olur. Ozel olarak t = 1 almrsa Yz € domf ve Vd € R" icin
fla+d)— f(z) < L.||d|

bulunur. Boylelikle f ’'in R™ {izerinde sonlu deger aldigi gosterilmig olur. Yani

domf = R™ olur. Ustelik

fle+d) = f(z) < L|d|| = L]z + d — x|
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oldugundan L sayis1 f icin bir Lipschitz sabitidir.
Tersine f tiim R"™ tizerinde L sabitiyle Lipschitz olsun. xy € dom f alinsin.

O halde V¢ > 0 ve Vd € R" igin,
flzo +td) — f(x0) < L.||lwo + td — x0|| = Lt|d||

olur. Boylece

£(d) = Supf(xo + tc? — f(wo)

t>0

< Lf|d|

elde edilir. Yani Vd € R" igin f! (d) < +oo olur. O

Onerme 1.5.9. [4] fis f2y - fm € convR™ fonksiyonlari, t1,ts,... t, > 0

sayrlary verilsin.

(1) Eger her bir j =1,2,...,m i¢in f;(zo) < +00o olacak sekilde bir x, € R"

bulunabiliyorsa f = > t; f; olmak tzere,
j=1

dur.

(11) {fj}jes C convR™ ailesi verilsin. Eger supf;(xzo) < +oo olacak sekilde

jet
bir xo € R™ bulunabiliyorsa f = supf; olmak 1izere
jeJ
foo = sup(fi)s
jeJ
dur.

1.5.3 Tiirevlenebilir Konveks Fonksiyonlar

C C R" bogtan farkli konveks bir kiime olsun. C' iizerinde tanimli sonlu
degerli bir f fonksiyonu i¢in su sorular sorulabilir:
- f fonksiyonu C iizerinde ne zaman konveks ve tiirevlenebilirdir ve gradienti

V f hakkinda ne soylenebilir?

- f fonksiyonu C' iizerinde tiirevlenebilir ise, f’in konveksligi V f ile karakterize
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edilebilir mi?

- f C tizerinde konveks ise birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri hakkinda ne
sOylenebilir?

Simdi bu sorularin cevaplar1 aragtirilacaktir.

Oncelikle verilen bir f konveks fonksiyonunun tiirevlenebilir oldugu kabul
edilsin. xg € R" verildiginde f’in xy noktasinda tiirevlenebilir olmasi ancak,
f fonksiyonu zy’in bir komsulugu tizerinde tanmimli oldugunda anlamhdir. O
halde f fonksiyonunun C' kiimesini i¢ine alan bir 2 C R™ agik kiimesi tizerinde

tiirevlenebilir oldugunu varsaymak yerinde olacaktir.

Teorem 1.5.10. [4] [ fonksiyonu bir Q@ C R™ a¢ik kiimesi tizerinde tirevlenebilir

olsun ve C' C Q konveks olsun. Bu durumda,
(i) f’in C tzerinde konveks olmasu i¢in gerek ve yeter kosul
f(z) > f(xo) + (Vf(xg),x — x0), V(x9,2) € C xC
olmasudar.
(i1) f’in C tzerinde kesin konveks olmasu igin gerek ve yeter kosul
f(z) > f(zo) +(V f(z0), x — 20), V(zo,2) €CxC
olmasudar.

Tamim 1.5.11. [}/ C C R™ konveks bir kime ve F : C — R™ fonksiyonu

verilsin. Eger her x,2' € C icin
(F(z)— F(z'),z—2') >0

oluyorsa F' fonksiyonu monotondur denir. Eger x # x' i¢in
(F(z) — F(2'),x —2") > 0

oluyorsa bu durumda F’e kesin monoton fonksiyon denir.
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Teorem 1.5.12. [}/ f fonksiyonu bir Q@ C R"™ a¢ik kiimesi tizerinde tirevlenebilir

olsun ve C' C Q) konveks olsun. Bu durumda,
(i) f fonksiyonu C iizerinde konvekstir < V f monotondur.

(ii) f fonksiyonu C iizerinde kesin konvekstir < V f kesin monotondur.

1.5.4 Tirevlenemeyen Konveks Fonksiyonlar

Bir konveks fonksiyon etkin tanim kiimesinin i¢ noktalarinin ¢ogu tizerinde
tiirevlenebilir olsa da bu kiimenin tamami tizerinde tiirevlenebilir olmak zorunda
degildir. Bu durum matematiksel olarak ifade edilmeden 6nce konveks fonksi-

yonlarin onemli bir 6zelligi verilecektir.

Onerme 1.5.13. [4] f € convR™ fonksiyonu ve x € intdom f noktasi verilsin.

Bu durumda asaqidakiler denktir:

f(x +td) — f(x)

(i) R" > d~— lim fonksiyonu lineerdir.

t—0t t
(i) R™ ’nin herhangi bir tabanina gére v = (1,6, .. .,&,) olmak dzere, her
biri=1,2,...,ni¢in f in x noktasindaki (x) kismi tirevleri vardar.

3

(i1i) [ fonksiyonu x noktasinda tirevlenebilirdir.

Bir fonksiyonun iizerinde tiirevlenebilir oldugu en genig kiime tanim kiimesinin
icidir. Aslhinda bir € agik kiimesi tizerinde yerel Lipschitz olan bir fonksiyon
2 'min hemen hemen her noktasinda tiirevlenebilirdir. Konveks fonksiyonlar

Lipschitz siirekli olduklarindan agagidaki teorem yazilabilir:

Teorem 1.5.14. [/] f € convR™ olsun. Bu durumda intdom f kiimesinin, f’in

tirevlenemedigi noktalardan olusan alt kiimesinin (Lebesque) dl¢timi sufirdar.
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1.5.5 Ikinci Mertebeden Tiirevlenebilme ve Konvekslik

Bir fonksiyonun konveksligini belirlemenin en kullanigsh yolu ikinci tirevi

kullanmaktar.

Teorem 1.5.15. [}] f fonksiyonu Q C R"™ agik kiimesi tzerinde ikinci mer-

tebeden tirevlenebilir olsun. Bu durumda

(i) [ ’in  dzerinde konveks olmast i¢in gerek ve yeter kosul her x € Q i¢in

V2f(x) “in pozitif yarr taniml olmasidar.

(i1) Eger her x € Q igin V2 f(x) pozitif tanaml ise f fonksiyonu € tizerinde

kesin konvekstir.
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2 SUBLINEERLIK VE DESTEK
FONKSIYONLARI

Bu boltimde sublineerlik kavrami tanitilacak, sublineer fonksiyonlarin temel
ozellikleri incelenecek, en onemli sublineer fonksiyonlardan biri olan destek
fonksiyonlarinin 6zellikleri arastirilacak ve son olarak kapali konveks kiimelerle
kapali sublineer fonksiyonlar arasinda bu 6zelliklere dayali bir izomorfizm ku-

rulacaktuir.

2.1 Sublineer Fonksiyonlar

Klasik analizde en temel fonksiyonlar lineer fonksiyonlar iken konveks ana-
lizde bunlarin yerini sublineer fonksiyonlar alir. Sublineerlik kavrami ii¢ farklh

sekilde degerlendirilebilir.

(i) Lineerligin bir Genellemesi Olarak Sublineer Fonksiyonlar

¢ :R"™ — R fonksiyonu Vzq, x5 € R" ve Vti,t, € R icin,
g(tll‘l + tgl’z) = tlf(l'l) + tgé(l‘z)

esitligini sagliyorsa ¢’ye bir lineer fonksiyon yada lineer form denir.

Benzer olarak; o : R™ — R fonksiyonu Vi, x5 € R™ ve Viti,ty > 0 igin,
O'(tl.l’l +t2x2) < th'(l'l) +t20’(3§'2) (218)

esitsizligini saglhiyorsa o’ya sublineer fonksiyon adi verilir.

(ii) Sublineer Fonksiyonlarla Konveks Fonksiyonlara Tegetsel Yaklagim
Bir f : R® — R fonksiyonunun tiirevlenebilir olmas1 icin gerek ve yeter
kosul
f@+h) = f(z) = L:(h) + o([[1]])
olan bir ¢, lineer doniigiimiiniin var olmasidir. Yani diger bir deyisle f’in

tiirevlenebilir olmast f(z + h) — f(x) farkina birinci mertebeden bir lineer
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yaklagimin varhigina denktir. Eger x noktasini bir d € R" yoniinde degistirirsek,
flz+td) — f(z) = lo(td) + o([[td]]) = tla(d) +t o([|d][)

olur. Dolaysiyla ¢ | 0 iken £(¢) — 0 olmak iizere

flz +td) — f(x)
t

= 0y(d) + £(t)

yazilabilir. Geometrik olarak bu esitlik, f’in grafiginin (x, f(z)) noktasinda bir
teget hiperdiizlemine sahip oldugunu ve bu hiperdiizlemin h — f(x) + £,(h)
afin fonksiyonun grafigi oldugunu gostermektedir.

Ancak bir f fonksiyonu yalmzca konveks ise, bu durumda f’in grafigine
(z, f(x)) noktasinda teget olan bir hiperdiizlem her zaman var olmayabilir.
Fakat baz1 kabuller altinda f(z + h) — f(z) farkina bir sublineer fonksiyonla

yaklagilabilir. Yani,

[l +h) = f(z) = 0z(h) + o(|[A]])

olacak gekilde bir h +— o, (h) sublineer fonksiyonu vardir. Geometrik olarak ise
o, 'in grafigi artik bir hiperdiizlem degil bir konveks konidir ve f’in grafigine
(x, f(x)) noktasinda tegettir.

Sonug olarak bir fonksiyon tiirevlenebilir ise dogrusal bir tegete, konveks

ise bir sublineer tegete sahiptir.

(iii) Kapali Sublineer Fonksiyonlarin Kapali Konveks Kiimelere Karsilik

Getirilmesi

(R™, (,)) uzayinda bir ¢ lineer doniigiimii bir s € R™ vektoriiyle temsil
edilebilir. Yani Vo € R" i¢in ¢(x) = (s, z) olacak sekilde Is € R™ vardir. Ben-
zer sekilde, daha sonra tanimlanacak ve detayli bir gekilde incelenecek olan
destek fonksiyonu kavrami yardimiyla, herhangi bir kapali sublineer fonksiyon
bir kapali konveks kiimenin destek fonksiyonu olarak yazilabilmekte ve tersine
R™de herhangi bir kapali konveks kiime alindiginda ona kargilik gelen bir ka-

pali sublineer fonksiyon bulunabilmektedir. Kapali konveks kiimeler ve kapal
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sublineer fonksiyonlar arasinda elde edilen bu bire-bir egleme bu tiir fonksiy-
onlarla ilgili caligmalarda geometrik yorumlar agisindan sundugu cok sayida

yararin yanisira, giiclii analitik araclar da saglayacaktir.

2.1.1 Sublineerligin Tanimi ve Sublineer Fonksiyonlarin Ozellikleri

Tamim 2.1.1. [/ o : R" — RU{+o0} fonksiyonu verilsin. Eger o konveks ve
pozitif homojen bir fonksiyon ise yani o € convR™ ve Vo € R™ ve Vt > 0 i¢in

o(tz) = to(x) oluyorsa o ’ya sublineer fonksiyon adi verilir.

Uyar: 2.1.2. Tanmimda verilen pozitif homojenlik ozelligi i¢in
o(tr) <to(z) (VzeR" Vt>0) (2.1.9)

esitsizliginin saglanmasy yeterlidir. Ctinki egitsizligin bu yoni saglandiginda

diger yon saglanmaktadur. Gergekten; (2.1.9) esitsizligi saglaniyorsa
o(x) = o(t™'tz) <t 'o(tr)
olduguna gore
to(z) < t.t lo(tr)
ve boylece
to(x) < o(tzx)
elde edilir.

Uyar1 2.1.3. Bir sublineer fonksiyon, pozitif homojenlik ozelliginden dolay:
YVt > 0 igin 0(0) = to(0)’dwr. O halde 0(0) = 0 veya 0(0) = +oo olmalidar.
Ancak genellikle bir ¢ok sublineer fonksiyon i¢in o(0) = 0 olmaktadur.

Uyar 2.1.4. Tanym geregi, bir sublineer fonksiyon konveks oldugundan sonlu
deger aldije en az bir nokta vardur yani domo # 0 ’dir. Ustelik kolayca gdsterilebilir

ki domo bir konveks konidir.

Onerme 2.1.5. [4] 0 : R" — R U {+o0} fonksiyonu verilsin. Bu durumda,
o’'min sublineer olmasu i¢in gerek ve yeter kosul epic C R™ x R kimesinin

bostan farkly bir konveks koni olmasidar.
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Kanat. o sublineer olsun. Bu durumda o konveks oldugundan Jdxr € R” i¢in
f(z) < +oc’dur. O halde (z, f(x)) € epio ve boylece epic # 0 olur ve o
konveks oldugundan epigrafi da konvekstir. Tersine epic # () konveks ise
o’'nin da konveks oldugu aciktir. O halde epio’nin koni olmasi ile ¢’nin pozitif
homojenliginin denkliginin gosterilmesi yeterlidir.

Oncelikle o pozitif homojen olsun ve (z,r) € epioc almsm. o(z) < r’dir.
Buradan V¢ > 0 i¢in o(tx) = to(z) < t.r oldugundan t(z,r) € epio olur.
Boylece epio bir konidir.

Tersine epic koni olsun. O halde V¢ > 0 sayis1 ve (z,0(z)) € epio igin
(tz,to(z)) € epio olur. Yani Vt > 0 igin o(tz) < to(x) elde edilir. O halde o

pozitif homojendir. O

Konveks analizde bir diger énemli kavram da alt toplamsalliktir. Simdi alt

toplamsallik kavrami ve sublineerlikle iligkisi tanitilacaktir.

Tanim 2.1.6. [/ 0 : R" — R U {400} fonksiyonu Vxi,zo € R™ i¢in,
o(xy +x2) < o(xy) + o(xg) (2.1.10)

oluyorsa, o’ya alt toplamsal fonksiyon denir.

Onerme 2.1.7. [}/ 0 : R" — R U {+o0} fonksiyonu verilsin ve o # +0co
olsun. Bu durumda o ’nin sublineer olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, o ’nin

pozitif homojen ve alt toplamsal olmasidir. Diger bir deyisle,

o sublineerdir <& Vry,x9 € R" wve Vii,ty >0 igin,

o(t1x1 + tows) < tyo(xy) + tao(x2) dir.

Kanat. Oncelikle o sublineer olsun. Bu durumda pozitif homojen oldugu
aciktir. O halde alt toplamsalliginin gosterilmesi yeterlidir. Keyfi zq, 2, € R”

alalim. ¢ konveks oldugundan Va € (0, 1) i¢in,

olax; + (1 — a)zr) < ao(zy) + (1 — a)o ()
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olur. Ozel olarak a = % alinir ve pozitif homojenlik kullanilirsa,

o(3(x1+x)) < g o(x1)+ 5 o(w)
5 0(ri 1) < glo(nr) +o(as)]
0'(512'1 —|—$2) S O'(xl) +O'(£IZ'2)

elde edilir. O halde o alt toplamsaldir.
Tersine o alt toplamsal ve pozitif homojen olsun. Bu durumda Vx,, x5 € R

ve vtl,tQ >0 igin,
o(tizy + taxrs) < tio (1) + tao(z2)

olur. O halde bu esitsizlik t;+t, = 1 olan t1, ¢, > 0 sayilar1 i¢in de saglanacaktir.
Bu ise ¢’'min konveksligini verir. Sonug olarak ¢ pozitif homojen ve konveks

oldugundan sublineer bir fonksiyondur. O]

Sonug 2.1.8. [4] Eger o sublineer bir fonksiyon ise Yx € R™ i¢in,
o(z)+o(—x)>0 (2.1.11)
olur.

Kanat. o sublineer oldugundan alt toplamsaldir. Dolayisiyla (2.1.10) saglanir.

Bu egitsizlikte ozel olarak xy = —z; alimirsa Va; € R" i¢in,
0(0) <o(xy)+o(—z1)
yazilabilir. ¢(0) > 0 oldugundan istenen esitsizlik saglanmig olur. O

Uyar1 2.1.9. Konveks ve alt toplamsal bir fonksiyon sublineer olmayabilir.
Ornegin, YV € R™ i¢in f(z) =1 olarak tansmlanan f sabit fonksiyonu konveks
ve alt toplamsaldir. Ancak f pozitif homojen degildir. Ctinki herhangi bir
xr € R" igint # 1 iken

f(tz) # tf(x)

olmaktadar.
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Bir sublineer fonksiyonun hangi kogullar altinda lineer olacagi onemli
bir sorudur. (2.1.11) esitsizligi lineer fonksiyonlar igin egitlik olarak saglanir.

Bu da sublineerlikle lineerlik arasindaki iligkiyi verir.
Onerme 2.1.10. [4/ 0 : R* — RU {400} sublineer bir fonksiyon olsun. Eger
T1, X2, .. ., Ty € domo i¢in,
o(z;)+o(—z;))=0 (j=1,2,...,m)
esitligi saglamyorsa o, span{xy, e, ..., Ty} alt uzay tzerinde lineerdir.

Kanat. xy,x,...,7, € domo olsun ve x € span{xy,xs,...,Z,} alinsm. O

halde, x = ) t;x; olacak sekilde t,ts,...,t, € Rvardir. J; = {j | t; > 0} ve
j=1

Jo ={j | t; < 0} olsun. O halde,

Tr = thl‘j = Z thL‘j + Z —tj(—ZL‘j)
j=1

Jj€N JEJ2

yazilabilir. Burada o’nin sublineerligi ve hipotezde verilen esitlik kullanilirsa,

o(z) = o (Z tjzy + 2. (—tj)(—ffj)>

< j;ljtjal(:cj)+J§22—tj0(—&?j)

- ;1 tio(z;) + %2 tio(x;) = ; tjo(z;)
— J_jgl tio(—xz;) —gz(—tj)ff(fﬂj)

- (g tio(—x;) +j§2(_tj)a($j)>

IA

—o | X tj(—zy) + X (—tj)xy)

JEI JEJ2

= —o|—| X iz + X tjzy | | = —0 | = Xtz
Jjeh1 jE€J2 j=1

= —o(~2) = o(x)

elde edilir. Sonug olarak o(z) < > t;0(z;) < o(z) oldugundan,
=1

o(z) = tha(%')
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elde edilir. O halde o fonksiyonu {z1, zs, . .., x,,} vektorlerinin gerdigi alt uzay

tizerinde lineerdir. O
Tanim 2.1.11. /4] o sublineer fonksiyonu i¢in
U:={zeR"|o(x)+o(—x)=0}

ile taniymlanan kiime bir alt uzay olusturur. Bu alt uzaya o ‘nan dogrusallik

alt uzayr denir.

Uyar: 2.1.12. Bir o sublineer fonksiyonu i¢in U dogrusallik alt uzayr bostan
farkliysa o(0) = 0°der. Gergekten, x € U ise

0=o0(z)+o(—2) =0(x —x)=0(0)
oldugundan o(0) = 0 elde edilir.
Onerme 2.1.13. [4] o sublineer olsun. Eger x € U ise Vy € R" i¢in,
o(z+y)=o(x)+o(y) dir.
Kanit. y = x + y — x seklinde yazilirsa alt toplamsalliktan,
o(y)=o((z+y)—x) <olx+y)+o(-z)=0c(x+y) —o(z)

ve dolayisiyla

o(x) +o(y) <oz +y)

elde edilir. Esitsizligin diger yonii alt toplamsalliktan saglandigindan istenen

esitlik kanitlanmig olur. O
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2.1.2 Sublineer Fonksiyon Ornekleri

Ornek 2.1.14. (Indikatér Fonksiyonu)

K C R" konveks konisi verilsin. Bu durumda,

0 , reKk
ix(xr) = (2.1.12)
4o , €K

ile tamamlanan indikator fonksiyonu sublineerdir. Gercekten, K konveks oldugundan
1 ‘man konveks oldugu aciktir. Ayrica K koni oldugundan Yx € K ve ¥Vt > 0

wein tx € K ve dolayiswyla
oldugundan vy pozitif homojendir. Boylece sublineerlik gosterilmis olur.

Ornek 2.1.15. (Uzaklhk Fonksiyonu)

K CR" konveks koni olsun. Bu durumda,
di(x) =inf{||ly —z|| | y € K} (2.1.13)

biciminde tanwymly olan x’in K konisine uzaklik fonksiyonu dg sublineerdir.
Gercekten, K konveks oldugundan dy 'nin konveks oldugu aciktir. Ayrica,

xr € R" vet >0 igin,

di(tr) = inf |ly — tz]
= ot ity — ta

= tinflly — x| = t.dx(z)

oldugundan dy pozitif homojendir.
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Ornek 2.1.16. (Norm)

R™ dizerinde tanvml bir || - || normu sonlu ve sublineer bir fonksiyondur.
Norm fonksiyonunun dogrusallik alt uzayr U = {0} dur. Ustelik tersine eger
o : R" — [0,+00) fonksiyonu sublineer ise ve dogrusallik alt uzayr yalmizca

0 € R™ vektorinden olusuyorsa bu durumda,
] := max{o(z), o(—x)}
R" dzerinde bir norm belirtir.

Simdi sublineer fonksiyonlar sinifi iginde 6nemli bir yeri olan Minkowski

fonksiyoneli incelenecektir.

Ornek 2.1.17. (Minkowski (Ayar-Gauge) Fonksiyoneli)

C' C R" origini iceren kapali konveks bir kiime olmak tzere
Yo(x) :=1nf{A >0 | z € A\C} (2.1.14)

ile tanwmiy fonksiyona C' kumesinin Minkowski Fonksiyoneli denir. Buna gore,

x € XC olan hi¢bir X > 0 sayst yoksa yo(x) = +00 olur.
Teorem 2.1.18. [4] C' C R™ orijini iceren kapalr konveks bir kime ise;
(i) Cs, C'nin asimptotik konisi olmak zere,
Coo = {2 € R" [ yo(2) = 0}
ve Vr > 0 i¢in,
Sr(ve) ={z €R" [ yc(z) <r} =rC
olur.
(7i) ~o negatif olmayan sublineer bir fonksiyondur.

(71i) vo 'nin R™ dzerinde sonlu olmast igin gerek ve yeter kosul 0 € intC

olmasidar.
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Sonug 2.1.19. /4] C C R™ orijini iceren kapaly konveks bir kiime olsun. Bu
durumda C’nin kompakt olmast icin gerek ve yeter kosul YO # x € R" igin

vo(x) > 0 olmasidar.

Kanat. C’nin kompakt olmas igin gerek ve yeter kogul C,, = {0} olmasidir.

Dolayisiyla,

C kompakttir < {z € R" | yo(x) =0} = {0}
& Vo #0icinye(z) #0  (yve(z) 2 0)
& Vo #0igin yo(z) >0

elde edilir. n
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2.2 Destek Fonksiyonlari

Bu kesimde sublineer fonksiyonlar sinifi i¢inde biiylik éneme ve oldukca

genig bir kullanim alanina sahip olan destek fonksiyonlar1 incelenecektir.
Tanim 2.2.1. [4] 0 # S C R"™ verilsin. Bu durumda,

cg:R" — RU {+OO} (2'2.15)
r — og(x):=sup{(s,z) | s € S}

ile tanaml og’ye S kimesinin destek fonksiyonu denir.

(2.2.15) ’deki supremum degeri sonlu yada sonsuz olabilir. Ustelik bu
supremum degerine S kiimesi iizerinde ulagilabilir yada supremum degeri veren
vektor S diginda olabilir. Buna gore S bir indeks kiimesi goérevi gormektedir.
Yani og(-), S’den aliman vektorlerin belirledigi (s,-) lineer doéntigiimlerinin

supremumudur. Dolayisiyla asagidaki onerme hemen yazilabilir.
Onerme 2.2.2. [4] Destek fonksiyonu kapali ve sublineer bir fonksiyondur.

Kanat. Lineer doniisiimler kapali ve konvekstir. Ustelik
05(0) = sup{(s,0) | s € S} =0 < +o0

oldugundan yani og en az bir noktada sonlu deger aldigindan, lineer fonksi-
yonlarin supremumu olarak tanimlanan destek fonksiyonu da kapali ve konveks

bir fonksiyondur. m

Onerme 2.2.3. [4] S # O olmak dizere, og’in tim R™’de sonlu olmast i¢in

gerek ve yeter kosul S 'nin sinirly olmasidar.

Kanat. og sonlu olsun. Bu durumda Vz € S ve Vd € B(0, 1) igin,
(s,d) <og(d) <L

olacak gekilde 9L > 0 sayis1 vardir. s # 0 i¢in d = ﬁ denirse
s

1

(s, d) = <sﬁ> = e =lsl <z

65



olur. Boylece S C B(0, L) elde edilir. .S smirhdur.
Tersine S sinirh olsun. O halde 3L > 0 sayis1 i¢gin S C B(0, L)’dir. Diger
taraftan Cauchy-Schwartz Esitsizligi'nden Vs € S ve Vd € R” i¢in,

(s,d) < ||s]|.[ld]| < L.[|d]
olur. O halde Vd € R" icin,
os(d) < L.J|d|| < +o0

elde edilir. Boylece og sonludur. O]

N

Sekil 2.10: og(d) = (sq,d) olan s4 € R™ vektorii

Tanim 2.2.4. () # S C R"™ verilsin ve d € R" olsun.

os(d) + os(—d) = sup(s,d) — inf (s, d)
seS ses

ile tanamlanan sayya S kiumesinin d yonindek: genislige denir.

Onerme 2.2.5. [/} 0 # S C R" verilsin. Bu durumda,

0s = 0clS = OcoS = OcaS

esitliklert saglanwr. Daha ag¢ik olarak, bir kimenin kendisi, kapanisi, konveks

zarfr ve kapaly konveks zarfi ayni destek fonksiyonuna sahiptir.
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Kanat. S C clS oldugundan destek fonksiyonunun supremum tanimi geregi
0s < 0gg olur. Diger taraftan d € R" ve § € ¢[S alinsin. Bu durumda oyle
bir (S$p)neny C S dizisi vardir ki s, — 5 dir. I¢ carpim fonksiyonu siirekli

oldugundan

(d,s) = (d, lim s,) = lim (d, s,) < lim og(d) = 05(d)

n—o0 n—oo n—oo

olur. Buradan, Vs € ¢lS i¢in (d, 5) < 0g(d) olduguna gore,
sup (d, §) < o5(d)
seclS
ve boylece 0,5 < g elde edilir. Dolayisiyla o0g = 0,5 bulunur.
Diger taraftan S C coS oldugundan og < 0.5 oldugu acgiktir. Tersine
§ € coS almsm. O halde 3sy, s9,...,s; € S ve Jay, ag, ..., a4 € [0, 1] vardir ki

k k

E a; =1 ve E ;8; = §
i=1

i=1

olur. Buradan i¢ ¢arpim fonksiyonu lineer oldugundan,
k k
<§, d> = <Z Qa;S;, d> = Z CYZ'<Si, d)
k k
< Z a;o5(d) = og(d) > a; = 0g(d)
bulunur. Béylece Vd € R™ igin,

sup (8, d) < og(d)

§€coS

olur ki bu 0,5 < og demektir. Boylece o5 = 0,5 elde edilmig olur.

Son olarak ¢oS = cl(coS) oldugundan

08 = OcoS = OclS = Ocl(coS) — OeoS

yazilabilir. 0
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Onerme 2.2.5 gosteriyor ki bir kiimenin destek fonksiyonu ile o kiimenin
kapali konveks zarfinin destek fonksiyonu aynidir. Dolayisiyla destek fonksi-
yonlari ile ilgilenirken ¢aligmalarin kapali konveks kiimeler sinifi convR" iizerine
kisitlanmasi bir fark yaratmayacaktir. Ustelik bir kiimenin kapali konveks

zarfi, o kiilmenin destek fonksiyonu yardimiyla tam olarak belirlenebilir.

Onerme 2.2.6. [4] 0 # S C R™ verilsin. Bu durumda X kimesi R™ uzay,
R™ wzaynin kapale birim yuvar: yada birtm yuvarin sinwre olmak tzere,
s€coS < VYde X igin (s,d) < os(d) (2.2.16)
dir.
Kanat. Oncelikle s € @S olsun. Onerme 2.2.5 ’den yararlanarak Vd € R”
(yada Vd € X) icin,
(s,d) < 0gs(d) = os5(d)

yazilabilir. Boylece ifadenin ilk kismi kanitlanmis olur.

Tersine Vd € X igin (s,d) < og(d) olsun. s € oS midir? Kabul edelim ki

s ¢ ¢oS olsun. Bu durumda s noktasi ile ¢oS kapali konveks kiimesini ayiran

bir hiperdiizlem vardir. Yani dyle bir dy € R"™ vardir ki Vs’ € ¢oS i¢in,
<S, d0> > <S/, do)
olur. Buradan

(s,dg) > sup (s',dy) = 0z55(dy) = 05(dp)

s'€coS

elde edilir ki bu hipotezle ¢eligir. Dolayisiyla kabul yanhstir; s € coS’dir. [

Teorem 2.2.7. [4] S C R" bostan farkl kapal konveks bir kiime ve domog # ()

olsun. Bu durumda, S kiimesi
S ={x € R" | Vd € domog i¢in (x,d) < og(d)}
yada denk olarak,

S= [\ {zeR"|(z,d) <os(d)}

dedomog

seklinde yazilabilir.
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Kanat. Her bir d € domog i¢in,

Hy, o=l €R" | (z,d) < os(d)}

d,og
olsun. Béylece gosterilmesi gereken egitlik S = [ Hy,. () sekline dontstir.
dedomog ’
Vd € domog icin S C Hd_ﬂs( d oldugundan S C dEdﬂ Hd_,os( d) oldugu agiktur.
omosg

Kapsamanin tersini gostermek ic¢in zo € S olsun. S kapali konveks bir kiime
ve g S'nin diginda oldugundan x ile S’yi kesin ayiran bir hiperdiizlem vardir.

Yani 3(0 #)dp € R" ve 3r € R vardir ki, Vs € S igin genelligi bozmadan
<S,d0> <r< <$0,d0>
yazilabilir. Bu durumda,

os(dy) = sup(s,dp) <1 < +00
s€S

olur. O halde dy € domog 'dir. Ayrica (xg,dy) > r oldugundan

o ¢ m Hd_,os(d)

dedomog

elde edilir. Boylelikle kapsamanin ters yonti de elde edilmisg olur. Sonug olarak

S= (1 Hy,yq bulunur. O

dedomosg
Bu onermeden yararlanarak og destek fonksiyonu ile bir S kapali konveks
kiimesinin ici, rolatif ici ve afin zarfi karakterize edilebilir.
Teorem 2.2.8. [4] 0 # S CR" kapalr konveks bir kiime olsun. Bu durumda,
(i) s€affS < og(d)+ os(—d) =0 olan VYd € R" i¢in (s,d) = os(d)
(i) s €riS < og(d) + og(—d) > 0 olan Vd € R™ i¢in (s,d) < og(d)
(i1i) s € intS < V(0 #)d € R™ i¢in (s,d) < os(d)

dir.
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Kanat. (i) s € S alinsin. Destek fonksiyonun tanimlanigi geregi her bir d € R™
icin
—og(—d) < (s,d) < os(d)

olur. Eger S kiimesinin bir d yoniindeki genigligi sifir ise bu d vektort igin
(s,d) = 0s(d)

olur ki bu egitlik herhangi bir s € af fS igin de yazlabilir.

Tersine og(d) + og5(—d) = 0 olan her bir d € R" igin (s,d) = og(d) esitligi
saglansin. Ilk olarak og(d)+o0gs(—d) = 0 6zelligini saglayan tek d vektorii d = 0
ise S kiimesini igeren hi¢ bir afin hiperdiizlem yoktur. Dolaysiyla af fS =
R” olacagmdan istenen elde edilmig olur. Ikinci olarak og(d) + og(—d) = 0

ozelligini saglayan sifirdan farkh bir dy € R™ vektorii varsa,

H:={peR" | (p,dy) = os(dn)}

biciminde tammlanan H hiperdiizlemi S kiimesini icerir. Ustelik S kiimesinin

dy yonindeki genigligi sifirdir. Dolayisiyla
on(du) = os(dn) = (s,dn)

yazilabilir. Boylelikle her bir d € R i¢in (s,d) < og(d) elde edilir ki bylece
s € H 'dir. Dolayisiyla s vektorii S kiimesini i¢ine alan bir afin hiperdiizleme
ait oldugundan s € af f.S bulunur.

(1ii) Destek fonksiyonunun pozitif homojenligi goz 6niine alinarak genelligi
bozmadan d € R"™ vektorii birim vektor olarak alinsin. O halde her bir s € intS
icin Gyle bir € > 0 vardir ki Vd € B(0,1) icin s + ed € S *dir. Buradan destek

fonksiyonunun tammlanmg geregi Vd € B(0,1) icin
os(d) > (s +ed,d) = (s,d) + ¢

olur. Tersine Vd € B(0,1) icin og(d) — (s,d) > 0 olan s € R" verilsin. og

kapali ve B(0,1) birim yuvar: kompakt oldugundan
0 < e:=inf{og(d) — (s,d) | d € B(0,1)} < +o0
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elde edilir. Boylece her d € B(0,1) icin
(s,d) +¢e < og(d)

olur. |lu|| < e olan bir u € R™ alinsin. Cauchy-Schwartz Esitsizligi 'nden her

d € B(0,1) icin
(s +u,d) = (s,d) + (u,d) < (s,d) + ¢ < 05(d)

elde edilir ki boylece s +u € S ’dir. Onerme 2.2.6 geregince s € intS bulunur.

(ii) V af fS ’ye paralel olan alt uzay ve U := V+ olmak iizere R" = U@V
bigiminde yazilsin. O halde keyfi d € R™ vektorti i¢in d = d,, +d,, olacak sekilde
d, € U ve d, € V vardir. Ustelik (-,dy) degeri S tizerinde sabit oldugundan S
kiimesi d,, yoniinde 0O-geniglige sahiptir ve her s € S igin

os(d) = sup(s, dy + dy) = (s, d,) + sup(s, d)
seS ses

yazilabilir. O halde og(d) + os(—d) > 0 olan bir d yonii
O'S(d) + O's(—d) = O‘S<dv) + O's(—dv) >0

esitsizligini saglayan bir vektordiir. Dolaysiyla kanit (ii7) sikkindan agiktir.

O

Onerme 2.2.9. [{] 0 # S C R kapal konveks bir kiime olsun. Bu durumda
cldomog ve Sy kiimeleri karsilikly olarak birbirlerinin polar konileridir.
Kanat. p € S, alinsin ve sy € S keyfi alinip sabitlensin. Sy, = (] (S — so)
oldugundan, p = t.(s; — sg) olacak sekilde Js;, € S vardur. Buradar?(;) € domog
icin,
(p,q) = t(st—s0,9)
= t[{st.q) — (s0,9)]

<t sup(st,q) — (s0,q)
st€S

= tlos(q) — (s0,9)] < +o0
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bulunur. Ustelik ¢ | 0 icin (p, ¢) < 0 elde edilir. Béylece,
(Sx)® = {z € R" | Vp € S i¢in (p,z) < 0}

oldugundan ¢ € (S«)° elde edilir. O halde domogs C (S«)° ve dolayisiyla
cldomog C (S4)° bulunur. Tersine, ¢ € (domog)°® alinsin. (domog)® bir
koni oldugundan V¢ > 0 i¢in tq € (domog)® olur. s € S verilsin. Keyfi bir
p € domog i¢in,
(s0+ 1, p) = (s0.p) + (g, ) < {s0,p) < sup{s0,p) = o5(p)
so€

S — So
t
olur ki bu g € S, oldugu anlamina gelir. Boylece (domos)® C Sy elde edilir.

bulunur. O halde sy + tqg € S’dir. Dger bir deyisle V¢ > 0 icin ¢ €

Sonug olarak,

(Sx0)° € domog C cldomog C (S)°

ve boylece

(Sa0)® = cldomog

olur. O]
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2.3 Kapali Konveks Kiimeler ve Kapali1 Sublineer Fonksi-

yonlar Arasindaki [zomorfizm

Destek fonksiyonunun kapali ve sublineer oldugu daha onceki kesimde
gosterilmigtir. Bunun yamisira herhangi bir kapali sublineer fonksiyona bir
destek fonksiyonu goziiyle bakilabilir. Bunun sebebi ise sublineer fonksiyon-
larin lineer fonksiyonlarla alttan siirlandirilabilmesidir. Asagidaki teorem

bunu agiklayacaktir.

Teorem 2.3.1. [4] 0 : R" — R U {+oo} kapalv sublineer bir fonksiyon olsun.
Bu durumda oy alttan simrlayan bir lineer dontsum vardar. Ustelik o ken-
disini alttan sinwrlayan lineer donustimlerin supremumudur. Diger bir deyisle

o fonksiyonu
Sy ={s € R" | Vd € R" i¢in (s,d) < o(d)} (2.3.17)
kiimesinin destek fonksiyonudur.

Kanat. o0 konveks bir fonksiyon oldugundan onu alttan smirlayan bir afin
doniigiimiin varligi agiktir. O halde Oyle bir (s,7) € R™ x R vardir ki her
d € R" i¢cin

(s,d) —r < o(d)

olur. Ayrica —r < ¢(0) = 0 oldugundan r > 0 olur. o pozitif homojen

oldugundan, her ¢t > 0 ve her d € R" i¢in

(s, td) —r o(td)
t(s,d) —r < to(d)

(s,d) == < o(d)

IN

bulunur. Buradan ¢ — oo i¢in limit alinirsa

(s,d) < o(d)
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elde edilir. O halde ¢ sublineer fonksiyonu s € R™ vektoriiyle belirlenen lineer

dontigiimle alttan sinirlanmaktadir. Buna gore

o(d) = sup{(s,d) | Yd € R" igin (s,d) < o(d)}
— sup(s,d) = 05, (d)

SESU

yazilabilir. Boylece 0 = og_ elde edilir. O]

Uyar1 2.3.2. Teorem 2.3.1 sublineer o fonksiyonunun epigrafi a¢isindan da
degerlendirilebilir. Kapali konveks epio kiimest kendisini icine alan kapali yar
uzaylarin arakesiti bicimindedir. Ancak epio aym zamanda koni oldugundan bu

yary vzaylar sinarlary lineer hiperdizlemler olan yary uzaylar olarak alinabilir.

Teorem 2.3.1 'in en onemli sonucu kapali sublineer fonksiyonlarin deger-
lendirilmesi ile ilgilidir. Daha o6nce kapali konveks bir kiimeye karsilik kapali
sublineer bir destek fonksiyonunun kargilik getirilebilecegi gosterilmisti. Simdi
ise tersine, yine destek fonksiyonu yardimiyla herhangi bir kapali sublineer
fonksiyona bir kapali konveks kiimenin kargilik getirilebilecegi gosterilmistir.
Boylece kapali konveks kiimeler ailesi ile kapali sublineer fonksiyonlar ailesi

arasinda birebir orten bir egleme kurulmugtur.

Sonug 2.3.3. [4] Kapalr konveks bir S C R"™ kiimesi ve kapaly sublineer bir

o fonksiyonu verilsin. X kimesi R", B(0,1) veya S(0,1) kiimelerinden biri

olmak tizere asagqidakiler denktir:

(i) o fonksiyonu S ’'nin destek fonksiyonudur.

(ii)) S ={s|Vde X i¢in (s,d)y <o(d)} “dir.
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3 SONLU KONVEKS FONKSIYONLARIN
SUBDIFERANSIYELLERI

Konveks fonksiyonlara bir nokta civarinda sublineer fonksiyonlarla yaklagilabilecegi
gosterilmigti. Bu boliimde oncelikle, f : R™ — R konveks ve x € R™ sabit bir

nokta olmak tizere;

flx,):R* — R

d — f'(z,d):= lim flx +1td) - f(z)

t—0+ t

ile tanimh f/(z, ) fonksiyonunun varhgi, kapal sonlu ve sublineer oldugu
gosterilecektir. Dolayisiyla kapali ve sonlu sublineer fonksiyonlarla kompakt
konveks kiimeler arasindaki 1 — 1 egleme iligkisi gbz 6niine ahndiginda, f'(x,-)
fonksiyonu bostan farkli kompakt ve konveks bir kiimenin destek fonksiyonu
olarak yazilabilir. Iste bu kiime f fonksiyonunun z noktasmndaki subdifer-
ansiyelidir ve df(x) ile gosterilir. Eger f fonksiyonu x noktasinda diferan-
siyellenebilir ise yani V f(z) varsa, bu durumda f’(z,-) lineerdir ve 0f(x) =
{Vf(z)} olur. Yani sublineerlik nasil ki lineerligin genellemesi ise, subdiferan-
siyel kavrami da gradientin genellemesidir.

Aksi sOylenmedikce bundan sonra f : R™ — R sonlu ve konveks bir
fonksiyon olarak alinacaktir. Boylece f'nin yerel Lipschitz siirekliligi garanti

edilecektir.

3.1 Subdiferansiyelin Tanimi ve Yorumlar
Bu kesimde f : R® — R sonlu ve konveks fonksiyonu i¢in subdiferan-

siyelin ti¢ farkli yoldan tanimi ve bu tanimlarin denkligi verilecektir.

3.1.1 Yonli Tiirev Yardimiyla Subdiferansiyelin Tanimi

Tanim 3.1.1. /4, 5] f: R" — R konveks bir fonksiyon olsun ve x € R™ nok-

tasi, d € R™ yonu verilsin. Bu durumda f’in x noktasindaki d yonindeki
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fark bolimdi;,

ile tanimlanar.

Onerme 3.1.2. [4, 5] f’in xte d yonindeki fark bolimi olan q(t) fonksiyonu

monoton artandir. Yani 0 < s <t ise q(s) < q(t) dir.
Kanit. 0 < s <t olsun. Bu durumda
S t—s
flx+sd)— f(z)=f (; (x +td) + — x) — f(z)

esitligi yazilabilir. f konveks oldugundan,
t—s

flz+sd)— f(z) < flz +td) +
= S [flz+td) — f(z)]

fx) = f(x)

| L+ ®

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi s > 0 sayisina boliintirse

flz+sd) — f(x) _ flz+1td) — f(z)
S - t

ve boylece
q(s) < q(t)

bulunur. Dolayisiyla ¢(¢) fonksiyonu monoton artandir. O

Teorem 3.1.3. [4, 5/ f : R" — R sonlu deger alan, konveks bir fonksiyon

olsun. Bu durumda;
S td) — f ()

t—0t t

limitt her x € R™ noktas, ve her d € R™ yoni i¢in vardar.

Kanat. x,d € R" keyfi secilip sabitlensin. Her ¢ > 0 sayis1 i¢in,

1 ¢
_ i
r=1 @)+

(x —d)
seklinde yazilabilir. Buradan f konveks oldugundan,

1
f@) < g fa bt + 1 fa—d)
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olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
(1+t)f(z) < flx+td) +tf(x —d)
fl@)+tf(z) < f(z+td) +tf(z - d)
tf(x) —tf(x —d) < flz+td) - f(2)
fla) - fla—d) < LEHDZIE g

t

elde edilir. f sonlu deger alan bir fonksiyon oldugundan egitsizligin sol tarafi

sonlu bir degerdir. O halde ¢(t) fonksiyonu alttan simirli bir fonksiyondur.

Ayrica t — 07 igin ¢(¢) monoton azalan olacagindan ve alttan sinirhliktan

lim ¢(t) = lim flo+td) — f(z)

t—0t t—0t t

limiti vardir ve ¢ > 0 degerleri lizerinden infimumuna esittir. O

Tanim 3.1.4. [4, 5/ f : R" — R sonlu ve konveks fonksiyonu verilsin. Bu

durumda f’in x noktasinda d yoniindek: yonlu turevi

Flod) = i JEFD @) St td) - f(@)

t—0+ t t>0 t

(3.1.18)
ile tanimlanar.

Uyar1 3.1.5. ¢(t) := f(x+td) fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda f’in x’de

d yonindeki yonli tirevi ¢ fonksiyonunun 0’daki sag tirevidir. Gergekten,

©(0+h) —¢(0)

2:(0) = hligl+ h
hd) —
e (AR R N

olur. Diger taraftan fark bolimiinde d yerine —d alinirsa,
flz—td) — f(x)

t
f(@+kd) — f(z)

f(x,—d) = lim

t—0t

= lim
k—0~— —k
L fa k)~ f()
k—0~ k
= —¢_(0)

elde edilir.
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Onerme 3.1.6. [4, 5]z € R" sabit olmak iizere, f'(z,-) yonli tirev fonksiyonu

sonlu ve sublineerdir.

Kanat. di,dy; € R", aq,a0 > 0 ve ay + as = 1 olsun. Her ¢ > 0 sayist igin,
flx+tlardy + asds)) — f(x) = flag(x +tdy) + az(x +tds)) — f(2)
< oqf(x+td) + arf(z+tdy) — a1 f(z) — aof(x)
ar(f(z +tdr) — f(2)) + ao(f(z + tda) — f(2))

olur. Buradan esitsizligin her iki tarafi ¢ > 0 sayisia boluniip ¢ — 07 igin

limit alinirsa
[z, cndy + aads) < aq f'(x,dy) + asf'(x, ds)

elde edilir. O halde f'(x,-) yonli tirevi konvekstir. Yonli tiirevin pozitif
homojenligi icin A > 0 alinsin.

/ _ g JE M) — f(2)
f(.%',)\d) - tlir(%

t
o S ) — @)
t—0t A
flz+ sd) — f(z)
S

= Alim
s—0t

= )‘f/(xa d)

elde edilir. Son olarak f'(z, -) yonlii tiirev fonksiyonunun sonlu oldugu gosterilsin.
Bunun i¢in ||d|| = 1 olacak sekilde bir d € R™ almsin. f sonlu ve konveks

oldugundan x noktasi etrafinda Lipschitz siireklidir. Yani 0 < ¢ < ¢ i¢in,

[f(z+td) = fx)] < Lljz+td—zf
= L|td|| = Lt||d|| = Lt

olacak gekilde 4 > 0 ve 4L > 0 sayilar vardir. Buradan,

L td) — f(@)
t

t—0t+

<L

ve dolaywisiyla |f/'(z,d)] < L bulunur. Yani kapal birim yuvar iizerindeki
tiim d vektorleri igin yonlii tiirev sonlu deger ahr. f/(z,-) pozitif homojen
oldugundan, keyfi d € R" i¢in,

d d
(x,d) = f'(z, — - |ld]}) = ||| - f'(z, —-
f(x,d) f(:':,”dH Iedly H"f@Wﬂp
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olur. Boylece

Iz, i)' < L olduguna gore

1]
"(z,d
Pedl<t sir@al<eja
bulunur. O halde, f'(z,-) tiim R™ tizerinde sonludur. O

Uyar1 3.1.7. Yukaridaki onermenin kanitina gore f’in x noktasi etrafindaki
yerel Lipschitz sabiti olan L sayist aynt zamanda yonli tirev fonksiyonunun da
Lipschitz sabitidir. Gergekten, f'(x,-) kapal, sublineer ve sonlu bir fonksiyon
oldugundan en iyi Lipschitz sabiti Ly = sup{f'(x,d) | ||d|| = 1} sayseder. O
halde, ¥d € R™ i¢in |f'(z,d)| < L - ||d|| oldugundan,

sup f'(z,d) < sup L - ||d||) = L
= Jdll=1

olur. Dolayiswyla bu L saysi f'(x,-) igin global Lipschitz sabitidir. Ustelik bu
L sabiti x noktasinan bir komsulugu i¢in de gecerlidir. Yani f’in B(z,d) yuvar

tzerindeki Lipschitz sabitinin L oldugunu varsayarsak, ¥dy,ds € R™ i¢in,

ly—zl| <d = |f'(y,di) — f(y,do)| < L||dy — ds
olur.

Boylelikle sonlu ve konveks bir f fonksiyonunun bir z noktasindaki yonlii
tiirevinin, kapali sonlu ve sublineer bir fonksiyon oldugu kanitlanmigtir. O
halde yonlii tiirev; kompakt ve konveks bir kiimenin destek fonksiyonu bi¢ciminde

ifade edilebilir.

Tamim 3.1.8. [4, 5/[Subdiferansiyel I] Destek fonksiyonu f'(x,-) olan R™ nin
bostan farkl kompakt konveks kimesine fin x noktasindaki subdiferansiyels

denir ve 0f (x) ile gdsterilir. Kisaca,
df(x) :={s € R" | Vd € R" i¢in (s,d) < f'(z,d)} (3.1.19)

kiimesiyle gasterilebilir. Bu kimenin her bir s vektorine de f in x noktasindaki

bir subgradienti denir.
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Bu tanimla olusturulan subdiferansiyel kiimesi bir i¢ carpimla iligkilendirildi-
ginden i¢ garpim degistikge 0 f (x) kiimesinin de degigecegi agiktir. Ayrica kom-
pakt konveks kiimeler ile sonlu sublineer fonksiyonlar arasindaki iligkiye bagh
tiim Ozellikler O f(z) kiimesi ve f’(z,-) fonksiyonu i¢in yeniden diizenlenebilir.
Ornegin, df(z) kiimesinin bir d vektorii yoniindeki genigligi, ¢ : R — R,
©(t) = f(z + td) olmak iizere

[, d) + f'(z, —d) = ¢, (0) — ¢ (0)

olarak elde edilir. Bu fark ise ¢ fonksiyonunun diferansiyellenebilme eksigini

verir.
Uyar1 3.1.9. f'(z,-) sublineer fonksiyonu i¢in
U={deR"| f(z,d) + f'(z,—d) = 0}

kiimesi dogrusallik altuzayine olusturur. Diger bir deyisle U altuzayr Of(x)

subdiferansiyel kimesinin 0-genislige sahip oldugu tim yonlerin kimesidir.

[z, d) + f'(z,—d) = ¢ (0) — ¢ (0)

oldugundan U kiimesi p(t) = f(z+td) tek degiskenli fonksiyonunu 0’da tireviene-

bilir yapan d € R™ vektorlerinden olusmaktadar.

Subdiferansiyelin tanimina diger taraftan bakildiginda,

f'(z,d) = sup (s.d)
s€df(x)

yazilabilir. Ustelik 9 f () kompakt oldugundan bu supremum degerine (d’ye
bagh) bir s € df(x) vektoriiyle ulagilabilir. Yani Vd € R™ igin,

flx+td) = f(x) +t(saq,d) +t eq(t) (t]0igin g4(t) — 0) (3.1.20)

olacak sekilde 3s4 € 0f (x) vardr.

Sonlu ve sublineer bir fonksiyon olarak

d — f/(:L‘, d) = O'af(x)(d)

80



fonksiyonunun kendisi de yonlii tiireve ve subdiferansiyele sahiptir. d = 0 i¢in

bunlar asagidaki onermede incelenecektir.

Onerme 3.1.10. [/, 5] d +— o(d) = 0apm)(d) sonlu sublineer fonksiyonu

asaqidaki ozellikleri saglar:
(i) Yd € R" i¢in ¢'(0,d) = o(d)
(ii) 00(0) = 0f ()

Kanit. (i) Keyfi d € R" alinsin. o fonksiyonu pozitif homojen ve o(0) =0

oldugundan,
S(0.d) — lim o(0+td) — o(0)
0 d to(d)
= lim oltd) = lim % = o(d)
-0+ t t—0+ 1

elde edilir.
(ii) Yukaridaki esitlikte d € R™ keyfi oldugundan,
0'(0,) = oppw) () = ['(x,")

yazilabilir. Dolayisiyla bu kapali sonlu ve sublineer fonksiyonlar ayni

kompakt konveks kiimeyi desteklerler. Yani;
9o (0) = 9f (x)

olur.

]

Sonug 3.1.11. /4, 5] Sonlu ve sublineer bir o fonksiyonu 0’daki subdiferan-

siyelinin destek fonksiyonudur.
Kanat. Onerme 3.1.10(i)’den,

0o(0) = {seR"|VdeR"igin (s,d) <o'(0,d)}
= {seR"|VdeR"ign (s,d) < o(d)}
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yazilabilir. Diger taraftan o sonlu ve sublineer oldugundan
Sy ={s € R" | Vd € R" i¢in (s,d) < o(d)}
kiimesinin destek fonksiyonudur. Dolayisiyla,

0 =05, = 0go(0)

elde edilir. n

3.1.2 Afin Fonksiyonlar Yardimiyla Subdiferansiyelin Tanimi

Subdiferansiyelin ilk tanimi, 6nce yonlii tiirevin hesaplanmasi ve sonra
bu fonksiyonun destekledigi kiimenin belirlenmesi seklinde iki agsamadan olusmak-
tadir. Ancak simdi bir konveks fonksiyonun subdiferansiyeli onu alttan sinirlayan
afin fonksiyonlar kullanilarak direk bir tanimla elde edilecek ve bu tanimlarin

birbirine denk oldugu kanitlanacaktir.

Tanim 3.1.12. /4, 5/[Subdiferansiyel II] f : R" — R konveks bir fonksiyon

ve x € R™ verilsin. Her bir y € R™ i¢in

fy) = f(@) + (s,y — x) (3.1.21)

kosulunu saglayan tim s vektorlerinin kiimesine fin x’teki subdiferansiyels

denir. Kisaca

Of(x) ={s e R" [ Vy € R" igin f(y) = f(x) + (s,y — )}
seklinde yazilabilir.

Teorem 3.1.13. [4, 5/ Subdiferansiyel i¢in verilen Tanim 3.1.8 ve Tanim
3.1.12 birbirine denktir.

Kanat. Tanmimlarda verilen kiimeler sirasiyla U ve V' ile gosterilsin. Yani

U = {seR"|VdeR"igin (s,d) < f'(x,d)}
V = {seR"|VyeR"igin f(y) > f(z)+ (s,y — )}
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olsun. Oncelikle s € V almsm. O halde Vd € R” icin (s,d) < f'(z,d) olur.
Buradan yonli tiirevin tanimindan Vd € R™ ve Vt > 0 igin,

f(x +td) — f(z)

(s,d) < ;

yazilabilir. y := x + td olsun. Boylece d vektori R™ uzayini ve ¢ sayisi pozitif
gercel sayilari tararken, y vektorii tiim R"’de deger alir. O halde son esitsizlik

Vy € R” i¢in,
fy) — f(z)

(s,d) < :

seklinde yazilabilir. Boylece Yy € R™ icin

fly) > f(x) + (s,y — )

elde edilir. O halde s € U ve dolayisiyla V' C U bulunur.
Tersine s € U almsm. O halde Vy € R” i¢in f(y) — f(x) > (s,y — z)’tir.

t >0 ve d € R"” olmak tlizere y := x + td denirse;

flz+td) — f(x) > (s,td)
fle+td) = f(z) = t(s,d)
f(]}—i-td)—f(l’) > <S d)

t — Y
tl_lgﬁrf(l‘—f—tc?_f(x) > <S,d>
f'(@,d) = (s,d)

bulunur ve boylece s € V yani U C V elde edilir. Boylelikle istenen U = V

esitligi elde edilmis olur. O]

Onerme 3.1.14. [4, 5] Tanum 3.1.12 ile verilen subdiferansiyel asagidaki 6zellikleri

saglar:
(i) Of(x) bostan farkhdur.
(ii) Of(x) kiimesi kompakt ve konvekstir.

Kanit. (i) f konveks oldugundan herhangi bir x € R" noktast igin f’i o
noktada alttan destekleyen en az bir afin dontisim vardir. Dolayisiyla

Jf(x) bog kiimeden farkhdir.
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(i) s1,82 € Of(x), a € (0,1) alinsin.

f@)+lasi+ (1 —a)sp,y—x) = f2)+afsi,y—2)+ (1 —a){s,y—2)
= a(f(@)+{s,y —2) + (1 =) (f(2) + (52,5 — @)
< af(y) + (1 -a)f(y) = f(y)
bulunur. O halde asy + (1 — «)sy € 0f(x) olur ki bu da df(x) ’in konvek-
sligini verir.
JOf(z)’in kapalihginin gosterilmesi i¢gin s € cl(df(x)) almsm. Bu durumda

Jf (x) iginde Oyle bir (s,,) dizisi vardir ki s,, — s ’dir. Vy € R" ve ¥n € N igin,

fy) > f(@) + (sn,y — @)

olur. Buradan her iki tarafin n — oo i¢in limiti alinir ve i¢ ¢carpimin siirekliligi

kullanilirsa
fy) = f2) + lim (sn,y — )
fly) = fz) + (lim s,y — )
fly) = f(x) + s,y — )

yazilabilir. O halde s € df(x) elde edilir. Dolaysiyla 0f(x) kapaldir.

Of (x)'in siirhliginin gésterilmesi icin sifirdan farkli bir s € df(x) alinsin. Bu

durumda Vy € R i¢in f(y) > f(x)+(s,y—x) oldugu biliniyor. Keyfi bir 6 > 0

sayisl icin y := x + 5ﬁ tanimlansin. Buna gore y € B(x,6) yuvarindadir.
s
Ustelik,
s
fy) = fle) +(s,y—z) = flx)+ <S’5H>
)
= f(z)+ H(eﬁ s)
5
= f@)+ 7 lIsl?
Is]]
oldugundan

fy) = flx) +0-|ls]] (3.1.22)

bulunur. B(z,§) kompakt ve f fonksiyonu konveks oldugundan &yle bir L > 0
sayis1 vardir ki f bu yuvar tizerinde L sabitiyle Lipschitz’dir. Yani, y = = +
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S

[f(y) = f@) < Ly =zl = [fly) = f@)] < L-II5HS||

| =L

ve boylece

fy) < flz)+ Lo (3.1.23)

yazilabilir. Boylece (3.1.22) ve (3.1.23) 'den
fla) +ollsll < f(y) < flx) + Lo = dfsl| < Ls = [s| <L

bulunur. Béylelikle VO # s € df(x) icin ||s|| < L oldugundan 0f(x) smirhdir.
[l

Sonug olarak Tanim 3.1.12 ile verilen subdiferansiyel bogtan farkli konveks
ve kompakt bir kiime oldugundan sonlu degerli bir destek fonksiyonuna sahip-
tir. Ustelik Teorem 1.2.2 dikkate almirsa bu destek fonksiyonu d — f’ (x,d)

yonlii tiirev fonksiyonundan bagka birgey degildir.
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3.1.3 Normal ve Teget Koniler Kullanilarak Subdiferansiyelin

Geometrik Kurulusu

Tanim3.1.12’e gore, O f(x) 'in elemanlar: olan subgradientler f’in epigrafini
(x, f(x)) noktasinda destekleyen hiperdiizlemlerin egimleridir. Bu béliimde bu
geometrik sonug teget ve normal koniler yardimiyla ifade edilecektir. Bu ifade

ise subdiferansiyel ve yonlii tiirevin bir ti¢iincii tanimini sunacaktir.

Onerme 3.1.15. [4, 5] f : R" — R konwveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

(i) Bir s € R™ vektoriniin f’in x teki subgradienti olmasi igin gerek ve yeter
kosul (s,—1) € R™ x R wektorinin (z, f(x)) noktasinda epif’e normal

olmasidir. Diger bir deyisle,
Nepis(z, f(z)) = {(As, =) | s € Of(z), A >0} (3.1.24)
olur.

(ii) epif kiimesinin (z, f(x)) noktasindaki teget konisi f'(x,-) yonli tirev

fonksiyonunun epigrafidir. Yani;

Tepig(, f(x)) ={(d,r) | f'(z,d) <r} (3.1.25)
olur.

Kanst. (i) Normal koninin tanimi geregi, (s, —1) € Neyif(, f(z)) olmast
icin gerek ve yeter kosul V(y, r) € epif igin ((s, —1), (y,r)—(z, f(x))) <0

olmasidir. Yani,

(5, =1) € Nepig(z, f(x)) & VY(y,7) € epif icin ((s,—1), (y,7) — (2, f(x))) <0
& Y(y,r) €epif icin (s,y —x) + (=1).[r — f(z)]

& V(y,r) €epif icin (s,y —x) + f(z) <r
yazilabilir. O halde 6zel olarak Yy € R™ i¢in (y, f(y)) € epif oldugundan

son yaziliga denk olarak

(s,=1) € Nepig(x, f()) < Vy € R" igin (s,y — z) + f(z) < f(y)
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yazilabilir. O halde,
(87 _]-> € Nepif(l’,f<l’>> <~ vy € Rn 1@111 <Svy - l’> + f(.T) S f(y)
& sedf(x)
elde edilir. Dolayisiyla (s, —1) vektorleri epif’in (z, f(z))’teki normal
konisinin taban vektori gibi diigtintilebilir. Yani A > 0 igin,
(Als, =1), (y,7) = (2, f(2))) <0 & (As;y —a) + (=A)[r — f(x)] <0

& Ms,y—xz) = Ar+Af(x) <0
& (sy—z)+ flx)<r

oldugundan,
Nepig(z, f(2)) = {A(s,-1) | s € Of (x), A >0}
elde edilir.

(ii) epif’in teget konisi, normal konisinin polari oldugundan, 7., ¢(z, f(x))
kiimesi Vs € 0f(z) ve VA > 0 igin ((As,—A),(d,r)) < 0 esitsizligini

saglayan (d,r) € R™ x R vektorlerinin kiimesidir. Yani;

Tepig(x, f()) = {(d,r) | {(As,=A),(d, 7)) <0, Vs € f (x),VA = 0}
= {(d,r) | (As,d) —Ar <0, Vs € 0f(z),YA > 0}
= {(d,r) | Xs,d) = \r <0, Vs € 0f(x),V\ > 0}
= {(d,r) [ (s,d) <7, Vs € 0f ()}
= {(d,r) | sup (s,d) <r}
s€df(z)
= {{d,r) | f'(z,d) <7}
elde edilir. Boylece istenen gosterilmis olur. O]

Simdi keyfi bir # € R™ verildiginde, f fonksiyonunun f(z)-altdiizey kiimesi

Sf(x) :={y eR" | f(y) < f(2)}
g6zontine almsin. Bu kiime Jf(x) ile yakindan iligkilidir.
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Sekil 3.11: Teget ve normal koniler kullanilarak subdiferansiyelin elde edilmesi

Yardimci1 Teorem 3.1.16. [/, 5/ f : R" — R konveks fonksiyonu verilsin.

Bu durumda her bir x € R™ i¢in,
Tst) (@) S {d | f'(z,d) <0} (3.1.26)
kapsamasi saglanar.

Kanat. Keyfi s € Sf(x) vet > 0 alnsin ve d := t(y —z) tanmimlansin. Boylece
d € RY[Sf(xz)—z] olur. y € Sf(x) oldugundan f(y) — f(x) < 0’dir. Buradan,

[+ y—a) — fl) _ fla+ - [@)
1/t 1/t

0= t(f(y) - fx)) =

elde edilir. Ustelik

o5 LR J) o (SR J0) g,

bulunur. O halde f'(z,d) < 0’dir yani d € {d | f'(z,d) < 0} olur. Boylece,

RY[Sf(z) —2] € {d | f'(z,d) < 0} (3.1.27)
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elde edilir. f'(x,-) kapal bir fonksiyon oldugundan, 0O-altdiizey kiimesi olan

{d| f'(x,d) <0} kapal bir kiimedir. Buna gore,
Tst)(z) = cl (RT[Sf(z) — z])
oldugundan (3.1.27)’da her iki tarafin kapanigini alirsak,
Tsp)(z) € {d | f'(z,d) < 0}
sonucuna ulagilir. O]

Onerme 3.1.17. [{, 5 g : R® — R konveks fonksiyonu verilsin ve 3o € R"

icin g(xo) < 0 olsun. Bu durumda,
cd{z]g(z) <0} ={z ] g(z) <0} (3.1.28)
int{z | g(z) <0} ={z | g(2) < 0}
bd{z | g(z) <0} ={z | g(2) =0}

esitliklert gecerlidir.

Teorem 3.1.18. [/, 5] f : R" — R konveks ve 0 ¢ Of(zx) olsun. Bu durumda,
Tspw(x) ={d €R" | f'(z,d) <0}

olur.

Kanit. 0 ¢ 0f(x) oldugundan 3d € R™ i¢in 0 = (0,d) > f'(x,d) olmaldur.
Oyleyse bu d € R" icin,

Flond) — 1D~ ()

t>0 t

<0

olur. Dolayisiyla yeterince kiiciik bir £ > 0 sayis1 igin,

[z +td) — f(x)
t

<0 = flx+1td) < f(z)
elde edilir. Buna gore (z + td) € S f(z)’tir. Diger taraftan
1
d= ;[(x%—td) — ]
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formunda yazilirsa d € RT[S f(z) — x] olur. Boylece d € {d | f'(x,d) < 0} iken
d € RY[Sf(z) — z] elde edilmis olur. Yani,

de{d]| f'(z,d) <0} CRT[Sf(x) — ]

olur. Her iki tarafin kapanigi alimirsa, f’(x,d) < 0 olan en az bir d € R" var

oldugundan (3.1.28) esitliginden
{d| f'(x,d) <0} C el (RT[Sf(2) —2]) = T (@)

bulunur. Kapsamanin diger yonii ise Yardimc1 Teorem 3.1.16’de verilmisti. O

halde istenen esitlik elde edilmig olur. O]

Sekil 3.12: Alt-diizey kiimesi i¢in teget ve normal koniler kullanilarak subdife-

ransiyelin elde edilmesi
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3.2 Subdiferansiyelin Yerel Ozellikleri

Simdi gradient kavraminin genellemesi olarak kabul edilen 0f(z) subdife-

ransiyelinin verilen bir noktadaki bazi ozellikleri incelenecektir.

3.2.1 Birinci Mertebeden Yaklasimlar

f'(x,-) yonlii tiirev fonksiyonu 0 f(z) kiimesinin destek fonksiyonu oldugu
gosterilmigti. Yani;

f'(x,d) = sup (s,d) dir.
s€0f(z)

Ustelik 0f(z) kompakt konveks bir kiime oldugundan her bir d € R” icin

f,(flf, d) = <Sd7 d>
olacak sekilde Js; € 0f(x) subgradienti vardir. O halde,

o F@ )~ f(@)

t—0t t

= <8d7 d>

esitliginden yola ¢ikilarak Vd € R™ ve t — 07 £4(t) — 0 olmak {izere
flxz+td) = f(x) +t(sq,d) +e4(t) (3.2.29)

esitligi yazilabilir. Boylelikle sonlu ve konveks fonksiyonlar i¢in birinci mer-

tebeden yonlii bir yaklagimin varligi gosterilmisg olur.

Yardimci Teorem 3.2.1. /4, 5] f : R" — R konveks bir fonksiyon ve x € R"

olsun. Bu durumda her € > 0 sayst i¢in,
Il < 6 iken [f(z+R)— f(z) — f'(z.h)] < =h] (3.2.30)
olacak sekilde bir 6 > 0 sayist vardr.

Kanit. € R verilsin. Oncelikle (3.2.30) gerektirmesini saglayacak sekilde
bir § > 0 sayisinin var olmadigi kabul edilsin. Yani Jeq > 0 ve her bir 6 > 0
say1sl i¢in

[f (@ + hs) = fz) = f'(, he)| > €0.||hs|
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olacak sekilde |hs|| < & olan 3hs € R” var olsun. Ozel olarak k € N olmak

lizere 6 = 1 secilirse [|h|| ==t < 1 olan ve

|f(@+ he) — f(2) = f'(z, )| > oty

olacak sekilde bir (hg)reny € R™ simirli dizisi vardir. Simdi genelligi bozmadan
h —
(hx) yakimsak kabul edilsin ve t_k — d ve ||d|| =1 olan d € B(0,1) ele alinsin.
k
f konveks oldugundan yerel Lipschitz 'dir. Buna gore f ’in x noktasindaki

yerel Lipschitz sabiti L olsun. Buradan

< |flz+he) = f(z) = [z, hy)

< f(@ 4 he) = f(o+ ted)| + [ f (2 + trd) — f(2) = f'(2, ted)| + /(2 ted) — f/(2, Iy
< Lllhe = tedl] + | f (@ + trd) — f(x) = f'(2, trd)| + Ll[ted — hi]

= 2L[hy, — tid|| + [ f(z + ted) — f(2) = ['(2, td)]

Eotk

olduguna gore esitsizligin her iki tarafi once t;, > 0 sayisina boliintip daha sonra

tr — 07 icin limit alinirsa

h
lim —k—dH +

tk—>0+ tk

i [z +tpd) — f(x)

tk—>0+ tk

go < 2L — f/((L’, tkd>

ve boylece

co < 2L|ld — d|| + |f'(z, tud) — F'(, trd)|

elde edilir. Yani ¢g < 0 bulunur ki bu gy > 0 olusu ile ¢eligir. O halde varsayim

yanlig, dolayisiyla gerektirme dogrudur. O
h

Uyar: 3.2.2. (3.2.30) ile verilen ifade ||h|| — 0 iken w — 0 olmak tzere

f(@+h) = f(x)+ f'(x+h)+o(||h]) (3.2.31)

seklinde yazilabilir. Buna gore (3.1.20) ile (3.2.31) karsilastirildiginda,
(i) h yerine t > 0 olmak tzere td

(ii) f'(x,h) yerine Asq € Of (x) i¢in t(s,d)
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kullanildige gozlemlenebilir. Burada sq vektori (s,d) i¢ carpimany maksimize
eden subgradientlerden biridir. O halde boyle bir sq vektori O f (x) “in d ile belir-
lenen yiziindedir. Ustelik Onerme 1.3.11 geregince d vektori Of(x) kiimesinin

sq ‘deki normal konisinin elemanidar.
Sonug 3.2.3. f: R" — R konveks bir fonksiyon olsun. Herhangi bir x € R"
1¢IN

S € Faf(z)(h) yada d € Naf(w)<8)

denk kosullarindan biri saglandiginda
fle+h)= f(z)+ f(x+h)+o(h])
elde edilir.

Uyari 3.2.4. 0f(x) kompakt oldugundan sifirdan farkle her bir h € R™ vektéri

bostan farkly bir

Fos@(h) ={s € 0f () | (s, h) = f'(x, h)}

biciminde h tarafindan ortaya ¢ikarilmas yuz ortaya koyar. Boylece h vektorleri
R"—{0} da dolastikca ortaya konan yiizler O f (x) kimesinin siniring olugtururlar.

Clinki Of (x) kapali ve konveks oldugundan

bd(0f(x)) = | H{Fosw(h) | h € R" — {0}}

olur. Burada eger Of(x) kiimesinin yalmizca bir yizi varsa yani Of (x) tek bir

elemandan olusuyorsa her d € R™ i¢in

o) — 1 1D~ @)

t—0t t

= (s,d)

olacak sekilde tek bir s € R™ vardwr. Bu ise f in x noktasinda yonli tiurevlenebilir
oldugunu gosterir. Dahast d ve t siraswyla —d ve —t ile degistirilirse, f ’in x

noktasinda Gateaux tiurevlenebilir oldugu gorilur. Gercekten,

oo fatkd) — f@) L fa—td) - f(@)

k—0— k t—07+ —t
T S i) - )
t—0+ t
= —(s,—d) = (s,d)



elde edilir. Boylece

lim

t—0+ t t—0— t

bulunur. O halde f x noktasinda Gateauz tirevlenebilirdir.

Sonug 3.2.5. [4, 5] f : R" — R konveks fonksiyonu verilsin ve x € R™ olsun.
Eger f fonksiyonu x noktasinda Gateauz tirevlenebilir ise, x noktasindaki tek
subgradienti V f(z) tir. Tersine eger 0f(x) = {s} biciminde tek elemanl ise,

f fonksiyonu x noktasinda Frechet tirevlenebilirdir ve V f(x) = s ’dir.

Kanat. f Gateaux tiirevlenebilir ise

o J@ e td) - f(@)

t—0 t

limiti vardir ve tustelik

R" 5 d o G(d) = lim L& 1D = /(@)

t—0 t

fonksiyonu siirekli ve lineer bir fonksiyondur. O halde her bir d € R" i¢in

G(d) = (s, d) olacak sekilde tek bir s € R™ vardir. Yani her d € R" igin

t—0 t

olur. O halde her d € R" i¢in

t—0t t

olacagindan
Of(x) ={p € R" | Vd € R" igin (p,d) < f'(z,d)} = {s}

elde edilir. Yani subdiferansiyel tek elemanhdir ki bu eleman da V f(z) "tir.

Tersine 0f(z) = {s} olsun. Bu durumda

Noj@)(s) = {h|Vs € df(x)icin (h,s' —s) <0}
= {h|{hs—s) <0}
= {h](h,0) <0} =R"
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olduguna gére Sonug 3.2.3 geregince her bir h € Nys)(s) = R™ icin

f(@+h) = f(x)+ f(z,h) + o(||h])
elde edilir. Buradan D(h) := (s, h) olarak tanimlanrsa,

f'(x,h) = sup (s h) = sup (s',h) = (s,h) = D(h)

s'edf(x) s'e{s}
olduguna gore
h)— — D(h
i f @) — fl@) - D(h) _
h—0 17|
olur. Yani f fonksiyonu x noktasinda Frechet tiirevlenebilirdir. O

Uyar: 3.2.6. Eger {dy,ds,...,dp} C R" R"nin bir tabani olmak iizere, her
biri=1,2,...,k icin

f,<CU, dz) - _f,(‘r7 _dz)
oluyorsa f x noktasinda tirevlenebilirdir. Ozel olarak R"™ "nin standart taban
{e1,€eq,... e} alimrsa her biri=1,2,... k i¢in

of
8:&

(2) = [z, &) = = f'(x, —ei)

kismi tirevlerinin varlhgi, konveks f fonksiyonunun x noktasindaki tirevlienebilirligini

garanti eder.

Subdiferansiyelin tek vektorden olugmadigi genel duruma bakildiginda, or-
taya gikarilan yiizleri tanimlamak i¢in alternatif bi yol vardir: f’(x,-) sublineer
oldugundan kendisinin subdiferansiyeli vardir. Iste bu subdiferansiyeller 9 f (x)

‘in ortaya ¢ikarilan ytizlerini olugturular.

Onerme 3.2.7. [{, 5] f : R" — R konveks bir fonksiyon olsun ve x € R"
noktasi ile d € R"™ yoni verilsin. Bu durumda, f “in x noktasindak: subdifer-
ansiyelinin d yonunde ortaya ¢ikarimas yizi, fin x noktasindaki yonli tirev

fonksiyonunun d ‘deki subdiferansiyeline esittir. Yani;

Fof@)(d) = 0[f'(x,-)](d)
olur.
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Kamit. s € Fyp,)(d) almsin. oys,)(d) = f'(x,d) olduguna gére
f(z,d) —(s,d) =0
olur. Ayrica s € 0f(z) olduguna gore her d’ € R" igin
(s,d) < f'(2,d)
elde edilir. Buradan her d’ € R" icin
f(x,d) > (s,d") + f'(x,d) — (s,d) (3.2.32)

ve boylece

f(z,d) > f(x,d) + (s,d —d)

elde edilir. O halde s € 9[f'(z,-)](d) bulunur.
Tersine s € J[f'(x,-)](d) alinsin. O halde her d’ € R" i¢in

f(x,d) > f(x,d) + (s,d — d)

olur. Ayrica d’ = d' — d denirse f'(x,-) sublineer oldugundan alt toplamsallik
ozelliginden

[, d) = f(z,(d —d)+d)
< flx,d —d)+ f'(z,d)

= f/(xa d//) + fl(xv d)
elde edilir. Dolayisiyla her d’,d” € R™ icin

f(@,d") + f'(x,d) > f'(w,d) = f'(,d) + (s,d")
ve boylelikle her bir d” € R" icin
f(x,d") > (s,d")
bulunur. O halde s € df(x) "tir. Ayrica (3.2.32) esitsizliginde d’ = 0 alinirsa

f(2,0) > f'(z,d) + (s, —d)
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oldugundan

[z, d) < (s,d)
elde edilir. Bu esitsizligin ters yonii her zaman gegerli oldugundan 6zel olarak
d € R"icin f'(x,d) = (s,d) olur ki bu s € Fys,)(d) oldugunu gosterir. Boylece
istenen esitlik gosterilmis olur. O]

3.2.2 Konveks Fonksiyonlarin Minimal Noktalari

Bu kesimde subdiferansiyel yardimiyla bir fonksiyonun minimal noktalarinin
karekterizasyonu yapilacaktir. Subdiferansiyelin tanimindan asagidaki temel

sonu¢ hemen verilebilir:

Teorem 3.2.8. [/] f : R" — R konveks fonksiyonu i¢in asaqidaki dzellikler
denktir:

(i) x € R™ f ’in global minimum noktasider. Yani her y € R™ i¢in
fy) = f(x) tir

(i1) 0 € Of (x) ‘tir.
(iii) Her bir d € R™ i¢in f'(x,d) >0 dir.
Kanat. Oncelikle ilk iki kogulun denkligi gosterilsin

Yy € R"igin f(y) > f(z) < Vy € R"igin f(y) > f(z) + (0,y — )
& 0e€df(x)

elde edilir. Diger taraftan

0€df(r) & VdeR"ign (0,d) < f'(z,d)
& Vd e R i¢in f'(z,d) >0

oldugundan (i7) ile (7i7) denkligi de gosterilmis olur. O
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0 € Of(z) ise x noktasi kritik nokta olarak adlandirilabilir. Ayrica teo-
remde verilen (i) < (i4i) denkligi; f 'in x noktasinda minimal olmasi igin gerek
ve yeter kogulun f’(x, -) fonksiyonunun 0 ’da minimal olmasi anlamina gelmek-
tedir. Burada su noktayi vurgulamak gerekir: x noktasi f fonksiyonunun bir
yerel minimumu ise (i) kosulu yine saglanmaktadir. O halde (i) < (i)
denkliginden dolay1 x noktasi f ’in global minimumu olacaktir. Boylece kon-
veks bir fonksiyon i¢in yerel minimum nokta aslinda global minimum noktay1

verecektir.

Tanim 3.2.9. [}/ f : R" — R fonksiyonu verilsin. 0f(x) "in birden fazla ele-
mana sahip oldugu yani f’in tirevienemedigi x noktasina f ’in kose noktasi

adr verilir.

Uyar1 3.2.10. 0 € 0f(z) ozelligi analizden bilinen V f(z) = 0 sartumn bir
genellestirilmis halidir. Bir konveks fonksiyon tanim kumesinin hemen hemen
her noktasinda turevlenebilirdir ancak bu durum konveks bir fonksiyonun mi-
nimum noktasinda bir gradiente sahip olacagr anlamnina gelmez. = noktas
hakkindaki bilgiler arttikca onun bir kose noktasy olup olmadigr daha kolay
belirlenebilir. Ornegin bir kritik noktann kése noktasy olma ihtimali herhangi

bir x noktasina gore oldukca yuksektir.

3.2.3 Konveks Fonksiyonlar igin Ortalama Deger Teoremleri

f : R" — R konveks fonksiyonu ve x # y € R"™ noktalar1 verilsin. Buna
gore bu kesimde su sorularm yamtlar1 aranacaktir: Ik olarak f’in [z, y] dogru
parcasi iizerindeki subdiferansiyeli biliniyorsa f(y) — f(z) farki hesaplanabilir
mi? Ikinei soru ise, f fonksiyonu subdiferansiyelinin integrali olarak ifade
edilebilir mi? Bu sorular ortalama deger teoremlerinin amacini ortaya koyar.

Bu problemler f fonksiyonu [z, y] dogru pargasi tizerine indirgenerek ¢oziilecektir.

Bunun gore, her ¢ € [0, 1] igin
p(t) = flty + (1 —t)x)
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fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda

olur. Once ¢ fonksiyonunun #’deki subdiferansiyeli, f ’in ty + (1 — t)x nok-
tasindaki subdiferansiyeli cinsinden nasil hesaplanacag1 gosterilecektir.
x # y € R" segildikten sonra sabitlenen noktalar olmak {izere her ¢ € [0, 1]
icin
xp =ty + (1 —t)x
noktas1 tanimlansin.

Yardimci: Teorem 3.2.11. [4] o(t) = f(x;) fonksiyonu i¢in

Op(t) = {(s,y—=) | sedf(z)}
= <8f(mt)a Y= *I>

olur.

Kanat. ¢ fonksiyonunun ¢ noktasindaki sol ve sag tiirevleri hesaplanirsa

: ok +1t) — ()
flk+ty+ (1 —t—k)x)— flty+ (1 —t)x)

k
= lim fly+ (A -tz +k(y —x)) — fty + (1 —t)z)
—0t kf
— khm flee+ k(y —x)) — fa)
k—0+ k

= f/(xtay_w)

olur. Benzer sekilde

= lim
k—0+

bulunur. Diger taraftan

fllany —x) = serg%t)@, y—x) ve — fla,—(y—1)) = serg}&)<s, y—x)

oldugundan
Op(t) = [¢_(1), ¢..(t)] = {(s,y —2) | s € Of (x,)}
elde edilir. O
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Uyari 3.2.12. Saylabilir bir kime disinda ¢ fonksiyonu R tizerinde tirevlenebilirdir.
Ancak bu f’in [x,y] dogru par¢ast izerinde saylabilir nokta disginda tirevlenebilir
oldugu anlamuna gelmez.  Ornegin; f(z,y) = |x| fonksiyonu a = (0,0) ve

b = (0,1) olmak iizere [a,b] dogru parcasinin tamama tzerinde tirevienebilir
olmayan bir fonksiyondur. Yukaridaki énermede asil garanti edilen O f(x;) ‘nin

d = y—x yoninde hemen hemen hert € [0, 1] i¢in 0-genislige sahip oldugudur.

Yani;

f/(xby - I’) + f/('rta T — y) =0 “dor.

Teorem 3.2.13. [4] f : R" — R konveks bir fonksiyon ve birbirinden farkl

x,y € R™ noktalar: verilsin. Bu durumda 3t € (0,1) ve 3s € Of(x) i¢in

fly) = f(x) = (s,y — )