KUASIDIFERANSIYELLENEBILME VE
KUASIDIFERANSIYELLENEBILME iLE OPTIMIiZASYON

Tugba YALCIN
Yiiksek Lisans Tezi

Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Eyliil 2010



JURI VE ENSTITU ONAYI

Tugba YALCIN'in “Kuasidiferansiyellenebilme ve Kuasidiferan-
siyellenebilme ile Optimizasyon” baglikli Matematik Anabilim Dalindaki,
Yiiksek Lisans Tezi 29.07.2010 tarihinde, asagidaki jiri tarafindan Anadolu
Universitesi Lisansiistii Egitim-Ogretim ve Smav Yonetmeliginin ilgili mad-

deleri uyarinca degerlendirilerek kabul edilmistir.

Adi Soyadi Imza
Uye (Tez Damigmam) : Prof. Dr. YALCIN KUCUK  ..........
Uye : Prof. Dr. MAHIDE KUCUK  ..........
Uye :  Yrd. Dog. Dr. AYDIN SIPAHIOGLU ..........

Anadolu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu’nun

........ tarih ve ........sayih karariyla onaylanmistir.

Enstitu Muduiru



OZET
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Tugba YALCIN

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisu
Matematik Anabilim Dal

Danigsman: Prof. Dr. Yalcgin KUQUK
2010, 111 sayfa

Kuasidiferansiyel kavrami otuz yil énce V.F.Demyanov ve A.M.Rubinov tarafindan
caligilmaya baglanmigtir. Kuasidiferansiyellenebilir fonksiyonlar, yonli tiirevlenebilir
her Lipschitz fonksiyona kuasidiferansiyellenebilir fonksiyonlarla yaklagilabildigi igin
onemli bir role sahiptir.

Dort boliimden olugsan bu calismada konveks pozitif homojen fonksiyonlarin
farki olarak yazilabilen fonksiyonlara bir giris yapilmig, kuasidiferansiyellenebilir
fonksiyonlar tanimlanmig ve kuasidiferansiyelleri ile kompakt konveks kiime ciftleri
arasindaki iligki aragtirilmigtir. Ayrica kuasidiferansiyellenebilir fonksiyonlarin ek-
stremum problemlerinin ¢6ziimii igin gerek ve yeter kosullar incelenmistir.

Caligmanin ilk bolimiinde calisma igin gerekli olan temel tanim ve teoremler
verilmistir. Ikinci boliimde DC-fonksiyon kavrami tammlanmis ve baz ozellikleri
incelenmistir. Daha sonra bazi 6zel fonksiyonlarin DC' gosterimleri incelenmis ve
DC kiimelere bir girig yapilmigtir.

Uciincii boliimde kuasidiferansiyelin tanim verilerek kuasidiferansiyellenebilir
fonksiyonlarin baz 6zellikleri incelenmistir. Ayrica kuasidiferansiyellenebilir fonksi-
yonlar ile kompakt konveks kiime c¢iftleri arasindaki iligki verilmistir. Daha sonra Ba-
nach uzaylarinda tanimlanan dontigtimlerin kuasidiferansiyellenebilirligi tanimlanmis
ve kuasidiferansiyellerinin 6zellikleri incelenmigtir.

Son boltimde kuasidiferansiyellenebilir konveks olmayan amag fonksiyonuna sahip

ekstremum problemlerinin ¢oziimii i¢in gerek ve yeter kosullar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: DC fonksiyonlar, Kuasidiferansiyel, Kuasidiferansiyel-

lenebilir fonksiyonlar



ABSTRACT

Master of Science Thesis
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The notion of quasidifferential was introduced by V.F.Demyanov and A.M.Rubi-
nov thirty years ago. Quasidifferentiable functions has a great role since all direction-
ally differentiable Lipschitzian functions can be approximated by quasidifferentiable
functions.

In this work, which is consisted of four chapters, an introduction to functions
which can be expressed as the difference of two convex positively homogeneous func-
tions is made; quasidifferentiable functions are defined and the relationship between
quasidifferentials and the pairs of compact convex sets is studied. Also, necessary
and sufficient conditions for a solution of extremum problems quasidifferentiable
function are given.

In the first chapter of this work, some basic definitions and theorems , necessary
for this work, are given. In the second chapter, the notion of DC' function is defined
and its some property is investigated. After that, DC representation of some special
functions is investigated and an introduction to DC' sets is made.

In the third chapter,by defining the quasidifferential some properties of quasidif-
ferentiable functions is invastigated. Also, the relationship between quasidifferentials
and the pairs of compact convex sets is given and quasidifferential of some special
functions is expressed with the pairs of compact convex sets. After that, the qua-
sidifferentiability of operators, which are defined on Banach spaces, is defined.

In the last chapter, necessary and sufficient conditions for a solution of extremum

problems, which has quasidifferentiable nonconvex objective function, are given.

Keywords: DC functions, Quasidifferential, Quasidifferentiable functions
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

convS : S kiimesinin konveks zarfi
clconvS : S kiimesinin kapali konveks zarfi
coneS : S kiimesinin konik zarfi
clconeS : S kiimesinin kapali konik zarfi
intC' . C kiimesinin i¢ noktalar1 kiimesi
clC : C kiimesinin kapanig noktalar1 kiimesi
Of o . f fonksiyonunun bir xy noktasindaki subdiferansiyeli
of . f fonksiyonunun stiperdiferansiyeli
B(xg,r) : xo-merkezli r-yarigaph acgik yuvar
B(zo,7) : xo-merkezli r-yaricaph kapali yuvar
H¢(A) : A kiimesinin f fonksiyonuna gére maksimal yiizii
fh(z,u) f fonksiyonunun z noktasmdaki u yoniindeki Dini tstten tirevi
fr(z,u) : f fonksiyonunun z noktasimndaki u yoniindeki Dini alttan tiirevi
fIT{(x, u) f fonksiyonunun x noktasindaki u yontindeki Hadamard tistten tiirevi
ﬁ[(% u) f fonksiyonunun x noktasindaki u yoniindeki Hadamard alttan tirevi
" (u) : f fonksiyonunun x noktasindaki u yoniindeki yonlii tiirevi
Df(x) . f fonksiyonunun kuasidiferansiyeli
H! (u) . H operatoriiniin x noktasindaki u yontindeki yonlii tiirevi
DH(z) : H operatoriiniin kuasidiferansiyeli
K : K konisinin dual konisi

vi



1 GIRIS
1.1 Sublineerlik ve Ayirma Teoremleri

Tanim 1.1.1. Bos kimeden farkl bir X Fkimesi tzerinde tanimly bir “<”

bagintisi,
i) Ve X iginz <z dir (yansima ézelligi).
i) Va,y,z € X iginx <y vey < zisex <z dir (gecisme dzelligi).

iit) Vx,y € X dgin v <y vey < x ise x =y dir (ters simetri ézelligi).

kosullariny saghyorsa bu bagintiya swralama bagintist ve (X, <) ikilisine

swraly kiime denir.

Ters simetri ozelligi saglanmiyorsa bu durumda bu bagintiya on-sirala-
ma denir. ¥V x,y € X iwcin v < y veya y < x bagintilarindan en az biri

saglanwyorsa X kimesine tam swraly kiime denir.

X swraly bir kime olsun. ¥ x,y € X i¢in x < z veya y < z olacak sekilde
bir z € X warsa bu kimeye yonlii kime denir. Svraly bir X kimesinin tam

swraly bir alt kiimesine bir zineir denir.

Tanim 1.1.2. V z € X i¢in xg < x tken xqg = x ise xg € X elemanina mak-
simal eleman denir. Y C X olsun. ¥V y € Y icin y < xg oluyorsa vo € X

elemanina Y 'nin bir ust swniry denir.

Benzer sekilde; ¥ x € X i¢in xg > x then xg = x 1se xg € X elemanina
minimal eleman denir. Y C X olsun. Vy € Y iciny > xg oluyorsa xqg € X

elemanina Y 'nin bir alt siniwry denir.

Tanim 1.1.3. Y C X wve zg € X, Y ’nin bir tust sumr olsun. xy, Y 'nin
her z € X st sinwrindan daha klcik yada esit ise xg € X elemamina Y ‘nin
supremumu denir ve xo = sup Y ile gosterilir.

Benzer sekilde; Y'nin infimumu Y’nin alt sinirlarinin en biiyiigii olarak
tammlanir ve inf Y olarak gosterilir. Infimum ve supremum varsa tektir.

Y = {v1,v2, ..., yr} sonlu bir kiime ise ¥ 'nin supremumu ve infimumu sirasiyla

1VyaV...Vy,=supY



yl/\yg/\.../\yk:ian
seklinde gosterilir.

Teorem 1.1.4 (Kuratowski-Zorn Lemma). (X, <) sural kiimesinin her zinciri

bir alt simara (lst sinira) sahipse X 'in bir minimal (maksimal) elemany vardar.
Tanim 1.1.5. (X, <) bir serale kiime olsun. ¥ x,y € X i¢in
sup{z,y} =xVy, inf{z,y}=xAy

degerleri varsa (X, <)’e bir latis(6rgi) denir.
Ek olarak (X, <) orgiisiinde,

(xVy)ANz=(xAz)V(yAz)
ozelligi her bir x,y, z € X i¢in saglanyorsa (X, <) orgisine dagilimly 6rgi
denir.
1.1.1 Sublineer Fonksiyonlar
Tanim 1.1.6. X bir vektor uzay olsun. Birp: X — R fonksiyonu
i) VaeeX veV >0 igin p(Ax) = A\p(z) (pozitif homojenlik)
it) V x,y € X igin p(x +vy) < p(z) + ply) (alt toplamsallik)

kosullarini saghyorsa p fonksiyonuna sublineer fonksiyon denir.
VezeXwveVA>0i¢np: X — R fonksiyonu i) yerine

i) p(Ax) = [A] p(x)

kosulunu saghyorsa p’ye pseudonorm denir.
V x € X dgin p(x) = 0 iken x = 0 saglanwyorsa bu durumda p : X — R

pseudonormuna norm denir ve p(x) = ||z| ile gdsterilir.

Tanmim 1.1.7. A, bir X wvektor uzayrmn alt kiimesi olsun. ¥V a,b € A wve
vVt el0,1] icin ta+ (1 —t)b € A oluyorsa A’ya konveks kiime denir.

Tanmim 1.1.8. A C X konveks kiimesi tizerinde tanyml bir f : A — R fonksi-
yonu ¥ a,b € A veV t €0,1] igin

flta+ (1 —1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b)

kosulunu sagliyorsa konvekstir denir.
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Porzitif homojen konveks bir fonksiyon sublineerdir.
Bir f : X — R konveks fonksiyonu ve @ € Ri¢in Ly, = {z € X | f(z) < a}

kiimesine f’nin a-diizey kiimesi denir. Bu kiime konveks bir kiimedir.

Tanim 1.1.9. Bir X vektor uzayimin M C X alt kimesi i¢in

conv(M) = U A

MCACX
A konveks

k k
:{z = Ztimi ‘ 0< 1I£ii£kti’zti =1, my,mg,...,mu € M,k € N}
i=1 i=1
kiimesine M mnin konveks zarfi denir.

X vektor uzayi iizerinde tanimh tiim sublineer fonksiyonlarin kiimesi P, (.X)

ile gosterilsin. P, (X) tizerinde

/ : o
p2p e inf (p(z) = p'(x)) <0

olacak gekilde bir siralama tanimlansin.

Yardimci Teorem 1.1.10. X bir vektor uzayr olsun. Py (X)’in her tam siraly

S alt kiumesinin bir alt simary vardwr; yani ¥ p € S i¢in ps = p olacak sekilde
ps € Po(X) vardur.

Kamt. © € X ve p € P,(X) alinsin.

0=p(0) =p(z —z) < p(x) + p(—2)
oldugundan
—p(~2) < p() (1.1.1)

esitsizligi saglanir. Keyfi bir S C P,(X) zinciri alinsin. Bu durumda V z € X
icin ingp(:c) degeri sonludur. Gergekten; kabul edilsin ki en az bir x € X \ {0}
pe

icin bu dogru olmasim. Bu durumda V p € S i¢in bir ¢ € S vardir 6yle ki ¢ < p
ve q(z) < —p(—z) — 1 dir. O halde esitsizlik —1 ile garpilirsa;

—q(r) > p(—z) +1

olur. (1.1.1) esitsizligi ¢ sublineer fonksiyonu i¢in yazilip —1 ile garpilirsa
q(—x) > —q(x) olur. Boylece q(—x) > p(—z) + 1 dir. Yani, —x = y € X i¢in
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q(y) > p(y) +1 > p(y) elde edilir. Bu ise ¢ < p oluguyla celigir. O halde kabul

yanligtir, yani ingp(x) degeri sonludur. Bu durumda
pe

p': X =R, p(z)=inf p(x)
peES

fonksiyonu tanimlansin.
Infimum tanmm geregi ¥V p € S ve V 2 € X icin p*(z) < p(x) dir. Ustelik
x,y € X icin,

p(a+y) = inf plo+y) < inffp(e) +p(y)] < infp(o) +inf ple) = p"(@)+p"(0)

olur. Ayrica, ¥V A > 0 igin p*(Az) = Ap*(z) oldugundan p* fonksiyonu subli-
neerdir. Yani, p* € P,(X) dir. O halde P,(X)’in bir alt sinir1 vardir. [

Onerme 1.1.11. X bir vektor uzays olsun. Bu durumda p € Po(X) minimal

olmast i¢in gerek ve yeter kosul p’nin lineer olmasidar.
Kanat. p € P,(X) minimal eleman olsun ve verilen bir a € X noktasi igin
Pa: X =R, pu(z) = gg (p(z + ta) — tp(a))
fonksiyonu tanmimlansin. p, iyi tanimhdir. Gergekten, V x € X ve V ¢ > 0 i¢in,
tp(a) = p(ta) = p(—x + = + ta) < p(—z) + p(z + ta)

—p(—2) < pla + ta) - tp(a)

dir. Buradan,

—p(=z) < p(z + ta) — tp(a) < p(z) + tp(a) — tp(a) = p(x)
—00 < —p(—z) < glg (p(z + ta) — tp(a)) < p(z) < +o0

—00 ; Pa(x) < p(z) < 400

elde edilir. O halde p, fonksiyonu iyi tanimhdir ve p, < p dir.
Po : X — R fonksiyonu sublineerdir. Gergekten;

i) x € X ve A > 0 verilsin. Bu durumda;

Pa(Az) = inf (p(\z + ta) — tp(a)) = inf {A<p (x + %a) - ip(a)> }
:)\gg (p(z +t'a) —t'p(a)), ¢ = %
:Apa($)

oldugundan p, pozitif homojendir.
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ii) =,y € X verilsin. Infimum tammindan verilen bir £ > 0 icin
pa(z) > p(x 4+ t1a) — tip(a) — ¢

Pa(y) = p(y + taa) —top(a) — ¢

olacak sekilde 3 t1,t, > 0 sayilar1 vardir. Bu durumda t = t; + t5 icin

p(x + t1a) + p(y + taa) — (t1 + t2)p(a) — 2¢
p(x+y+ (b +t2)a) — (1 +ta)pla) — 2¢
p(z+y+ta) —tpla) — 2¢

oz +y)—2¢

Pa() + paly)

vV IV IV IV

elde edilir. € > 0 keyfi oldugundan

Pa(® +y) < pal®) + paly)
dir. O halde p, sublineerdir.

p € P,(X) minimal eleman ve p, < p oldugundan p = p, dir. t =1 i¢in
pa() = inf (p(z + ta) — tp(a)) < p(z + a) — p(a)

p(x) <p(z+a) - pla)

oldugundan ve p’nin alt toplamsalligindan

p(x) +pla) < p(z +a) < p(z) + pla)

olur. Diger taraftan;

olur. O halde A < 0 i¢in p(Az) = Ap(x) dir. Bu durumda p lineerdir.

Tersine p lineer olsun. V x € X igin ¢(z) < p(z) olacak sekilde bir ¢ €
P,(X) verilsin. Bu durumda, V = € X i¢in

q(z) < p(z) = —p(—2) < —q(—z) < q(2)

elde edilir. Buradan p = ¢ olur. Yani p minimaldir. [



1.1.2 Ayirma Teoremleri

Teorem 1.1.12 (Hahn-Banach Teoremi). X bir vektor uzayr vep : X — R bir
sublineer fonksiyon olsun. Bu durumda en az bir f : X — R lineer fonksiyonu
vardir oyle ki ¥ © € X d¢in f(x) < p(x) dir. Yani, X dzerinde p sublineer

fonksiyonunu alttan simirlayan bir lineer fonksiyon vardr.
Kanat. Bir p € P,(X) igin
Pp(X) ={g € Pu(X) [ ¢ 2 p} CPu(X)

kiimesi tanimlansin. p € P,(X) oldugundan bu kiime P,(X)’in bosgtan farkl
bir alt kiimesidir ve bu kiimenin herhangi bir zincirini aldigimizda bu zincir
bir alt simira sahiptir. O halde Kuratowski-Zorn Lemma’dan bir f € P,(X)
minimal eleman1 vardir. f minimal oldugundan 6zel olarak p € P,(X) i¢in
f =< p dir. Diger taraftan Onerme 1.1.11’den f lineerdir. Boylece p’yi alttan

sinirlayan bir lineer f fonksiyonu vardir. |

Teorem 1.1.13. X bir vektor uzay, p : X — R sublineer bir fonksiyon ve
L C X bir lineer alt uzay olsun. f: L — R, her x € L i¢in f(x) < p(x) olan

bir lineer fonksiyoneli verilsin. Bu durumda,
i) VxeX igin F(z) < p(x)
i) ¥ x e L igin f(x) = F(x) dir, yani F|p = f
kosullarini saglayan en az bir F': X — R lineer fonksiyoneli vardir

Kanat. p: X — R, p(x) = inﬁ(p(m —y) + f(y)) fonksiyonu tanimlansin. p
ye

sublineer oldugundan

p(=y) < p(zr —y) +p(—2)

olur ve buradan

—p(=2) < p(~y) —p(—=z) — f(—y) <plr —y) + f(y)

elde edilir. O halde infimum iyi tanimhdir.

p fonksiyonu sublineerdir. Gergekten;



i) x € X ve A > 0 verilsin.

p(Ax) = inf (p( (p AT —y y)>
_ ;rg()\px—— f( ))
_ ;rg()\p r— = (ly))
1), vk

= Ap(z)
ii) z,y € X verilsin. Infimum tammindan & > 0 icin
p(x) 2 p(x —21) + f(z) —¢€
Py) = ply — 2) + f(z) -
olacak gekilde 3 21,29 € L vardir. z = z; + 25 icin

p(z) +p(y) p(x—21) +ply — 22) + f(21) + f(22) — 2¢
plx+y— (214 22)) + f(z21+ 22) — 2¢
plx+y—2)+ f(z) — 2

p(r+y)

vV IV IV IV

olur.

Bu durumda p sublineer fonksiyondur. O halde p'nin tanimindan V x € L igin
p(z) < f(z) tir. f lineer oldugundan minimaldir. Bu durumda V = € L igin
p(z) = f(z) olur. Yani, p|;, = f dir. Teorem 1.1.12’den F' < p < p olacak
sekilde 3 F': X — R lineer fonksiyonu vardir ve F'|p = f dir. |

Tanim 1.1.14. X bir vektor uzay, f : X — R bir lineer fonksiyonu ve a € R

sayrst verilsin. Bu durumda,
{reX | flx)<a}C X
kiimesine bir yar:t uzay denir.

Tanim 1.1.15. X bir vektor uzay: ve xg € X olsun. Birp: X — R sublineer

fonksiyonu i¢in
Oplze ={f: X = R | f lineer veV x € X i¢in p(xg) + f(x) < p(z + x0)}

kiimesine p’nin bir x, noktasindaki subdiferansiyeli denir. Ozel olarak

pnin 0 € X teki subdiferansiyeli
Oplo={f|f:X — R lineer veV x € X i¢in f(x) < p(x)}

olur.



Bu tanima gore, Teorem 1.1.13’nin bir sonucu olarak herhangi bir sublineer

p: X — R fonksiyonu

p(z) = sup f(x) (1.1.2)
fedplo

bi¢iminde ifade edilebilir.

Onerme 1.1.16. X bir vektor uzayr, p : X — R bir sublineer fonksiyon ve

C C X bos kiimeden farklh konveks bir alt kiime olsun. Bu durumda

igf (x) = inf f(x)

zeC

veV o € X id¢in f(x) < p(x) olacak sekilde en az bir f : X — R lineer

fonksiyonu vardwr

Kamit. I = infp(z) > —oo olarak alinsin. Aksi durumda, Teorem 1.1.12’ten
TE

Vx € X igin f(z) < p(x) olacak sekilde f : X — R lineer fonksiyonu vardir ve

inf p(z) > inf f(z)

TE zeC

dir. ingp(x) = —oo oldugundan

xe

igf () = 11él£f(x) = —00

olur. Simdi bir

p: X =R, plx)=inf(p(z+ty) —tI)
yeC

t>0

fonksiyonu tanimlansin.
p(x +ty) —tI > —p(—x)

oldugundan infimum iyi tanimhdir ve p > —oo dur.

p fonksiyonu sublineerdir. Gergekten;

i) z,y € X verilsin. Bu durumda infimum tanimindan e > 0 igin
p(z) > ple+tiz) — il —¢

ﬁ(y) > p(y + t222) —tod — ¢



olacak sekilde 3 21,29 € C ve 3 t1,t5 > 0 vardir. C' kiimesinin konveks-

liginden

p(z) +p(y) 2p(x +ti21) + p(y + taze) — (t1 +t2)] — 2¢
Zp(x +vy+ tiz1 + t2Z2) — (tl + tQ)I — 2¢

t t
:p<$+y+(t1+t2)<tl_¢t221+ tl_it22’2)> — (t1+t2)1—2€

=p(x +y+tz) —tl —2e, t1+ta=t
>p(x +y)

olur. Bu durumda p alt toplamsaldir.

ii) z € X ve A > 0 verilsin.

p(Ax) :;gg(p()\x + ty) —t1)
>0

=it (wle + 50) =11

t>0

. t t
=il (p(e + 31) ~ 17)
>0

:>\' / _ / / =
;:élg(p(:c—i-ty) tI), t
>0

=Ap(x)

t
A

oldugundan p pozitif homojendir.

O halde p sublineerdir ve Teorem 1.1.12ten V z € X igin f(z) < p(x) olacak
sekilde bir f : X — R lineer fonksiyonu vardir. Buradan, V x € C igin
f(z) <p(x)dirveVaeCiginy=uxzvet=1iken

—f(x) < f(=2) <p(=z) <p(-w+x) -1 =1
elde edilir. Bu durumda V z € C i¢in I < f(x) olur. O halde

infp(x) = inf f(z)

zeC

elde edilir. ]



Teorem 1.1.17. X bir vektor uzayr, p : X — R bir sublineer fonksiyon ve

A, B C X bos kiimeden farkly konveks alt kumeler olmak “izere
dist,(A, B) = inf{p(a —b) | a € A, b€ B} >0

olsun. Bu durumda f(A) N f(B) = 0 olan en az bir f : X — R lineer

fonksiyonu vardar.

Kamit. A—B={a—0b|ac A be B} konveks ve
dist,(A, B) = inf{p(a —b) | a € A,b€ B} >0
oldugundan Onerme 1.1.16’den V z € X icin f(z) < p(z) ve

dist,(A, B) = inf f(x)

r€A-B

olacak gekilde 3 f : X — R lineer fonksiyonu vardir. f lineer oldugundan

0 < dist,(A, B) = xeifxlfo(x) = ;ggf(x) —supf(x) (1.1.3)

€A

dir. Yani f(A)N f(B) =0 dir. |
Not 1.1.18. (1.1.3) denklems

dist,(A, B) = inf{p(a—0) |a € A,be B} >0
oldugu durumda da kanitlanabilir. Bu durumda

supf(z) + dist,(A, B) = inf f(x)

z€B zeA

esitligi saglanir. dist,(A, B) > 0 ise

supf(z) + ¢ < inf f(z)
z€B zeA

olacak sekilde 3 ¢ > 0 wvardir ve A, B C X bostan farkly konveks kiimeleri
f: X — R lineer fonksiyonu ile tamamen ayriktir denir.

supf(z) < inf f(x)

z€B z€EA

esitsizligi saglamyorsa bu durumda f lineer fonksiyoneli A, B C X konveks
kiimelerini ayirar.

Keyfi iki kumenin konveks zarflary bir f : X — R lineer fonksiyonu ile
ayrik (tamamen ayrik) ise bu iki kimeye f ile ayrik(tamamen ayrik)tir

denir.
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1.2 Topolojik Vektor Uzaylari
1.2.1 Metrik ve Topolojik Uzaylar

Tanim 1.2.1. X bos kiimeden farkl bir kime olsun. Bird : X x X — R

dontsimau

M) ¥ z,y € X igin d(z,y) =0 dir ancak ve ancak © =y
My) ¥ z,y € X igin d(z,y) = d(y, z)

Ms) ¥ z,y,z € X i¢ind(x,y) < d(z,z) +d(z,y)

kosullarin saghyorsa bu d donisimine X dzerinde bir metriktir denir. (X, d)
ikilisine de bir metrik uzay denir.

Tamim 1.2.2. (X, d) bir metrik uzay, (T, )nen C X bir dizi ve xy € X olsun.
Ve >0 iginn > ng iken d(x,, xo) < € olacak sekilde 3 n, € N varsa (z,)nen

dizisine yakinsaktir denir ve xqg = lim x,, seklinde gosterilir.

Tamim 1.2.3. (X, d) bir metrik uzay ve (x,)neny C X bir dizi olsun. ¥ € > 0
i¢in m,m > ng iken d(z,, x,) < € olacak sekilde 3 n, € N varsa (x,)nen dizi-
sine bir Cauchy dizist denir. Bir metrik uzayda her Cauchy dizisi yakinsak

1se bu metrik uzaya tam metrik uzay denir.

Tanim 1.2.4. (X, d) bir metrik uzay olsun. xo € X ver >0 igin
B(zg,r) ={z € X | d(z,z9) <1}

kiimesine xo merkezli v yaricaph agik yuvar,

B(zo,r) ={z € X | d(z,20) <7}
kiimesine xy merkezli v yaricapl kapaly yuvar denir.

Tanim 1.2.5. (X, d) bir metrik uzay, A C X ve a € A olsun.B(a,r) C A
olacak sekilde 3 r > 0 varsa a’ya A kiimesinin bir i¢ noktasidwr denir. A’nin

tim i¢ noktalarinin kiimesine A’nan i¢i denir ve int(A) ile gdsterilir.

Tanim 1.2.6. Bir kiime sadece i¢ noktalardan olusuyorsa bu kimeye agik
kime, tumleyeni agik olan bir kimeye ise kapaly kiime denir.
Bir M kumesi icin
dAM)=M= (] 4

MCACX
A kapal

kiimesine M 'nin kapanigt denir.



Tanim 1.2.7. X bir kume ve 7, X ’in bir alt kumeler ailesi olsun. 7 ailest
Ty) X,0er

Ty) I herhangi bir indis kiimesi olmak tizere; ¥ {A;}ier € T i¢in Z'LGJIA,- €T
Ts) J sonlu bir indis kiimesi olmak tizere; ¥ {A;}ics € T i¢in iQJAi €T

kosullarini saghyorsa X dzerinde bir topolojidir denir. (X, 1) ikilisine de bir

topolojik uzay denir.

Tanim 1.2.8. B C 7 olsun. Y U € 1 elemant B deki elemanlarin bir birlesims

olarak yazilabiliyorsa bu durumda B’ya 7’nun bir tabanidir denir.

Tanim 1.2.9. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. ¥ z,y € X, x # y icin UNV = ()
olacak sekilde 3 (z €)U, (y €)V € 7 varsa (X, 1) uzayina Hausdorff uzay

denir.

Tanim 1.2.10. N C X vex € N olsun. © € U € N olacak sekilde 3 U € 1
varsa N’ye x’in bir T-komgulugu denir. Ozel olarak, © € U € 7 ise U’ya

xin bir T-a¢ik komsulugu olur.

7 ve 7" X {izerinde iki topoloji olsunlar. 7" C 7 ise bu durumda 7, 7"’den

daha incedir ya da denk olarak 7/, 7’dan daha kabadir denir.

Tanim 1.2.11. (X, 7) ve (Y,7') iki topolojik uzay, f : X — Y bir donisim

olsun. ¥ U € 7 igin f~Y(U) € 7 ise f doniisimiine stireklidir denir.

Tamim 1.2.12. (X, 7) Hausdorff uzay ve K C X olsun. K mun her {U; | i € I}
agik ortisinin sonlu bir {U; | i € Iy}, Iy C I alt értisi varsa K kiimesine

kompakttir denir.

Teorem 1.2.13 (Cantor Kesisim Ozelligi). (X, 7) bir Hausdorff uzay ve
K C X bir kompakt alt kiime olsun. Bu durumda her azalan (Fy D Fy D ... D
Fr, D ...) F; C K kapal alt kiimeler dizisinin kesigimi bos kimeden farklhdir

(NF#0)

1.2.2 Yerel Konveks Vektor Uzaylar:

Tanim 1.2.14. X bir gercel vektor uzayr ve ™ X tzerinde bir Hausdorff
topologi olsun. Bu durumda asagidaki kosullar saglanwyorsa (X, T) 'ya bir topo-

logik vektor uzayr denir.
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i) V x,y € X vex+y'nin herhangi bir Uy, komsulugu icin
Uy + Uy, CUzyy
olacak sekilde x’in bir U, ve y nin bir U, komsulugu vardr.

ii) Vo e X, ty € R vetox’in her Uy, komsulugu icin x’in bir U, komsulugu
ve bir e > 0 vardir oyle ki ¥V t € R igin |t — to| < € iken

tUm g Utox
dar.

X vektor uzaymin A, B alt kiimeleri ve ¢ € R i¢in kiimelerin cebirsel

toplami ve skalerle ¢arpimi;
A+B={a+b|lac Abe B}

tA={ta|ac A}

seklinde tanimlanir.

Uyar1 1.2.15. Tanvm 1.2.14°da verilen i) ve i) kosullar siraswyla, X den
alinan elemanlarin toplami ve X 'teki elemanlarin skalerle ¢carpim islemlerinin
surekliligine denk kosullardwr. Toplama ve skalerle ¢arpim islemleri bir topolo-
Jik vektor uzaymnda strekli olduklarindan, X tzerindeki T topolojisi sifirin

komsuluklarinin bir U tabani ile tam olarak belirlenebilir. Cunki
B={U+z|zeX, Ucl}

kiimesi T topolojisi igin bir tabandir. Gergekten, ¥ (x €)U € T iginz € B C U
olan 3 B € B varmadir? x’i iceren bir U € 7 alinsin. O halde 3 Uy € U,(0)
vardwr oyle ki

Uy+xCU

olur. O halde 3 B = (Uy + x) € B vardwr oyle ki Uy +x C U dur. Yani B, T

1¢in bir tabandar.

Bu durumda sifirin komsguluklarimin herhangi bir tabani ¢ olmak iizere

lineer topoloji i¢in su denk kosullar verilebilir.
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i) YU €U i¢in 3V € U vardir 6yle ki
V+VCU
dur.
i) VUeUveVe>0igin 3V €U vardir 6yle ki V ¢ € R i¢in |¢| < ¢ iken
tvV CU
dur.

yazilabilir.

Tanim 1.2.16. (X, 1) bir topolojik vektor uzayr ve M C X olsun. Sifirin ¥ U
komsulugu iw¢in M C pU olacak sekilde 3 p < 0 varsa M kimesine sinarlidir
denir.

Tanim 1.2.17. (X, 7) bir topolojik vektor uzayr olsun. Sifurin komsuluklarinan
konveks kiimelerden olusan en az bir U € T tabani varsa X wzayina yerel
konvekstir denir.

Carpimin stirekliliginden V U € U kiimesinin orijine gore simetrik oldugu
yani U = —U oldugu kabul edilebilir ¢iinkii sifirin her U komsuluklar taban
icin

U={UnN-U|Uecl}
ailesi de 7 topolojisi igin sifirin bir komguluklar tabanidir. O halde bir yerel
konveks uzay, U = —U olmak iizere U tamamen konveks kiimelerini igeren bir
U C 7 sifirin komguluklar tabanina her zaman sahiptir.

Yardimci Teorem 1.2.18. (X, 1) bir topolojik vektor uzayr ve U C X sifurin
mutlak konveks bir komsulugu olsun. Bu durumda ||.||y : X — Ry U {0},
Jally = inf {¢ >0 | Ze v}

fonksiyonu X tzerinde surekli bir pseudonormdur.

Kanat. Skalerle garpimin siirekliliginden V = € X igin ||z||y iyi tanimhdir.
1 1

V x € X igin (—x)pen dizisi 0’a yakmsar. Yani —zx € U olacak sekilde
n

Ny
3 ny € N vardir. Buradan ||z|y < ng dir. Simdi ||z||y fonksiyonunun bir

pseudonorm oldugu gosterilsin.
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i) U mutlak konveks oldugundan V z € X ve X\ € R igin
el = inf{t>0 } %eU}
_ Ainf{§>o‘¥eU}; A>0
¢ _
= —Ainf{m 0| =2

. t

= \)\|inf{s>0‘§€U}; s =

EU}; A<O0

s
Al
= lzlly

ii) ,y € X olsun. min{||z||v, ||y|lv} = 0 durumundaki sikintiyr ortadan

kaldirmak amaciyla herhangi bir p > 0 icin

{HMU,Imw%O

q(z) =
p o, zlo=0

fonksiyonu tanimlansin. ||z||y fonksiyonunun tanimindan her 0 < e < 1
icin (1 —¢e)z/q(z), (1 —¢)y/q(y) € U olur. U C X konveks oldugundan

r+y

T q()
(1=¢) 1@+ a(y)

q(z) q(r) + q(y)

olur. Bu durumda

ceU

=(1—¢)

olur ki buradan

o+ yllo < = (a(x) + a(y)

dir. €, p > 0 keyfi oldugundan ||| sublineerdir.

Boylelikle ||.||y fonksiyonunu bir pseudonormdur. Sublineer fonksiyonlar kon-

veks oldugundan ||.||y fonksiyonu konvekstir dolayisiyla siireklidir. |

Sifirm mutlak konveks bir U C X komsulugu i¢in yukarida tanimlanan
|.llo : X — Ry U{0} fonksiyonu Minkowski fonksiyoneli ya da gauge(ayar)
fonksiyoneli olarak bilinir.

Yerel konveks vektor uzaylari icin Hahn-Banach ve Ayirma Teoremini yeni-

den ifade etmek mumkundir.
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X yerel konveks bir vektor uzayr ve U C X sifirin mutlak konveks bir
komsulugu olsun. ||.||g : X — Ry U {0} Minkowski fonksiyoneli siirekli
ve lineerdir ve ¢ek||.||v = {z € X | ||z|]ly = 0} kiimesi X’in kapali lineer
bir altuzayidir. Hahn-Banach teoreminden X’in X /c;okll.llu boliim uzayinda
tanuml ||.||’a gore stirekli olan en az bir lineer fonksiyonel vardir. U C X
acik oldugundan bu fonksiyonel X iizerinde siirekli bir fonksiyonel iiretir.
O halde siirekli lineer fonksiyonel igin genigleme teoremi agagidaki sekilde

genellegtirilebilir.

Teorem 1.2.19. X yerel konveks bir vektor uzay, U C X sifirin mutlak
konveks bir komsulugu ve L C X lineer bir altuzay olsun. f: L — R, Vx €L

icin f(x) < ||z||y olan lineer bir fonksiyonel olsun. Bu durumda
i)V xeX igin F(x) <|z||y
it) Vo € L igin f(z) = F(x), yani F|, = f

kosullarini saglayan en az bir F': X — R fonksiyoneli vardar.

Teorem 1.2.20. X yerel konveks bir vektor uzay: ,C C X bos kimeden farkl

konveks bir alt kiime ve xo € X \ C olsun. Bu durumda

Stelgf(x) + e < f(x0)

olacak sekilde 3 € > 0 ve 3 f : X — R surekli lineer fonksiyoneli vardur.
1.2.3 Zay:f Topolojiler
Tanim 1.2.21. (X, 7) bir topolojik vektor uzayr ve
X ={f]| f: X — R siirekli ve lineer}
ile X in dual uzayr olsun.
<> XXX —R

< v, >=v(1)

dontustimine X ve X* arasindaki dual ¢ift denir.
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Teorem 1.2.20°den yerel konveks bir X vektor uzay: i¢in X* dual uzay:
X’in noktalarmi aywir. Yani V x € X \ {0} icin f(z) = 1 olacak sekilde
3 f € X* vardir.

Tanim 1.2.22. (X, 7) topolojik vektor uzayr ve X*, X ’in dual uzayr olsun.
Ve X igin
F,: X*"—R
F.(v)=v(z), veX"
fonksiyonlarin stirekli kilan en kaba topolojiye X* tzerindeki zayif * topo-
logi denir ve o(X*, X) seklinde gosterilir.
Benzer sekilde; ¥ f € X* i¢in f : X — R fonksiyonlariny sturekli kilan

en kaba topolojiye X tizerindeki zayif topoloji denir ve o(X, X*) seklinde
gosterilir.

(X*, 0(X*, X)) ve (X,0(X, X*)) uzaylan yerel konveks vektor uzaylaridir
ve (X, X*), 7’dan daha kaba bir topolojidir.

1.2.4 Normlu Vektor Uzaylari

Tanim 1.2.23. X bir gercel vektor uzayr ve || - || : X — R U{0}, X dzerinde
tanemle bir norm olsun. Bu durumda (X, || - ||) ¢iftine bir normlu vektor

uzayr denir.

d(z,y) = ||z — y|| seklinde tammh d : X x X — R doniigiimii bir metrik
oldugundan her normlu uzay ayni zamanda bir metrik uzaydir. Ek olarak her
normlu vektor uzay1 bir yerel konveks vektor uzayidir. Ciinkii her yuvar bir

konveks kiimedir.

Tanim 1.2.24. (X, | - ||) normlu bir vektor uzaye olsun. X uzayr tam ise bu
uzaya bir Banach uzayt denir.

(X, |- ||x) ve (Y,] - [[y) normlu vektor uzaylari igin X ten Y’ye tiim siirekli

doniigtimlerin uzay1

LX,)Y)=A{T: X =Y | T sirekli ve lineer}
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seklinde gosterilir. V T € L(X,Y) igin

[T} = sup [Tz

=l x <1

zeX
olarak tammmh || - || : L(X,Y) — Ry U {0} doniigiimii ile L(X,Y") uzay1 bir
normlu vektor uzayidir.
Teorem 1.2.25. (X, || - ||x) normlu vektor uzayr ve (Y, ||.||y) Banach uzay

olsun. Bu durumda L(X,Y) bir Banach uzayidar.

Y = (R, ].]) ise bu durumda;

Sonug 1.2.26. (X, ||.||) normlu vektér uzayr olsun. Bu durumda (X*,|.||*)

uzayL

IfII* = sup |f(z)|

[lzlI<1
zeX

normu ile bir Banach uzayidar.

(X*, |I|I*) uzaymmm dual uzayr X in bidual uzay: olarak adlandirilir ve

X** ile gosterilir.
Tanim 1.2.27. (X, ||.||) normlu uzay: i¢in
ix: X — X

ix(x)(f) = [f(x)

fonksiyonuna (X**, ||.|[**) i¢ine bir kanonik gomme fonksiyonu denir.

Teorem 1.2.19’dan siirekli lineer fonksiyoneller icin |.||**, [|.]]* 'nin dual

normu olmak iizere V x € X i¢in |[i,(z)

||**

= ||z|| oldugu yani iy : X — X**

kanonik gomme fonksiyonunun bir izometri oldugu goriilebilir.

Tanim 1.2.28. (X, |.||) bir Banach uzay olsun. ix : X — X** kanonik

gomme fonksiyonu orten ise bu durumda (X, ||.||) vzayr yansimalider denir.

Teorem 1.2.29 (Alaoglu-Bourbaki). (X, |.||) normlu vektér uzayr olsun. Bu
durumda
BO,1) ={fe X" [fI"<1}

dual birim yuvary X* i o(X*, X) zayf * topolojisinde kompakttir.
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Teorem 1.2.30. (X, |.||) Banach uzayinin yansimali olmasu i¢in gerek ve yeter
kosul B (0,1) = {x € X | ||z|| < 1} birim yuvarimin X 'in o(X, X™*) zaypf

topolojisinde kompakt olmasidir.

Not 1.2.31. Bir (X, 7) yansumal yerel konveks vektor uzayinda kapaly sinurl
V A C X konveks kiimesi zayf topolojiye gore kompakttar.

Ornek 1.2.32. i) Herhangi bir norm ile donatilmis X = R uzayr yansimaly

bir Banach uzaydar.

ii) 1% sinarly dizilerin uzayr olsun ve bu uzay tzerinde ||(x,)|c = sup|x,|
n

normu tanimlansin.
co={x€l®|z—0} Cc={xel>® |z yakinsak} C I

uzaylarman herbiri Banach uzayidir ve (co)* = ¢ = 11, (IY)* = 1 dir.

Fakat hicbiri yansimaly degildir.
ii1) 0 <p <1 igin
1
L7[0,1] = {x X SR / 2 (t)[Pdt < oo} (1.2.4)
0

[Pdt metrigi tanimlansin. Bu uzay

)
{0} dir.

uzay tzerinde d,(z,y) = fol |x(t)—y(t
yerel konveks degildir ve (LP[0,1])* =

1.2.5 Krien-Milman Teoremi

Tanim 1.2.33. X bir vektor uzay, A C X konveks bir kiime ve B C A olsun.
dt e (0,1) igintr+ (1—t)y € B olacak sekildeki her bir x,y € A i¢inz,y € B
oluyorsa B’ye A'min bir swner(extreme) alt kiimesi denir.

Tek bir nokta iceren bir simar alt kiimeye bir swner(extreme) noktas

denir ve A’nin sinwr noktalarimn kimesi (A) ile gosterilir.

Tanim 1.2.34. X bir vektor uzayr, A C X konveks bir kime ve xq € A olsun.
{xo} = AN f1(a) olacak sekilde 3 f : X — R siirekli lineer dondigimii ve
J o € R varsa xy’a A kiimesinin bir ug(exposed) noktass denir ve A’min

tim ug¢ noktalarinin kimesi eg(A) ile gosterilir.

Tanim 1.2.35. A, bir X vektor uzayinin konveks bir alt kiimesi ve xg € A
olsun. ¥V x € Aigin f(x) < f(xo) ya da f(zo) < f(x) esitsizliklerinden birisi

19



saglanacak sekilde 3 f : X — R fonksiyoneli varsa xo’a A’min bir destek

noktast, f fonksiyoneline bir destek fonksiyoneli ve

Hif ={z€ X | f(2) = f(®0)}, c= f(x0)

uzayna bir destek hiperdiizlemst denir.

A'nin her ug noktasi bir sinir noktasidir. Yani gg(A) C e(A) dur.

Onerme 1.2.36. A, bir X vektor uzayinin konveks bir alt kumesi, B kiimesi
A’nan bir swnar alt kimest ve C kiimesi B'nin sitnwr alt kiimesi olsun. Bu

durumda C C A, A'nan bir stnar alt kiimesidir.

Kanmit. z,y € A keyfi noktalar ve 3 ¢ € (0,1) i¢in tx + (1 — t)y € C olsun.
Bu durumda C' C B oldugundan tx + (1 — t)y € B dir ve B, A'nin bir sinir
alt kiimesi oldugundan z,y € B dir. C, B’nin smir alt kiimesi oldugundan
Va,ye Bve3dte (0,1)igintzr+ (1 —1t)y € C iken z,y € C dir. O halde C,
A’'nin bir smir alt kiimesidir. [

Onerme 1.2.37. A, X wvektér uzayinn konveks bir alt kiimesi ve (Ai)ier,
A'nan sinar alt kimelerinin bir kimesi olsun. Ay = (A; bos kiimeden farkl
i€l

ise Ay, A’nman bir sinar alt kumesidir.

Kanat. x,y € A keyfi noktalar ve 3¢ € (0,1) i¢in tz + (1 — t)y € Ap olsun.
tr+(1—t)y € Ag oldugundan Vi € [ igin tx+ (1 —t)y € A; dir. Vi € I i¢in A;
A’nin bir simr alt kiimesi oldugundan V ¢ € [ icin z,y € A; dir. Bu durumda
x,y € Ap dir. [ |

Teorem 1.2.38. (X, 1) yerel konveks bir vektor uzayr ve A C X bos kiimeden
farkly kompakt konveks bir alt kiime olsun. Bu durumda £(A) # O dur ve
A sinur(extreme) noktalarimn kapaly konveks zarfidur, yani A = clconv(e(A))
dar.

Kamt. F(A) = {E C A | E bostan farkl, kapal ve A’nan sinur alt kimesi}

kiimesi alinsin. Bu kiime iizerinde Fy, Fy € F(A) i¢in
Ei <Ey< By CEy (125)

seklinde bir kismi siralama verilsin.
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T ={D;|ie I}, F(A)mn bir tam swrali alt kiimesi olsun.

Ey = (D
iel
kiimesi tamimlansin. V ¢ € [ i¢in D;’ler kapali olduklarindan FEj, kapalidir.
Ayrica 7 tam sirali ve A kompakt oldugundan D;’ler Cantor Kesigim 6zelligini
saglar. O halde E, bostan farklidir. Buradan Onerme 1.2.37 geregince Ej
A’'nin bogtan farkli, kapali bir smir alt kiimesidir. O halde E, € F(A) dir.
Ustelik V i € I icin
EyC D= FEy<D,

oldugundan Ey, 7 zincirinin bir alt siniridir. Boylece Kuratowski-Zorn Teo-
remi geregince F(A) bir minimal elemana sahiptir. Bu eleman F,;, ile gosteril-
sin. Foi, A'min bir simir noktas:t mudir? Kabul edilsin ki E,,;, A'nin bir smir
noktasit olmasin. Bu durumda FE,,;, en az iki farkli eleman igerir. O halde
Ayirma Teoremi geregince Oyle bir f € X* siirekli lineer fonksiyoneli vardir ki

bu fonksiyonel F,;, tizerinde sabit degildir. Gergekten,

Ewin = {a, b} olsun. {a} C E.;, kapali ve konvekstir. O halde b ¢ {a} igin
oyle bir f € X* siirekli lineer fonksiyoneli vardir ki f(a) < f(b) olur.

Buradan, E’

min = 17 € Euin | f(2) = II}lEin f(y)} kiimesi tanimlansin.
YELim;i

min

FELin kompakt A kiimesinin kapali bir alt kiimesi oldugundan kompakttir. f
siirekli lineer ve FEy,;, kompakt oldugundan f fonksiyoneli E,;, lizerinde mi-

nimum degerini alir. O halde E’ . # () dir. Ayrica E’ . kapal ve konvekstir.

Gergekten,
(x,) C E!

min

r, € E . ise

min

vardir oyle ki x,, — x¢ olsun. zy € E;; midir? V n € N igin

f(zn) = min f(y)

yEEmin
dir. f siirekli oldugundan dizisel stireklidir. O halde,

n—oo n—oo

olur. Bu durumda,

f(wo) = min f(y)

yEEmin
kapaldir. Ek olarak, E'min C E,;, C A
ve A kompakt oldgundan E’'min kompakttir.

oldugundan xy € E],, dir. Yani, £} ;

min

21



x1, %o € E'min ve a € (0,1) almsin. z1, 25 € F'min ise

f(z1) = f(22) = min f(y)

yEEmin

dir.

flaz; + (1 — a)zg) =af(z1) + (1 — ) f(z2)
=af(z1) + (1 — ) f(z1)
=f(z1) = mEn f(y)

min

oldugundan ax; + (1 — a)xe € E/ . dir. Yani E/, konvekstir.

min min

E/ .., kiimesinin A'nin bir sinir alt kiimesi oldugu gosterilirse Ep,'in
F(A)'mn minimali olmast ile gelisir.
T,y € Fuyn alinsim ve 3t € (0,1) igin z = tz + (1 — t)y € E/,, olsun.

z € E],, oldugundan, f(z) < min{f(z), f(y)} dir. Diger taraftan, f lineer ve

min f(y) = f(z) =tf(z) + (1 —t)f(y)

YEEmin

oldugundan f(z) = f(z) = f(y) bulunur. O halde z,y € E/ . elde edilir.

min

Dolayisiyla E! . C Eg, bir simir alt kiimedir. Boylece E/ ., C A, A'min bir

min min

sinir alt kitmesidir. Bu durumda E’

L ins A'nin kapali bir sinir alt kiimesi olmasi

Ein kiimesinin minimalligi ile geligir. O halde kabul yanhstir. E;,, A'nin bir
sinir noktasidir. e(A) # (’dir.

Simdi A = clconv(e(A)) oldugu gosterilsin.

L = clconv(e(A)) olsun. Bu durumda L, A'nin bir kapal alt kiimesidir.
Dolayisiyla kompakttir ve L'nin konveks oldugu tanimlanigi geregi aciktir.

L G A olarak kabul edilsin. O halde x ¢ L olacak sekilde 3z € A vardur.

Ayirma Teoremi’nden

min g(z) > g(x)

olacak sekilde bir g € X* vardir. a = minyec4 ¢(y) alinsin ve buradan

B={:c4|g(:)=a}

kiimesi tanimlansin. B kiimesi kompakt ve konvekstir ve A’nin bir simir alt
kiimesidir. Ek olarak, ¢(B) # () ve e(B) C ¢(A) C L dir. Gergekten; p € ¢(B)

alinsin. O halde {p}, B'nin bir sir alt kiimesidir. B, A'min bir smr alt
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kiimesi oldugundan Onerme 1.2.36 dan {p}, A’nin bir simir alt kiimesidir. Yani,
p € €(A) olur. O halde bir y € ¢(B) alindiginda y € L dir. y € £(B) igin

9(y) = a =min g(y)

yeA
ve y € L ise
S m : _
9(y) 2 ming(z) > g(z) > ming(y) = a
olur ki bu bir geligkidir. O halde kabul yanhgtir. A = L’dir. |

Tanim 1.2.39. i) Sonlu tane noktanin bir konveks zarfi olan bir kiimeye
politop denir. Bir X vektor uzayimn tim politoplarinin kiimesi P(X)

ile gosterilir.

ii) Sonlu sayrda kapal yar uzayn arakesiti olan konveks kiimelere poli-

hedral kiime ady verilir.

iii) Bir politopun bir boyutlu bir sinar alt kimesine kenar denir.

Her sinirh polihedral kiime bir politopdur.

Not 1.2.40. Sonlu boyutlu uzaylarda sinirl kapali konveks kiimeler i¢in yukari-
daki teorem dogru degildir. Boyle kumelerin ya hi¢ sinwr noktast yoktur yada
sonlu tane simir noktasina sahiptirler.

Ornedin; L' [0, 1] birim aralikta Lebesgue mutlak integrallenebilir tim fonksi-
yonlarn kiimesi ve Cy|0, 1] birim aralikta tim siirekli fonksiyonlarn kiimesi
olsun.

i) L'[0,1] deki birim yuvar hi¢ sinar noktaya sahip degildir.

|z|| = fol lz(t)|dt = 1 olan x € L'0,1] igin [° |x(t)|dt = 1/2 olacak
sekilde 3 1 € (0, 1) vardur.

2¢(t) , 0<t<m 0 , 0<t<1
xr1 = r1 =
' 0 , m<t<l ! 2(t) , T<t<l

seklinde tanimlansin. Bu durumda v = (1/2)xy + (1/2)xy dir. O halde
L0, 1] deki birim yuvar hi¢ simr noktaya sahip degildir.
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i) Col0, 1] 'deki birim yuvar iki sinwr noktaya sahiptir.
B(0, 1) = {& € Col0,1] [ «l = sup |a(t)] = 1}
0<t<1
kiimesinin sinir noktalar x1(t) = 1 ve x5(t) = —1 fonksiyonlaridur.

Krein-Milman Teoremi normlu vektor uzaylar: igin genellestirilebilir.

Teorem 1.2.41. (X, ||.||) bir normlu vektor uzayr ve 0 # A C X kompakt
konveks alt kiime olsun. Bu durumda £o(A) # 0 ve A u¢ noktalarin kapals
konveks zarfidir yani A = clconv(go(A)) dur.
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1.3 Kompakt Konveks Kiimeler

Bir (X, 7) topolojik vektor uzay i¢in A(X), B*(X), C(X), B(X) = B*(X)N
C(X) ve K(X) sirasiyla X'in bog olmayan tiim alt kiimeleri, bog olmayan sinirl
tim alt kiimeleri, bog olmayan kapali konveks alt kiimeleri, tiim kapali sinirh
konveks alt kiimeleri ve bog olmayan kompakt konveks alt kiimelerini gostersin.

A, B € A(X) i¢in cebirsel toplam A+ B = {a+b | a € A,b € B} ve
A€ R, A € A(X) igin skalerle carpim AA = {\a | a € A} olarak tamimlanir.
A, B € A(X) i¢in Minkowski toplami ise

A+B=c({r=a+b|aec Abe B})

olarak tammlamir. Agiktir ki A+B = cl(A)+cl(B) dir.

A, B € A(X) i¢in AVB = conv(AUB) ve AVB = A VDB = clconv(AUB)
olarak tanimlanir.

Tanim 1.3.1. A, B € A(X) i¢in
AYB= | (eA+3B)

a,8>0
a+pB=1

kiimesine A ve B kiimelerinin iskeleti denir.

Tanimdan

AVBCAVBCAVRB

oldugu agiktar.

A ve B konveks kiimeler oldugunda AY B = A V B dir.

a,b € X elemanlar i¢in u¢ noktalar1 a ve b olan aralik [a,b] = {a} V {b}
seklinde gosterilir.

Kompakt konveks kiimeler i¢cin Minkowski toplamu ile cebirsel toplam cakigirlar.
Yani A, B € K(X) icin A+ B = A+B ve AV B = AV B dir.
Tanim 1.3.2. (X, 7) topolojik vektor uzayr ve X*, X'’in dual uzayr olsun.
Ae K(X) ve fe X" icin

Hy(A) = {z € A| f(z) = maxf(y)}
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kiimesine A’man f’ye gore maksimal yizii(maximal face) denir.

Tamm 1.3.3. (X, 7) topolojik vektor uzay ve A, B € B(X) olsun. A+C = B
olacak sekilde 3 C' € B(X) varsa A kiimesine B 'nin bir toplanant(summand)

denir.

Tamm 1.3.4. (X, 1) topolojik vektor uzayr olsun. A, B € A(X) ig¢in
A-B={re X | B+x C A}
kiimesine A ve B’nin Pontryagin fark: denir.

Tanim 1.3.5. Sonlu boyutlu bir uzayin kompakt konveks bir alt kiimesine bir

konveks yapt denir.

1.3.1 Siralamada Yok Etme Kural

Bu kesimde, topolojik vektor uzaylarinin kapali sinirh konveks alt kiimeleri
icin yok etme oOzelligi kullanilarak Minkowski-Radstrom-Hormander Teoremi
kanitlanacaktir. Bu teorem A, B,C € B(X) i¢cin A+B C C+B kapsamimm
A C C kapsamin gerektirdigini soyler. Bu ise, (B(X), +) ikilisinin siralamada
yok etme kuralini saglayan degismeli bir yar1 grup oldugunu gosterir. Ayrica
(B(X),+) yar1 grubu i¢in (K(X),+) bir alt yar gruptur.

Teorem 1.3.6. X bir topolojik vektor uzayr olsun. Bu durumda ¥ A € A(X),
B e B*(X) ve C € C(X) igin A+ BC C+B ise AC C dir.

Kanat. U, X topolojik vektor uzayinda sifirin bir komsuluklar tabani olsun.
Verilen bir U € U i¢in Vo + V) C U ve V11 + Vi1 C V, olacak sekilde bir
(Vi )nen dizisi tanimlansin. A + B C C+B oldugundan V V € U icin

A+BCC+B+V
olur ve bu yiizden V n € N i¢in
A+BCC+B+YV,

yazilabilir. a € A ve b; € B olsun. Bu durumda;
depeC,dbye B,dv; € Vigina+ by =c¢; + by + 14
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HCQEC,H b3EB,H’UQGViQiHCL+b2:CQ+b3+U2
olur ve genel olarak V n € Ni¢in 3¢, € C, 3 b,.1 € B, v, € V i¢in

a+bnzcn+bn+l+vn

elde edilir. Bu durumda;

a= %(cl+02—|—~ - ~+cn)+%(bn+1—bn—- : -—b1)+%(v1+v2+- ~4wv,), neN
dir. C konveks ve B smirli oldugundan yeterince biiyiik n € N i¢in
acC+Vo+Vi+---4+V,CCH+U
olur. O halde VU e U igin AC C'+ U ve A C C olur. [ |
Sonug 1.3.7. X topolojik vektor uzayr olsun.
i) A, B,C € B(X) i¢in
A+BCC+B ise ACC
dir.
ii) A, B,C € K(X) igin
A+BCC+ B ise ACC
dir.
"A+B CC+B ise A C (C” gerektirmesine siralamada yok etme kurali,
"A+ B=C+ B ise A= (" gerektirmesine ise yok etme kurali denir.

Tanim 1.3.8. X topolojik vektor uzay, 0 < p < 1wve K C X olsun. Vx,y € K
veVo,m2>0,0+7° =114¢n ox+ 71y € K oluyorsa K kiumesine p-konveks
denir.

Ornek 1.3.9. Smarl olmayan kapali konveks kiimeler ve 0 < p < 1, p-konveks
kiimeler i¢cin yok etme kuraly gecerli degildir.

i) X=RiginA={zeR|z>0},B=[0,1]veC={xeR|z>1}
kapalr konveks kiimelerdir. A+B = B+C = A dir fakat A # B dir.

i) X =R? ve 0 < p <1 olsun.

A={@y e x| lal + 1yl <1}

Bi={(@y) e X | |o]+lyl <i}, ie{1,23)
kiimeleri verilsin. A+ By = By + By = Bs tur fakat A # By dir.
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1.3.2 Konveks Kiimeler Uzerinde i§lemler

(X, 7) bir topolojik vektor uzayi ise bu durumda f € X* i¢in agagidaki
ozellik saglanir.

Onerme 1.3.10. X bir topolojik vektor uzay, f € X* ve A, B € K(X) olsun.
Bu durumda;
Hi(A+ B) = Hy(A) + Hy(B)

dir.
Kamit. t =a+be Hf(A+ B),a € A,b € B olsun. Bu durumda a € Hy(A)
ve b € Hy(B) dir.

Kabul edilsin ki a ¢ Hf(A) olsun. A € K£(X) kompakt oldugundan
f(a) < f(a’) olacak sekilde 3 @’ € A vardir. © € Hf(A + B) oldugundan

f@) = fla) + f(b) < f(a') + f(b) = fla' + D) < supf(u +v) = f(z)
veB
olur ki bu durumda a € Hf(A) olmaldir. Benzer sekilde b € H;(B) dir. O
halde Hf(A+ B) C H;(A) + Hy(B) dur.

Tersine a € Hy(A) ve b € Hy(B) olsun. Budurumda z = a+b € Hf(A+B)
dir. Kabul edilsin ki bu dogru olmasin. O halde f(z) < f(z') olacak sekilde
¥ =d +V € A+ B vardir. Bu durum ya f(a) < f(a') yada f(b) < f(¥')
olmasini gerektirir ki bu a € H(A) ve b € Hy(B) olmasiyla gelisir. Oyleyse
Hy(A) + Hp(B) C Hy(A+ B) dir. n

Onerme 1.3.11. X topolojik vektor uzayr ve A, B C X olsun. Bu durumda
convA + convB = conv(A + B) (1.3.6)

dir.

Kanat. A, B C X i¢in convA +kB C conv(A + B) dir. Gergekten;

V z € (convA + B) elemam > oy = 1, 0 < o, a; € A ve b € B olmak
i=1

k k

lizere x = (Za,ai) + b geklinde yazlabileceginden = = Y «;(a; + b) olur. Bu
i=1 i=1

durumda x € conv(A + B) dir.

A+ B C convA + convB oldugundan conv(A + B) C convA + convB dir.

O halde

conv(A + B) convA + convB
conv(A + convB)
conv(conv(A + B))

conv(A + B)

IANIANIA
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olup kanit biter.
|

Yardimci Teorem 1.3.12. X bir vektor uzayr ve A, B,C C X olsun. Bu
durumda (AUB) +C = (A+C)U (B + C) dir.

Kamt. v € (AUB)+ C igin x = ¢+ d olacak sekilde 3ce Cvedde AUB
vardir. Bu durumda c+d € A+ C veya c+d € B+ C olur. Yani

r=c+de(A+C)U(B+C)

dir. O halde
(AUB)+C C(AUC)+ (BUC)

elde edilir.

Tersine; v = c+d e (A+C)U(B+C)iginIce Cve3de Aveya
3 d € B vardir 6yle ki = ¢+ d dir. Bu durumda, z € (AU B) 4+ C yani
(AUuC)+ (BUC) C (AU B) + C olur. |

Asagida kapali, sinirli, konveks kiimeler icin Pinsker tarafindan bulunan
bir 6zdeglik verilecektir. Buna Pinsker Formiilii denir.

Yardimci Teorem 1.3.13. X bir vektor uzay, A, B,C € A(X) ve C konveks

bir kuime olsun. Bu durumda

conv(AU B) 4+ C = conv[(A+ C) U (B + ()]
dir.
Kanat. Onerme 1.3.11 ve Yardime: Teorem 1.3.12'den

conv[(A+C)U(B+C)] = conv((AUB)+(C)
= conv(AU B) + convC
= conv(AUB)+C

Yardimci1 Teorem 1.3.14. X bir topolojik vektor uzay, A, B,C € A(X) ve

C' bir konveks kiime olsun. Bu durumda;

(A+C) v (B4C) = CH(AV B).
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Kanat. Yardimer Teorem 1.3.13’den ve V. D C X i¢in clconv(D) = clconv(clD)

oldugundan;

C+conv(AUB) = «l (cl( ) + cl(conv(A U B)))
= cl(conv(AUB) +C)
= cleonv((A+ C)U (B +C))
= clconv(c (A+C)U (B+C’))>

= cleonv(cl(A+ C)U (B + O))
= cleonv((A+C) U (B+C))
= (A+C)V (B+0O)

olur. [ |

Onerme 1.3.15 (Pinsker Formulil). (X, 7) bir topolojik vektor uzayi, C kon-
veks kiime ve A, B,C € A(X) olsun. Bu durumda;

(A+C) Vv (B+C) = CH(AV B)

dir.
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1.4 Pinsker-Minkowski-Rasdtrom-Hormander f)rgiisii

1954 yilinda Hormander yerel konveks bir uzay icin bog kiimeden farkh
sinirli kapali konveks ciftelerin denklik simiflarin1 denklik fonksiyonlari ile ifade
etmistir.

(X, 7) bir topolojik vektor uzay: olsun. B*(X) = B(X) x B(X) tizerindeki
denklik bagintisi

(A,B) ~ (C,D) & A+D = B+C

olarak tanimlansin. Bu sekildeki (A, B) ve (C, D) ciftlerine denktir denir ve
(A, B] € B3(X)/~, (A, B) kiime ciftini iceren denklik simfim ifade eder.
1966’da Pinsker B?(X)/. iizerindeki siralama bagimtisim

[A,B] < [C,D] & A+D C B+C

seklinde ifade etmigtir. Bu siralama bagintisi denklik simiflarinin temsilcilerinin
segiminden bagimsizdir. (A’, B') € [A, B] ve (C",D’) € [C, D] i¢in
A+D C B+C ise A'+D' C B'4+(C" dir. Gercekten;

B+C D A+D

B+C+C" 2 A+D+C' = A+D'+C, (C,D)~ (C',D') oldugundan
B+C" 2 A4D
B+C'+B" 2 A+D+B = B+A+D', (A, B)~ (A,B') oldugundan
c'+B 2 A4D

Ek olarak B?(X)/. tizerindeki =< siralamasia gore supremum asagidaki

gibi tanimlanabilir.
sup{[A4, B, [C, D]} = [(A+D) vV (C+B), (B+D)] € B*(X)/~

Bu gekilde tanimlanan supremum temsilcinin se¢iminden bagimsizdir.
(B?(X)/~, =) siral uzay1 kapal simirh konveks kiimelerin Minkowski- Rdsdt-
rom-Hormander orglsii olarak adlandirilir. Pinsker’in caligmalar: da goz oniin-

de bulundurulurak bu érgiiye Pinsker-Minkowski-Rasdtrom-Hormander orgusi
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de denir ve kisaca PMRH-orgusi seklinde gosterilir.
B?(X)/. tizerindeki garpim: [A, B, [C, D] € B*(X)/~ igin

[A, B] + [C, D] = [A+C, B+D]

olarak tamimlanir. Bu garpma iglemi temsilcilerin se¢iminden bagimsizdir.
Carpimin etkisiz elemani [{0}, {0}] dir ve [4, B] € B*(X)/~ elemaninin ¢arpim-
sal tersi [B, A] € B*(X)/. dir. Pinsker formuliinden bu garpim supremum

iizerine dagilma ozelligini saglar. Yani

V [A, B, [C, D], [E, F] € B3(X)/. i¢in
[A’ B] * (Sup{[c, D]’ [E>F]}) = SU.p{([A, B] * [07 D])’ ([A’ B] * [E>F])}

dir. Ek olarak bu carpim icin kisaltma kural gegerlidir. Yani
[A,B] x [C,D] = [E, F| % [C, D] ise [A, B] = [E, F] dir. Fakat supremum igin

kisaltma kurali gegerli degildir. Bununla ilgili bir 6rnek asagida verilmigtir.

Ornek 1.4.1. X =R olsun ve A= B =D =FE={0},F = {1} ve

C = [—1,1] kompakt konveks kimeleri alinsin. Bu durumda;
{0} +{0} c {0} + [-1,1] oldugundan [A,B] =<[C, D]
ve
{0} + {0} Cc {1} +[-1,1] =[0,2] oldugundan [E,F]=<[C,D]
dir. Buradan

sup{[4, B], [C, D]} = [C,D]
SU_p{[E,F],[C,D]} = [C’D]

dir. Ancak [A, B] # [E, F] dir ¢iinki A+ F = {1} # B+ E = {0} dur.

Not 1.4.2. PM RH orgustiniin, kompakt konveks kiime ¢iftlerinin denklik sinaf-
larindan olusan alt orgiisi (K*(X)/~, <) olur.

1.4.1 Minkowski Dualligi

Bu kesimde bir X yerel konveks vektor uzaymnda destek fonksiyonlarimi

kullanarak (K?(X)/~, %) PMRH orgiistiniin farkl bir ifadesi verilecektir.
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(X, 1) yerel konveks bir vektor uzayr ve X*, o(X*, X) zayif * topolojisiyle
donatilmig dual uzay olsun. < .,. >, X ve X* arasindaki dual ¢ift olmak tizere

) # A € K(X) kompakt kiimesi igin
pa: X" —R

pa(z) = max < a,z >

seklinde tanimlanan fonksiyona A'min destek fonksiyonu denir. A € K(X)
kiimesinin destek fonksiyonu sublineerdir. Gergekten; V x,y € X* ve A > 0
icin

pa(Ar) = max < a,\r >

a€A

= max(\z)(a)

= Igleajckx(a)

= Ar;lea}x(a)

= A\max < x,a >
a€A

= Apa(x)
palz+y) = max < @, +y >
ac
= max(z +y)(a)

= max(a(a) + y(a))

IA

eyl )

< —
< max <a,r > fmax < a,y >= pa(@) +pa(y)

oldugundan destek fonksiyonu sublineer bir fonksiyondur.

Hormander p4 destek fonksiyonunun X* iizerindeki zayif topolojiye gore
siirekli bir fonksiyon oldugunu gostermistir. Dahasi, herhangi bir p : X — R

sublineer fonksiyonunun 7-siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogulun,

Oplo={ve X" | <v,z><pz),re X} e LX)
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subdiferansiyelinin &(X*)"n bir elemam olmasi oldugunu gostermistir. Dolasiyla,
A = 0plp € K(X™) icin

p(z) = max < a, >

formunda yazilabilir.

P(X) ={p: X — R | p sublineer ve sirekli} C P,(X), X fizerinde
tanmiml gercel degerli stirekli sublineer fonksiyonlarin konveks konisi ve
D(X)={p=p—q]|p,q € P(X)} siirekli sublineer fonksiyonlarin gergel vektor
uzay1 olsun. Buna goére D(X) uzay: bilinen noktasal maksimum ve minimum
operatorleriyle bir orguidiir.

Bir ¢ = p — ¢ € D(X) fonksiyonunun ifadesi tek tiirli degildir ¢iinkii r, X
tizerinde keyfi bir sublineer fonksiyon olmak tizere ¢ = (p+r) — (¢ + ) olarak
yazilabilir. Buna ragmen uygun bir sublineer fonksiyon ekleyerek bir ifadeden

digerine ge¢mek kolay degildir. Asagida buna bir 6rnek verilmisgtir.
Ornek 1.4.3.
o(x1, 9) = max{0, z1, xo, x1 + T2} — max{xy, x9, 1 + xo}
olarak tanimlanirsa
o(x1, r9) = max{0, z1, xo} — max{xy, o}
oldugu agiktar.

Yerel konveks vektor uzaylar icin (K?(X*)/., <) PMRH orgiisii sublineer
fonksiyonlarin bir farki olarak ifade edilebilen fonksiyonlar yardimiyla karak-
terize edilebilir.

(X, 7) yerel konveks bir vektor uzayr ve X* dual uzay: tizerinde o(X*, X)
zayif * topoloji var olsun. Siirekli ve sublineer fonksiyonlar bir kompakt kon-

veks kiimenin destek fonksiyonu bi¢ciminde yazilabildiginden
D(X) = {¢ = pa — ps|(4, B) € K*(X)}
formunda yazlabilir. D(X) {izerindeki siralama V = € X igin

p(a) <Y(r) o9 <7
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seklinde tanimlansin. Bu durumda p4 < pg olmasi igin gerekli ve yeterli kogul

A C B olmasidir.

¢ € D(X) fonksiyonu

p=max < a,r > —max < b,r >=max < ¢,x > —max < d,r >
acA beB ceC deD

seklinde (A, B), (C, D) € K*(X*) kiime ciftleriyle ifade edilebiliyorsa bu du-
rumda A+D = B+C dir. Buradan D(X) ve K?(X*) uzaylarmin izomorfik

orgiler olduklar1 goriiliir ki bu durum Minkowski dualligi olarak bilinir.

Teorem 1.4.4. X yerel konveks bir vektor uzay: ve
D(X)={p=pa—ps| (A B) € L*(X")}

olsun. Bu durumda [A, B] € K*(X*)/~ denklik sinifins o = pa — pp € D(X)
fonksiyonuna gotiren dontisim ile (K*(X*), <) PMRH-orgiisti ve D(X) uzay

1zomorfiktir ve bu izomorfizm sira korur yani
pa—pp < pc—pp < [A, B] 2[C, D]

dir ve
max{ps — pp,Pc — Pp} = Dia+pyv(B+C)) — P(B+D)
dir.

(X, ||.]]) bir normlu vektér uzay: olsun ve X* uzay1 o(X*, X) zayif topolojisi

ile donatilmig olsun. (K*(X*)/~, <) PMRH orgiisii alnsim.

Tanim 1.4.5. M C X bir alt kime ve f : M — R bir fonksiyon olsun.
YV u,v e M igin
|f(u) = f(0)] < Ljlu—]

olacak sekilde 4 L € R varsa [ fonksiyonuna Lipschitz streklidir denir.

Onerme 1.4.6. (X, ||.||) bir normlu vektor uzays olsun. Bu durumda X tizerin-
deki pozitif homojen konveks iki fonksiyonun fark: olarak ifade edilebilen her

fonksiyon Lipschitz sureklidir.

Kanat. A = 0p|lo C X* zayif *-kompakt olmak iizere her p : X — R siirekli
sublineer fonksiyonu i¢in p(z) = pa(x) = sup < v,z > dir. Alaoglu-Bourbaki
vEA

Teoremi’'nden ||.||* dual norm olmak iizere

[pa(z)] < sup| < v,z > | < (supllo|*) ||z
vEA vEA
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dir. p4 ve pp fonksiyonlar: siirekli oldugundan; V =,y € X igin

p@) =W = |(pa@) ~ps(@) = (paly) — p5(v))
lpa(z) —pw)| + |ps(x) — pB(Y)]
max { pa(z —y),paly — :c)} + max {pB(:c — ), pB(Y — x)}

2Lz —yll

IAN A IA

olur. Cunkii sublineer bir p fonksiyonu i¢in

p(z) —ply) < plz —y)

p(y) —p(z) < ply — )

dir yani [p(z) — p(y)| < max{p(z — y),p(y — =)} dir. L
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2 DC-FONKSIYONLAR VE DC-KUMELER
2.1 DC-Fonksiyonlar

Bu boliimde asagidaki fonksiyon siniflar1 ele alinacaktir.
1. Tki konveks fonksiyonun farki olarak yazilabilen fonksiyonlarm simfi (DC-
fonksiyonlar)
2. ki konveks fonksiyonun farki seklinde yerel olarak yazilabilen fonksiyonlarim
siifi (yerel DC-fonksiyonlar)
3. Sonlu tane r-kere stirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin siirekli segimleri olan
fonksiyonlarin smifi (PC",r =1,2,...)

Klasik diferansiyel hesapta bir fonksiyona bir noktada lineer fonksiyonlarla
yaklagilirken bu yaklagim metodu & sublineer fonksiyonlarin fark: olarak ifade
edilebilen fonksiyonlarin sinifi olmak {izere ®’ye ait fonksiyonlar ile yaklagima

genigletilebilir.

2.1.1 DC-Fonksiyonlarin Tanimi

Bu kesimde DC' fonksiyonlar tanimlanacaktir.

Tanim 2.1.1. X bir Banach uzayr olsun. Bir fonksiyon X 'de konveks iki
fonksiyonun farky olarak yazilabiliyorsa bu fonksiyona X kimest tzerinde bir
DC'-fonksiyon denir. X tizerindeki DC'-fonksiyonlarin sinmfs DC(X) ile gdste-
rilur.

Konveks ve konkav fonksiyonlar DC'-fonksiyonlardir. ) simetrik matrisi
pozitif ya da negatif tanimh olmamak tizere bir f(z) =< z, Qx > quadratik
fonksiyonu, ne konveks ne de konkav olan bir DC-fonksiyondur. Gergekten;
U = [uy,...,up|, @nun normallestirilmis 6zvektorlerinin matrisi olmak {izere
xr = Uy olsun. UTQU = diag(\(, Ag, ..., \) dir. Bu durumda,

file) =) Nyl fole)==> Nyl y=U'z

Ai>0 ;<0

olmak iizere f(z) = fi(z) — fo(x) dir.
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2.1.2 D(C-Fonksiyonlar Uzerinde Iglemler

X bir Banach uzay1 olmak iizere DC' fonksiyonlar ailesi R’de bir vektor

uzay1 olusturur.

Onerme 2.1.2. X bir Banach uzay ve f,q € DC(X) olsun. Bu durumda
fFgeDC(X)veVteR igintf e DC(X) dir.

Kanat. f1, f2, g1, g2 konveks fonksiyonlar olmak tizere V z € X icin
f(x) = fi(z) = fa(z)

9(x) = g1(r) — ga(x)

olsun. Bu durumda

f(@)+g(z) = (filz) = fo(2)) + (91(2) — ga())
= (fi(z) + g1(x)) = (fo() + g2(2))

olur. Iki konveks fonksiyonun toplami konveks oldugundan fi + g1 ve fo + go
konveks fonksiyonlardir. O halde f + g € DC(X) dir. Benzer gekilde;

f(x) —g(x) = (fi(z)— fo(2)) — (91(2) — g2(2))
= (fi(x) + g2(2)) — (fol) + g1(2))

olur. f; + go ve fo + g1 konveks fonksiyonlar oldugundan f — ¢ € DC(X) dir.

t € Rigin tf(z) = tfi(x) — tfo(x) olur. ¢t > 0 icin tf; ve tfy konveks
fonksiyonlar oldugundan tf € DC(X) dir. ¢t <0 ise

tf(x) = (=tfa(w)) = (=tfi(x))

olarak yazlabilir. Bu durumda tf; ve —tf; konveks fonksiyonlar oldugundan
t <O0igin tf € DC(X) olur. [

Onerme 2.1.3. X bir Banach uzay ve f,g € DC(X) olsun. Bu durumda
max|f(z), g(x)] ve min[f(x), g(x)] fonksiyonlarr da DC-fonksiyonlardur.

Kanat. f1, f2, g1, g2 konveks fonksiyonlar olmak tizere V z € X i¢in
f(x) = fi(z) — falx)
9(z) = g1(z) — g2(x)
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olsun.

max[f(z),g(x)] = max[fi(z) — fao(2), g1 (x) — ga(2)]
= —[fa(x) + go(2)] + max[fi(z) + g2(x), g1(x) + fo(x)]

olarak yazilabilir. Iki konveks fonksiyonun toplami konveks ve konveks fonksi-
yonlarin maksimumlar1 konveks oldugundan fi+gs, g1+ fo, max[fi+ge, g1+ f2]
ve fa + go fonksiyonlar konvekstir. O halde max[f(z), g(z)] € DC(X) dir.
Benzer olarak; f,g € DC(X) igin —f, —g € DC(X) oldugundan

min[f(z), g(z)] = — max[—f(z), —g(z)] € DC(X)
olur. |

Sonug 2.1.4. X bir Banach uzayr ve {f; | i = 1,...,m} DC-fonksiyonlarin
bir ailesi olsun. Bu durumda asaqidaki fonksiyonlarda X kimesinde bir DC'-

fonksiyondur.

i) a; R, i=1,...,m igin Y a;f;
=1

(2

i) g(x) = max{fi(z), .., fm(2)}
i11) h(x) = min{ f1(x), ..., fm(2)}

Yardimci1 Teorem 2.1.5. X bir Banach uzayr olsun. f : X — R negatif

olmayan konveks bir fonksiyon ise f? fonksiyonu da konvekstir.

Kanat. f: X — R negatif olmayan konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda
YV x,y € X icin

(E5y) < H 1)

2 - 2
dir.O halde
f<x+y) " (f(:c) +f(y))2 _ P+ 2@ W)+ P6) _ L)+ W)
2 - 2 B 4 - 2
olur. Yani; f? fonksiyonu konvekstir. |

Yardimci1 Teorem 2.1.6. Herhangi bir konveks f fonksiyonu icin f + Fy
fonksiyonu negatif olmayan konveks bir fonksiyon olacak sekilde 3 Fy negatif

olmayan konveks bir fonksiyon vardr.
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Kanat. [ konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda V z igin f(z) > a(x)
olacak sekilde bir a afin fonksiyonu vardir. Fy(z) = max[—a(z),0] olsun. F}
negatif olmayan konveks bir fonksiyondur. O halde V z igin f(x) + Fy(x)
negatif olmayan konveks bir fonksiyondur. |

Onerme 2.1.7. X bir Banach uzay ve f,q € DC(X) olsun. Bu durumda
fg € DC(X) dir.

Kanat. f,g € DC(X) olsun. O halde fi, f2, g1, g2 konveks fonksiyonlar olmak

uzere
f:fl—f2
g=49g1 — g2

olur. f1, f2, g1, g2 fonksiyonlar1 negatif olmayan fonksiyonlar olsun.

fa = (fi—f2)(91— 92)
= fig1 — figo — g1fa + fogo

= %[((f2+92)2+(f1+91)2) _ ((f2+91)2+(f1+92)2)}

olur. fo + g2, f1 + 91, f1 + 92, f1 + g2 fonksiyonlar1 negatif olmayan konveks
fonksiyonlar oldugundan kareleri konvekstir. Bu durumda fg € DC(X) tir.

f1, f2, 91, g2 negatif olmayan fonksiyonlar olmasaydi bu durumda
f=1h+Fp+ Fp] = [f2+ Fp + Fp)]

g:[gl+Fg1+ng]_[92+Fg1+F92]

olacak sekilde FYy , FYy,, Fy,, Iy, negatif olmayan konveks fonksiyonlar1 bulu-
nabilir 6yle ki (fi + Fy, + EFp,), (fa+ Fp, + Fp,), (91 + Fyy, 4+ Eyy), (9o + Fyy + F,)
fonksiyonlar1 negatif olmayan konveks fonksiyonlardir. O halde benzer sekilde
fg € DC(X) dir. |

Onerme 2.1.8. Herhangi bir X lineer uzaye i¢in DC(X) kiimesi maz-min

operatori altinda kapaly bir cebirdir.

Teorem 2.1.9. f.g € DC(R") ve ¥V z € R" i¢in g(x) # 0 ise bu durumda

geDC®wdm

Teorem 2.1.9'nun kanit1 yerel DC-fonksiyonlari ile verilmigtir.
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Tanim 2.1.10. (X, ||.||) bir normlu uzay ve f : X — R bir fonksiyon olsun. f
gercel degerli fonksiyonu ¥ xo € X i¢in x¢ mn 3 Uy, komsulugu tizerinde tanimls
iki konveks fonksiyonun farky olarak yazlabiliyorsa, yani gu,,,hu,, konveks

fonksiyonlar olmak tzere

f=9v., — hu,,
ise f gercel degerli fonksiyonuna bir yerel DC(X)-fonksiyonu denir. Bir X
lineer uzayr tzerinde tanimly yerel DC(X) fonksiyonlarimin kiimesi LDC(X)

ile gosterilir.

Onerme 2.1.11. Herhangi bir X lineer uzay igin LDC(X) kiimesi maz-min

operatori altinda kapaly bir cebirdur.

Yardimci Teorem 2.1.12. D hem ac¢ik hem kapalr konveks bir kiime, xo €
D ve U, xoin konveks bir komsulugu olsun. D N U tzerinde bir konveks F
fonksiyonu verilsin. Bu durumda D NU; dzerinde F' = Fy olacak sekilde en az

bir Uy komsulugu ve D ’de konveks bir Fy fonksiyonu vardar.
Kanit. DN Uyde F fonksiyonu siirh olacak sekilde bir
Uy={xeD||r—mx <r}
yuvari alinsin ve K > 0 bir sabit olmak tizere
G(z) = K|z — x| + F(zo) — 1

fonksiyonu tanimlansin. K yeterince biiylik secilirse D’nin icinde kalan ve
Uy’nin smirinda olan bélgede G(x) > F(z) +1 > F(z) olur. Agk olarak
x = xg i¢in G(z) < F(z) dir. Buradan Uj, x¢'in uygun bir komsulugu olarak

segilirse en az bir x € D N U; i¢in G(z) < F(z) olur. € D olsun ve

Fi(z) = max(F(x),G(z)) , x€UynND
1 - G(z) , v &€UsND

fonksiyonu tanimlansin. max(F(z), G(x)) fonksiyonu UM D fiizerinde konveks,

D’de ve Uy’nin sinirinin bir komsgulugundaki bir z igin
max (F(z),G(z)) = G(x)
oldugundan F} fonksiyonu D’de konvekstir. O halde x € U; N D i¢gin
Fi(z) = max (F(z),G(z)) = F(z)
olur. [
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Yardimci Teorem 2.1.13. (X, ||.||) n-boyutlu Oklid uzay,, D C X kapal
sinarle bir konveks kiime ve 0 € intD olsun. Bu durumda x € D i¢in h(z) <1

vex & D igin h(x) > 1 olacak sekilde bir h fonksiyonu vardur.

Teorem 2.1.14. D n-boyutlu bir Oklid uzayinda hem agik hem kapaly bir
konveks kiime olsun. f € LDC(X) ise bu durumda f, D tzerinde bir DC-

fonksiyondur.

Kanat. Kanit D kiimesinin agik olmasi durumunda verilecektir. D’nin kapali
bir kiime olmas1 durumunda benzer sekilde kanit yapilir.

f € LDC(X) olsun. Bu durumda V zy € D i¢in f fonksiyonu DC olacak
sekilde en az bir U = U(xg) komsulugu U : |x — x| < r(xo) C D vardir. O
halde 3 F(z) = F(x, z¢) fonksiyonu f(x) + F(z, ), U(zo)’da konveks olacak
sekilde vardir. Gerektiginde r(zg) arttirlarak Yardimer Teorem 2.1.12°den
F(x,zq) fonksiyonu D’de tanimh ve konveks kabul edilebilir.

D, C D kompakt konveks bir kiime olsun. O halde sonlu tane U(zy), ..., U(zy)
komsulugu Dy ’yi orter. F(z) = F(x,x1)+...+F(x, x)) olsun. F, D’de tanimh
ve konvekstir. f(z) + F(x,xz;), U(z;) de konveks oldugundan

f(x)+ F(z) = f(x) + F(x, z;) + ZF(m, ;)
i#]

fonksiyonu U(x;) tizerinde konvekstir. O halde f + F fonksiyonu D;’de kon-
vekstir.
Buradan acik siirh konveks Dy, Ds, ... kiimelerinin en az bir dizisi vardir oyle
ki D; C Djy1, D =JD; dir ve V D; icin D {iizerinde tamimh konveks 3 F)
fonksiyonu vardir oyle ki f + Fj fonksiyonu D’de konvekstir. Kapali konveks
kiimelerin bir Cy, Cs, ... dizisi verilsin 6yle ki C; C Dy C Cy C Dy C ... olsun.
D = C; dir.

x € O igin Fy(z)—k < Fi(z) olacak sekilde yeterince biiyiik bir & > 0 sabiti
verilsin. Genellemeler diginda z = 0 noktasi C}’in bir i¢ noktasi olarak kabul
edilebilir. h, C} kiimesi i¢in Yardimci Teorem 2.1.13’de tanimlanan fonksiyon

olsun. K > 0 bir sabit olmak lizere

H()— 0 , rel
TN K@) -1, e

olsun. Buradan H fonksiyonu tiim z icin tamml ve konvekstir. Ozel olarak
x € (f igin
Fy(x) —k+ H(z) < Fi(z) (2.1.7)
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dir. K yeterince biiyiik segilsin 6yle ki 9D;’de
Fy(z) — k> Fi(x) (2.1.8)
olsun. = ¢ C i¢in h(x) — 1 > 0 oldugundan bu miimkiindiir.

max(Fy(x), Fo(z) —k+ H(x)) , z€ D

Ga(w) = { Fo(z) — k + H(z) . xeD-D

(2.1.9)

fonksiyonu tanimlansin. G; fonksiyonu agagidaki ozellikleri saglar.
i) G fonksiyonu D’de tamiml ve konvekstir.
ii) f+ G; fonksiyonu Dy’de konvekstir.
iii) C} tlizerinde Gy = F; dir.

Gergekten; (2.1.7)’den ve GG fonksiyonunun tanimindan (iii) 6zelligi saglanir.
(2.1.8)’den 9D de ve civarmdaki bir z igin

Gi(z) = Fy(z) — k + H(z) (2.1.10)

dir. G; fonksiyonunun tanimindan D;’de fonksiyon konvekstir, ayni zamanda
(2.1.10)ten D — Dy’in her noktasinn civarinda fonksiyon konveks oldugundan
G fonksiyonu D’de konvekstir. O halde (i) 6zelligini saglar. f+ F; fonksiyonu
D, tizerinde konvekstir ve f + F, fonksiyonu Dy tlizerinde konveks oldugundan
f(x)+ Fo(x)—k+H (x) fonksiyonu D, tizerinde konveks dolayisiyla Dy {izerinde
konvekstir. Bu durumda f + G; = max(f + Fi, f + F» — k + H) fonksiyonu
Dy tizerinde konvekstir. G fonksiyonunun tammmimdan ve (2.1.10)ten f+ Gy
fonksiyonu Dy — D;’in her noktasinin bir civarinda konvekstir. Bu durumda

G fonksiyonu (ii) 6zelligini saglar.

G, fonksiyonundan faydalanarak Gy, ..., Gy fonksiyonlar: olugturulabilir.
Bu durumda F(z) = lim Gi(z) limiti D kiimesi {izerinde vardir ve V j > k
i¢in C, kiimesi tizerinde F(z) = G,(x) dir. O halde F', D {izerinde tanimh ve
konvekstir. f + F' fonksiyonu k& = 1,2, ... igin C}’da konveks oldugundan D’de
konvekstir. Bu durumda f, D’de bir DC-fonksiyondur. |

Sonug 2.1.15. X = R" olsun. f bir C*-fonksiyonu ise bu durumda f bir
DC(R™)-fonksiyondur.
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Kanat. f bir C?-fonksiyon olsun. Bu durumda Teorem 2.1.14’den f'nin
V U € R" agik siirli konveks kiimesi iizerinde bir DC'(X)-fonksiyon oldugu
gosterilmesi yeterlidir. d?f|,(u), fnin x € U noktasinda v € R" yoniindeki
ikinci dereceden Frechet tiirevi olsun. (H(F')|, Hessian matrisi olmak {izere
d?f|. =< u, H(f)|, > seklinde ifade edilebilir.)

p > —min{d*f|, | * € U, < u,u >= 1}
olacak gekilde bir p > 0 secilsin. Bu durumda

g(x) :f(x)+g <xz,r>

fonksiyonu konvekstir. Gercekten; < u,u > olanVu € RveV 2 € U igin
d*glo(u) = & fla(u) + p < u,u >>0

olur. g fonksiyonunun Hessian matrisi U nun her noktasinda pozitif yar1 taniml
oldugundan g konvekstir. Negatif olmayan konveks bir fonksiyonun karesi kon-
veks oldugundan < x,x >= ||z|* fonksiyonu konveks bir fonksiyondur. Bu
durumda f(z) = g(z) — g < x,x > fonksiyonu bir DC'(X)-fonksiyondur.

|

Teorem 2.1.16. (X, |.||) normlu uzay, f € DC(R")-fonksiyon ve g;,
i=1,2,...,n gergel degerli LDC(X)-fonksiyonlar olsun. Bu durumda
f(g1,92, -, 9n) € LDC(X) dur.

Kanat. Teoremin kanitini f'nin konveks oldugu durumda yapmak yeterlidir.

rg € X, i = 1,2,...,n igin y; = g;(x) ve y) = gi(xy) olsun. V C R"
yo = (y?,...,4%)'m konveks siirh bir komsulugu olsun. f fonksiyonu konveks
ve V kompakt oldugundan f fonksiyonu V' kiimesi tizerinde afin fonksiyonlarin
maksimumu olarak ifade edilebilir. Yani 7" kompakt bir kiime ve e ¢, €1 4, ..., €.+
siirekli fonksiyonlar olmak tizere

fly) = tng[eo,t + Y11y 4 o+ Ynn

dir. M > maxe;, olacak gekilde M > 0 segilsin.

teT

GU) ={(g1(x),....gn(z)) | x € U} C V vei=1,...,ni¢n a;,b; konveks

fonksiyonlar olmak tizere g; fonksiyonlarinin herbiri U {izerinde
9i(x) = ai(x) — bi(x)
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olacak sekilde yp'in en az bir U konveks bir komgulugu olsun. Boyle bir U
vardir. Ciinkii g;, ¢ = 1, 2, ..., n fonksiyonlar: gergel degerli yerel DC'-fonksiyon-
lardir. . .
G(z,t) =eos+ Y (M +ei)ai(x) + Y (M —e;,)bi(x)
i=1 =1
ve

H(z) = MZ(CM(SC) +bi(x))

fonksiyonlar1 tanmimlansin. G(x,t) fonksiyonu V ¢ € T igin 2’in konveks bir
fonksiyonu ve H fonksiyonu t degigskeninden bagimsiz x’in konveks bir fonksi-

yonudur. Bu durumda G(x) = supG(x,t) konveks bir fonksiyondur. O halde
teT

fg1(x), ..., gn(x)) = G(z) — H(x) fonksiyonu yerel DC' dir. |

Bu teoremin sonsuz boyutlu uzaylarda dogru olup olmadig1 bilinmemekte-

dir.

Sonug 2.1.17. f € DC(R"™) ve g;,i =1,...,n € DC(R™) olsun. Bu durumda
f(g1,92,- -, gn) bileske fonksiyonu bir DC(R™)-fonksiyondur.

Teorem 2.1.18. (X, ||.||) bir normlu uzay f,g € LDC(X) ve ¥V z € X i¢in
g(x) # 0 olsun. Bu durumda f/g € LDC(X) dir.

Kanat. h(y) = 1/y fonksiyonu alinsin. h fonksiyonu bir C*-fonksiyonu oldu-
gundan bir DC(X)-fonksiyondur. V = € X ig¢in (1/g(x)) = h(g(x)) olarak
alimirsa b bir DC(X)-fonksiyon ve g bir yerel DC(X)-fonksiyon oldugundan
bilegke fonksiyonlar1 bir yerel DC'(X )-fonksiyondur. O halde V = € X igin

f(x) 1
2N 7 — xT)——
o 5w
oldugundan f/g bir yerel DC(X)-fonksiyondur. [

Sonug 2.1.19. f,g € DC(R™) ve V x € X i¢gin g(x) # 0 olsun. Bu durumda
f/g € DC(R™) dir.

Tanim 2.1.20. X bir Banach uzayr olsun. Bir fonksiyon X 'de sturekli subli-
neer iki fonksiyonun fark:y olarak yazilabiliyorsa bu fonksiyona X tzerinde bir
DCH -fonksiyon denir. X iizerindeki DC H -fonksiyonlarin sinyfs DCH(X) ile
gosterilir.
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Bir DCH (X )-fonksiyonun iki siirekli sublineer fonksiyonun fark: seklinde
ifade edilisi tek degildir.

DC(X)’e ait her pozitif homojen fonksiyon bir DC H (X)-fonksiyondur.
Gergekten; f ve g iki konveks fonksiyon olmak iizere p = f — ¢ bir pozitif
homojen fonksiyon olsun. f’, ¢, p’ ile sirasiyla f, g, p fonksiyonlarimin sifirdaki
yonli tiirevleri gosterilsin. p = f—g oldugundan p’ = f’'—¢’ olur. p fonksiyonu

pozitif homojen oldugundan

p00(0) = Jim ORI i 228

elde edilir. Yani p = p’ olur. f’ ve ¢’ sublineer oldugundan p € DCH(X) dir.

Homojenlikten dolay1 Lipschitz fonksiyonlar bir DC H (X )-fonksiyondur.
Gergekten; f € DCH(X) olsun. Bu durumda f sifirda yerel Lipschitz fonksi-
yondur. Yani zj,z2 € X i¢in 37 > 0 ve 3 K > 0 vardir dyle ki ||| < 7,
|zo]| < r iken

|f(z1) = f(z2)| < K1 — 22|

dir. y1,y2 € X keyfi iki eleman olsun. Genellemeler diginda |ly1|| < ||yl

oldugu kabul edilsin. f fonksiyonunun homojenliginden

1 Y1 Y2
) = )| = el (7245) = £ (722)
VTRl T el
K r r
<yl = o | = Kl = el
I P PR

olur.

DC-fonksiyonlar kiimesi ve LDC-fonksiyonlar kiimesi standart ¢arpim ile
bir cebir olmasina ragmen, DC'H-fonksiyonlar kiimesi standart ¢arpim ile bir
cebir degildir. Ciinkii pozitif homojen f, g fonksiyonlarimn carpimmi (fg =
0 olmasi diginda) her zaman pozitif homojen bir fonksiyon olmak zorunda
degildir.

Banach uzaylari tizerinde bir 7 o” carpimi tanimlanabilir 6yle ki bu ¢carpim
ile DC'H-fonksiyonlar1 kiimesi bir cebir olur: (X, ||.||) bir Banach uzay1 ve
S ={x € X | ||z|| = 1} bu uzaydaki birim kiire olsun. V f € DCH(X)
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fonksiyonu S’ye kisitlanmig f|g ile tek sekilde ifade edilebilir. DC'H(X)’e ait

fonksiyonlarin S’ye kisitlanmiglarinin kiimesi bir cebir oldugundan

s {ENGE)

0 , =20
carpim1 DC' H (X)) tizerinde iyi tanimhdir.

Tanim 2.1.21. X bir topolojik uzay, U C X ve ®, U’da tanwml gercel degerli
surekli fonksiyonlarin bir ailesi olsun. fi,..., fn € ® wverilsin. f : U — R
fonksiyonu siirekli veV & € U igin 3i(x) € {1,2,...,m} indeksi f(x) = fi)(x)
olacak sekilde varsa bu durumda f fonksiyonu fi,..., f, fonksiyonlarinin

bir surekli secimadir denir.

I(x)={ie{l,...m} | f(z) = fi(x)} kimesine f fonksiyonun x nok-
tasindaki aktif indeks kiimesi denir.

I.(z) = {i | 3 M; agk kiimesi vardur 3V y € M; i¢in f(y) = fi(y) ve x €
M;} kiimesine temel indeks kiimesi denir.

Bir f : U — R fonksiyonu fi, fo, ..., f,n fonksiyonlarinin bir siirekli segimi
ise bu durumda V g € U i¢in 3 V (zy) komsulugu vardir 6yle ki V y € V i¢in
f(y) = fiw)(y) olacak sekilde 3 i(y) € I.(zo) indeksi vardir.

fi, - fm fonksiyonlarmin tiim siirekli se¢imlerinin kiimesi C'S(fi, ..., fim)
ile gosterilir. Siirekli segimler i¢in en iyi 6rnek max-min operatorleri ile elde

edilen fonksiyonlardir.

Tanim 2.1.22. X bir topolojik uzay ve ®, U C X a¢ik kimesi uzerinde
tamamly sturekli fonksiyonlarin bir sinafi olmak tuzere fi, fo, ..., fn € © iken
V feCS(fi, .., fm) i¢cin [ € ® ise ®'ye sonlu se¢im 6zelligine sahiptir

denir.

Tanim 2.1.23. (X, |.||) normiu bir uzay ve U C X bir agik kiime olsun.
C™(U),r = 1,2,..., U'da tamwml r-kez siirekli diferansiyellenebilir fonksiyon-
larin (C7-fonksiyonlarin) bir cebiri olsun. Sonlu tane r-kez diferansiyellenebilir
(afin,lineer) fonksiyonlarin bir sirekli se¢imine bir parcaly r-kez diferan-

styellenebilir fonksiyon (parcaly afin fonksiyon, parcali lineer fonksiyon)
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denir. Parcaly r-kez strekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon PC"-fonksiyon

olarak gosterilir.

Siirekli bir f fonksiyonun bir PC"-fonksiyonu (parcali afin fonksiyonu,
pargali lineer fonksiyonu) olmasi igin gerekli ve yeterli kogsul V z € V igin
I(z) ={i e {l,...m} | f(x) = fi(x)} # 0 olacak gekilde 3 V(z() komsulugu
ve r-kez diferansiyellenebilir (afin, lineer) fonksiyonlarin bir fi, fo, ..., f,, kolek-
siyonu olmasidir.

Onerme 2.1.24. (X, |.||) Banach uzay ve U C X bir agik alt kiime olsun. Bu

durumda U dizerinde tanymly tiim PC”-fonksiyonlarin kimesi PC"(U) noktasal

carprm ve toplam ile bir cebirdir.

Kamt. f; € C"(U),i =1,2,...,n olmak {izere f € CS(f1, f2,. .., fn) olan bir
stirekli fonksiyon ve ¢g; € C"(U),j = 1,...,m olmak iizere g € CS(g1, ..., Gm)
olan siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda af +bg, fg ve max [f, g siirekli
fonksiyonlardir. Ek olarak af + bg € CS({afi + bg;}), fg € CS(fig;) ve
max(f,g) € CS(max [f;,g;]), 1 =1,2,...,n,5=1,2,...,m dir. [ |

Sonug 2.1.25. (X, ||.||) bir normiu uzay ve ® afin fonksiyonlarn sonlu se¢im-
leri olan strekli fonksiyonlarin uzayr olsun. Bu durumda ® uzayr sonlu secim

ozelligine sahiptir.

Teorem 2.1.26. (X, |.||) bir normlu uzay ve a;,i = 1,2,....k X dzerinde

tamamly surekli lineer fonksiyonlar olmak tzere f fonksiyonu
fi(z) = a1(x) + by, fo(z) = aa(x) + b, .., fu(x) = ar(x) + by

afin fonksiyonlarinin sonlu se¢imi olan strekli bir fonksiyon olsun. Bu du-
rumda My, ..., M; C {1, ..., k} indeks kimeleri vardir dyleki

f () = max min(a;(z) + bj)

olur.

Kanat. Genellemeler diginda se¢gim fonksiyonlarimin her birinin birbirinden
tamamen farkli oldugu kabul edilebilir. O halde, V i # j i¢in (a;, b;) # (a;, b))

olsun. {1,2, ..., k} sayilariin bir 7 permiitasyonu i¢in
M(m)={x e X | aw(l)(x) + bw(l) < < age (x) + bﬂ(k)}
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verilsin. M (7) kiimesi,

(ar) — ar@)(®) < —bra) + br)
(a'7r(2) - aW(3))($) < _bﬂ'(2) + b7r(3)
(An-1) = Ar))(2) < —br—1) + bri)

esitsizliklerinin ¢oztimlerinin kiimesidir. Bu durumda M kiimesi ya bog kiimedir
va da konveks bir polihedrondur. II, {1,2, ..., } sayilarmm M(7) # () olacak

sekildeki tiim 7 permiitasyonlarinin kiimesi olsun. Bu durumda

M) =x (2.1.11)

mell

olur. Ciinkii 7, {1, ..., k}’min bir permiitasyonu olmak iizere tiim polihedron-
larin birlesimi X'i orter ve i¢i bog olan bir polihedronin ¢ikarilmasi bu ozelligi

degistirmez. M () polihedronunun igi,
IntM(ﬂ') = {$ e X | aﬂ(l)(:l:') + bﬂ(l) <. < aw(k)(z) + bﬂ(k)} (2.1.12)

olur. f stirekli ve se¢im fonksiyonlar: birbirinden tamamen farkli oldugundan
V m € Il i¢in bir tek i, € {1,2, ..., k} indeksi vardir 6yle ki V = € M(7) igin

f(@) = an(in) (@) + brgin (2.1.13)

dir. O halde;

g(x) = max min ax)(2) + brgy (2.1.14)

fonksiyonu tanimlanabilir. Bu fonksiyon istenilen formda bir fonksiyondur.
Bundan sonra f ve g fonksiyonlarinin ayni oldugunu gostermek yeterlidir.
xo € X verilsin. (2.1.11) denkleminden xy € M(7) olan 3 7 vardir. M (7)

kiimesinin tamimindan ve ¢; indeksinden

= Gz (i; ba(iz) = I #(i ba(i
f(0) = azgiz)(T) + bagy) ie{%{f}”k}au(fco)Jr (i)

elde edilir. Buradan,

flwo) < max min dr(i)(7o) + briy) = (o) (2.1.15)

olur. Ters esitsizligi gostermek icin V 7 € II i¢in

f(xo) > min  an)(20) + brgy) (2.1.16)

i€{ix,....k}



esitsizligini gostermek gerekir. Kabul edilsin ki bu esitsizlik dogru olmasin yani
Jmell igin
f(zg) < min }aﬂ(i)(xo) + bra)

1€{in,...,k
olsun. 7 permiitasyonu birim olarak almabilir yani ¢ = 1,2, ..., k i¢in 7(i) = i
olsun. O halde
f(xo) < min  a;(zg) + b (2.1.17)

i€{in,....k}

dir. 7 € II oldugundan bir
yo € IntM(m) ={z € X | a1(x) + by < ... < ag(x) + bi} (2.1.18)

vektorii bulunabilir. f parcali afin fonksiyon oldugundan [z, yo] dogru pargasini
goriintiisii bir poligonal yoldur. Gercekten; sonlu tane 7;,5 = 0,...,1 indeksi
ve bu indekslere kargihk x; € [z, yo| vektorleri vardir oyleki V j € {0, ...,1} ve

Ty1 = Yo olmak tizere V € [z, x;11] igin
f(x) = ai,(z) + b, (2.1.19)
dir. Bu durumda V j € {0, ...,1} igin
ai; (x;) + by, < ag(x;) + by, @€ {in, ...k} (2.1.20)

F (y(]) + bij < ai(yo) + bi, 1€ {iﬂ, ceey ]{Z} (2121)

olur. Gergekten tiime varimdan; j = 0 oldugunda (2.1.17) ifadesinden (2.1.20)
esitsizlik kiimesi saglanir. (2.1.17) ayn1 zamanda ig ¢ i, ..., kK olmasim gerek-
tirir ki bu durumda (2.1.18) ifadesinden (2.1.21) esitsizligi saglanir. Herhangi
bir 7 indeksi igin esitsizlikler saglansin, bu durumda j + 1 igin esitsizlikler
saglanir mi1?

V€ [z, y) ve Vi€ {ig,.., k} i¢in

dir. (2.1.19) esitliginden
aij+1($j+1) + bin = @y (Tj41) + bij (2.1.23)

olur. Bu durumda (2.1.22) ifadesi j + 1 indeksi igin (2.1.20) esitsizligini

saglayan bir z = x;4; elemanin verir. Bununla beraber (2.1.22) ve (2.1.23)
ifadelerinden ;11 & {ir,....,k} dir. O halde (2.1.18) ifadesinden (2.1.21)
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esitsizligi saglanir. j = [ almsmm. z;1; = yo oldugundan (2.1.19) ifadesi

saglanir ve yo € M (m) oldugundan

f(wo) = ai,(yo) + by, < ai, (yo) + bi, = f(yo)

olur ki bu bir geligkidir. Bu durumda kabul yanhstir. V 7 € I icin

olup kanit biter. [ ]

DC(X) smifi max-min operatorii ile kapal oldugundan yukaridaki teo-
remin bir sonucu asagida verilmistir.
Sonug 2.1.27. (X, ||.||) bir normlu uzay ve a;,i = 1,2, ..., k X dzerinde taniml
stirekli lineer fonksiyonlar olmak tzere f fonksiyonu fi(x) = ai(x) + by,

fo(x) = as(x) + b, ..., fu(z) = ax(x) + by afin fonksiyonlariman sonlu se¢imi
olan sirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f € DC(X) tir.

Not 2.1.28. fi, fo, ..., fx afin fonksiyonlar olsun. Bu durumda

(x) Vi, j=1,2,....,kveV x,he X igin fi(xr+th) — fj(x + th) fonksiyonu

monotondur.
(x) ozelligine denk olarak:

(xx) ¥V 21,20 € X veVi,j =1,2,... ki¢in fi(x1) — f;(z1) >0 ve
fi(xa) — fi(z2) > 0 ise bu durumda x; = txqg + (1 —t)zo ve 0 <t < 1
olmak dzere fi(x;) — fj(z;) > 0 dir.

Bu durumda Teorem 2.1.26 asagidaki sekilde ifade edilebilir.

Teorem 2.1.29. (X, ||||) bir normlu uzay, f;,i =1,...,k (%) ézelligini saglayan
fonksiyonlar ve f € CS(fi,..., fx) olsun. Bu durumda My, ...,M; C {1,....k}

indeks kimeleri vardwr oyle ki
f(#) = max min(a;(z) +b;)

dir.

Bir f;,;i = 1,2,...,n ailesi hangi durumda (x) 6zelligini saglar?

sorusunu cevaplandirmak i¢in agagidaki onerme verilsin.
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Onerme 2.1.30. R’de taniml fi, fo, ..., f Lipschitz fonksiyonlarn bir ailesi
ve M = {r e R | r=t"(filz+1t)— f(z)) z,t € Rt # 0} olsun. i # j
i,j = 1,2,.., k igin intM; N intM; # O oluyorsa fi, ..., fi ailesi (x) ozelligini

saglar.

Onerme 2.1.30’da tamimlanan fonksiyonlar yitksek boyutlu uzaylarda da
(x) ozelligini saglar. Gergekten; X normlu bir uzay ve Xy boyutu X’in boyu-
tundan 1 boyut diigiik olan bir alt uzay1 olsun. X /X, uzaymda () 6zelligini
saglayan bir fi,..., fx ailesi verilsin. [z], 2’in olugturdugu denklik simifin
gostermek tlizere X uzaymda bu aile yardimiyla f](x) = fi([z]), 7=1,...,k
ailesi olugturulabilir ve fi, ..., fi ailesi () 6zelligini saglar.

Onerme 2.1.31. (X,|.||) normlu bir uzay ve g sirekli bir fonksiyon olsun.

{0,9} () ozelligini saglasin. Bu durumda¥ z € X,y € Xy i¢in g(z) = g(x+y)
olacak sekilde X "in bir boyutlu bir Xo alt uzayr vardr.

Kanat. Bir x € X verilsin ve 0 # y € X herhangi bir eleman olsun. a € R
icin go(t) = g(x + tsinax + tcosay) fonksiyonlarmin bir ailesi alinsin. Bu
durumda g, azalmayan bir fonksiyon ise g,(t) + 7(t) artmayandir. O halde g
fonksiyonunun siirekliliginden 3 4 vardir 6yle ki g,, fonksiyonu ayni1 zamanda
hem artmayan hem de azalmayandir. Oyleyse Ja, sabit fonksiyondur. z yerine

Bz alnirsa 3 ag vardir oyle ki
g(B) + tsin gz + t cos agy

sabittir. Bu durumda ya her [ i¢in g esittir ya da g fonksiyonu sabittir.
Oyleyse V¥ x,y # 0 icin 0 # y, elemam bulunabilir 6yle ki y, € lin{xz,y} dir ve
g(x +ty,) t'nin sabit fonsiyonudur. Tim y,’lerin kiimesi A, ile gosterilsin. A,
kiimesi pozitif homojendir. {0, g} () 6zelligini sagladigindan ve V z € convA,
icin g(z + ty,) t'nin sabit bir fonksiyonu oldugundan A, kiimesi lineer bir alt
uzaydir. Herhangi bir y i¢in A, Nlin{z,y} # 0 dir. Bu durumda ya A, = X
tir ya da A, bir boyutlu X, uzayidir. |

Siireklilik kosulu kaldirihrsa yukaridaki énerme saglanmaz. Ornegin;

X =R? ve
1 , y>0

g(ffay):{ 0 , y=0 ve >0

—1 , diger durumlarda
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alinsin. {0, g} cifti (%) Ozelligini saglar fakat g fonksiyonu istenilen formda
degildir.
Onerme 2.1.31 kullanilarak (%) Ozelligini saglayan fonksiyonlarin bir sinifi

agagidaki bicimde verilebilir.

Yardimci Teorem 2.1.32. X ve Y lineer uzaylar, g, h : X — Y ki fonksiyon

ve h lineer olsun. Ek olarak ¥ x,z € X i¢in g ve h fonksiyonlar:

g9(x + 2) — g(x) = h(2)
denklemini saglasin. Bu durumda h toplamsaldir ve g afin fonksiyondur.

Kanit. z = 0 olsun. Bu durumda h(0) = 0 dir. z = —z olsun. O halde
a = g(0) olmak tizere g(z) = a+h(x) dir. z,y € X i¢in g(x+vy) = a+h(x+y)
ve hipotezden g(z + y) — g(x) = h(y) oldugundan

gz +y) = g(x)+h(y)
= a+ h(x)+ h(y)

elde edilir. Bu durumda h(x +y) = h(x) + h(y) olur. O halde h toplamsaldir.
V z € X i¢in g(z) = a + h(x) ve h fonksiyonu lineer oldugundan g fonksiyonu
afindir. [

Onerme 2.1.33. (X, ||.]) normlu bir uzay ve fy, f1,..., fr X dzerinde taniml
(x) ozelligini saglayan stirekli fonksiyonlarin bir ailesi olsun. Bu durumda
fos s fr fonksiyonlar: ya afindir ya da X in bir boyutlu 3 Xo altuzayr varder
oyle ki fo(z +vy),..., fr(x +y) fonksiyonlars y’'nin bir fonksiyonu olarak Xy
tizerinde sabittir.

Kanat. Oncelikle X = R? olarak alinsin. Genellegtirmeler diginda fy = 0
olarak kabul edilebilir. fi, fo fonksiyonlar1 alinsin. Bu durumda 3 Ly, Lo
dogrular1 vardir oyle ki L;’e paralel dogrular boyunca f; fonksiyonu sabittir
ve Ly’ye paralel dogrular boyunca fy fonksiyonu sabittir. O halde iki durum

soz konusudur:

(1) L1 ,H' L2 dir.
Ly || Ly olsun. Bu durumda X’in 1 boyutlu bir X, altuzay1 vardir 6yle ki
fo(x+y),..., fe(r+y) fonksiyonlar: y'nin bir fonksiyonu olarak X,’da sabittir.
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Ly Jf Ly olsun. V (z,y) € R? icin fi(z,y) = g1(x) ve fa(z,y) = g2(y) olarak
alimsin. f1, fo fonksiyonlar: (x) 6zelligini sagladigindan en az bir

Ly ={(z,y) | az + by = 0}

dogrusu vardir 6yle ki L3’e paralel dogrular boyunca f; fonksiyonu sabittir.
Varsayisin ki @ = 1 olsun. O halde z € R igin ¢1(x + z) + bg2(y) = h(z)
dir. z = 0 almsin. gy(z) + bga(y) = h(0) olur. Bu durumda V z € R igin
gi(x + 2) — g1(x) = h(z) dir. g; fonksiyonu stirekli bir fonksiyon oldugundan
Yardimc1 Teorem 2.1.32’den ¢; afin fonksiyondur. O halde fi(x,0), f2(0,y)
fonksiyonlar1 afin fonksiyonlardir.

Bu durumda fi, fo fonksiyonlar1 2-boyutlu her altuzayda afin fonksiyon-
lardir. Yani uzaym tamaminda afindirler. Bu durum V f;, f; fonksiyon cifti
icin dogrudur. fy, f1, ..., fr fonksiyonlar: afindirler. |

PC"-fonksiyonlar her zaman max-min formunda yazilamayabilir.

Ornek 2.1.34. 0 < z < 27 igin fi(z) = sin2z ve fo(x) = —sin2z olsun.
f1, fa,max{ f1, fo} ve min{fy, fo} fonksiyonlari maksimum ve minumum ope-
ratorleri altinda kapalidir. Gergekten; ¥ x € (0,2m) i¢in

min { max|[fi(z), fo(z)], fl(fc)} = fi()

min{max [fi(x ()], fa(x )} = fo(x)
max{mm ()], fr(z )} = fi()
max{mm (x)], fo(x )} = fo(x)

Diger taraftan

|sin2z] , 0<xz<27m
f3(93) = .
—lsin2x| , w<zx<2m

fonksiyonu bir PC"-fonksiyonudur fakat fi, fo, min{ fi, fo}, max{fi, fo} for-
munda degildir.

Fakat PC"-fonksiyonlar: yerel olarak max-min formunda yazilabilir.

Tanim 2.1.35. M ve N iki manifold ve f : M — N bir fonksiyon olsun. f
ve =1 fonksiyonlarimin her ikisi de diferansiyellenebilir ise f fonksiyonuna bir
diffeomorfizm denir. ¥ x € M i¢in f(U) C N ag¢ik ve fly : U — f(U) bir
diffeomorfizm olacak sekilde 3 (x €)U agik kimesi varsa f fonksiyonuna bir
yerel diffeomorfizm denir.
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Onerme 2.1.36 (Bartels, Knutz ve Scholtes(1995)). U C R™ agik bir kiime,
rg € U we fi € CYU),i = 1,2,...,k icin f € CS(f1,..., fr) olsun. Ak-
tif fonksiyonlarn gradyentleri lineer bagimsiz ise f fonksiyonu fi, fo, ..., fx
fonksiyonlarinin bir max-min formunda yerel olarak ifade edilebilir, yaniV x €
Uy i¢in

f(#) = max min f;(x)
olacak sekilde 3 My, M, ..., M; C {1,2,...,k} indeks kiimeleri ve xq in bir Uy

komsulugu vardar.

Kanat. Genellemeler diginda tiim fy, fo, ..., fr fonksiyonlarmin z,’da aktif

oldugu yani f(xg) = fi(xo) = -+ - = fr(xo) oldugu kabul edilsin. F': R" — R"

fonksiyonu agagidaki sekilde tanimlansim. V1|0, V faloos - -+ s Vfklzoy i1y -« -5 In
lineer bagimsiz ve lg,1, ..., [, lineer fonksiyonlar olmak tizere

fi(z)

Flz) = Ji(®) (2.1.24)

lig1(x — 20)

ln(x — x0)

olsun.

Boyle bir se¢im varsayimdan mimkiindiir.

Ters fonksiyon teoreminden, F' fonksiyonu zy’da yerel diffeomorfizmdir.
Vi=12...kicn f;(F(y) =y dir. f(F'(y)) fonksiyonu sifirm bir
komsgulugunda yerel olarak max-min formunda ifade edilebilir.

Yani, My, My, ..., M; C {1,2,...,k} indeks kiimeleri ve F(zo) i bir V

komsulugu vardir oyle ki x € U i¢in

F~Yy)) = iny;
J(F~ (y)) = maxminy,

dir. Bu durumda z € U = F~Y(V) i¢in
f(z) = maxminy;

1<i<ljeM,

olur. [ |

Asgagidaki 6rnek siirekli bir se¢cim oldugu halde max-min gosterimi olmayan

bir fonksiyona ornektir.
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Ornek 2.1.37. f(z) = |z|z 4+ 2 olsun. f fonksiyonu fi(z) = 22 + = ve
fo(x) = —2® + o fonksiyonlarinan sirekli bir secimidir. Fakat bu f fonksi-

yonunun bir max-min gosterimi yoktur.

Onerme 2.1.38 (Knutz- Scholtes(1995)). (X, ||.||) bir Banach uzays ve U C X
actk bir kiime olsun. Bir f : U — R PC*' fonksiyonu ¥V g € X yoniinde
YV xo € U noktasinda df|.,(g) yonli tirevine sahiptir. Ek olarak bu df|.,(g)

yonli turevi g nin bir fonksiyonu olarak homojen ve parcaly lineerdir.

Kanat. xo € U olsun. fi, fs,..., fn C' fonksiyonlar olmak iizere f bu fonksi-
yonlarin siirekli bir se¢imi olsun. Genellemeler diginda z € U icin f(z) = fi(z),
i=1,....,m ,m < n olacak sekilde 3 U komsulugu vardir. ¢ € X sabit ve
Vt € (—e,¢) icin xo + tg € U olacak sekilde £ > 0 icin (—¢, ¢) acik arahginda
o(t) = f(xo+tg)— f(xo) fonksiyonu tanimlansin. ¢ fonksiyonu ¢(0) = 0 olacak
sekilde ¢;(t) = fi(zo + tg) — fi(xo), @ =1,2,...,m fonksiyonlarmin siirekli
bir se¢imi olsun. i # j igin ¢}(0) # ¢}(0) ise bu durumda

o) = 6.0+ | ' (s)ds

esitliginden yeterince kiicitk V ¢ > 0 i¢in ¢;(t) # ¢,(t) dir. Bu yiizden yeterince
kiicitk ¢ > 0 icin ¢(t) fonksiyonu ¢;(t) yada ¢;(t) degerlerinden sadece birini
alir. O halde yeterince kiigiik ¢ > 0 igin (0,¢) seklindeki bir aralikta ¢'nin
diger se¢im fonksiyonu ihmal edilebilir. Bu sekilde bir I(g) C {1,...,m}
indeks kiimesi elde edilir 6yle ki en az bir (0,¢) arahginda ¢ fonksiyonu ¢;,
i € I(g) fonksiyonlarmin siirekli bir se¢imidir ve tiim ¢.(0), ¢ € I(g) tiirevleri
cakigiktr.

Sonug olarak ¢ fonksiyonunun ¢*(0) tiirevi vardir ve bu tiirev ¢;'nin bu

noktadaki tiirevi ile aymidir. Yani V i € I(g) C I(z) icin

+ o s f(a:+tg)—f(:):)
5(0) = ¢40) = i 10

dir. df].,(9) = ¢7(0) oldugundan yonlii tirev vardir ve bu tiirev df;i|.,(9),

1 =1,...,m degerlerinden birine denktir.
Tammdan df|,,(g) yonli tiirevi g'nin bir fonksiyonu olarak homojendir.
Vi=1,2...,m igin dfi|,(g) lineer oldugundan df|,,(g) tirevi pargal li-

neerdir. H

Sonug 2.1.39. (X, ||-]|) bir Banach uzay, U C X agik bir kime ve f : U — R
bir PC*t fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu¥ xo € U noktasindaV g €
X yoninde df|.,(g) yonli tirevine sahiptir ve ek olarak df|.,(g) € DCH(X)
dir.
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2.2 Bileske Fonksiyonlarin DC' Gosterimi

Bir DC fonksiyonun konveks fonksiyonlarin bir fark: olarak nasil yazildig
onemlidir. Bu boliimde ve sonraki boliimde bazi 6zel fonksiyon siniflari igin
DC gosterimlerinden bahsedilecektir.

Uygulamada kargilagilan bir ¢ok fonksiyon (maliyet, fayda fonksiyonlari
gibi) konveks ya da konkav fonksiyonlarin konveks monoton veya konkav mono-

ton fonksiyonlar ile bilegkesi seklindedir ve bu fonksiyonlar DC' fonksiyonlardir.

Yardimci Teorem 2.2.1. M C R™ konveks bir kiime, h : M — R, kon-
veks(konkav) bir fonksiyon ve q : Ry — R konveks(konkav) azalmayan bir
fonksiyon olsun. Bu durumda q o h bileske fonksiyonu M 'de konveks(konkav)

bir fonksiyondur.

Onerme 2.2.2. M C R™ kompakt konveks bir kiime ve h : M — R, konveks
bir fonksiyon olsun. q : Ry — R, ¢, (0) > —oo olacak sekilde artmayan
konveks bir fonksiyon ise bu durumda q o h fonkiyonu M kiimesi tizerinde bir
DC' fonksiyondur. Yani g konveks bir fonksiyon ve ¢ (t), q fonksiyonunun
t’deki sagdan tirevi olmak tzere K > |¢’.(0)| olan bir K > 0 sayise i¢in

q(h(x)) = g(x) — Kh(z)
dir.
Kanat. Vt > 0 icin ¢/ (0) < ¢ (¢t) < 0 dwr. ¢(t) = ¢(t) + Kt olsun. Bu
durumda V ¢ > 0 i¢in ¢ () = ¢/ (t) + K > ¢, (0) + K > 0 olur. O halde

¢ azalmayan konveks bir fonksiyondur ve Yardimci Teorem 2.2.1°den go h

fonksiyonu M’de konveks bir fonksiyondur. Bu durumda;

g(h(z)) = q(h(x)) + Kh(z)
q(h(x)) = q(h(z)) — Kh(z) = g(x) — Kh(z)

dir. [ |

Onerme 2.2.3. M C R™ kompakt konveks bir kiime ve h : M — R, konveks
bir fonksiyon olsun. q : Ry — R, ¢/ (0) < 400 olacak sekilde azalmayan
konkav bir fonksiyon ise bu durumda q o h M ’de bir DC-fonksiyondur. Yani
g konveks bir fonksiyon ve K > |¢, (0)| olmak 1izere

q(h(z)) = Kh(z) — g(z)
dir.
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Ornek 2.2.4. Onerme 2.2.2°den we "=l (w > 0,6 > 0) fonksiyonu bir

DC-fonksiyondur. Ciinkii q(t) = we™ olmak tizere q(||x — al|) = we=llz=all
olarak alvmirsa ¢ (t) = —0w > —oo oldugundan q azalan konveks bir fonksiyon-
dur.

Onerme 2.2.5. M C R™ kompakt konveks kiime ve u,v : M — R, konveks
fonksiyonlar olmak tizere ¥ x € M i¢in h(x) > 0 olacak sekilde h = u — v
fonksiyonu verilsin. q : Ry — R, ¢/, (0) > —oo olacak sekilde artmayan konveks
bir fonksiyon ise bu durumda q o h, M ’de bir DC-fonksiyondur. Yani

g(z) = q(h(x)) + K[u(z) + v(z)] konveks bir fonksiyon ve K > |¢'.(0)| olmak
tizere

q(h(z)) = g(z) — K[u(z) + v(z)]
dir.

Kanat. ¢ artmayan konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir
6 € Ry icin ¢(t) > q(0) + ¢/.(8)(t — 0) dir ve 6 =t icin saglanir. Buradan

q(t) = sup {q(0) + (t — 0)¢, (0)} = sup {q(0) — 64, (6) + t¢' (6)}

0cR 0cR

q(u(x) = v(z))

sup {q(0) = 0q.(0) + (K + ¢, (0))ulz) + (K = ¢;(0))v(w)}
eR4
—K[u(z) — v(z)]

= g(x) — Klu(z) — v(z)]
olur. ¢ konveks oldugundan ¢/ () > ¢/, (0) ve K + ¢/, (0) > K + ¢, (0) > 0 dur.
V 6 > 0 i¢in ¢ artmayan oldugundan ¢/ (¢) < 0 dir ve buradan V § > 0 i¢in
K — ¢, () > K >0 dir. Secilen her 6 € R* i¢in

z = q(0) = 04, (0) + (K + ¢, (0)u(x) + (K = ¢, (0)v(z)
fonksiyonu konvekstir. O halde

g(x) = sup {q(6) — 0¢, (0) + (K + ¢\ (0))u(x) + (K — ¢\ (0))v(x)}

fcR

konveks bir fonksiyondur. |

Onerme 2.2.6. M C R™ kompakt konveks kiime ve u,v : M — R, konveks
fonksiyonlar olmak tzere ¥ x € M i¢in h(x) > 0 olacak sekilde h = u — v

fonksiyonu wverilsin. ¢ : Ry — R, ¢,(0) < 400 olacak sekilde azalmayan
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konkav bir fonksiyon ise bu durumda q o h, M ’de bir DC'-fonksiyondur. Yani
g(z) = Ku(x) +v(z)] — q(h(x)) konveks bir fonksiyon ve K > |q¢/.(0)| olmak
uzere
q(h(x)) = Klu(z) + v(z)] — g(x)

dir.
Onerme 2.2.7. M C R™ kompakt konveks kiime ve u,v : M — R, konveks
fonksiyonlar olmak tizere V o € M i¢in 0 < h(z) < a olacak sekilde h = u — v
fonksiyonu verilsin. q : [0,a] — R, ¢ (a) < +00 olacak sekilde azalmayan kon-
veks bir fonksiyon ise bu durumda qoh fonksiyonu M ’de bir DC-fonksiyondur.
Yani g(x) = q(h(z)) + K[a +v(x) — u(z)] konveks bir fonksiyon ve K > ¢’ (a)
olmak tizere

q(h(x)) = g(z) — Kla + u(z) — v(z)]
dir.

Kanat. q azalmayan konveks bir fonksiyon olsun ve

p:[0,a] = R, p(t)=qla—t)

fonksiyonu tamimlansin. Bu durumda p artmayan konveks bir fonksiyondur.
Gergekten; ¢ azalmayan bir fonksiyon oldugundan t1,ty € [0,q] icin t; < o
iken ¢(t1) < q(t2) olur. t; <ty iken a — ty < a — t; oldugundan

p(t2) = qla —t2) < qla—t1) = p(t1)
olur ki buradan p artmayan bir fonksiyondur. t;,; € [0,a] ve A € [0, 1] i¢in
p(At1 + (1 = Nta) = qla— (Mg + (1 = N)t))
= qgAa— M1+ (1=XNa—(1—Nty)
q(AMa—t1) + (1= A)(a—t2))
Aq(a—t1) + (1= N)gla —t2) = Ap(t1) + (1 — A)p(t2)
oldugundan p konveks bir fonksiyondur. O halde;
p(0+1) — p(0)

p(0) = lim




ve q(t) = p(a—t) oldugundan q(h(z)) = p(a—h(z)) fonksiyonu Onerme 2.2.5’den
bir DC-fonksiyondur. |

2.3 Sonlu Toplamsal Ayrilabilir Fonksiyonlarin
DC' Gosterimi

fi,i=1,...,n, R'de tamml fonksiyonlar olmak tizere bir f(x) = ifl(xl)
ayrilabilir fonksiyonu her bir f; tek degiskenli fonksiyonu bir DC’—fonk;i:;on ise
bir DC-fonksiyondur. Bu durumda ayrilabilir fonksiyonlarin DC' gosterimleri
sorusu tek degiskenli fonksiyonlarin DC' gosterimi sorusuna indirgenir. O halde

agagidaki onerme verilebilir.

Onerme 2.3.1. p,q : [0,a] — R konveks ve P’ (0),p" (a), ¢ (0),¢" (a) sonlu
olsun. Bu durumda bir f : [0,a] — R fonksiyonunun f = p — q bi¢iminde

yazilabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul

t
f(t) = £(0) —|—/ r(6)d(0) (2.3.25)
0
egitligini saglayan sinrly degigimli 3 v : [0, a] — R fonksiyonun bulunmasidar.

Kanat. pve q konveks ve p/, (0),p’_(a), ¢, (0),q_(a)sonlu olmak iizere f = p—q

olsun. Bu durumda 3 ¢, h artan fonksiyonlar1 vardir 6yle ki

ve

dir. Buradan f(t) — f(a) = ['[g(68) — h(F)]df dir. Tki artan fonksiyonun

a

farki olarak yazilabilen fonksiyonlar sinirli degisim fonksiyonlar: oldugundan

r = g — h bir sinirh degigim fonksiyonudur.

Tersine; bir r : [0,a] — R smurh degigim fonksiyonu i¢in

olsun. 3 g, h artan fonksiyonlar1 i¢in » = g — h olarak ifade edilebildigi i¢in
t t
1) = @)+ [ 9000~ [ hioyas
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olur. Bu durumda f iki konveks fonksiyonun farki olarak ifade edilebilir.
[

Bir r : [0,a] — R smrh degisim fonksiyonu ¢(t) = VY(r), [0,t]’de r’nin
toplam degisimini gostermek iizere r = ¢ — p geklinde iki monoton azalmayan
fonksiyonun bir fark: olarak yazilabilir. Buradan (2.3.25) denklemindeki f

fonksiyonunun bir DC' gosterimi

£(t) = (£(0) + / 6(6)d9) — / p(6)d6

seklindedir. Bununla birlikte bu gosterim bazi fonksiyon smiflar1 i¢in uy-
gun olmayabilir. Asagidaki 6nermede bazi 6zel fonksiyonlar icin alternatif
bir gosterim verilecektir. Bu amagla onermede kullanilacak birkag aciklama
verilsin. Siirekli parcal afin f : [0,a] — R fonksiyonlarimimn smifi ele alinsin.
0 < ¢ < -+ < ¢ < a kirilma noktalarmin bir dizisi olsun. V ¢t € [0,q]
komgulugunda f ya afin ya konkav ya da konveks oldugundan f yerel DC
dir ve [0,a]’da DC fonksiyondur. U; = [¢;_1,¢iq1], ¢co = 0, ¢cpy1 = a ve
I ={i]| f, ¢;’de konkav} olsun. Vi € I igin &;(¢) : [0,t] — R konveks fonksi-
yonu verilsin dyle ki V ¢t € U; icin &(t) = —f(t) ve (0,¢), (¢, a) araliklarinda
afin olsun.

Onerme 2.3.2. f: [0, a] — R parcaly afin bir fonksiyon olsun. Bu durumda p

konveks parcaly afin bir fonksiyon ve q(t) = > &i(t) olmak dizere f nin bir DC
il
gosterimi t € [0, a| i¢in

f(t) = p(t) —q(t)
dir.
Kanat. V 1 € [ igin &; konveks oldugundan ¢ konveks bir fonksiyondur. O
halde f + ¢ fonksiyonunun konveks oldugunu gostermek yeterlidir. V i € [ igin

4+ =+ + (D &l =D &l
jeI—{i} jeI—{i}
olur. V ¢;,5 € I — {i} fonksiyonu U;’de afin oldugundan f + ¢ fonksiyonu her
U; kiimesinde afindir. Diger taraftan ¢ ¢ I icin

(f+ Do, = (F+D_ &),

jel
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olur. U; kiimesinde V §;, j € I afin iken f konveks oldugundan ¢ ¢ I igin
V U; kiimesi {izerinde f + ¢ konvekstir. Bu durumda V ¢ € [0, a] noktasinin
f(t) +q(t) konveks olacak sekilde bir komgulugu vardir. O halde [0, a]’da f+¢
konvekstir. [ |

Onerme 2.3.2 f : [0,a] — R siirekli fonksiyonlarna genisletilebilir 6yle ki
bu fonksiyonlar parcali konveks-konkavdir.

Birey:=0<e < -+ <ep <a:= epy dizisi vardir 6yle ki ¢ = 0,1, ...,k
icin V; = [e;, e;41] arahiginda f; := fly; fonksiyonu konveks yada konkavdir,
fi(e;), f'(eix1) sonludur ve f;_; konkav ise f; konveks yada tam tersidir.

I ={i| f; konkav} olsun. Vi € I igin ¢ : [0,a] — R siirekli konveks
fonksiyonu V ¢ € V; igin ¥ (t) = — f(¢) olsun ve V; kiimesi diginda afin olsun. Bu
durumda Onerme 2.3.2 kamitina benzer bir sekilde kolaylikla ispat edilebilir
ki

a(t) = 3wt

icl
fonksiyonu V U; = [e;—1,€41],7 = 1,..., k arahginda konveks ve dolayisiyla
[0, a] araliginda konveks olmak tizere f = p — ¢ olur.

Ozel olarak bu gosterim S gekilli fonksiyonlara da uygulanabilir. S gekilli
fonksiyon: siirekli bir f : [0,a] — R fonksiyonu 0 < ¢ < a olmak {iizere
bir [0, ¢] araliginda konveks(konkav) ve [c, a] araliginda konkav(konveks)dir. f
fonksiyonu [0,c] araliginda konveks ve [c, a] araliginda konkav ise bu durumda

a:[0,a] — R afin bir fonksiyon olmak iizere

_f(t) ) tZC
q(t):{ a(t) , t<c

olarak alinir.

2.4 Polinomlarin DC Gosterimleri

Bir polinom herhangi bir mertebeden siirekli tiireve sahiptir. Bu durumda

Sonug 2.1.15 kullanilarak asagidaki énerme ifade edilebilir.

Onerme 2.4.1. R"'den R 'ye tanvmly bir polinom bir DC-fonksiyondur.
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Bir polinomun iki konveks fonksiyonun farki olarak nasil yazlabildigi ve-
rilmeden once ikinci dereceden polinomlar i¢in bu sorunun cevabi asagidaki
onermenin bir sonucu olarak verilecektir.

Onerme 2.4.2. Q bir simetrik matris ve p(Q), Q matrisinin spektral ¢apr

olmak dizere f(x) =< x,Qx > bir quadratik fonksiyon olsun. Bu durumda
A > p(Q) igin g(x) = f(x) + M|z||* konvekstir.

Kanat. Q + M\ pozitif yar1 tamimh oldugundan g(x) =< x, (Q + AI) > kon-
vekstir. m

O halde herhangi bir f quadratik fonksiyonu g(z) = f(z) + M||z||* kon-
veks olmak iizere f(x) = g(x) — A||z||? seklinde iki konveks fonksiyonun fark:
olarak ifade edilebilir. @’'nun ozvektorlerinin olugturdugu U matrisi bilini-
yorsa UTQU = diag(\y, ..., \,) olur, z = Uy ve F(y) = f(Uy) olarak alinirsa
f fonksiyonu F(y) = ﬁ:lkiyf ayrilabilir fonksiyonuna dontigtiiriilebilir ve DC-

fonksiyondur.

Sonug 2.4.3. ); simetrik matris, b; € R", d; € R olmak tizere
fi(l')I:<$,Qi$>+<bi,$>+di§0, 1=1,....m

quadratik esitsizlik sistemi g konveks bir fonksiyon ve A > max (Qi) olmak

uzere bir
g(z) = Mlz|* <0

DC egitsizligine denktir.

Kanat. V i icin g; konveks olmak iizere fi(z) = gi(x) — A|z||> < 0 dir. Bu

durumda g(z) = max g:(z) almsm. O halde g konveks bir fonksiyondur. Bu

i=1,...,

durumda;

=
&
»
S
S
~—
|
>
Bl
T
A

0
g(x) = M=|? < 0
olur. [ |

N

Herhangi bir P polinomu ve herhangi bir {2 C R™ kompakt konveks kiimesi
igin p > —min{< u, V2P(z)u > |z € Q, ||ul]| = 1} ise P(x)+p||z||* fonksiyonu
V’da konvekstir. Fakat p icin boyle bir alt sinir1 tahmin etmek genelde ¢ok
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zordur. Bu durumda polinomlar i¢in daha basit bir DC' gosterimi agagidaki
onermenin bir sonucu olarak ifade edilebilir.

Onerme 2.4.4. Herhangi iki konveks fi, f> : R} — R, fonksiyonu i¢in bu

fonksiyonlarin ¢carpimlarinin bir DC' gésterimi

1 1
fifo = §[f1 + fo)? — §[f12 + f3]
dir.

Kanat. f1, fo vef; + fo fonksiyonlarinin her biri pozitif degerli konveks ve
q(t) = t* fonksiyonu R, ’de konveks artan oldugundan qo fi, go fo ve go(f1+ fo)

fonksiyonlari konveks fonksiyonlardir. |

Yukaridaki 6nermenin sonucu olarak ¥V m € N i¢in ¢,,(t) = ™ fonksiyonu
R, ’da konveks oldugundan z}'2%?...22" formundaki bir monomialin bir DC
gosterimi dolayisiyla R’ ’da bir polinomun bir DC' gosterimi kolaylikla ifade

edilebilir.

2.5 DC Kiumeleri

R™ deki kapali kiimelerin yeni bir karakterizasyonu DC' kiimelerle verilebilir.

Bunun i¢in 6ncelikle DC' kiime tanimlansin.

Tanim 2.5.1. M C R” olsun. M = {z | g(x) < 0,h(x) > 0} olacak sekilde
3 g,h : R" — R konveks fonksiyonlars varsa M kimesine bir DC kiimess

denir.

Yukaridaki M kiimesi M = {x | max[g(z), —h(x)] < 0} bigiminde ifade
edilebileceginden bir DC' kiimesi ayni zamanda bir DC' esitsizligi ile de ifade
edilebilir. Tersine; bir S kiimesi bir DC' egitsizligi ile tanimlaniyorsa yani g, h

konveks fonksiyonlar olmak iizere S = {z | g(x) — h(z) < 0} ise bu durumda
M ={(z,t) eR" xR | g(z) =t <0,t — h(z) <0}

olmak tizere

S={x |3t igin (x,t)e M}
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dir. Bu durumda S kiimesi M C R"*! DC kiimesinin R™’deki izdiigiimiidiir.
DC' kiimeler keyfi kapali kiimelerden cokta farkli degildir. Herhangi bir
S C R™ kapali kiimesi i¢in d(z,S) = inf{||z — y|| | y € S} bir x noktasinin

S’ye olan uzakhigini gostermek iizere
w = [l2]|* = d*(w, S) = sup{2zy — [|ly[|* | y € S}

fonksiyonu konveks bir fonksiyondur. Bu durumda d?(z, S) bir DC' fonksiyon
oldugundan S = {z | d*(z,S) < 0} dir. d*(z,S) uzakhginin hesaplanmasi
genelde ¢ok zor olmasma ragmen V x € S igin d*(z,S) = 0 oldugundan
S = {z | d*(z,S) = 0} biciminde ifade edilebilir. Bu da S’nin siir nokta-
lar1 ve i¢ noktalar1 arasinda d?(z,S)nin hesaplanmasi acisindan hicbir fark
olmadigim gosterir. d?(z, S) nin hesaplamasindaki zorlugu ortadan kaldirmak

i¢in su sonug verilebilir.

Yardimci Teorem 2.5.2. h : R" — R kesin konveks bir fonksiyon olsun ve

bos kiimeden farkly bir S C R™ kapalr kimesi verilsin.

2 _ : _ _ —
P@) = inf - (h(y) ()= <py—v>]

olarak tanimlansin.
i) VxeSigind(x)=0 dir.
ii) Vo &S i¢ind(z) >0 dur.
iii) x, — ve k — oo iken d(xy) — 0 ise x € S dir.

Kanat. i) Vye SVpe o) igin h(zx) — h(y)— < pjx —y >> 0
oldugundan x € S iken d(x) = 0 olur.

ii) x & S ve d(z) = 0 ise bu durumda V k i¢in 2, = = almirsa d(zg) — 0
olur. Bu durum (iii)’de « € S olmasiyla geligir. O halde (iii) durumunu
kamitlamak yeterlidir. xy — x ve d(x;) — 0 olsun. Bu durumda 3 y; ve

pr € Oh(xy) vardir Oyle ki

h(yk) — h(zkg)— < pr, Yp — % >— 0
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dir. Konveks kiimelerin subdiferansiyellerin sinirlhilik 6zelliginden

pr — p € Oh(x) olarak kabul edilsin. Bu durumda & — oo iken
h(ye) — h(z)= < p,yp — 7 >— 0

dir. y — h(y) = h(y) — h(z)— < p,x —y > fonksiyonu alnsm. V y
icin h(z) = 0 < h(y) dir. h kesin konveks oldugundan V y #  icin

h(y) > 0 dir. 3y # x icin A(y) = 0 ise bu durumda ﬁ(%—i_y) < 0 olur

ki bu bir celigkidir. Buradan ¢, = {y | h(y) < 0} = {z} diizey kiimesi
siirhdir dolayisiyla ¢; = {y | h(y) < 1} diizey kiimesi de siuirhdir. V &
icin h(yr) < 1 olarak kabul edilebilir. O halde {y;} dizisi sinirhdir. Bu
dizinin herhangi bir 7 kapams noktas: icin i(7) = 0 olur buradan 7 =
dir. S kapali ve y; € S oldugundan 7 € S dir.

|
0>0ver:R" — R,
VeeS ign r(z)=0 (2.5.26)
ve
VygS icin 0<r(y) <min{f,d(y)} (2.5.27)
olan bir fonksiyon olsun ve gg(z) = sup {h(y)+ < p,x —y > +r(y)}
y&S,pedh(y)
tanimlansin.

Onerme 2.5.3. h : R" — R kesin konveks bir fonksiyon olsun. ¥V S C R”

kapaly kiimesi icin gs(z) =  sup  {h(y)+ < p,z —y > +r*(y)} fonksiyonu
Y¢S, pedh(y)
heryerde kapal, konveks, sonludur ve

S=A{zeR" | gs(x) —h(z) <0}

dar.

Kanit. S # ) ve S # R" olsun. z — h(y)+ < p,x —y > +r¥(y) afin
fonksiyonlar ve gg bu afin fonksiyonlarin bir supremumu oldugundan kapali ve
konvekstir. V x € R" i¢in

gs(z) < sup  {h(y)+ <px—y>+0} < h(z)+ 60 < +o0
yZS,pEdh(y)
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oldugundan her yerde sonludur.

y & S ise r(y) > 0 oldugunda

9s(y) = h(y)+ <p,y —y > +r*(y) > h(y)

dir. z € S ise bu durumda V y &€ S, p € Oh(y) igin

h(y)+ < p,x—y > +r(y) <h(y)+ < p,x —y > +h(z) — h(y)— <p,x —y >
<h(x)

olur. V z € S igin gg(x) < h(zx) dir. [

Uyar1 2.5.4. h(z) = ||z||? olarak secilirse bu durumda Oh(y) = {2y} olur.
dy) = inf{||lx —y|| | * € S} fonksiyonu y’nin S kiimesine uzakligr olur.
(2.5.26) ve (2.5.27)u saglayan bir r : R™ — R fonksiyonu S kiimesi i¢in bir
ayiricy olarak adlandirilabilir. 'S C R™ herhangi kapaly bir kiime ve r fonksiy-

onu S i¢in bir ayrice olsun.
gs(x) = sup{r?(y) + 2xy — |y[*}
Y¢S

olmak tzere S kiimesi
gs(x) — ||lz]I* <0

DC' esitsizliginin ¢ozum kiimesi olarak ifade edilebilir.

Sonug 2.5.5. R"’de herhangi bir kapals kiime R"'’de bir DC kiimesinin
1zdustumudir.

Kanat. S C R” kapali bir kiime ve h : R" — R kesin konveks bir fonksiyon
olmak tizere S = {z € R" | gs(z) — h(x) < 0} oldugundan

S={x|3(x,t) e R"™ gg(x) <t < h(zx)}

olur. Bu yiizden D = {(z,t) | gs(x) < t} ve C' = {(x,t) | h(x) < t} olmak
tizere S kiimesi D\C' C R™! kiimesinin R™ye izdiigiimiidiir. [

Sonug 2.5.6. Herhangi alttan yar: siirekli f fonksiyonu igin f(x) < 0 egitsizligi
g(x) = [l=|* <0

esitsizligine denk olacak sekilde 3 g konveks fonksiyonu vardur.
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Kamt. S = {x | f(x) < 0} kapali bir kiimedir. O halde S kiimesi bir DC
kiimesinin bir izdiigiimiidiir ve bir DC esitsizligi ile S = {z | g(z) — ||=||* < 0}
seklinde ifade edilebilir. [ |

Bos kiimeden farkli R™’nin bir kapali konveks has altkiimesi yari uzaylarin
bir kesisimi olarak tanimlanabilir. Benzer ozellik yari uzaylar yerine asagida

tanimlanan biitlinler konveks kiimeler alinirsa saglanir.

Tanim 2.5.7. Bir M kimesi biitunler konveks bir esitsizlik ile tanimlaniyorsa,
yani g konveks bir fonksiyon olmak tizere M = {z | g(x) > 0} ise M kiimesine
bitiunler konveks kime denir.

Onerme 2.5.8. h: R" — R herhangi kesin konveks fonksiyon ve S C R™ bos

kiimeden farkl kapali has altkime olsun. Bu durumda;

i) VyeR"\ S i¢in R"de tanimlh ¥ x € S igin

olacak sekilde 3 | afin fonksiyonu vardar.

ii) Afin fonksiyonlarin bir l;, i=1,2,... ailesi

8 =[e | lilx) = hiz) < 0}

olacak sekilde vardur.

Kanst. i) (2.5.26) ve (2.5.27)’u saglayan, yr — y ve r(yx) — 0 iken y € S
olan bir r : R® — R, fonksiyonu verilsin. Yardimci Teorem 2.5.2'de

verilen 7(y) = d(y) fonksiyonu bu kogulu saglar. p € dh(y) igin
l(z) = h(y)+ < p,x —y > +1*(y)

olsun. I(y) = h(y) + r*(y) > h(y) dir. Bu durumda V z € S igin
I(x) < gs(x) < h(zx) olur. D(y) = {x | l(x) —h(x) < 0} biitiinler konveks

kiimesi S kiimesini y’den ayirir.

ii) R™\ S’de yogun olan {y; | i = 1,2,...} C R™\ S 1zgaras: alinsim. VY y;

D; ={z | l;(x) — h(z) < 0}

68



kiimesi S kiimesini y’den ayirir. Bu durumda S = () D; dir. Gergekten;
i=1

D = (D; olsun. S C D dir. Tersine; D C S midir? y € D fakat y ¢ S
i=1

olsun. {y; | i =1,2,...} 1zgaras1 R"\ S’de yogun oldugundan bu izgarada

bir y; dizisi vardir 6yle ki ¢ — oo iken y; — ¢ dir. y € D oldugundan V ¢

icin y € D; dir. Yani V 7 i¢in
hyi)+ < piy — yi > +r2(y:) < h(y)

olur. y; — y ve h(y;) — h(y) oldugundan r?(y;) — 0 dir. Yardima
Teorem 2.5.2’den y; € S olur ve bu durum varsayim ile cgeligir. O halde
y € Solur ki D C S dir.

|
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3 KUASIDIFERENSIYEL ANALIZE GIRIS
3.1 Giris

Bu kesimde diger kesimlerde kullanilacak bazi tamim ve gosterimler ve-
rilecek ve bazi hatirlatmalar yapilacaktir.
X bir Banach uzay1 olsun. X'’in duali olan uzay X*, X* iizerinde X

tarafindan tretilen zayif * topoloji w* ile gosterilsin.

Tanim 3.1.1. f, bir Q C X a¢ik kiimesi tuzerinde taniml bir fonksiyon, x € €2
flz+ ou) — f(z)

«

veu € X olsun. ¢p.(a) = fonksiyonu verilsin.

flT) (,u) = limsup@, ,(a)
a—+0

ve

l s .
fD(x> U) - lgg}i_%qux,u(a)

degerlerine siraswyla f fonksiyonunun r noktasindak: u yoniindek:

Dint ustten turevi ve Dint alttan tiurevi denir.

f]T{(x> U) = lim sup ¢x,v(a)
(o, 0] —[+0,u]

ve

l . .
r,u) = liminf ¢, ,(«
falw) = Sy Pe )

degerlerine siraswyla f fonksiyonunun r noktasindak: u yoniindek:

Hadamard tstten tirevi ve Hadamard alttan turevi denir.
f fonksiyonu yerel Lipschitz ise bu durumda bu tiirevlerin her biri sonludur.
f2 (Dini) yonlii tiirevi tiim X uzaymnda

Fl)— i L0 = ()

a—+0 o

seklinde tanimli bir fonksiyondur. Benzer sekilde Hadamard yonlii tirevi de
tanimlanabilir.
Tanimlanan tiim tiirevler yoniin bir fonksiyonu olarak pozitif homojendir.

Porzitif homojen konveks bir fonksiyon sublineer bir fonksiyondur. P ile X
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tizerinde tanimli tiim siirekli sublineer fonksiyonlar gosterilsin. p € P ise bu

durumda
Op={pe X" | ux) <pl), VzeclX}
kiimesine p fonksiyonun subdiferansiyeli denir. Subdiferansiyel X*’in bogtan

farkli konveks w*-kompakt bir alt kiimesidir. w*-kompakt konveks her A C X*

kiimesi, 3 p4 € P fonksiyonun subdiferansiyelidir ve V u € X igin

pa(u) = maxy(u)

bigiminde ifade edilir. Bu fonksiyona A kiimesinin destek fonksiyonu denir.
Q ile X tlizerinde tanimh tiim siirekli superlineer fonksiyonlar gosterilsin. ¢ € @)

ise bu durumda
0q={ve X*v(x) >qlx), VzeX}

kiimesine ¢ fonksiyonun superdiferansiyeli denir. Superdiferansiyel X*in
bosg olmayan konveks w*-kompakt bir alt kiimesidir. A konveks w*-kompakt

bir kiime ise bu durumda V v € X igin

qa(u) = r&igw(u)

fonksiyonu superlineerdir. ps A kiimesinin destek fonksiyonu olmak iizere

ga(u) = —pa(u) dur.
3.2 Ustten Konveks, Alttan Konkav Yaklagimlar

Bir X Banach uzay1 ve bir 2 C X agik kiimesi {izerinde tanimli bir z € ()
noktasinda yonlii tiirevlenebilir bir f fonksiyonu verilsin. Bundan sonra f

yoniin bir fonksiyonu olarak stirekli kabul edilecektir.

Uyar: 3.2.1. f., f fonksiyonunun x noktasindaki Hadamard yonli tirevi ise

bu durumda surekliligi tirev tanwmandan elde edilebilir.

fr fonksiyonu ¢ok karmasik olabilir bu yiizden fonksiyona basit fonksiyon-
larla yaklagmak daha kolaydir. Bu amag i¢in sublineer ve superlineer fonksi-

yonlari kullanmak uygun olacaktur.
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Tamim 3.2.2. X wzayinda tanmvml ve ¥ u € X igin p(u) > fi(u) olan strekli
sublineer bir p fonksiyonuna f fonksiyonunun x noktasindaki iistten konveks
yaklasima denir.

p fonksiyonu f’'nin x noktasindaki bir iistten konveks yaklagimi olsun. Bu

(@), () olmak iizere

a——+0

durumda
f(x+au) < f(z) + ap(u) + 0y u(a)

dir.

Tanim 3.2.3. X uzayinda tanwml ve ¥V u € X i¢in q(u) < fl(u) olan sirekli
sublineer bir q fonksiyonuna f fonksiyonunun x noktasindaki alttan konkav

yaklasima denir.

Sublineer bir p fonksiyonu f fonksiyonunun x noktasindaki bir iistten kon-
veks yaklagimi ise bu durumda Jp kiimesi f. tiirevinin bu noktadaki bir li-
neerizasyonunu verir. Diger bir deyisle, dp kiimesi f’nin x civarinda maksi-
mum operatorii yardimiyla bir yerel yaklagimim verir. p, f!’e daha yakinsa
bu yaklagim daha belirli olur. Benzer sekilde; superlineer bir ¢ fonksiyonu f
fonksiyonunun z noktasindaki bir alttan konkav yaklagimi ise bu durumda dq
kiimesi f fonksiyonunun z noktasinda minimum operatorii yardimiyla bir yerel
yaklagimini verir.

Bir tstten konveks yaklagim tek sekilde tanimli olmadigindan ve 6zel bir
iistten konveks yaklagim her zaman fonksiyonun yeterli bir yaklagimini saglama-
digindan tam bir yerel yaklagim saglayan tistten konveks yaklasimlarin bir
ailesini almak gerekir. Bunun i¢in agagidaki tanim verilsin.

Tamim 3.2.4. A bir indeks kiimesi olsun. py fonksiyonu bir f fonksiyonunun
bir x noktasindaki bir tustten konveks yaklagymi olmak tizere (px)xen ailesi ve-

rilsin. ¥ u € X i¢in

infpy(u) = fo(u)

ise diger bir deyisle; ¥ u € X i¢in o o, () — 0 olmak tizere

Fla -+ ou) = F(@) + aintps(u) + (o)
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ise bu durumda (px)rea ailesine [ fonksiyonu i¢in bu noktadaki tlistten kon-
veks yaklasimlarin bir exhaustive ailesi denir.
Benzer sekilde; qx, f fonksiyonunun bir x noktasindaki bir alttan konkav

yaklasima olmak tizere (qx)xea ailesi verilsin. ¥ U € x igin

supqy(u) = fr(u)
AEA

1se yani ¥ u € X i¢in

fx 4 au) = f(z) + asupgy(u) + 0, ()
AEA

ise (qx)aen ailesine f fonksiyonu i¢in bu noktadaki alttan konkav yaklagim-

larinan bir exhaustive ailest denir.

Ustten konveks yaklagimlarin bir exhaustive ailesinin varligi f1 tirevinin

minimax yardimiyla lineerize edilebilecegi anlamina gelir, yani

/ — 3 f
fo(u) = inf max pi(u)

dir. Alttan konkav yaklagimlarin bir exhaustive ailesinin varhg f tiirevinin

maximin yardimiyla lineerize edilebilecegi anlamina gelir, yani

F1() = sup min v(u)
AEAVEDq)

dir.

Teorem 3.2.5. f bir X Hilbert uzayinin bir Q C X a¢ik kumesi tzerinde
tanmamb ve bir x € Q noktasinda yonli tirevienebilir bir fonksiyon olsun. f
turevinin yonin bir fonksiyonu olarak sturekli oldugu kabul edilsin. Bu du-
rumda f fonksiyonu tstten konveks yaklasimlarn x noktasindaki exhaustive
ailesi (px)rea ve alttan konkav yaklasimlarin x noktasindaki exhaustive ailesi
(gx)ren olacak sekilde 3 A indeks kiimesi vardur. 2 indeks kiimesi u — f.(u)

fonksiyonunu sturekli yapacak sekilde tim f’ler ve x’ler icin ayni segilebilir.

Ustten konveks yaklasim ve alttan konkav yaklagimlarim exhaustive aileleri

ile ilgili baz1 ozellikler agagida verilecektir.

(Pa)rea Ve (qu)uem strastyla bir f fonksiyonu igin bir # noktasindaki tistten
konveks yaklagimlarin ve alttan konkav yaklagimlarin exhaustive aileleri ve

¢ € R olmak iizere f; = c¢f olsun.
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i) ¢ > 0 ise bu durumda (cpx)aea Ve (cqu)uem sirasiyla f; fonksiyonu igin
tistten konveks yaklagimlarin ve alttan konkav yaklagimlarin exhaustive

aileleridir.

ii) ¢ < 0 ise bu durumda f; fonksiyonu i¢in tistten konveks yaklagimlarin bir

exhaustive ailesi (cg, ) enm ile gakisir. Gergekten;

(f1)z(w) = —le| fo(u) = —\C\SBEqH(U) = |e] inf (—g,(u)) = inf cq,(u)

cli
neM
dir. Bu durumda yukaridakine benzer gekilde alttan konkav yaklagimlarin

bir exhaustive ailesi (cpy)aea ile gakigr.

(PA)aea Ve (p7)uen sasiyla fi ve fp fonksiyonlar igin 2 noktasindaki fistten

konveks yaklagimlarin exhaustive aileleri ve bir (A, u) € A x M indeksi i¢in

Pru(u) = pi(u) + pi(u)
olsun. f = f; + f2 ise bu durumda

folw) = (f)i(w) + (f2)(u)
= infp3(w) + inf p(u)

= inf [p}(u) + P (w)

pneM

— inf
(A,u)lgAxM )

dir. O halde (px ) meaxn ailesi f fonksiyonu igin x noktasinda iistten kon-
veks yaklagimlarin bir exhaustive ailesidir. Alttan konkav yaklasimlarin ex-

haustive ailesi de benzer sekilde elde edilebilir.

Ustten konveks yaklagimlar ve alttan konkav yaklagimlar kavramlar ek-
stremum problemlerinin ¢oztimlerinde kullanilir. Bu durum su sekilde acikla-
nabilir.

f, X Hilbert uzaymin bir €2 agik kiimesinde taniml bir fonksiyon olsun.

f minimal degerini ) kiimesi iizerinde bir x noktasinda alsin ve bu noktada
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yonlit tiirevlenebilir olsun. Bu durumda V z € X igin f.(u) > 0 dir. p, f
fonksiyonunun = noktasindaki bir iistten konveks yaklagimi ise p(u) > fl(u)
olur ve buradan V u € X igin p(u) > 0 dir. V u € X i¢in p(u) > 0 esitsizligi
0 € 9p olmasim gerektirir. O halde kisitsiz bir minimum igin gerekli kogul
tistten konveks yaklagimlar ile ¢ok basit bir forma doniiglir. (py)rea lstten
konveks yaklagimlarin bir exhaustive ailesi ise bu durumda kisitsiz bir mini-
mum i¢in f!(u) > 0 gerek kogulu ¥V A € Aigin 0 € dp, olmasina denktir. Benzer
sekilde kisitsiz bir maksimum icin gerek kosul alttan konkav yaklagimlar igin

ifade edilebilir.

3.3 Kuasidiferansiyellenebilir Fonksiyonlar

Bu kesimde kuasidiferansiyellenebilir fonksiyonlarin baz ozellikleri verile-

cektir.

Tanim 3.3.1. X bir Banach uzay, 2 C X agik bir kime ve f, Q uzerinde
tanimia bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu bir x € Q) noktasinda yonli tirevliene-
bilir ve f. tirevi V,W C X* w*-kompakt konveks kiimeler olmak tizere

fi(u) = maxu(u) + minv(u) (3.3.28)

pnev veW

biciminde yazilabiliyor ise f fonksiyonuna x noktasinda kuasidiferansiyel-
lenebilirdir denir.

Uyar: 3.3.2. (3.3.28) ifadesi asagqidaki ifadeye denktir: X* uzaywnin 3 Zy, Zs

stnarly alt kumelert vardir oyle ki

fe(w) = sup p(u) + inf v(u)
UEZL vEZ3

esitligi saglanar.
f kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun ve (3.3.28) esitligi saglansin.

p(u) = maxpu(u),  q(u) = minv(u)

olsun. ¢ stperlineer ve p sublineer fonksiyondur. Ek olarak;

Ipll = sup |p(u)| = sup [maxu(u)| < max|ul < +oo
ull<1 <1 BV e
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q|| = sup |q(u)| = sup lminv(u)| = sup | —max (—v)(u)| < max|jv|| < +o0
ol = stup lau)| = sup [mipo(u)| = sup | = ma (~2)(w)| < s

dir. Buradan p ve g fonksiyonlar1 sinirh ve siireklidir. O halde kuasidiferan-
siyellenebilir bir fonksiyonun tiirevi siirekli subdiferansiyellenebilir bir fonksiyon
ve siirekli stiperdiferansiyellenebilir bir fonksiyonun toplami seklinde ifade edile-
bilir ve stireklidir. Tersine f. tiirevi siirekli sublineer bir p fonksiyonu ve
siirekli siiperlineer bir ¢ fonksiyonunun toplami seklinde ifade edilebiliyorsa bu
durumda f fonksiyonu = noktasinda kuasidiferansiyellenebilirdir ve (3.3.28)
ifadesindeki V' kiimesi yerine dp, W kiimesi yerine dq almabilir.

Teorem 3.3.3. f, Q) a¢ik kimesi tizerinde tanimh ve bir x € Q noktasinda

yonli turevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denk-

tir.
i) f, x noktasinda kuasidiferansiyellenebilirdir.
ii) W konveks zayf *-kompakt bir kiime, p siirekli sublineer bir fonksiyon

ve v € W icin p, = v+ p olmak tuzere f fonksiyonu tustten konveks

yaklagimlarin bir (p,)vew erhaustive ailesine sahiptir.

iii) V' konveks zayf *-kompakt bir kiime, q siirekli siiperlineer bir fonksiyon
ve p € V igin q, = p+ q olmak tzere f fonksiyonu alttan konkav

yaklasimlarin bir (q,)ucv exhaustive ailesine sahiptir.

3.4 Konveks Kiimeler Uzay1

X bir Banach uzay1 ve X* dual uzay1 verilsin. P, X uzayinda tanimh tiim
sublineer fonksiyonlarm konisi, M X* uzaymm tiim konveks zayif *-kompakt
alt kiimelerinin bir ailesi ve dp bir sublineer p fonksiyonun destek fonksiyonu
olmak iizere ¢ : P — M fonksiyonu ¢(p) = 9p seklinde tanmmh Minkowski
dualitesi olsun. ), X uzayinda tanimli tiim stiperlineer fonksiyonlarin konisi
olsun. V ¢ € Q fonksiyonu dq € M destek kiimesi olmak tizere

q(z) = maxv(z)
vedq
esitligi saglanir.

p,r € P olmak iizere [ = p —r formunda yazilabilen tiim [ fonksiyonlarinin
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L lineer alt uzay1 verilsin. Bir [ fonksiyonunu p € P ve ¢ € ) olmak {lizere
I = p + ¢ formunda ifade etmek daha kullanighdir. Minkowski dualitesi P’den
L’ye genisletilebilir. [ € L, [ = p+ q ise bu durumda A = 9p ve B = dq
olmak iizere [ fonksiyonu (dp, dq) kiime cifti yardimiyla

vEB

l(z) = Il?eaj(u(x) + minv(x) (3.4.29)

seklinde ifade edilebilir.

[ fonksiyonu sublineer ve stiperlineer fonksiyonlarin toplami geklinde birgok
sekilde ifade edilebilir. O halde (3.4.29) ifadesini saglayan (A,B) € M x
M kiime ciftlerinin bir smfi vardir. (Ay, By) ve (Ag, By) aym smufa ait ise
denktirler denir ve (A, By) = (As, By) olarak gosterilir. Tim denk c¢iftlerin
smiflarinin kitmesi M ile gosterilsin. ¢(l) (3.4.29) denklemini saglayan tiim
(A, B) ciftlerinin smifi olmak tizere ¢ : L — M doniigiimii verilsin. Tanimindan
dolay1 v birebir bir dontigiimdiir ve v P’den L’ye Minkowski dualitesinin bir
genislemesi olarak alimabilir. M fizerinde cebirsel toplam ve negatif olmayan

bir skalerle ¢arpim:
A+B={A|A=p+v, peAvebB}
cA={cu|pe A}t (c=0)
seklinde ve M x M fizerinde cebirsel toplam ve skalerle carpim:
(A1, Bi) + (A2, By) = (A1 + Ag, By + Bs)
c¢(A,B) = (cA,cB), ¢>0

c¢(A,B) = (¢B,cA),c<0

seklinde tanimlansin.

(A1, By), (A3, By) € M x M ve I; = maxu(z) + minv(x), i = 1,2 olsun.

HEA; vEB;
Bu durumda ¢y, ¢y gercel sayilar igin
cly +els)(z) = max z)+ min v(z
( )( ) ,LLEClAl-I-CzAQIU( ) vEcy1 B1+c2B2 ( )
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dir. Gergekten; puy € Ay, s € As ve v1 € By, v € By olmak tizere

[ = C1j41 + Colig Ve U = c1v; + CoUo olsun. Bu durumda;

M601rx£11?-i}-(02142 ,U/(SL’) + v601%111-ir-10232 U(I) :lglgfl(z(qﬂl (x) + C2Iu2(x>)
1 €AY

+ min (c1v1(x) + cava(x))
v2€DB2
v1€DB]

=maxc )+ maxc x
n1E€AL 1IU1( ) u2 €A 2'u2( )

+ min C1U1 (.flf) 4+ min CQ’UQ(LU)
v1€B1 v2E€B2

=cy( max x) + min v (x
(e s (@) + min v ()

+ co( max x) -+ min ve(x
2(majia(x) + min va())

:Clll + CQZQ.

M kiimesi {izerinde toplama ve skalerle carpim isglemleri tanimlanabilir: Tki
sinifin cebirsel toplami sirasiyla ilk siniftan ve ikinci siniftan ciftlerin toplam-
larini igeren sinif, skalerle carpimi ise sinifa ait kiime ¢iftlerinin skalerle ¢arpimini
iceren sinif olarak tanimlanir. Bu iglemler iyi tanimhdir ve ¢ dontigtimii ile L
ve M lineer uzaylar:1 izomorftur.

L lineer uzayi
Lh>l, & VzrelX icin ll(l') > lg(l’)

dogal siralamasi ile sirali bir lineer uzaydir. v (l;) smfi bir (4;, B;), i =1,2
¢iftini icersin. v izomorfizmasi ile, [; > [y olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogulun
Ay — By C Ay — By oldugu soylenebilir ((Ay, By) =~ (A, By) & Ay + By =
Ay + By). aj,as € M ve ¥(l;) = oy, i = 1,2 olmak tizere [; € L olsun. Bu
durumda a3 > as < [; > [ olacag aciktir ve bu siralama ile M sirali lineer
uzaydir.

L uzay1 bir orgiidiir. Bu nedenle L’nin her sonlu alt kiimesi i¢in supremum ve
infimum vardir.

N sonlu bir indeks kiimesi, p; € P, ¢; € Q(i € N) olmak tizere [; € L, [; = p;+q;
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olsun. Bu durumda

max/;(u) = max(pk Zqz )+Zq,(u) (3.4.30)

€N

€N €N
i#£k
Ilréanl sz )+ mln (qk sz ) (3.4.31)
€N €N
ik

dir. M ile L izomorf oldugundan M de bir orgidiir. (3.4.30) ve (3.4.31)
esitlikleri kullamlarak o; € M elemanlarmm bir sonlu kiimesinin \/, ; supre-
mumu ve A, ; infimumu agagidaki bicimde bulunur. N sonlu bir kiime p; € P,
¢; € @ olsun. Bu durumda
Q(\/pi) = coanQpi, </\ql> = coan@qZ
ieN ieN ieN
dir. a; € M(i € N) ve (A;, B;), o; smufindan herhangi bir ¢ift olsun. Bu

durumda \/ «; supremumu

ieN
A= conVU (Ak — ZBi)’ B = ZBi

keN ieN ieN
ik
olmak iizere (A, B) ¢iftini igeren smifa kargilik gelir. A a; infimumu ise
ieN
C = ZAZ-, D = COIlVU (Bk - ZAZ>
ieN keN ieN
ik

olmak tizere (C, D) ¢iftini iceren smifa kargihik gelir.

3.5 Kuasidiferansiyel

X bir Banach uzay1 ve f bir Q C X acgik kiimesi iizerinde tanimli ve bir
x € ) noktasinda kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
f fonksiyonunun x noktasinda f. yonlii tiirevi vardir ve bu tiirev L uzayma
aittir yani p € P, q € ) olmak tizere p + ¢ seklinde ifade edilebilir.

Konveks kiimelerin M uzaymin @ izomorfizmi ile f, € L fonksiyonuna

karsilik gelen « elemani verilsin. Bu eleman f fonksiyonunun x noktasindaki
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kuasidiferansiyeli olarak adlandirilir. « smifina ait herhangi bir ¢ift yine f
fonksiyonunun x noktasindaki bir kuasidiferansiyelidir ve bir kuasidiferansiyel

Df(x) ile gosterilir. Tamimdan; bir kuasidiferansiyel konveks w*-kompakt

(0f (z),0f(x)) kiimelerinin

fi(u) = max p(u)+ min v(u)
pedf(x) vedf(x)

esitligini saglayan bir ¢iftidir.

Kuasidiferansiyeller tizerindeki cebirsel iglemler kompakt kiimeler uzayiin
elemanlari tizerindeki iglemler gibi diiglintiliir. A(x) ile bir 2 C X agik kiimesi
tizerinde tanimh ve bir z € () noktasinda kuasidiferansiyellenebilir tiim fonksi-
yonlarin kiimesi gosterilsin. Bu durumda;

1) f1, fa € A(x) ve ¢1, ¢ € R ise bu durumda ¢ fi + cofs € A(x) dir ve

D(eifi + c2f2)(2) = aaD(f1)(@) + c2D(f2)(2)
dir. Ozel olarak; D(—f)(z) = —Df(z) dir.
2) f1, fo € A(z) olsun. Bu durumda f; fo € A(z) dir ve
D(f1f2)(x) = fi(z)D fa(x) + fo(2) D fr(x)

dir.
3) fe Alx), VaeQign f(z) # 0 ise bu durumda 1/f fonksiyonu x

noktasinda kuasidiferansiyellenebilirdir ve

dir.
4) f1, foy o, fn € A(z) ve V y € Q igin

g(y) = max{ fi(y), f2(y), -, [n(¥)}

h(y) = min{ fi(y), fo(y), ..., fu(y)}
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olsun. Bu durumda g,h € A(z) dir. R(x) = {i | fi(z) = g(z)} ve
S(x) = {i | filx) = h(z)} i¢in

dg(x) = comv | (2file) = 3 Tfi())

keR(x) i€R(z)
i£k
Jg(x) = > 0fu(x), Oh(x)= > dfu(x)
keR(x) keS(z)
dh(z) = conv | J (0fele) = > 0fi(@)

olmak tizere

Dg(x) = (99(),9g(x)), Dh(z) = (Qh(x), 9h(x))

dir.

Ornek 3.5.1. )

Mo, ) = { e @ #00)

0, (z,9) =(0,0)
olsun. h fonksiyonu konveks degildir, (0,0) ’da Frechet tirevlenebilir degildir.
Fakat (0,0) 'da yonli tirevienebilirdir. Ayrica k = h+2||.|| fonksiyonu konvek-

stir ve kuasidiferansiyellenebilirdir. Bu durumda
(Qhlo, Onlo) = (d(h +2||.I]), 2B)

bulunur.

3.6 Bir X Banach Uzayindan
Bir Y Banach Uzayimma Tanimh

Sublineer Doniisiimler ve Subdiferansiyelleri

Daha onceki kesimlerde bir X Banach uzayindan R’ye tanimli sublineer
doniigtimler ve subdiferansiyelleri ¢aligilmistir. Bu kesimde ise bir X Banach
uzayindan bir Y Banach uzayima taniml sublineer dontigiimler ve subdiferan-

siyelleri caligilacaktir.
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Tanim 3.6.1. Y = (Y,|.||,>) swals bir Banach uzay ve |x| = sup(x,—x)
olsun. Y 'nin dstten sinarle her altkimesinin supremumu varsa ve ||.|| monoton

(yani |x| > |y| = ||z]| > ||y||) ise Y uzayina Banach K-uzay: denir.

Tanim 3.6.2. X bir Banach K-uzai olsun. ¥ x,y € X, x >y i¢in
{z | = < 2z < y} araligr zayf *-kompakt ise bu X wuzayina w*-kompakt

araliklara sahiptir denir.

Tanim 3.6.3. X bir Banach uzay, Y bir Banach K-uzay: olsun. P: X — Y
operatori

P(Ax) =AP(z), VA>0, VzeX

P(Z’1+Z’2) SP(QL’l)—FP(JIg), (P(l’l—'—LL’Q) ZP(Z’l)—i—P(LL’Q)), VZ’l,LL’Q eX

kosullarini saghyorsa sublineerdir (stiperlineerdir) denir.

Operatorlerin kuasidiferansiyellenebilirligi sublineer operatorleri yardimiyla
tanimlandigindan oncelikle sublineer operatorler ele alinacaktir.
Tanim 3.6.4. X Banach uzay ve Y bir Banach K-uzay: olmak tizere L(X,Y)
ile X ten Y 'ye lineer strekli operatorlerin uzayr gosterilsin. P : X — Y bir
sublineer operator olsun. Bir A € L(X,Y) operatiri ¥V x € X igin A(x) <
P(z) ise P sublineer operatériniin bir destek operatoriddir denir. P nin

tiim destek operatirlerinin kiimesine P’nin bir destek kiimesi denir ve QP

ile gosterilir.

Her sublineer stirekli P : X — Y operatori icin 0P subdiferansiyeli bos
kiimeden farkhdir ve

P(z) = Eééé};A(x)

dir.

Tamim 3.6.5. U € L(X,Y) olsun. U = OP olacak sekilde 3 P : X — Y

sublineer operatori varsa bu kimeye bir destek kiimest denir.

L(X,Y) uzay: iizerinde bir ”>”" siralamasi tanimlansin: A, B € L(X,Y)
i¢in

A>B&VYy>0 igin A(y) > B(y).
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Iy ile Y’den Y'ye birim doniigim gosterilsin ve

[0,]y] = {Oé € £(X,Y) ‘ 0<a< ]y}
olsun. Y = E, ise o € [0, [y] olmas: i¢in gerekli ve yeterli kogul 0 < a; <1
olmak tizere av matrisinin

aq 0

formunda olmasidir.

Tamim 3.6.6. U C L(X,Y) olsun. ¥ a € [0,Iy] ve A, B € U igin
aA+ (Iy —a)BeU

1se bu U kimesine operator konveks denir.

L(X,Y) uzayinda bir zayif * operator topoloji (1, xa, ..., ) Ve (fi1, 2, vy fm),
m,n = 1,2, ... sirasiyla X ve Y kiimelerinin sonlu koleksiyonlari, ¢ herhangi

bir pozitif say1 olmak tizere sifirin komsuluklarinin bir
----- Ty llyeeeslm {A S ‘C(X’ Y) ‘ |MZ(A($]))| <g, (NS {1? "?m}>j € {1> an}}

sistemi olarak tamimlanir.

Teorem 3.6.7. Bir Y Banach K-uzayr zayf *-kompakt araliklara sahip ol-
sun. Bu durumda bir U C L(X,Y) kimesinin destek kimesi olabilmesi i¢in
gerekli ve yeterli kosul bir w* operator topolojide operator konveks ve kompakt

olmasidar.

Sonug 3.6.8. X = E, ve Y = E,, olsun. Bu durumda U C L(X,Y) nin
bir destek kiimesi olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul U nun kapali, sinirl ve

konveks operator olmasidar.

Onerme 3.6.9. Y bir Banach K-uzayr ve Py, ..., P, : X =Y siirekli sublineer
operatérler olsun. Bu durumda (P, V ...V P,)(z) = Pi(z) V Pa(x) V .. V P,(2)

olmak tizere
AP +Py+...+P,)=0P+0P,+ ...+ 0P,
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OA\P) =X P, A>0
IPVPRV.VP)= | (QaioP)+..+3(e,0P,))

a1>0,...,an,>0
a1 +...—|—an:Iy

bicimindedir.
Bir @) : X — Y superlineer operatorii verilsin.
0Q={AcLX,)Y)| AX)>Q(X), VzeX}

kiimesine () operatoriiniin superdiferansiyeli denir. () stuperlineer bir o-
perator ise P = —Q dir ve Pi(z) = —Q(—=) olmak iizere 0Q = 9P, dir.
My ile £(X,Y) uzaymdaki tiim destek kiimelerinin ailesi gosterilsin. Bu

durumda My x My {izerinde
(U17 ‘/1> + (U27 ‘/2> = (Ul + U27 ‘/1 + ‘/2)

c(U, V)= (cU,cV), ¢>0
c(U, V)= (cV,cU), ¢<0

cebirsel iglemleri ve
U V)= (U, V) U-V=U -V

denklik bagintisi tanimlansin. Denklik simiflarinin kiimesi My ile gosterilsin.
a,f € My, (U, V) € o, (U, V') € §icin (U, V) + (U, V') ¢iftini igeren simf
a+ 3= d.

Destek kiimelerinin uzay1 My, P siirekli sublineer ve @) siirekli siiperlineer
operatorler olmak tizere [ = P + () formundaki tiim [ : X — Y operatorlerinin
uzay1 olan Ly 'ye izomorfiktir.

Yy : Ly — My izomorfizmi bir [ operatoriinii bir a0 simifina gotiirtir ve bu
o simifi

l(z) = rgggcA(:c) + Zglel‘r/lB(:L’)
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olacak gekildeki (A, B) ¢iftini igerir.
Ly ve My fizerinde sirasiyla l1,ly € L(X,Y), a,8 € My, (U,V) € « ve
(U', V') € B olmak {izere

Lh>LevVreX icin ll(l') 2[2(1’)
ve
a>p&esU-V OV-U

siralama bagitilar1 tanimlansin. Bu durumda Ly ve My uzaylari sirali li-
neer uzaylardir. Ek olarak orgiidiirler. 1)y doniigimii sadece lineer degil ayni

zamanda bu uzaylarin bir siralama izomorfizmidir.

3.7 Kuasidiferansiyellenebilir Operatorler

Tanim 3.7.1. X ve Y Banach uzayp, H : QQ C X :— Y bir operator ve x € €2
olsun. ¥ u € X i¢in

H (u) = lim H(x 4+ au) — H(x)
z a——+0 0%

limiti varsa H operatorine x € € noktasinda yonli tiurevlenebilir denir.

H! : X —Y operatorine H 'nin x noktasindaki yénli tirevi denir.

Uyar1 3.7.2. Bu tanwm gercel degerli fonksiyonlar icin Dini tirevinin bir

genellestirmesidir.

Tanim 3.7.3. Y bir Banach K-uzay, H : Q C X — Y bir operator ve x € §2
olsun. H operatori x noktasinda yonlu turevlenebilir ve bu yonli tirev P
strekli sublineer, Q) siirekli stiperlineer bir operatér olmak tizere H., = P+Q) for-
munda yazlabiliyorsa H operatorine x noktasinda kuasidiferansiyellene-

bilirdir denir.

My uzaymin (9P, Q) ciftini iceren bir elemanma H operatoriiniin kuasi-
diferansiyeli denir. Bu smifa ait her ¢ift H operatoriiniin x’deki kuasidiferan-

siyelidir. Buradan V, W destek kiimeleri ve V u € X i¢in

/ o .
H'(u) = %125‘4(“) + EI}él{%l/B(u)
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esitligi saglaniyorsa (V, W) ¢ifti bir kuasidiferansiyeldir. H operatoriiniin bir
x noktasindaki kuasidiferansiyeli DH () ile gosterilic. DH(z) = (V,W) ise
bu durumda V' kiimesi (W kiimesi) H operatoriiniin bir x noktasindaki bir
subdiferansiyelidir (siiperdiferansiyelidir) ve 9H (x) (OH (z)) ile gosterilir.

Bir x noktasinda kuasidiferansiyellenebilir tiim operatorlerin uzayi bir li-

neer uzaydir.

Ornek 3.7.4.

1) Bir H operatéri bir x noktasinda Gateauz diferansiyellenebilirse bu durumda
bu noktada kuasidiferansiyellenebilirdir ve H'(x) Gateaux tirevi olmak tizere
DH(z) = (H'(x),0) dir.

2) Y zapf * kompakt araliklara sahip olan bir uzay, Q@ C X a¢ik konveks bir
kiime ve H : Q — Y siirekli konveks bir operatér yani; ¥V z,y € Q,« € [0,1]
¢Cm

H(az + (1 —a)y) < aH(z)+ (1 — a)H(y)

olsun. Bu durumda H, ¥ x € Q noktasinda yonli tirevlenebilirdir ve yonli
tirevi OH(z) = {A € L(X,Y) | H(y) — H(z) > Aly) — A(x), YV y € Q}
olmak tzere

H, = max A(u)
A€o H (x)

bicimindedir. O halde H. sublineer ve sirekli operatordir. OH(x) kimesi
H! operatorinin subdiferansiyeli ile cakisir ve bu kiime bir destek kimesidir.

Buradan H operatori x € 2 noktasinda kuasidiferansiyellenebilirdir ve H ope-
ratorinin kuasidiferansiyeli DH(x) = (0H (x),0) dur.

3) Y zayf *-kompakt arabiklara sahip bir uzay, Q@ C X a¢ik konveks kiime ve
H . Q — Y sirekli konveks bir operator olsun. Bu durumda H kuasidiferan-

siyellenebilirdir ve kuasidiferansiyeli
OH(z) ={A€ L(X,Y) | H(z) — H(y) < A(z) — A(y), YVyeQ}

H 'nin x°deki stiperdiferansiyeli olmak dizere DH () = (0,0H (x)) bi¢imindedir.

3.8 Doniisiimlerin Bilegkelerinin

Kuasidiferansiyellenebilirligi

Bu kesimde bir X C R™ acik kiimesinde R™’ye tanimli olan operatorlerin

kuasidiferansiyellenebilirligi, h; : X — R, ¢ =1,2,...,m tamimh koordinat
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fonksiyonlar1 olmak tizere h;’lerin kuasidiferansiyellenebilirligi cinsinden karak-
terize edilecek. Ayrica X C R™ acik kiimesinden bir Y Banach-K uzayma
tanimli dontigiimiin Y’den R’ye tamimli bir fonksiyon ile olusturulan f o A
fonksiyonunun kuasidiferansiyellenebilmesi iizerinde durulacaktir.

Onerme 3.8.1. X C R» acik bir kiime olmak tzere bir H : X — R™

dontustimiinin kuasidiferansiyellenebilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul
H(z) = (hi(x), ..., hpn(2))

olan h; : X — R, i = 1,....m koordinat fonksiyonlarinin kuasidiferansiyel-
lenebilmesidir.

Dh;(x) = [Ohi(x),0hi(z)] hi, i = 1,...,m fonksiyonunun z noktasindaki
bir kuasidiferansiyeli olsun. 9H (x) kiimesi 0h;(x)’e ait vektorlerden olugan
1 satirlarinin bilegkesi olan tiim n x m’lik matrislerin kiimesi, benzer sekilde
OH () kitmesi Oh;(x)’e ait vektorlerden olusan i satirlarinin bileskesi olan tiim

n x m’lik matrislerin kiimesi olmak tizere H doniigiimiiniin  noktasindaki bir

kuasidiferansiyeli DH (x) = [0H (z), 0H (z)] dir. 9H (z) kiimesine H doniigiimii

niin z noktasindaki bir subdiferansiyeli ve dH () kiimesine H doniigiimiiniin
x noktasindaki bir siiperdiferansiyeli denir.
U nxm’lik matrislerin kiimesi, U;, U kiimesindeki matrislerin ¢. satirindaki

vektorlerin kiimesi ve z € R" olsun. Bu durumda

1;11125(/193 = (glg&(al, x), glgﬁ(ag, T,y aglggcm(am, :E))
ve

glg(rlex = (arlnellljll(al’ x), arglelzrjlz(a2, x), ... a%gm(am, x))
dir.

Onerme 3.8.2. Bir H dontustimi bir x € X noktasinda kuasidiferansiyel-

lenebilir ise bu durumda

O0H (x)
= H'(z,9) = max Ag+ min B
OH (z,9) A€QH (z) g BeOH (x) J

dir.
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OH (x) subdiferansiyeli ve OH (z) siiperdiferansiyeli kompakt konveks kiime-
lerdir. Ek olarak bu matris kiimeleri operationally(islemsel) konvekstirler.

Tamim 3.8.3. U n x m’lik matrislerin bir kiimesi olsun. A, A’ € U ve

0 <q; <1 olmak uzere

(03] 0

(&%)
o= ) (3.8.33)

0 O

icin [aA+ (I —a)A’'] € U ise U kiimesine operationally(islemsel) konveks
denir.

Bir U matrisi kiimesi iglemsel konveks ise bu durumda A, A" € U mat-
rislerinin karsilik gelen satirlarinin konveks kombinasyonlarinin olusturdugu

satirlardan olugan bir matris yine U kiimesine aittir.

Uyar 3.8.4. Yukarida verilen bir donisiumiin bir kuasidiferansiyelinin tanima
tam olarak tutarl degildir. Ctunki dontsiumin kuasidiferansiyelih;, 1 =1,...;m
fonksiyonlarinin Dh;(z) = [0hi(z), Ohi(x)] kuasidiferansiyellerinin secimi ile
degisir. Daha agik olarak; OH (x) ve OH (x), Dhy(x) = [0hi(x), Ohi(x)] kuasidi-
ferensiyellerinin herhangi kombinasyonlarinin olusturdugu matrislerin aileleri
olmak iizere H doniisiimiiniin kuasidiferansiyeli [0H (), 0H (z)] ¢iftlerinin bir
simfadvr. Buradan, her {Dh;(x) | i = 1,...,m} kuasidiferansiyeli belirli bir
[0H (x),0H (z)] ¢ifti ile iliskilidir ve tersine béyle her cift belli bir

{Dhi(z) | i =1,...,m} ile iligkilidir.

Bir doniigtimiin kuasidiferansiyelini koordinat fonksiyonlari ile tanimlamak

yerine iglemsel konveks kiimelerin uzayi ile ifade etmek miimkiindiir.

Tanim 3.8.5. P : R" — R™, P(z) = (p1(x),....,pm(x)) bir dénisim ol-
sun. Koordinat fonksiyonlary py, ..., ps sublineer ise P donisimi sublineerdir

denir.

r,y € R vex = (1,...,2m),y = (Y1, ., Ym) Olsun. Vi € {1,...,m} igin

x; > y; ise x > y dir. Diger bir deyigle R™ bir sirali uzaydir bu nedenle R"
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uzayinin pozitif elemanlarinin konisi ile
RY={zeR"|z; >0 Vie{l, .. m}}

konisi ile ¢akigir.

P : R™ — R™ sublineer bir operator olsun. 0P subdiferansiyeli p; koordinat
fonksiyonlarimin dp; subdiferansiyellerine ait olan ¢ stitunlariin bilegkesi olan
tiim n x m’lik matrislerden olusur.

Bir @ : R* — R™ doniigimi V x,y € R” igin
Q(r +y) > Qz) + Qy)

ise st toplamsaldir denir.

Ust toplamsal ve pozitif homojen bir déniigiime siiperlineer bir déniisiim
denir. 0Q siiperdiferansiyeli V x € R" icin Az > Q(x) olacak sekideki tiim
n x m’lik A matrislerinden olusur ve Q(z) = min Az dir.

T : R* — R™ sublineer bir operator veAzac]QRm’de taniml sublineer bir
fonksiyon olsun. g¢(z) = p(T'(z)) bileske fonksiyonu sublineer olmak zorunda
degildir. p artan bir fonksiyon ise bu durum kendiliginden gerceklenir. Gergek-

ten; T" sublineer oldugundan y; = T'(x1 +22) < T'(x1) +1T'(z2) = yo ve p artan
oldugundan p(y;) < p(yo) dir. Buradan

g(x1 + m2) = p(T(z1 + 22)) = p(y1) < p(y2) = p(T'(21) + T(22))
< p(T'(x1)) + p(T(22)) = g(z1) + g(z2)
dir.

Onerme 3.8.6. Sublineer bir p fonksiyonu artan bir fonksiyon olmasi icin

gerekli ve yeterli kosul Op subdiferansiyeli R konisinin alt kiimesi olmasidar.
Kanat. p artan olsun. Bu durumda = < 0 igin Ivré%:;;(v, z) = p(z) <0 dir. Ozel
olarak, e; i. taban vektorii ¢; = ((0, ...,0,%,0,...,0)), i€ {l,...,m} ve v € Op
ise bu durumda —(v, ¢;) = (v, —e;) ve —e,l- < 0 oldugundan

—€;) = ,—e;) <0
p(—e:) = max(v, —e;)

(Ua _ei) = _(Uv ei) Sov Vve Qp
(’U, ei) ZO
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olur. O halde v > 0 dir, yani dp C R dir.
Tersine dp C RY olsun. v € dp ve x > y olacak sekilde z,y € R™ verilsin.
x —y > 0 oldugundan (v,z —y) > 0 dir yani (v,x) > (v,y) dir. O halde

p(x) > mQ%X('Uv T) > mQapX(v, y) =p(y)

dir, yani p artandir. [ |

Sonug 3.8.7. p, R™ dizerinde tanimly ve sublineer bir fonksiyon ve v', Op

subdiferansiyelinin bir alt sinwr yani ¥ v € Op i¢in v' < v olsun. Bu durumda
pi(x) = p(z) — (v, z)

fonksiyonu artan ve sublineerdir.

Uyar1 3.8.8. dp kiimesi sinirly oldugundan v’ alt siniry her zaman vardar.

Kanat. p sublineer bir fonksiyon oldugundan p; fonksiyonu sublineerdir ve
Opy = Op — v’ dir. ¢ alt siur oldugundan 9p; C R dir. O halde p, artan
fonksiyondur. |

Yardimci Teorem 3.8.9. p, R ’de tanimly ve sublineer bir fonksiyon olsun
ve R™ x R™’de p(x,y) = p(x — y) seklinde taniml p fonksiyonu verilsin. Bu
durumda p fonksiyonu sublineerdir ve subdiferansiyeli

Op={v=[v,v] €ER™ X R™ | vy €p, vy =—v1}
dir.

Kanat. p sublineer bir fonksiyon ve p(z,y) = p(z — y) olsun. Bu durumda
p fonksiyonu sublineerdir. v = [vy,v5] € 9p olsun. O halde V x,y € R™ igin
(v1,2) + (v2,y) < p(xr —y) dir. y = 0 olarak alinsin. Bu durumda v; € 9p dir.
x = y olarak alimirsa bu durumda V x € R™ igin (v; + vg, ) < 0 dir. O halde
vy = —v; olmahdir.

Tersine, v; € dp, vy = —v; olacak sekilde bir v = [vy, vs] vektorii verilsin.
Bu durumda herhangi bir [z, y] € R™ x R™ igin

(v1,2) + (v2,9) = (v1,2) + (v1, —y) = (vi, 2 — y) < plr —y) = p(z,y)

dir. O halde v € 9p dir. [
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Tanim 3.8.10. f, bir X C R" ag¢ik kimesinde tanamly bir fonksiyon, v € X
ve B R 'nin birim yuvar: olsun. ¥ € > 0 i¢in V o € [0, 9],V g € B iken

|f(+ag) — f(a) — afilo)] < ¢

olacak sekilde 3 oy > 0 varsa f fonksiyonuna x noktasinda diizgin yonli

tirevlenebilirdir denir.

Tanim 3.8.11. X bir Banach uzay, 2 C X bir agik kume, f Q duzerinde

tamamly ve bir x € € noktasinda yonli tirevlenebilir bir fonksiyon olsun. ¥V u €
X vee >0 i¢inV v e Bs(u) ve o € [0, o] tken

|f(x + av) — f(z)af,(u)| < as

olacak sekilde 36 > 0 ve 3 oy > 0 varsa f fonksiyonuna x noktasinda diizgiin

yonli tirevlenebilirdir denir.

Tanim 3.8.12. Bir [ fonksiyonu bir x noktasinda dizgin yonli tiurevliene-
bilir ve kuasidiferansiyellenebilir ise bu noktada diizgtun kuasidiferansiyel-

lenebilirdir denir.

Yardimci Teorem 3.8.13. X C R" bir agitk kime ve H : X =Y birx e X
noktasinda yonli tirevlenebilir bir donisim ve f, Y ’de tamamb y = H(z) nok-
tasinda diizgiin yonli tirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Ek olarak, f, fonksi-
yonu yonin bir fonksiyonu olarak siirekli olsun. Bu durumda u(z) = f(H(z))

fonksiyonu x noktasinda yonli tirevienebilirdir ve V g € R™ i¢in

u,(g) = ff{(z)(H;(g))

dir.
Kanat. p,(a) =
o
Vo = H.(g) + p4(a) olsun. Bu durumda;

u(z + ag) — u(z) = f(H(z+ag))— f(H(x))
= f(H(z) + aHy(g9) + apy()) — f(H(z))
= fly+avs) — f(y) .

= afy(va) +olava), T e 0

H(x +ag) — H(z) — aH(g)

,y = H(g) ve

é [u(:c + ayg) — U(I)] = fylva) +

lim (e +ag) —u(@)] = Jj(va)
= Sir (H3(9))

o(avy,)

dir.
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Teorem 3.8.14. X C R"” bir a¢ik kiime, Y C R™ bir agik kimeve H : X — 'Y
bir xo € X noktasinda kuasidiferansiyellenebilir bir donisim olsun. Y 'de
tanamly bir f fonksiyonu yo = H(xo) noktasinda dizgiin kuasidiferansiyel-
lenebilir ise bu durumda

U(z) = f(H(z)) (3.8.34)

fonksiyonu xoy noktasinda kuasidiferansiyellenebilirdir.

Kanat. Yardimci Teorem 3.8.13’den 1 fonksiyonu zy’da yonlii tiirevlenebilirdir

3¢($0) _ !
52 = U1 (0) = S (i)

ve

dir.

h(g) = f,,(H;,(g)) fonksiyonunun bir sublineer fonksiyon ile bir siiperlineer
fonksiyonun toplami gseklinde yazildigi gosterilirmesi yeterlidir.

DH (o) = [0H (o), 0H (20)] H doniigiimiiniin zy noktasindaki bir kuasi-
diferansiyeli ve Df(yo) = [2f (1), 0f (yo)] f fonksiyonunun 3y = H(z) nok-
tasindaki bir kuasidiferansiyeli olsun. Bu durumda,;

H' = max Ag+ min Bg
2 (9) Aeaﬂéo) g Beal;(:cg)
= max Ag— ma Bg=T(g)— S
AEQHZSUO) g BE[—Q;%IO)] g (g) (g)

dir. T ve S subdiferansiyelleri sirasiyla H () ve[—0H (z4)] olan sublineer

operatorlerdir.
‘() = max (v,])+ min (w,l
yo() veﬁf(yo)( ) w€5f(yo)( )
= max (v,0)— min (w,1) = p() - q(l)
v€Df (o) we[—-f(yo)]

dir. p ve ¢ subdiferansiyelleri sirasiyla 9f(yo) ve f (yo) olan sublineer fonksi-

yonlardir. Bu durumda;

dir.

z: R = R"xR™ 2(g9) = [T(9),S(g)] olsun. {t; | i € {1,...,m}} ve
{si | i € {1,...,m}} swrasiyla T ve S operatorlerinin koordinat fonksiyonlari
olmak tizere z(g) = (t1(9), .-, tm(9), 51(9), ---, Sm(g)) sublineer bir operatérdiir.

p(g,1) = p(g — 1) ve G(g,1) = q(g — 1) sublineer fonksiyonlar1 tanmimlansin.
Bu durumda h(g) = p(z(g)) — ¢(z2(g)) olur.

e Jq

Bir ¢’ elemam 9p = 9f(yo) v = —df(yo) kiimelerinin ortak bir alt s
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ve bir v” elemani ayni kiimelerin ortak bir tist simir olsun. Bu durumda

Vv € df(yo)U[—0f (yo)] icin v’ < v < v" dir. w = [v1,v5] € 9P olsun. Yardime
Teorem 3.8.13'den v; € dp ve vy = —wvp dir. O halde v/ < vy ve =V < vy
dir. p fonksiyonu yardimiyla p;(vi,ve) = p(vy,v2) — (v, v1) — (—v”, v3) artan

sublineer fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda

(v, v2) = p1(vr,v9) + (V',01) — (V" v2)

dir. Benzer sekilde ¥V w = [v1, v] € 94 i¢in v' < vy ve —v” < vy oldugundan ¢

artan sublineer fonksiyon olmak iizere

G(vr,v2) = qu(vi,v2) + (V' v1) — (V" 02)
dir. Bu durumda z(g) = (7'(g9), S(g)) oldugundan

hg) = p(z(9)) —a(=(9))
= p(T(9),5(9)) — a(T(9),5(9)) (3.8.35)
= n(T(9),5(9) — 0 (T(9), 5(9))

olur. p; ve ¢ artan sublineer fonksiyon oldugundan p,(7'(g), S(g)) ve
¢1(T(g), S(g)) sublineer fonksiyonlar ve [—¢1(T'(g), S(g))] stiperlineer bir fonk-
siyondur.

|

Asgagidaki yardimci teorem bir bilegkenin bir kuasidiferansiyelinin hesaplan-
masina olanak saglar.

Yardimci Teorem 3.8.15. p, R"’de tamumle artan sublineer bir fonksiyon,

T :R™ — R™ sublineer bir operatir ve h(g) = p(T(g)) olsun. Bu durumda
oh={{w | w=A%,A e dT,v € Ip}
dir.

Kanat. ay,...,a, bir A matrisinin siitun vektorleri ve v = (vy,...v,,) olsun.

Bu durumda;

A*v = E ;0

i=1

dir.
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W ={w|w=A*,A€dT,vedp}olsun. V g € R"icin h(g) = {Unea&/{(w,g)
dir. Gergekten;
w = A*v € W ve v € dp olsun. p artan sublineer oldugundan v > 0 dir ve
A € 9T v € 9p oldugundan

(w, g) = (A"v, g) = (v,Ag) < (v,T(g)) <p(T(g)) = h(g)

olur. Buradan m%((w,g) < h(g) dir. Diger taraftan, V g € R" i¢cin 3w € W
we

(w, g) = h(g) olacak sekilde vardir. Boyle bir w elemaninin varhgimi géstermek
i¢in 7" operatoriintin {¢; | ¢ € {1,...,m}} koordinat fonksiyonlar1 almsm. p,

R™’de tanimli herhangi bir sublineer fonksiyon ise V x € R" icin
Ip(x) ={v e p| (v,x) =p(x)}
oldugundan a; € 0t;(g) igin
(ai,g) =ti(g) ve VYi=1,..,m igin a; €0t

dir. A, aq,...,a,, vektorlerini siitun olarak kabul eden matris olsun. 97 sub-

diferansiyelinin tanimindan A € 97T dir. Ek olarak

Ag = ((a1,9); s (am, 9)) = (t1(9), -+, tm(9)) = T(9g)

dir. v € 9p(T(g)) ise bu durumda (v,T(g)) = p(T(g)) ve v € Ip dir. w = A*v
i¢in

(w,9) = (A%, 9) = (v, Ag) = (v, T(g)) = p(T'(g9)) = h(g)
olur. O halde V g € R" i¢in h(g) = guneav%((w,g) dir.
Kanit1 tamamlamak igin W kiimesinin kompakt konveks bir kiime oldugu
gostermek yeterlidir. Tanimdan W kapali bir kiimedir. A sublineer bir fonksiyon

oldugundan Lipschitzdir ve V w € W igin
(w,g) <h(g) < Llgl <L, Yglgll=1

dir. Buradan V w € W igin ||w|| < L dir yani W simrhdir. O halde W
kompakttir.

wy,wy € W ve vy,vy € 9p, A1, Ay € 9T olmak tizere w; = Ajvy, wy = Alvy

verilsin. v, = (v%l),...,v?m)),vg = (vél),...,vém)) ve (A4, ey Gmi), 1 = 1,2 A;

> 0 dir,

esitsizligini saglayan ¢ indislerinin kiimesi I ile gosterilsin. «, 3 > 0,

matrisinin siitun vektorleri olsun. V ¢ = 1,...;m,j = 1,2 igin v

UY) —+ vgi)
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a+ 3 =1 ise bu durumda

awy + Pfwy = aAjv; + BASv, = ava)au + ﬁzvéi)a%

i=1 1=1
= > [avy)ali + /61152)@21]
e (0 (¥
i i av (¥
= Z [OZU% ) + 6/05 )] [ (Z) L (2) ay; _'_ (Z)ﬂ 2 (Z) a;
iel+ avy’ + [, avy’ + [,

A siitunlan V i = 2, ..., m icin

avy) ﬁvéi)

G=—G it oG
owp —i—ﬁvz) av§)+ﬂv§)

a2;

olan matris olsun. A € 97T dir. Ciinki a4, a9 € Ot; ve a;, ay;,a;’ nin bir

konveks kombinasyonu oldugundan a; € 0t; dir. Ek olarak v = av, 4+ Svy € dp

dir. Buradan aw; + fwy = Zv(i)ai = A*v € W dir. W konvekstir. [ |
i=1

Teorem 3.8.16. ¢ fonksiyonu (3.8.34)’de tanwmlanan fonksiyon olsun. Bu
durumda ¥ v € 3f (yo) U I[—f(yo)] icin v' < v <" olacak sekilde

v = (v, .., 0) ve v = (v], ..., vl vektorleri ve

o) = {w [ w =Y [0iNi + 1) = oA = v pilv = (01, .vm) € Df (o),
=1
Ai € Ohi(wo), pi € Ehz’(ffo)}
Y (z0) = {w | w= Z[Ui()‘i 4 i) F Ui+ 0l il = (v1, vm) € Of (vo),
i=1

)\i € th(l’o), i € Ehz(l'o)}
olmak tzere
Dyp(xo) = [Q4(o), D (o))

olur.

Kanat. (3.8.35) esitliginden z : R" — R™ x R™ sublineer bir operator, p1, ¢
artan sublineer fonksiyonlar ve z(g) = (7'(g), S(g)) olmak iizere

af(yo)
dg

= f,.(9) = h(g) = p1(2(9)) — @ (2(9))
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olur. hi(g) = p1(2(g)) sublineer bir fonksiyon oldugundan dv(zy) subdiferan-

siyeli 9hy kiimesidir. Benzer sekilde; hy = ¢;(2(g)) fonksiyonu sublineerdir ve

(o) = —dhs dir. 2, T, S operatérlerinin tanimlarmdan
2(9) =( max (v,g),.., max (v,g), max (v,g),..., max (v,
(g) (’UEth(Z‘o)( g) ’UEth(CC())( g) ve—ghl(.’ﬂo)( g) UE—ghm({Eo)( g))

olur. Bu durumda siitunlart (ay, ..., @, Gy, ..., G2m) Olan n x 2m’lik bir A
matrisi 0z olmasi igin gereki yeteli kogul V i = 1,...,m i¢in a; € Oh;(zg) ve
Vi=m+1,..,2micin a; € (—Oh;_mm (1)) olmasidir. p(u,v) = p(u—v) olmak
uzere

p1(v1,v2) = plor, va) — ([v, =0"], [v1, v2])

olsun. Bu durumda;

Iy = Op—[v,—v"
= {[li, ] | h € 9p, 1y = —li} — [V, ="
= {[h -, =L +"] | [, € 9p}

dir. dp = 9f(yo) oldugundan 9p,0{[v—v', —v+0"]|v € If(yo)} olur. Yardime:
Teorem 3.8.15’den

Ohy = {wlw = A"v, A € 9z,v € Ip1}

dir. {a; |1 =1,...,2m}, A matrisinin siitunlar1 ve v = (vy, ..., U3, ) olmak tizere

~ 2m
Ohy = 0Y(xg) ve A*v = > v;a; oldugundan
i=1

20(0) {1 | 0= 320~ e+ Y = = (1, m) € D).
i=1 i=1
Ai € Ohi(wo), i € [—ghi(%)]}
:{w ‘ w= Z[Uz’(&' + ) = vihi = vl v = (v1, o) € Of (o),
i=1

Ai € Ohi(xo), p; € ghi(%)}

olup kanit biter. |
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4 KUASIDIFERENSIYELLENEBILME
VE OPTIMIZASYON

4.1 Optimizasyon igin Gerek Kosullar

) C R™ herhangi bir kiime ve x € clf) olsun.
Yz, Q) ={geR"|Fag>0:24+age, Vac (0}
ve
Nz, Q) ={geR"|Ve>0 Fg. € BAg),a: € (0,¢) : x + aeg. € Q}

kiimeleri tammlansin. Bu kiimeler bir konidir ve I'(z, 2) konisi kapalidir.

Teorem 4.1.1. f, X C R" dzerinde taniml ve bir x € X noktasinda yonli
turevlenebilir bir fonksiyon, Q € X ve x € Q olsun. Bu durumda x noktas:
f'nin Q kimesindeki bir minimum noktasi ise

min_f/(g) =0 (4.1.36)

9€7(2,9)

dwr. x noktasy f’nin §’daki bir maksimum noktasi ise

max fl(g) =0 (4.1.37)

g€v(z,9)

dar.
Ek olarak f. fonksiyonu yonin bir fonksiyonu olarak siirekli ise bu durumda

v(x, Q) konisi yerine cly(x, Q) kimesi yazilabilir.

Kanat. g € ~y(x,2) olsun. Bu durumda yeterince kiigiik o > 0 i¢in z+ag € €
ve x minimum oldugundan f(z + ag) < f(z) dir. O halde f/(g) > 0 dur.

0 € v(z,) ve f1(0) = 0 oldugundan m(inﬂ)f;(g) = 0 olur. |
gev(z,
Tamim 4.1.2. m(inﬂ)fg’c(g) = 0 kosulunu saglayan bir x € 0 noktasina f
9€7(z,

fonksiyonun Q’daki alt kritik(inf-stationary) noktas, m(axﬂ) fi(g) = 0
9e(a,
kosulunu saglayan bir x € Q noktasina f fonksiyonun Q’daki dist kritik(sup-

stationary) noktasi denir.

Teorem 4.1.3. f, X C R" uzerinde tanvml ve bir x € X noktasinda yonli
tirevlenebilir bir fonksiyon, Q0 C X ve x € Q olsun. f fonksiyonun x € {2 nok-

tasinda dizgiin yonli tirevlenebilir ve f.. fonksiyonunun yonin bir fonksiyonu
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olarak strekli olsun. Bu durumda bir x noktasy f 'nin §’daki minimum noktas:
15€
!

. 0
gerﬁl(fmfx(g)

dwr. Bir x noktasi f 'nin Q’daki maksimum noktasi ise

!
— 0
gggfmfx (9)

dar.
Kanmit. g € I'(z,Q) olsun. Bu durumda 3 {a;} ve 3 {g} dizileri vardir yle

ki ap — 0% ve g, € R, g, — g iken z+ g, € Q dir. 2 minimum oldugundan

oW, 0 olmak iizere
I og—o

f(@) < fo+ argr) = f(x) + o fr(ge) + o(ogr)
dir. oy, — 07 iken limit alimirsa f7(g) > 0 olur. |

Sonug 4.1.4. § > 0 olmak dzere f fonksiyonu Ss(x) N Q’da Lipschitz olsun.
Vgel(x,Q), g#0icin fl(g) > 0 ise bu durumda x noktast f fonksiy-

onunun §2’daki bir kesin yerel minimumudur.

Kanit. V' y € S.(z) N Qicin f(y) > f(x) olacak gekilde 3 r > 0 var mudwr?
Kabul edilsin ki boyle bir 7 > 0 olmasin. Bu durumda V r; > 0 icin en az bir
{z;} € S,.(z) N Q dizisi vardir 6yle ki z; — =, x; € Q iken f(z;) < f(x)

dir. Genellemeler diginda «; = ||x; — || olmak tizere

T;i— X

—
(%, 1—00

9i =
oldugu kabul edilebilir. O halde g € I'(z, Q) ve ||g|] = 1 dir.
fl@i) = f(x) = flx+aig)— fz)
= [fl@+ag) = f(@)]+ [f(z + 2gi) — f(z+ aig)]
olur. f fonksiyonu Lipschitz oldugundan
|f(z+ aigi) — [z + aig)| < Laullgi — gl

olacak gekilde 3 L > 0 vardir. Bu durumda
1
[+ aig) — F(@)] — Fi9)

ve
1

;i[f(xi) — ()] — fi(9)

1

olur. Diger taraftan, V i i¢cin —[f(z;) — f(2)] < 0 olur ki buradan f.(g) <0
8%

dir. Bu durum hipotez ile ¢eligir o halde kabul yanhgtar.
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Teorem 4.1.5. f, bir x noktasinda kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyon ve
K C R" kapalv konveks bir koni olsun. Bu durumda K*, K ’'nin dual konisi
ve Df(z) = [0f(x),0f (z)] f fonksiyonunun x noktasindaki kuasidiferansiyeli

olmak tzere;

i) minf;(g) = 0 dir & —0f (v) C of (v) — K*
ge

i) maxfi(g) =0 dr & ~0f(x) C 0f (x) + K*

Kanat. V g € R” i¢in p1(g) = max v(g) ve p2(g) = max w(g) olsun. p;
vedf(x) we[-0f(x)]

ve po fonksiyonlari sublineerdir ve

fx(9) = max v(g) + min w(g) =pi(z) — pa(z)
vedf(x) wedf ()

dir. mllr(lf;(g) = 0 olsun. Bu durumda V g € K igin
ge

f2(9) = p1(g) —p2(g) > 0

dir. Vi=1,2 i¢in p;g, p; fonksiyonunun K konisine kisitlanmigi olmak iizere

DIK = D2k

dir ve bu durumda 9px D Opox olur. Bir sublineer p fonksiyonunun kapali

konveks bir K konisi tizerine kisitlanmiginin subdiferansiyeli
Oxpx = 0p — K~

oldugundan
Op1 — K* D 0p, — K*

olur. Buradan dp; — K* D 9p, dir. 9f(x) ve —0f(x) kompakt konveks kiimeler

oldugundan ve py, po fonksiyonlarinin tanimlamgindan 9p; = 9f(x) ve
Opy = —0f(z) dir. O halde

Of(x) — K* D —0f(x) (4.1.38)
olur.
Tersine; (4.1.38) saglansm. Bu durumda 9p; = 9f(z) ve 9p; = —0f ()
oldugundan 9p; — K* D 9p, olur ki buradan
Op1 — K* D 0p, — K*
dir. Yani Op1g D Opax dir. O halde, V g € K ic¢in pix > pox olur. Bu

durumda f](g) > 0 dir ve mllr{lf;(g) = 0 olur. |
ge
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Teorem 4.1.6. f bir x € int{) noktasinda kuasidiferansiyellenebilir bir fonksi-

yon olsun. Bu durumda x noktasy f nin Q’daki bir minimum noktast ise
—0f(x) C 0f(x)

dwr. x noktasy f’nin §’daki bir maksimum noktasi ise
—0f(x) C 0f(x)

dar.

Kanait. = € intQ) oldugundan v(x, Q) = R™ dir. Bu durumda v*(z,Q2) = {0}

dir. z noktasi f'nin bir minimum noktas1 oldugundan m(inm fi(g) =0 dir ve
9€7(z,
v(x,Q) = R™ bir konveks koni oldugundan —0f(z) C 9f(z) — v*(x,Q) yani
~3f(x) C Of(x) — {0} C Of () ohur. .
h bir X C R™ agik kiimesinde tanimli ve kuasidiferansiyellenebilir olsun.

Q={ye X |[h(y) <0}

ve

n={g | W(x,y) <0}

2 ={g| M (z,g) <0} (4.1.39)
kiimeleri tanmmmlansin. v; C y(z,Q) ve I'(z,) C 7 dir. cly; = 79 ise bu
durumda cly(z, Q) = I'(x, Q) olur.

h bir x noktasinda kuasidiferansiyellenebilir oldugunda cly; = 5 esitliginin
hangi kosullarda gerceklesecegi arastirilacaktir.

V' kompakt konveks bir kiime ve g € R™ olsun.

G.(V)={veV | (v,z) = max(w,z)}

weV
kiimesine z tarafindan olusturulan V’nin maksimal ytizii denir. p, V’'nin destek
fonksiyonu olmak tizere p sublineer fonksiyonunun p!, y6nlii tiirevinin 9p/, sub-
diferansiyeli G,(V') kiimesine esittir. Yani, p'nin x noktasindaki dp(x) sub-
diferansiyeli G, (V)’ye esittir:

! = ma )
P.(9) ;. va)(v, 9)
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G (V) kompakt konveks kiimedir, z = 0 ise G,(V) =V dir.

Tanim 4.1.7. VW C R™ kompakt konveks kiimeler olmak tzere bir [V, W]
¢ifti alinsin. ¥V g € R" i¢in Gy,(W) maksimal yizii G,(V') maksimal yiiziine ait
degilse [V, W] ciftine bir genel pozisyondadar denir.

Tanimin bir sonucu olarak asagidaki 6zel durumlar elde edilebilir.

W NV ={ ise bu durumda [V, W] ¢ifti bir genel pozisyondadir.

Sinirlar: kesigiyor fakat herbir kesigim noktasinda hig ortak destek hiperdiiz-
lemi yoksa [V, W] ifti bir genel pozisyondadir.

V ve W kiimelerinden biri digerinin i¢inin alt kiimesi ise bu durumda bu

kiimeler bir genel pozisyondadir.

Yukaridaki sonuglarin herbiri hem [V, W] ¢ifti hem de [W, V] ¢ifti bir genel
pozisyondadir. Fakat genel olarak bu dogru degildir. V, W C R2, W bir iicgen
ve V' bu liggen iginde bir ¢ember alimirsa [V, W] ¢ifti bir genel pozisyonda
oldugu halde [W, V] cifti degildir.

Onerme 4.1.8. h bir x noktasinda kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyon ve
Y1,Y2 daha dnc tanvmlanan koniler olsun. [Oh(x), —Oh(z)] bir genel pozisyonda

ise bu durumda cly; = vy = T'(z, Q) dor.

Kanat. 1) (g) =0olanV g ve Ve > 0 i¢in ||¢ — g|| < € iken h/(q) < 0 olacak
sekilde 4 ¢ eleman1 var midir?

Vy € R” igin pi(y) = max (v,y) ve po(y) = max (v,y) olsun. p; ve py
vedh() ve[—oh(z)]

sublineer fonksiyonlar ve V y € R" i¢in A/ (y) = p1(y) — p2(y) dir. Bu durumda
pi(9) = po(g) dir. [Oh(z), —Oh(z)] cifti bir genel pozisyonda oldugundan
3 v vardir dyle ki v € Gy(=0h(x)) ve v & G,(Oh(x)) dir. v € G,(Oh(x))
oldugundan Ayirma Teoremi’'nden ve maksimal yiiziin tanimindan 3 w € R"”
vardir oyle ki

> !/ — !/
(v, w) U,eg;%%))(v,w) (p1)g(w)

olur. Yeterince kii¢iik o > 0 icin
1
(v.w) > ~|pi(g +aw) = pi(g)
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dir ya da
pi(g +aw) < pi(g) + a(v,w)

olur.

v € Gy (—0h(x)) ve pi(g) = pa(g) oldugundan maksimal yiizii tanimim
kullanilarak
pl(g)+a(v,w) = p2(9>—|—06(’(],w> = m%}}f( )(w,g)+a(v,w)
we— T
= (0,9) +a(v,w) = (v,9+ aw) < pa(g + aw)

olur ki buradan p;(g + aw) < pa(g + cw) dir. ¢ = g + aw alimirsa « yeterince
kii¢itk olmak tizere ||¢—g|| < € olur. O halde h,(¢) = p1(q¢) —p2(q) <0 dir. W

Uyar1 4.1.9. [V, W] ve [V, W] bir h fonksiyonunun bir x noktasindaki kua-
sidiferansiyelleri olan denk ¢iftler olsun. [V, —W] ¢ifti bir genel pozisyonda ise
[\7, —W] cifti de bir genel pozisyondadir. Gergekten;
l(q) = k! (q) olsun. Bu durumda;

pi(q) = max(v.q),  pa(q) = max (v,q)

ve

p3(¢) = max(v,q), pa(g) = max (v,q)
veV vE[-W]

olmak tizere | = p1 — py = p3 — pg tiir. g,q € R™ icin

lo(@) = (P1)g(0) — (P2)y(a) = (p3)g(q) — (pa)g(q)

olur. [V, —=W] bir genel pozisyondadir ancak ve ancak ¥V g € R" i¢in 3 ¢ € R"
vardir dyle ki (p1),(q) — (p2),(q) < 0 dir. Bu durumda [V, —=W] ve [V, W]
ciftlerinin her ikisi de bir genel pozisyondadir. O halde bir genel pozisyonda

bulunma 6zelligi subdiferansiyeli temsil eden ¢iftin seciminden bagimsizdar.

Teorem 4.1.10. h bir x noktasinda kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyon,
Q= {y R | h(y) <0} ve [Oh(x), —Oh(x)] ¢ifti bir genel pozisyonda olsun.
Bu durumda v, = cly(z, Q) = cll'(z, Q) dur.

Onerme 4.1.11. v, (4.1.39) de tanamlanan koni olmak tizere asagqidaki egitlik

saglanwr. coneé = |J A, & 'nin konik zarfi ve £ dual konisi olmak tizere;
A>0

Yo = U [—cone(dh(x) + w)]*

wEIh(z)
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Kanat. w € Oh(xr) olmak iizere

pu(g) = max|(v.9) + (w,)]

Ky =19 | pu(g) <0}

olsun. A/ (g) = min p,(g) oldugundan v, = {g| I%in Pw(g) <0} dir. g € 7o

wedh(x) €0h(z)
olsun bu durumda n(})}lr(l )pw(g) <0 dir. 3w € dh(z) vardir dyle ki p,,(g) <0
we T

olur. g € K, dir. O halde 7o C K, olur. Tersine K,, C 7, oldugu benzer
sekilde goriiliir. O halde
T2 = U Kw

wedh(z)
olur. p,, sublineer bir fonksiyon oldugundan K = —clconedp,, dir. K, kapal

oldugundan K, = [—conedp,,| dir. p,, fonksiyonunun tanimindan
Opy = Oh(x) + w olur. O halde

Yo = U K, = U [—cone(0h(x) + w)]*
wEdh(x) wEOh(z)

dir. [ |

Teorem 4.1.12. h kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyon ve
0={ye X | h(y) <0}

olsun. f, h(z) =0 olan bir x € Q noktasinda ekstremum degerini alan kuasi-
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve [Oh(zx), —0h(z)] ¢ifti bir genel pozisyonda

olsun. x bir minimum nokta ise bu durumda

—0f(x)C () [2f(z)+ cleone(dh(z) + w)] (4.1.40)
wEDh(x)
dir. x bir maksimum nokta ise bu durumda
—0f(x) () [0f(x) — cleone(dh(z) + w)] (4.1.41)
wedh(z)
dir.

Kanat. [Oh(x), —Oh(x)] cifti bir genel pozisyonda oldugundan cly(x, Q) = 7,

dir. K, = —[cone(Oh(z) + w)]* olmak iizere v» = |J K, oldugundan
weDh(x)
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Y w € Oh(x) igin m}i{n fi(g) = 0 olur. K, kapal konveks bir koni oldugundan
gEKw
VY w e df(z) C df(x) —w* olur. K = —clcone(dh(z) + w) oldugundan

—0f(x) C m [0f (z) + clcone(Oh(z) + w)]

wEOh(z)

dir. [ |

Uyar1 4.1.13. h(z) = 0 ve Dh(x) = [Oh(z),0h(x)] h fonksiyonunun bir x
noktasindaki kuasidiferansiyeli

Oh(z) N (—Bh(z)) = 0 (4.1.42)

kosulunu saglasin. Bu durumda x bir minimum ise

—0f(x) C () [2f(z)+ cone(Dh(x) + w)] (4.1.43)

wedh(z)

dir. x bir maksimum ise

—df(x)c () [0f(x) — cone(dh(z) + w)] (4.1.44)
)

wEDh(z

dar.

Gergekten; Oh(z) N (—=0h(z)) = 0 oldugundan ¥ — w € [—0h(x)] igin
0 & [Oh(x) + w] dur. Sifiry icermeyen kompakt bir kiimenin konik zarfi kapals
oldugundan (4.1.43) ve (4.1.44) egitliklerinde kapanis islemi gerekli degildir.

Not 4.1.14. (4.1.42) kosulu kuasidiferansiyeli temsil eden her kiime ¢ifti igin
saglanmayabilir. Gercekten; kabul edilsin ki bir [Oh(x), Oh(x)] (4.1.42) kosulunu
saglasin. B merkezi sifir yaricapr yeterince biyik olan bir yuvar olmak tzere
Oh(z) + B ve Oh(x) + B kiimeleri kesigirler ve

[Oh(x) + B,0h(z) + B] ~ [0h(z), Oh(z)]

dir. Ayrica (4.1.42) kosulu saglanwyorsa [Oh(x), Oh(z)] ¢ifti bir genel pozisyon-
dadar.

Uyar14.1.15. x f'nin Q daki minimumu ise (4.1.40) ifadesi su sekilde yazila-
bilir: ¥V w € df (x),V w' € Oh(z) igin

—(w + df(x)) N clecone(w’ + Oh(x)) # 0 (4.1.45)
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dir. conef = /\UO)\f olmak iizere (4.1.45) ifadesi ¥V w € 0f(z),¥Y w' € Oh(x)
>
1¢in
—cone(w + 9f(z)) N clecone(w’ + dh(x)) # 0 (4.1.46)
olur. Oh(x) ve —Oh(x) kesismiyorsa bu durumda (4.1.46) ifadesi
—cone(w + df (z)) N cone(w’ + dh(z)) # 0 (4.1.47)

olarak yazlabilir. Benzer sekilde; x maksimum ise (4.1.41) ifadesi¥ v € Of (z),
V w' € Oh(x) igin

cone(v + df(z)) N clecone(w’ + dh(x)) # 0 (4.1.48)

seklinde yazlabilir. Oh(z) N (=0h(x)) = 0 ise bu durumda (4.1.48) ifadesi
Vv e df(x),V w € dh(z) igin

cone(v + df (z)) N cone(w’ + dh(x)) # 0 (4.1.49)

olur. Of (z) N (—=0f(x)) = 0 ise bu durumda;
x bir minimum ise V w € df(x),V w' € dh(z) igin

—cone(w + Of (z)) N cone(w' + dh(z)) # 0 (4.1.50)
ve x bir maksimum ise V v € 3f(z),V w' € Oh(z) igin
cone(v + df(z)) Ncone(w' + Oh(x)) # 0 (4.1.51)
olur.

Teorem 4.1.16. f ve h R"’de kuasidiferansiyellenebilir fonksiyonlar,
Q= {y e R"[h(y) <0},

x € Q wve h(z) = 0 olsun. x noktast f nin Q’da bir minimum noktas: ise bu
durumda

Ly(z) = —[0f(x) + Oh(x)]
Ly(z) = conv{df(x) — Oh(z),0h(z) — Of (x)}

olmak tzere
L1 (LU) C LQ(I)

dir.

105



Kanat. h(x) = 0 ve z, f fonksiyonunun ’daki bir minimum noktasi olsun.
f*=f(zx) = E15121]0(31) olmak iizere R™’de tamimh F(y) = max{f(y) — f*, h(y)}
y

fonksiyonu alimsin. F(x) = 0 ise z noktast F'nin R™'de bir minimumudur. F

kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyon oldugundan kisitsiz bir minimum igin

9(x) = conv{df (x) — Oh(x), Oh(z) — O f (x)}

ve

olmak tizere

dir. [ |

Q={y|h(y) <0} veQ={y|fly) > f(x)} olsun. f(y) = f(x) -
f(y) olarak almwsa Q = {y|f(y) < 0} olur ve Df(z) = [-df(z), —0f (z)]
dir. Kabul edilsin ki —0f(z) ile 9f () kiimesi ve —0h(x) ile —0h(z) kiimesi
kesismesin. h kisit fonksiyonu Q kitmesinde bir 2 noktasinda minimum degerini

aliyorsa V w' € Oh(z),V v/ € [—0f ()] icin
—cone(w’ + 0h(x)) Ncone(v' — f (x)) # 0 (4.1.52)
dir. v = —v' almarak
cone(v + df(z)) = —cone(v' — df(z))
esitligi kullamilirsa V w’ € 0h(z),V v € 3f () icin
—cone(w' + Oh(z)) N cone(v + Of (x)) # 0

olur. Bu durumda A'nin ’da bir 2 noktasmda minimum degerini almasi i¢in
gerekli kogul f'nin 2’da bir x noktasinda maksimum degerini almasi igin gerekli

kosul ile aynidir.

Uyar1 4.1.17. h;(i = 1,2,...,N) bir X C R" agik kiimesi tizerinde tanimli ve

kuasidiferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak tzere
Q={yeR" | hly) <0 Vi=1,.. N}
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olsun. h(y) = mlaxhi(y) ise
Q={yeR" | h(y) <0}
biciminde yazilabilir.
Bir f fonksiyonunun €2’daki bir ekstremum noktasi i¢in gerekli kosullar f
ve h fonksiyonlarinin kuasidiferansiyelleri ile ifade edilebilir. A fonksi-yonunun

kuasidiferansiyeli hq, ..., hy fonksiyonlarinin kuasidiferansiyeli ile ifade edilebildiginden

gerek kogullar f, hq, ..., hy fonksiyonlarinin kuasidiferansiyeli ile ifade edilebilir.

Teorem 4.1.18. Q = {y € X | h(y) = 0}, h bir x € Q noktasinda diizgiin
kuasidiferansiyellenebilir olsun. [Oh(z), —0h(z)] ve [Oh(z), —Oh(x)] ¢iftleri bir

genel pozisyonda ise
['(2,Q) ={g € R" | hy(g) = 0}
dir.
h bir X C R” agik kiimesinde tamimli ve kuasidiferansiyellenebilir bir
fonksiyon olmak {tizere

Q={yeR"|h(y) =0} (4.1.53)

olsun. x € Q f’nin bir ekstremum noktasi olmak iizere bir ekstremum igin
gerek kogullar ile I'(z, 2) konisi yeniden ifade edilebilir:
Kabul edilsin ki [Oh(z), —Oh(x)] ve [Oh(z), —Oh(x)] ¢iftleri bir genel pozisyonda

olsun. Bu durumda Teorem 4.1.18’den
['(z,Q) = {g | hy(g9) =0}

dir ya da v2 = {g | h,(g) <0} ve 72 = {g | hi.(9) = 0} = {g | (=h),(g) < 0}
olmak tlizere

F(»’EaQ):%m%

olur.

Onerme 4.1.11°den

Yo = U [—cone(dh(z) + w')|*

w’'€0h(x)
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dir. —h fonksiyonu icin Onerme 4.1.11 kullanilarak

olmak tlizere

Jo = U [~cone(—dh(z) + \)]*
AE[—0h(z)]
= U J[cone(dn(z) +w)]*
w’€dh(x)
Buradan
[(z,Q) = |J [~cone(@h(z)+w)]*N U [cone(Oh(x)+v')]*
w'€dh(z) v’ €0h(x)
= U [~cone(dh(z) + w")]* N [cone(Dh(x) + v')]*
v’ €9h(x)
w’'€Oh(x)
(4.1.54)
olur.

Teorem 4.1.19. Q@ = {y € R" | h(y) = 0}, h R"'de kuasidiferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve f ekstremum degerini €2’da bir x noktasinda alan kuasidiferan-
siyellenebilir bir fonksiyon olsun. [Oh(x), —Oh(x)] ve [Oh(z), —Oh(z)] bir genel
pozisyonda olsunlar. f wve h fonksiyonlarnin x noktasinda duzgin kuasidife-

rensiyellenebilir olsunlar. x noktasi f ’nin Q’°da bir minimumu ise

—Of(x ﬂ {0f(x) — cl[cone(Oh(x) +v') — cone(dh(x) +w')]} (4.1.55)
w’€0h(x)
v’ €0h(x)

dur. x noktasy f’nin §’da bir maksimumu ise
—0f(x ﬂ {0f(x) + cllcone(Oh(x) +v') — cone(dh(x) +w')]} (4.1.56)

w’€0h(x)
v'€dh(x)

dir.
Kanit. v' € 9h(x),w' € Oh(z) olmak iizere
Ky = [cone(dh(z) +w')]* N [cone(Fh(z) + v')]*

olsun. (4.1.54)’den

U Kv’w’

w'€0h(x)
v'€0h(x)
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olur. Teorem 4.1.3'den ve K, C I'(z,2) oldugundan V v" € 0h(x),
Y w' € Oh(z) icin en[q(in fi(g) = 0 dir. Teorem 4.1.5’den
g o w!
—0f(z) C Of(2) — K}

dir. Bir kesisimin dual konisi dual konilerin toplamlarimin kapanigina esit
oldugundan
K}, = —cllcone(dh(z) + w') + cone(dh(z) + v')] (4.1.57)
olur. ¥ v' € Oh(x),V w' € Oh(z) icin
—df(x) C 9f(x) — cllcone(dh(x) + w') + cone(dh(z) + v')] (4.1.58)

saglandigindan kanit biter. [

4.2 Optimizasyon igin Yeter Kosullar

Teorem 4.2.1. f bir X C R" a¢ik kimesinde taniml ve bir x € X noktasinda

dizgin kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

—0f(z) C intdf(z) (4.2.59)
1se x noktasy f 'nin bir kesin yerel minimumudur.

—0f(r) C intdf(z) (4.2.60)
ise x noktast f nin bir kesin yerel maksimumudur.

Kanit. —0f(z) C intdf(r) ise 3 ¢ > 0 i¢in B birim yuvar olmak iizere
—0f(x) +eB C 3f () dir ve

max  (v,9) < max (v,g)

ve[—0f (z)+eB] vedf(x)
dir.
max (v,9) = max (v,g)+max(v,g)
ve[-df (x)+¢B] ve[-df ()] veeB
= max (v,9)+elyg|
ve[-df(z)]
oldugundan
fi(g) = max (v,9) — max (v,9) > ellg|
vedf(z) ve[-8f(x)]
olur. ||g|| =1 igin
/ O%g(a)
fla+ag) = () = afilg) + orgla) > afe + Z0Y)

olur. M «— 0 oldugundan 3 § > 0 vardir 6yle ki V g € B,V « € (0,9) icin
ag + 0z 4(a) > 0 dir. z bir minimum noktasidir. |
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Uyar14.2.2. Kesin yerel ekstremum i¢in kisitle durumda iki yeter kosul asagidaks
sekilde verilbilir.
YV w e df(x) veV w' € dh(x) igin

—(w + 9f(x)) N clcone(Oh(z) + w')

kesisimi r yaricapl bir yuvar icersin. Bu durumda x noktasy f nin Q’da bir
kesin yerel minimumudur. Ayrica Teorem 4.1.16°deki kosullar saglaniyorsa

ve Ly(z) C intLy(x) ise x noktasy f’nin Q’da bir kesin yerel minimumudur.
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