ONly,
WO &,
o° s, D

RN\ ANADOLU UNIiVERSITESI BILIM VE TEKNOLOJi DERGIS]
. s ANADOLU UNIVERSITY JOURNAL OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
Cilt/Vol. 3 - Sayi/No: 3 : 401-404 (2002) 0

XIV. Ulusal Matematik Sempozyumu Ozel Sayisi/Special Issue for XIVth National Mathematics Symposium

ARASTIRMA MAKALESi/RESEARCH ARTICLE

GCD MATRISININ KARAKTERISTIK POLINOMU UZERINE
Ercan ALTINISIK!

0z
S = {zy,23, ...,z } elemanlan pozitif tamsayilar olan bir kiime olsun. (z;,;), z; ve z; tamsayilarinin en
biiyiik ortak bolenini gdstermek {izere n x n tipindeki (S) = (s;;) = ((@i, z;)) matrisine, S kiimesi {izerinde
en bilyilk ortak bolen (Greatest Common Divisor, GCD) matrisi denir. Bu ¢alismada GCD matrisinin

karakteristik polinomunun katsayilart Euler’in toplam fonksiyonu ve S kiimesi {izerinde tamimlanan bir (0-1)
matrisinin, alt matrislerinin determinantlar cinsinden hesaplanmigtir.

Anahtar Kelimeler: GCD matrisi, Euler’in toplam fonksiyonu, Carpan kapali kiime, Karakteristik poli-
nom )

ON THE CHARACTERISTIC POLYNOMIAL OF THE GCD MATRIX
| ABSTRACT

Let S = {z1,29,...,2,} be a set of distinct positive integers. The n x n matrix (S) = (si;) , where
sij = (zs,2;), the greatest common divisor of z; and z; , is called the greatest common divisor (GCD)
matrix on S . In this paper, coefficients of the characteristic polynomial of the GCD matrix are calculated

in terms of Euler’s totient function and determinants of submatrices of a (0-1) matrix defined on S.

Key Words: The GCD matrix, Euler’s totient function, Factor closed set, Characteristic polynomial

1. GIRiS
Bu boliimde, Beslin ve Ligh (1989) tarafindan ilk

kez caligilan GCD matrisleri tanitilacak ve bu ma-
trislerle ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 1. S = {z1, %3, ..., T, } elemanlars farkl poz-
itif tamsaylar olan bir kime olsun. (z;,x;) , ©; ve
z; tamsaylarinan en biyik ortak bélenini géstermek
tizere n X n tipindeki (S) = (si;) = ((xs,2;)) ma-
trisine, S kimesi dzerinde en biyik ortak bolen
(Greatest Common Divisor, GCD) matrisi denir.

Tanmum 2. Elemanlar: pozitif tamsayilar olan bir S
kiimesinin her elemaninin pozitif tamsayr bélenleri
yine S kiimesinin elemanlars oluyorsa, S kiimesine
carpan kapalidir (Factor Closed, FC) denir.

Herhangi bir pozitif tamsay: kiimesinin carpan
kapali bir pozitif tamsay1 kiimesi tarafindan kap-
sanacag aciktir. S = {1,239, ..., 2, } kiimesini kap-
sayan en kii¢lik carpan kapah kiimeye S kiimesinin
carpan kapanigi denir ve S ile gosterilir. Bu calig-
mada, aksi belirtilmedikge, S = {z1,23,...,z,} €l
emanlar1 farkh pozitif tamsayilar olan bir kiimeyi
ve S = {21,%2, s Tny Tns1, ..y Tm}, S kiimesinin
carpan kapanmgim belirtecektir.

Teorem 3. n X m tipinde A = (a;;) matrisi

g = #(x;) , zj|zi >Ti€8 ve z; €8
Y 0 , aksi halde

geklinde tanwmlansin. Bu taktirde S kiimesi tize-
rindeki GCD matrisi (S) , (S) = AAT seklinde
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yazilabilir. Burada AT , A matrisinin transpozudur.
(Beslin ve Ligh, 1989)

Sonug 4. S = {z1,Z2,...,Tn} carpan kapals ise ¢ ,
Euler’in toplam fonksiyonu olmak tzere

det (S) = ¢(z1)$(z2)...d(zn)-
(Li, 1990)
Aj = ¢ (dj) olmak iizere
A =diag (A1, Aa, ..., Amm)

kdgegen matrisi ve

L,
€45 = 0 ,

olmak ilizere n x m tipinde E = (e;;) matrisi
tamimlansin. Bu taktirde Teorem 1 de verilen A =
(a;;) matrisi, A = EAY/? olarak yazlabilir. Bu-
rada A2 = diag (v/A1, VA2, ..., VAm) dir. (Beslin
ve Ligh, 1989)

zjlzi 23, €S ve =z €S (1)
aksi halde

Sonug 5. S = {z1,%a,...,xn} kimest Gzerindeki
(S) GCD matrisi, (S) = EAET geklinde yaxlabilir.
(Li, 1990)

Li (1990) cahgmasinda, ¢arpan kapali olmayan
S = {z1,z2,...,2n} kiimesi iizerindeki GCD ma-
trisinin determinantinin degerini agagidaki teoremle
vermigtir.

Teorem 6. E = (e;;) , elemanlart (1) ile verilen
matris ve By, k,,.. k,) matrisi, E = (ei;) matrisinin
ki, ke, ..., kn inci sttunlars hari¢ difer stutunlarinin
silinmesi ile elde edilen E = (e;;) matrisinin bir
alt matrisi olsun. S = {1,%2,..., Tn, Tnt1, - Tm}
, S kiimesinin carpan kapanisr olmak tizere S =
{z1,22,...,xn} kiimesi tzerindeki GCD matrisinin
determinants,

det (S) = Z [(dEtE(kly .... lcn))2

1<k <...<kn<m

P(@ky)-- P2k, )} (2)

2. TEMEL SONUCLAR ~ _

Bu boliimde ilk olarak, S kiimesi yerine S
kiimesini kapsayan carpan kapal bir pozitif tam-
sayl kiimesi alinmasi durumunda Teorem 2 nin
iddiasinin degigmeyecegi gosterilecektir. Sonra,
S = {z1,%2,..,2,} kiimesinin bir alt kiimesi
tzerindeki GCD matrisinin determinantinin Teo-
rem 2 yardimyla hesaplanabilecegi ispatlanacaktir.
Biitin bunlarin 1ginda S = {z1,Z2,...,Tn}
klimesinin r elemanh alt kiimeleri iizerindeki GCD
matrislerinin determinantlar: toplami, elemanlar
(1) ile verilen E = (e;;) matrisinin uygun mertebeli
alt matrislerinin determinantlar1 ve Euler’in toplam
fonksiyonu cinsinden hesaplanacaktir. Son olarak
bu teoremden hareketle, calismamizin esas sonucu
verilecektir.
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Yardimc1 Teorem 7.
S' = {T1,Z2, s Ty Tt 1, ooy T}

, S kiimesini kapsayan ¢arpan kapals bir pozitif tam-
says kiimesi olsun. n X u tipinde G = (g;;) matrisi

1,
9=\ 0 |

olacak sekilde tanimlansin. Bu taktirde S kiimesi
tuzerindeki GCD matrisinin determinant:

zj|zi sz, €8 ve z;€8 (3)
aksi halde

det (S) = (det Gay .. k) @ (Thy) ot 2k ) -
1<k1<...<kn<u
4)

Kanit. S = {Z1,Z2, ey Ty Tt 1, -, Tm} 5
S = {z1,%2,..,2n} kiimesinin carpan kapams:
oldugundan her j = m + 1,m + 2,...,u i¢gin
z; pozitif tamsayilari, S klmesinin hicbir ele-
mamm bolmeyecektir. Buradan E = (e;) , el-
emanlar1 (1) ile verilen n x m tipinde matris ve
Onx(u-m) » ™ X (u —m) tipinde sifir matrisi olmak
lizere G matrisi, G = [Enxm,Onx(u—m)] seklinde
yazilabilir. Oyleyse (4) toplaminda j € {1,2,...,n}
olmak tzere Jk; € {m+1,m+2,...,u} ise
det G, ks,....k,) = 0 olacaktir. Buradan

> (det Gy, .., k,’,))2¢(xk1)~--¢(xkn) (5)

1<k1<...<kn<u

toplaminda ki, k2, ..., ky, leri
1<k <k <..<ky<m

seklinde kisitlayabiliriz. O halde (5) toplami, (2)
egitliginin sag tarafina egit olur. Bu da ispat:
tamamlar.

S = Az, 34,0z}, S = {21,T, .30}
kiimesinin r elemanh bir alt kiimesi olsun. £ = (e;;)
, elemanlar1 (1) ile verilen matris olmak lizere

t1 to ... i
E< ki ke ... ke ) ’
E = (e;;) matrisinin ty,o,...,& yinci satirlan ve

ki,ka, ..., ky yinci situnlar: hari¢ diger tiim satir
ve siitunlarinin silinmesi ile elde edilen £ = (e;;)
matrisinin bir alt matrisi olsun.

Yardimc: Teorem 8. St(r) kimesi dzerindeki GCD
matrisinin determinants,

2
3 detp{ B o b
ki Ky
1<k1 <. <kn<m

det (5{7) =
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Kamit. S kiimesinin carpan kapanigt
5’57‘) = {.’L‘tl y Loy eeey wtr,z‘trﬂ 5 ery Tt }

olsun. S kiimesi iizerindeki GCD matrisinin ij—
elemamn,

<Str))ij

(zti)xt,’): Z ¢(xtk)

LIS
Ty, ]th

= d)(xtlc)etitketjtk
k=1

eleman-
matrisinin

olarak yazlabilir.
lann (1) ile

tit;— elemamdir. Bu taktirde (St(r)) matrisi,
(St(r)) _ E(t1,t2,.A.,t,)A(t1,tz,...,tr)(E(tl,tz,..,,tr))T

geklinde yazilabilir. Burada E(tutertr)  ye
Altvtzrte) matrisleri, sirasiyla E = (e5;) ve A =
diag (A1, Az, ..., Am) matrislerinin t1,¢2,...,¢, inci
satirlarn hari¢ diger satirlarinin silinmesi ile elde
edilen, E = (e;;) ve A matrislerinin alt matrisleridir.
Diger taraftan

Burada ey,
verilen E = (es)

St = {xh’xtz)“'7xt,-;xt.«+1a'-'7xts} cS

oldugundan Teorem 2 ve Yardimci Teorem 1 den is-
pat hemen elde edilir.

Teorem 9. S = {z1,...,z,} kiimesinin r elemanh
alt kiimeleri iizerindeki GCD matrislerinin determi-
nantlar toplama a, ise

2
_ 141 A A .
ar = E [(detE( kL .. ke )) (6)
: 1<t1<...<tp<n

1<k <...<krZm

¢(why ) (2, )] -

Kanst. {1,2,...,n} kiimesinin her farkl

{t1,t2,...,1.} alt kiimesi igin
St(r) = {thl,.’llt”...,xtr} Q S = {.’111,.’1}2,...,.’11n}

olacagl acgiktir. Diger bir ifadeyle 1 < ¢ < t2 <
. < t, < n olacak gekilde her farkl (¢1,%s,...,t,)
siral 7 lisi igin S{” = {#t,,Ttpy oy} € S =
{z1,%q,...,2,} olur. O halde Yardimci Teorem 2
~ geregi, ele aliman alt matrisler {izerindeki GCD
matrislerinin determinantlar1 toplamu (6) ile verilen
toplamin degeri olacaktir.

Teorem 10. S = {z1,z2,...,z,} kiimesi tzerindeki
GCD matrisinin karakteristik polinomu

AN = (0" +a (=N +ay (=N

+oitapo1 (=N +an

olsun. Bu taktirder =1,2,...,n i¢in

: 2
— [ R,
S (CHIEES)
1<t1 <. . <t <t
1<k1<...<kn<m

¢(xk1)...¢(ackr)] .

Kanst. (S) matrisinin karakteristik polinomu

A(A) = det ((S) = M)
= (=N"+a (=N +ay (-1
+... 4 an-1 (=A) +an
olsun. Burada r = 1,2,...,n i¢in a, kat-

saysi, (S) matrisinin r yinci mertebeden prensi-
bal mindrlerinin toplamina egittir. (S) matrisinin r
yinci mertebeden prensibal minérleri, S kiimesinin »
elemanli alt kiimeleri izerindeki GCD matrislerinin
determinantlaridir. O halde Teorem 3 geregi ispat
hemen elde edilir.

3. TARTISMA

Bu galismada kisaca, GCD matrisinin karakter-
istik polinomunun katsayilarini, elemanlar (1) ile
verilen E matrisinin uygun mertebeli alt matris-
lerinin determinantlar1 ve Euler’in toplam fonksiy-
onu cinsinden hesaplamig olduk. Ayrica n x n GCD
matrisi pozitif tanimli ve simetrik oldugundan n
tane farkl reel karakteristik degeri vardir. Buradaki
yontem her ne kadar uzun olsa da, Teorem 4 GCD
matrisinin karakteristik degerlerini Euler’in toplam
fonksiyonu ve elemanlar1 (1) ile verilen F matrisinin
uygun mertebeli alt matrislerinin determinantlar:
cinsinden hesaplama veya hi¢ olmazsa tahmin etme
olanag: verecektir. Bu konudaki ¢aligmalarimiz de-
vam etmektedir.
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