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_ SZASZ TiPi OPERATORLERLE
POLINOM AGIRLIKLI UZAYLARDA YAKLASIM

Nurhayat ISPIR?

Bu gahismada pozitif eksenin tamaminda Szasz tipi operatérlerle siirekli fonksiyonlara agirhkl yaklagim

ve yaklagim hizi iizerine teoremler ispat edilmistir.

Anahtar Kelimeler:

Szasz tipi operator, Agirlikh yaklagum, Siireklilik modiilii, Yaklagim hizi.

APPROXIMATION BY SZASZ TYPE OPERATORS
IN POLYNOMIAL WEIGHT SPACES

ABSTRACT

The theorems on weighted approximation and the rate of approximation of continuous functions by Szasz

type operators on all positive axis are established.
Key Words:

Szasz type operator, Weighted approximation, Modulus of continuity, Rate of convergence.

1. GiRIS
Bu ¢ahgmada Szasz tipi

T) = (chnx _1°°(nm)2k g&
ath) = ehna) 3 G ()

neN,N:={1,2.}z>0

operatdriiniin [0, 00) da tanmmli, siirekli f fonksiyon-
larina yaklagim teoremi agirlikli uzaylarda verilecek,
bir agirhkh sireklilik mod{ili tammlanarak bunun
yardim ile yaklagim hiz1 elde edilecektir.

Lineer pozitif operatdrler dizisinin pozitif yar: ek-
sende siirekli fonksiyonlara yaklagim &zelliklerinin
incelendigi c¢aligmalarda yaklagim teoremleri ya
[0,00) un bir sonlu alt aralifinda veya noktasal
olarak verilmektedir (Altomare ve Campiti (1994)).
Lesniewicz ve Rempulska (1997) tarafindan Szasz
tipi operatorlerin yaklagim 6zellikleri iistel agirlikly

uzaylarda aragtirilmig ve yaklagim teoremi uzayin
normunda degil sup normda verilmig yaklagim
hizi ise noktasal olarak bulunmugtur. Walzack
(2000) genellestirilmig Szasz operatorler ile [0, co)
x [0, 00) da siirekli fonksiyonlara agirlikh yaklagim
teoremlerini Lesniewicz ve Rempulska’in (1997)
calismasina benzer olarak elde etmigtir. Her iki
caligmanin da ilham kaynagi Becker, Kucharski ve
Nessel’in (1978)

—nz = ( k k
Sn(fax):e kz:% 'f(l:))l f(;),nEN,ZL'ZO

olarak tamumlanan Szasz operatorleri ile ilgili
caligmasidir.

Bu c¢algmanin amaci, pozitif yari eksenin
tamammda (1) ile tanimlanan Szasz tipi operatdrler
yardim ile siirekli fonksiyonlara agirlikli yaklagim ve
yaklagim hiz1 iizerine teoremler vermektir.
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2. AGIRLIKLI UZAYLARDA YAKINSAKLIK
VE YAKLASIM HIZ|
Burada ilk olarak, polinom aguirhikll uzaylarda
(1) operatériiniin [0,00) da siirekli fonksiyonlara
yakinsaklik kosullar1 verilecektir. Bunun igin
Gadzhiev’in ((1974), (1976)) agirhkh uzaylarda
verdigi Korovkin tipi teorem kullamlacaktur.
Teorem A (Gadzhiev (1974), (1976)). o(z), =
in siirekli ve artan bir fonksiyonu ve My sadece f ye
bagl bir sabit olmak tizere B, |f(z)| < My p(x),
,p(z) = 14+¢%(z), —00 < & < 00, kogulunu saglayan
fonksiyonlarin smifi olsun. B, lzerindeki norm
[|f(z)ll, = sup 1_5;(1 ile verilsin. C,, R (reel
z€ER
sayilar kiimesi) de stirekli olan f € B, fonksiyon-
larmm smifim1 ve C¥, lim £=) — k (k, f ye bagh
z—rtoo P(2)
bir sabit) kogulunu saglayan f € C, fonksiyonlarimnmn
siifim1 gbstersin.

C, dan B, doniigiim yapan pozitif lineer opera-
torlerin Gyle bir {T,} dizisi bulunabilir ki bu T7, ler
icin

lim [[Ta(¢",2) — " @], = 0, »=0,1,2

kogular1 saglanir ve bu durumda her f € C:,“ icin
lim [|Ta(f,2) — £(&)ll, =0
dir. Fakat &yle bir f* € C, /C¥ vardir ki
lim [IT(f*,2) — (@), 2 1

dir.

Teorem A nin bir sonucu olarak agagidaki teorem
verilmigtir.

Teorem B (Gadjiev vd (1998)). {an}, ILm ap =

n—o0

oo olacak bicimdeki pozitif sayilarin bir dizisi olsun.

C, dan B, ya tammh {T},} pozitif lineer operatdrler
dizisi icin eger

Tim [ITa(¢",2) = ¢ @l 00, = 0, ¥ =0,1,2

kogullar1 gergekleniyorsa bu durumda her f € C’,’f
fonksiyonu igin

Jim |ITo(£,2) = £(@)lla 0.0 =0

dir. Burada

||f||p,[o,an] = sup |f (=)]

z€[0,an] p(x)
dir (Gadzhiev vd, 1998).
Teorem B dikkate alinarak Teorem A da R ye-

rine [0,00) alinmas: halinde asagidaki tammlar: ve
yaklagim teoremini verebiliriz.

Anadolu Universitesi Bilim ve Teknoloji Dergisi, 3 (8)
B, [0,); f,[0,00) da tammh ve
|f(z)] < My p(z), = €[0,00)

kogulunu saglayan fonksiyonlarin uzayin: gostersin.
Burada p agirhk fonksiyonu p(z) = 1 + z% olup
My, f ye bagh bir sabiti gostermektedir.

C,[0,00), [0,00) da siirekli olan biitin f €
B, [0, 00) fonksiyonlarimin alt uzaym ve

Ck [0,00), lim =)

a—o0 p(z)

saglayan biitin f € C,[0,00) fonksiyonlarimn alt
uzayini gostersin.

Bu uzaylar her f € C, [0,00) i¢in

@]
) p(z)

= ky < oo kogulunu

f = sup
” ”p, [0,00) 2€[0,00

agirlikli normu ile birer normlu uzaydir.
Teorem 1. {L,}, (1) ile verilen operatdrlerin
bir dizisi olsun.
Ly : C, [0,00) = B,[0,00) lineer pozitif operator-
lerin bir dizisi olup eger
v =20,1,2icin
nh_{& |Ln(t”,2) — x”llp,[o,oo) =0

ise bu durumda her f € C,’f 710, 00) igin
1m (1La(£,2) = £l 0.y = O
dir.

Kanit. L, operatérinin lineer pozitif operator
oldugu agiktir. Operatériin tanimi kullamlarak

Ln(l,z) = 1, (2)
L,(t,z) = =ztanhnz, (3)
L,(t?,z) = 2° +%tanhm:, z € [0,00),n €N (4)

oldugu goriilebilir. p(z) =1+ 22, z € [0, 00) igin

_ 1= (nz)?k 2k
Lpr) = (ohnn) S G0 o(%)
B 1 %= (nx)?* 2k\ 2
= {chnz) 1}; k)] <1+(?> >
= L,(1,7) + L,(#*,z)
< 2p(x)
olup

Lah, )| < £ (L52) <161 00 Lalor2)
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ifadesinden dolay1 L,, C, [0,00) dan B,[0,00)
uzayina doniiglim yapar.

Diger taraftan, (2) egitligi dikkate alindiginda
v =0 igin

1}—1—{20 1L (L 2) = 1], f0,00) = O

oldugu agiktir. Aym zamanda (3) esitliginden

|Ln(t, z) — z| |z(1 — tanh nx)|
sup ———5— < sup ———————
z€[0,00) l+z z€[0,00) 1+
4+ sup

z€[0,00) 1+22

olup r € N, n € N, z > 0 olmak iizere

2x"

<z"(1— A
0 <z"(1 - tanhnz) porTa]

<2'7TrinTT (5)

egitsizligi kullanilarak

=0

JHm (|La(t,2) = 2,10 o0)

elde edilir. Benzer gekilde (4) esitligi ve (5) esitsizligi
yardium ile

lim ||L G =0

z?|
n—00 £,[0,00)

bulunur. Dolaymsiyla ¢(z) = z olmak {izere Teo-
rem A nin hipotezleri gergeklenmisg oldugundan her
f€CH [0,00) icin

nlg%o ILn(f,z) — f(l")”p,[o,oo) =0

sonucu elde edilir.

Simdi {L,} operatorler dizisinin yaklagim hizini
vermek icin [0, 00) da bir agirlikh siireklilik modiilii
tammlamak istiyoruz.

Bilinen w(f,d) 1. siireklilik modiili § — 0 iken
acgik araliklarda ve sonsuz aralikta sifira gitmez. Bu
Ozelligi gercekleyecek bicimde bir Q(f;d) agirlikh
siireklilik modiiliinii her f € C§* [0, 00) icin

oy |f(z +h) — f(2)]
(f50) = |h|§6?2£[0,oo) (1+h%)(1+2?)

olarak tamimlayalim. 1. siireklilik modili i¢in
bildigimiz ozellikler bazi farkliliklarla Q(f;4) igin
saglanir:

Lemma (Gadzhiev ve Ispir (1999)). f €
C,lf’ [0,00) ve Q(f;0) yukanda tammlanan agirlikl
siireklilik modiilii olsun. Bu durumda,

1. Q(f;48),6 ya gore pozitiftir ve monoton artan
fonksiyondur.

2. Her f e Cy [0, 00) igin,

lmQ(f;6) = 0

dir.
3.Bir m dogal sayisi igin
Q(f;ms) < 2m(1 + 6*)Q(f;6)
olup herhangi A > 0 i¢in
Q(F;28) < 2(1+ N1+ 6*)Q(f;9) (6)

dir.

Simdi L, operadrleriile f € C&’ [0, 00) fonksiy-
onlar icin yaklagim hiz ile ilgili asagidaki teoremi
verelim.

Teorem 2. f € C,’f’ [0, 00) ve yeterince bilyiik
n icin
|Ln(f,2) — f(2)] ~1/2
sup < KQ(f,n~Y 7
z€[0,00) (1 + 1132)2 ( ) ( )

olup burada K, n den bagimsiz bir sabittir.

Kanit. Q(f,8) agurlikli siireklilik modiiliiniin tanimi

kullanilarak her f € C}* [0,00) ve z,t € [0,00) igin

1f®) = F@)] < L+ )1+ (¢ - 2)*)S; |t~ )

ve (6) dan

10~ @l <4 (L

F1) (38001 +07)(1+ (1))
(8)
yazilabilir. (8) esitsizligi gdz Oniine alinarak Ly
pozitif lineer operatorii igin

[Ln(f,2) - f(x)] < Ln(|f(t)~f(m)|)
< 4Q(f;60)(1 + 2%)(chnz) ™t -

(nz)2k 2k 2
S ()
=
1+ Ta
elde edilir. Bu ifadeyi

ILn(f,2) — f(@)] < 4Q(f;60)(1+2%)(A1+ A2+ As+Ad) (9)

n

biciminde yazalim. Burada

o0

(chnz)~

oldugu agiktir. A, ifadesi yaziip Cauchy-Schwartz
egitsizligi uygulanirsa

2k
n

_ (chnz)™t XX (na)?k
Az = on 2 (2k)!

k=0

1 ) 2\ 1/2
-1
(—5—— < (chnz) E (— - x) )
k=0

IN
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bulunur. Diger taraftan
3
L((t—2)% 1) = <2m2 - _x> (1 - tanhng) + —
n n
ve her n € N, z € [0, 00) igin

z+1
n

0 < Ln( (t _'1')27:1") < 3

oldugundan (Lesniewicz ve Rempulska (1997)), 4,
icin

z+1 1/2
n

1
<—13
re< g (

elde edilir.
Ayni zamanda

k=0
olup
1
Ag < 3$:
yazlir.
_ (chnz)™t & (nx)?* 2k 2k ?
A = on kZ:o e |n |\ TF
_ 1 (nz)** |5 — 2| (2k _ >2
= (chn) o, B E e
2k |2k _g| /g 2
+(chnz)™! (no) (———x)
(chnz) |%§|>6 K 6 n
cig () 2k
< (chnz) kzzo k)1 (n x)

(chnz)™! (nz)?* %—x !
T (n )

dir. L, operatériiniin tarumi dikkate alinarak ve
bir dizi hesaplamalarla

L.((t—-x)"z) = 8z*(1— tanhnz)

+—1—2m3(1 — tanh nz)
n

+%w2(1 — tanh nz)

_E % e
ns n? n
oldugu gosterilebilir. (5) esitsizligi kullanilarak her
n € N ve z € [0,00) igin

2
1

Lo((t —2)t,2) < a7 & 2HD)

bulunur. Bu son egitsizlik ve Aj esitsizligi gbz6niine

alindiginda

4 2
A4<3x+1 T(z*+z+1)

- n+g n
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dir. (9) ifadesinde bu degerler yerine yazilirsa

|Ln(f,2) = f(x)] < 49Q(f;60)(1 +27)

[1 N 1 [3z+1)
On n
6(x+1) 47 (2 +ax+1)
+ PR
n 62 n

elde edilir. Burada 6, = n~*/2 almirsa

Ln(f,2) = f(2)] < 4(1+2")Qf5n7 %) 1+

V3z+1)+6(z+1)

+47(z% + & + 1)]

olup yeterince biiyiik n ler i¢in (7) sonucuna ulagihir.
Boylece ispat tamamlanir.
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