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poıiNOM AGIRUKU UZAYLARDA YAKLAŞıM

Nurhayat iSPiR 1

öz

Bu çalışmada pozitif eksenin tamamında Szasz tipi operatörlerle sürekli fonksiyonlara ağırlıklı yaklaşım

ve yaklaşım hızı üzerine teoremler ispat edilmiştir.
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APPROXIMATION BY SZASZ TYPE OPERATORS
IN POlYNOMIAl WEIGHT SPACES

ABSTRACT

The theorems on weighted approximation and the rate of approximation of continuous functions by Szasz
type operators on all positive axis are established.

Key Words: Szasz type operator, Weighted approximation, Modulus of continuity, Rate of convergence.

operatörünün [0,00) da tanımlı, sürekli 1 fonksiyon­
larına yaklaşım teoremi ağırlıklı uzaylarda verilecek,
bir ağırlıklı süreklilik modülü tanımlanarak bunun
yardımı ile yaklaşım hızı elde edilecektir.

Lineer pozitif operatörler dizisinin pozitif yarı ek­
sende sürekli fonksiyonlara yaklaşım özelliklerinin
incelendiği çalışmalarda yaklaşım teoremleri ya
[O, 00) un bir sonlu alt aralığında veya noktasal
olarak verilmektedir (Altomare ve Campiti (1994)).
Lesniewicz ve Rempulska (1997) tarafından Szasz
tipi operatörlerin yaklaşım özellikleri üstel ağırlıklı

1. ciaiş

Bu çalışmadaSzasz tipi

-ı co (nx)2k (2k)
Ln(f, x) = (chnx) L (2k)! 1 --; ,

k=O

n E N, N:= {1,2, ...}, x;:: O

(1)

uzaylarda araştırılmış ve yaklaşım teoremi uzayın

normunda değil sup normda verilmiş yaklaşım

hızı ise noktasalolarak bulunmuştur. Walzack
(2000) genelleştirilmiş Szasz operatörler ile [0,00)
x [0,00) da sürekli fonksiyonlara ağırlıklı yaklaşım

teoremlerini Lesniewicz ve Rempulska'ın (1997)
çalışmasına benzer olarak elde etmiştir. Her iki
çalışmanın da ilham kaynağı Becker, Kucharski ve
Nessel'in (1978)

S(1) -nx~ (nx)k 1 (k) N
n ,x =e ~lk)! ~ ,nE ,X;::O

olarak tanımlanan Szasz operatörleri ile ilgili
çalışmasıdır.

Bu çalışmanın amacı, pozitif yarı eksenin
tamamında (1) ile tanımlanan Szasz tipi operatörler
yardımı ile sürekli fonksiyonlara ağırlıklı yaklaşım ve
yaklaşım hızı üzerine teoremler vermektir.
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2. AGIRLlKLI UZAYLARDA YAKINSAKLIK
VE YAKLAŞıM HIZI

Burada ilk olarak, polinom ağırlıklı uzaylarda
(1) operatörünün [0,00) da sürekli fonksiyonlara
yakınsaklık koşulları verilecektir. Bunun için
Gadzhiev'in ((1974), (1976)) ağırlıklı uzaylarda
verdiği Korovkin tipi teorem kullanılacaktır.

Teorem A (Gadzhiev (1974), (1976)). rp(x), x
in sürekli ve artan bir fonksiyonu ve M i sadece i ye
bağlı bir sabit olmak üzere Ep li(x)1 ::; Mı p(x),
,p(x) = 1+rp2 (x), -00 < x < 00, koşulunu sağlayan

fonksiyonların sınıfı olsun. Ep üzerindeki norm

Ili(x)llp = sUP
R

ı~~~U) ile verilsin. c., R (reel
xE

sayılar kümesi) de sürekli olan i E Ep fonksiyon-

larının sınıfını ve C;, xEııoo ~f:? = k (k, i ye bağlı

bir sabit) koşulunu sağlayan i E Cp fonksiyonlarının

sınıfını göstersin.
Cp dan Ep dönüşüm yapan pozitif lineer opera­

törlerin öyle bir {Tn} dizisi bulunabilir ki bu Tn ler
için

Ep [0,00); i, [0,00) da tanımlı ve

li(x)/ ::; Mı p(x), x E [0,00)

koşulunu sağlayan fonksiyonların uzayını göstersin.
Burada p ağırlık fonksiyonu p(x) = 1 + x2 olup
Mı, i ye bağlı bir sabiti göstermektedir.

Cp [0,00), [0,00) da sürekli olan bütün i E
Ep [0,00) fonksiyonlarının alt uzayını ve

C;' [0,00), lim i((x)) = ki < 00 koşulunu
x--+oo p x

sağlayan bütün i E Cp [0,00) fonksiyonlarının alt
uzayını göstersin.

Bu uzaylar her i E Cp [0,00) için

li(x)1
Ilill p,[0,00) = sup p(x)

xE[O,oo)

ağırlıklı normu ile birer normlu uzaydır.

Teorem ı. {L n }, (1) ile verilen operatörlerin
bir dizisi olsun.
Ln : Cp [0,00) -+ Ep [0,00) lineer pozitif operatör­
lerin bii dizisi olup eğer

ı/ = 0,1,2 için

koşuları sağlanır ve bu durumda her i E C; için

lim IITn(j, x) - i(x)llp = °
n--+oo

lim IILnW,x) - xVll p [O 00) = °n--+oo 1 ,

ise bu durumda her i E C;' [0,00) için

dır. Fakat öyle bir f* E Cp /C; vardır ki

lim IITn(j*, x) - f*(x)llp ~ 1
n--+oo dır.

Kanıt. L n operatörünün lineer pozitif operatör
olduğu açıktır. Operatörün tanımı kullanılarak

Ln(t2,X) = x2+::. tanhnx, x E [0,00), n E N (4)
n

olduğu görülebilir. p(x) = 1 + x2, x E [0,00) için

(2)

(3)

1,
x tanh nx ,

-ı 00 (nx)2k (2k)
Ln(p, x) (chnx) {; (2k)! p --;:

-1 00 (nx)2k ( (2k)2)
(chnx) (; (2k)! 1 + --;:

Ln(l,x) + Ln(t2,x)
< 2p(x)

dir.
Teorem A nın bir sonucu olarak aşağıdaki teorem

verilmiştir.

Teorem B (Gadjiev vd (1998)). {an}, lim an =
n--+oo

00 olacak biçimdeki pozitif sayıların bir dizisi olsun.
Cp dan Ep ya tanımlı {Tn} pozitif lineer operatörler
dizisi için eğer

dır. Burada

li(x)1
Ilillp,[O,an ] = sup p(x)

xE[O,a n ]

koşulları gerçekleniyorsa bu durumda her i E C;
fonksiyonu için

lim IITn(rpv, x) - rpV(x)ll p [o a J = 0, ı/ = 0,1,2
n-too ' , n

dir (Gadzhiev vd, 1998).
Teorem B dikkate alınarak Teorem A da R ye­

rine [0,00) alınması halinde aşağıdaki tanımları ve
yaklaşım teoremini verebiliriz.

olup
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ifadesinden dolayı t.; ep [0,00) dan Ep [O, 00)
uzayına dönüşüm yapar.

Diğer taraftan, (2) eşitliği dikkate alındığında

ı/ = °için

J~~ IILn (1,x) - 11I p ,[0,00) = °
olduğu açıktır. Aynı zamanda (3) eşitliğinden

dır.

3.Bir m doğal sayısı için

olup herhangi A >°için

(6)

ILn(t,x) - z] Ix(1 - tanhrıx)1
sup 2 < sup 2

xE(O,oo) 1 + x - xE[O,oo) 1 + x
x+ sup --2

xE(O,oo) 1 + x

olup r E N, rı E N, x ~ °olmak üzere

dır.

Şimdi L n operaörleri ile f E e;ı [0,00) fonksiy­
onları için yaklaşım hızı ile ilgili aşağıdaki teoremi
verelim.

Teorem 2. f E e;ı [0,00) ve yeterince büyük
rı için

Kanıt. n(j, <5) ağırlıklı süreklilik modülünün tanımı

kullanılarakher f E e;ı [0,00) ve x,t E [0,00) için

eşitsizliği kullanılarak

lim IILn(t, x) - z]Ip [O 00) = °
n-too ' 1

elde edilir. Benzer şekilde (4) eşitliği ve (5) eşitsizliği

yardımı ile

ILn(j, x) - f(x)1 < Kiıt] -ı/2)
sup (2)2 H ,rı

xE[O,oo) 1 + x -

olup burada K, rı den bağımsız bir sabittir.

(7)

bulunur. Dolayısıyla cp(x) = x olmak üzere Teo­
rem A nın hipotezleri gerçeklenmiş olduğundan her
f E e;ı [0,00) için

sonucu elde edilir.

Şimdi {L n } operatörler dizisinin yaklaşım hızını

vermek için [0,00) da bir ağırlıklı süreklilik modülü
tanımlamak istiyoruz.

Bilinen w(j, <5) ı. süreklilik modülü <5 -+ °iken
açık aralıklarda ve sonsuz aralıkta sıfıra gitmez. Bu
özelliği gerçekleyecek biçimde bir n(j; <5) ağırlıklı

süreklilik modülünü her f E e;ı [0,00) için

n(j' <5) - sup If(x + h) - f(x)1
, - Ihl:So, xE[O,oo) (1 + h2 ) (1 + x 2 )

If(t) - f(x)1 ::; (1 + x2)(1 + (t - x)2)n(j; it - xi)

ve (6) dan

If(t) f(x)l:::; 4 (It;n xi + l) su], "n)(l +x2 )( ı + (t - x)2)

(8)
yazılabilir. (8) eşitsizliği göz önüne alınarak L n

pozitif lineer operatörü için

elde edilir. Bu ifadeyi

ILn(J, x) - f(x)1 :::; 4n(J; "n)(1+x2)(Aı+A2+Aa+A4) (9)

biçiminde yazalım. Burada

olduğu açıktır. A2 ifadesi yazılıp Cauchy-Schwartz
eşitsizliği uygulanırsa

-ı 00 (rıx )2k
Aı = (chrıx) L (2k)! = 1

k=O

olarak tanımlayalım. ı. süreklilik modülü için
bildiğimiz özellikler bazı farklılıklarla n(j; <5) için
sağlanır:

Lemma (Gadzhiev ve İspir (1999)). f E

e;ı [0,00) ve n(j; <5) yukarıda tanımlanan ağırlıklı
süreklilik modülü olsun. Bu durumda,

1. n (j; <5), <5 ya göre pozitiftir ve monoton artan
fonksiyondur .

2. Her fE e;ı [0,00) için,

limn(j;<5) = °
o-tO

<

(chrıx)-ı f (rıx)2k 1 2k _ xi
<5n (2k)! rı

k=O

( )

ı/2
1 -ı 00 (rıx)2k 2k 2

<5n (chrıx) t; (2k)! (~- x)
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bulunur. Diğer taraftan dir. (9) ifadesinde bu değerler yerine yazılırsa

( 3X) xL n ( (t - X)2,X) = 2x2 - -:;;: (1 - tanhnx) +;;:

ve her n E N, x E [0,00) için

olduğundan (Lesniewicz ve Rempulska (1997)), A 2

için

1( x + 1) 1/2
A 2 < - 3--

- Ön n

ILn(f,x)-f(x)1 < 4n(fj8n)(ı+x
2
)

[ı + .ı /3(x + ı)
s; V n

6(x+ı) 47 (x
2+x+ı)]

+ + ;:2n un n

elde edilir. Burada Ön = n- 1
/

2 alınırsa

ILn(f, x) - f(x)1 < 4(ı + x 2)n(f;
n- ı / 2) [1+

V3(x + 1) + 6(x + 1)

+47(x
2 + x + 1)]

elde edilir.
Aynı zamanda

olup yeterince büyük n ler için (7) sonucuna ulaşılır.

Böylece ispat tamamlanır.

yazılır.

olup

A 3
x + 13< -­- n
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KAYNAKÇA

( h ) - ı '" (nx)2k 1
2
: - xi (2

nk
_ x) 2+ c nx L (2k)! -'--'-"---:c8n- --'

1~-xl~J

( h ) - ı ~ (nx?k (2k _ )2
C nx L (2k)! n x

k=O

(chnx)-ı ~ (nx)2k (2k _ )4
+ 8~ L (2k)! n x

k=O

(chnx)-ı f (nx)2k 1
2k _ xi (2k _ x) 2

8n (2k)! n n
k=O

( h r ' '" (nx)2k i~ - xi (2k _ )2
C nx L (2k)! 8n n x

1~-xl<J

<

dir. L n operatörünün tanımı dikkate alınarak ve
bir dizi hesaplamalarla

-1 00 (nx)2k (2k )2
A 3 = (chnx) 2:= (2k)! -:;;: - x

k=O

8x 4
(ı - tanh nx)

ı2 3
+-x (ı - tanhnx)

n
4 2

+-x (ı - tanhnx)
n
x 3x 2 x--+-+-n 3 n 2 n

olduğu gösterilebilir. (5) eşitsizliği kullanılarak her
n E N ve x E [0,00) için

Ln((t _ x)4,X) :::; 47(x
2
+ x + 1)

n

bulunur. Bu son eşitsizlik ve A 3 eşitsizliği gözönüne
alındığında

A 3
X + 1 47 (x 2 + x + 1)

4 < -- + - -'-------'-
- n Ö~ n
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