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KONVEKS, KOMPAKT KÜME DEGERıi DÖNÜŞÜMLER içiN
MAKSiMAl KONVEKS DEVAM

Khalig G. GUSEINOV1, Orhan ÖZER, Serkan DÜZCE

öz

Bu çalışmada, konveks, kompakt küme değerli dönüşümlerin maksimal konveks devamı araştırılmıştır.

Konveks devam kavramı ile ilgili sonuçlar diferansiyel içermeler teorisinin bazı problemlerinin araştırılmasında

bir araç olarak kullanılmaktadır.

Anahtar Kelimeler: Küme değerli dönüşüm, Türev kümesi, Konveks devam

MAXIMAL CONVEX C,ONTINUATION FOR CONVEX, COMPACT
SET VAlUED MAPS

AB8TRACT

In this study, the existence of the maximal convex continuation of the convex, compact set valued maps
is investigated. The results obtained for existence of coııvex continuation, are employed for studying some
problems in differential inclusion theory as a tool,

Key Words: Set valued map, Derivative set, Convex continuation

1. cisiş
Bu çalışmada konveks, kompakt küme değerli

dönüşümler için maksimal konveks devamın varlığı

araştırılmıştır. Konveks, kompakt küme değerli

dönüşümleriçin konveks devamın varlığı özel bir du­
rum için Guseinov vd. (1999)'da, genel durumda ise
Guseinov vd. (2001)'de incelenmiştir.

]Rn ile n-boyutlu Euclidean uzayını, A C ]Rn

için intA ile A kümesinin içini, DA ile A kümesinin
sınırını göstereceğiz. F(·): X "-+ Y ile X
uzayından Y uzayına küme değerli dönüşümleri,

yani \:ix E X için F (x) C Y kümesini karşılık ge­
tiren dönüşümleri gösterelim. F(-) : X "-+ Y küme
değerli dönüşümünün grafiğini

grF(·) = {(x,y) E X x Y i y E F(x)}

ile gösterelim. Grafiği konveks, kompakt küme olan
küme değerli dönüşüme konveks, kompakt küme

değerli dönüşüm denir. W(·) : [to, tı] "-+ ]Rn küme
değerli dönüşümünü ele alalım ve bu küme değerli

dönüşümün grafiğini

w = grW(-) = {Ct, x) E [to,tı] x ]Rn i x E W(t)}

olarak gösterelim. (t,x) E [to,tı] x R" için

D+W (t, x) = {v E ]Rn lliminf d (x + 8v, W(t + 8)) = o}
0-->0+ 8

D-W (t, x) = {v E]Rn i liminf d (x - 8v, W(t - 8)) = o}
0-->0+ 8

olsun. D+W (t, x) kümesine,

W(·) : [to, td "-" ]Rn

küme değerli dönüşümünün (t, x) noktasındaki

sağ türev kümesi ve D-W (t, x) kümesine,
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W(·) : [to, tı] '"vf JRn küme değerli dönüşümünün

(t,x) noktasındaki sol türev kümesi denir. Burada
x E JRn, A C JRn için

d(x,A) = inf II x - all,
aEA

ii . II Euclidean normudur.
Küme değerli dönüşümlerintürev kümeleri, küme

değerli analizin ve düzgün olmayan analizin birçok
problemlerinin incelenmesinde kullanılan alt ve üst
Bouligand konileri ile yakından ilgilidir (Aubin ve
Frankowska, 1990; Clarke vd., 1998; Guseinov vd.,
1985).

Bundan sonra tüm incelemelerimizde

W(·) : [to, tı] '"vf JRn

küme değerli dönüşümünün konveks, kompakt
oldugunu varsayaçağız. W(to) = W o, W(tı) = Wı
olsun. Gerıelliği bozmadan Wo f. 0, Wı f. 0
oldugunu varsayacağız.

Şimdi küme değerli dönüşümler için sola ve sağa

konveks devam kavramlarının tanımını verelim.

• gr W*(-) = {(t,x) E [to-a,tı +a] x JRn i x E
W*(t)} konveks küme olsun.

o zaman W*(-) : [to - o, t ı + o] '"vf JRn küme
değerli dönüşümüW(·) : [to,td '"vf JRn küme değerli

dönüşümününkonveks a- devamıdır denir.

Konveks, kompakt küme değerli dönüşümünkon­
veks devamının varlığı, verilen E > O sayısı ve
konveks, kompakt değerli ve sürekli t '"vf W(t),
t E [to,tı] küme değerli dönüşümü için, t za­
manındaki erişim kümesi ile W(t) kümesi arasındaki
Hausdorff uzaklığı E sayısını geçmeyen diferansiyel
içermenin bulunması probleminin çözümünün ince­
lenmesinde önemli bir roloynamaktadır (Guseinov
vd., 2001; Guseinov vd., 2002; Guseinov vd., 2003;
Guseinov ve Ushakov, 2000).

2. KONVEKS DEVAMIN VARllGI

a > O, Wo, Wı C JRn, XO, xı E JRn ve
t E [to - o, tı + a] için

Tanım ı. a > O ve W*(·) : [to - o, tı] '"vf JRn küme
değerli dönüşümü için aşağıdaki koşullar sağlansın.

• W*(to - a) f. 0,

• Her t E [to,td için W*(t) = W(t),

K ~ (xo) i (t) = (1 _t - t: + a) Xo + t - t: + a Wo

K;; (xı) i (t) = (1- tı -~+a) xı + tı -~+aWı

Teorem 4. (Guseinov vd., 2001) Xo E JRn ve a > O
olsun. K eyfi w E 8Wo için

olarak tanımlansın.

• gr W*(-) ~ ((t,x) E [to - a,tı] x JRn i x E W*(t)} Şimdi konveks, kompakt W(.) : [to,tı] '"vf JRn
konveks kume olsun. küme değerli dönüşümü için sola ve sağa konveks

a-devamın varlığı ile ilgili teoremleri ifade edelim.o zaman W*(·) : [to - a, tı] '"vf JRn küme
değerli dönüşümüW(·) : [to, tı] '"vf JRn küme değerli

dönüşümünün sola konveks a-devamıdır denir.

Tanım 2. a > O ve W*(-) : [to, tı + a] '"vf JRn küme
değerli dönüşümü için aşağıdaki koşullar sağlansın. D+W(to, w) C D+K~ (xo) i (to, w)

• W*(tı + a) f. 0,

• Her t E [to, tı] için W*(t) = W(t),

ise W(·) : [to, tı] '"vf JRn küme değerli dönüşümü

için to 'ın soluna konveks a- devam vardır ve keyfi
t E [to - a, td için

• gr W*(-) = {(t, x) E [to, t ı + a] x JRn i x E W*(t) }
konveks küme olsun. W* (t) = { K~(xo) i (t)

W(t)
, t E [to - o, to)
, t E [to, tı]

o zaman W*(-) : [to,tı + a] '"vf JRn küme
değerli dönüşümüW(·) : [to, lı] '"vf JRn küme değerli

dönüşümününsağa konveks a- devamıdır denir.

olmak üzere, W* (-) : [to - a, td '"vf JRn küme
değerli dönüşümüW(·) : [to, tı] '"vf JRn küme değerli

dönüşümünün sola konveks a- devamıdır.

Tanım 3. a > O ve t '"vf W*(t),
t E [to - o, t ı + a] küme değerli dönüşümü için
aşağıdaki koşullar sağlansın.

• W*(to - o) f. 0, W*(tı + o) f. 0,

• Her t E [to, tı] için W*(t) = W(t),

Burada D+K~ (xo) i (to, w) kümesi

t '"vf K~ (xo) i (t)

küme değerli dönüşümünün (to, w) noktasındaki sağ

türev kümesidir.
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Teorem 5. (Guseinov vd., 2001) xı E JRn ve o: > O
olsun. K eyfi w E öWı için

D-W(tı,w) C D- K;; (Xı) i (tı,w)
ise W(·) : [to, tı] ~ JRn küme değerli dönüşümü

için tı 'in sağına konveks 0:- devam vardır ve keyfi
t E [to, tı + 0:] için

W* (t) _ { W (t) , t E [to, tı]
- K;;(xı) i (t) , tE (tı, tı + 0:]

olmak üzere W*(·) : [to, tı + 0:] ~ JRn küme
değerli dönüşümüW(·) : [to, tı] ~ JRn küme değerli

dönüşümününsağa konveks 0:- devamıdır.

Burada D-K;; (xı) i (tı,W) kümesi
t ~ K!:' (eı) i (t) küme değerli dôniişümünün

(tı, w) noktasındaki sol türev kümesidir.

Teorem 6. (Guseinov vd., 2001)
o: > O, Xo, xı E JRn olsun. Keyfi Wo E öWo için

ve keyfi wı E öWı için

D-W(tı,wı) C D- K;; (xı) i (tı, wı)

Kanıt. Seçilen herhangi bir t* E [to, tı] için

Pa. (X*) i (t) =

= (1 _t - to + 0:* ) z , + t - to + 0:* W (t*)
t* - to + 0:* t* - to + 0:*

(1)
olmak üzere, Pa. (X*) i (-) : [to - 0:*, tı] ~ JRn küme
değerli dônüştimünütanımlayalım. t = to için

(2)

olduğunu gösterelim. x E Pa. (x*) i (to) alalım.

x = (1 - 0:* ) x* + 0:* w* (3)
t* - to + 0:* t* - to + 0:*

olacak şekilde w* E W (t*) vardır.

(to - o:*,x*) E grW*(·), (t*,w*) E grW*(·)
ve grW* (-) C [to - 0:, lı] x JRn konveks küme
olduğundan (to, x) E grW*(-) bir başka deyişle

x E W* (to) = W o

olur. O zaman (2) kapsaması doğrudur.

Şimdi her t E [to - 0:*, t*] için

oldugunu varsayalım. W(·) : [to, lı] ~ JRn küme
değerli dönüşümü için konveks 0:- devam vardır ve
keyfi t E [to - 0:, tı + 0:] için

{

K~(xo) i (t)
W*(t) = W(t)

K;;(xı) i (t)

t E [to - 0:,to)
, t E [to,tı]
, tE (tı,tı + 0:]

olduğunu kanıtlayalım.

diyelim ve t E [to - 0:*, t*] için

olmak üzere, W*(-) : [to - 0:, ıı + 0:] ~ JRn küme
değerli dönüşümü, W(·) : [to, tı] ~ JRn küme değerli

dönüşümünün konveks 0:- devamıdır.

Örnek 7. V*, V* C JRn kompakt, konveks kümeler
ve intV* f=. 0, intV* f=. 0 olsun. tE [to,tı] için

W(t)= (1- t-to)v*+ t-to V*
tı - to tı - to

olarak tanımlanan W(·) : [to, tı] ~ JRn küme
değerli dônüşümüniln, en az bir o: > Oiçin konveks
o:-devamı vardır.

Şimdi konveks devamın bir özelligini karakterize
eden bir önerme kanıtlayalım.

Önerme 8. o: > O ve W* (-) : [to - 0:, tı] ~ JRn
küme değerli dönüşümü W(·) : [to, tı] ~ JRn küme
değerli dönüşümününsola konveks 0:- devamı olsun.
O zaman 0:* E (0,0:] ve x* E W* (to - 0:*) olmak
üzere, her t E [to,lı] için

W (t) C K~. (z,') i (t)

olur.

olmak üzere, Qa. (x*) i (-) : [to - 0:*, tı] ~ JRn
küme değerli dôniişiimiinii tanımlayalım. (2) kap­
saması ve K~. (zı,) i (-) küme değerli dönüşümünün

tanımlanışındandolayı her t E [to - 0:*,tı] için

olduğu açıktır. Her t E [to - 0:*, t*] için

olduğu kolayca gösterilebilir.
O zaman her t E [to - 0:*, t*] için (1) ve (4) ifadesin­
den

ve t = t* için (5) ifadesinden

W (t*) C K~. (z ,) i (t*)

oldugu bulunur. O halde herhangi bir t* E [to,td
için W (t*) C K~. (x*) i (t*) olur.
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Kanıt. Önce

olarak tanımlansın. O zaman t E [to - n*, tı] için

olmak üzere, W~(·) [to - n, tı] 'vf ]Rn

küme değeTli dönüşümü, W(·) : [to, tı] 'vf ]Rn

küme de.ijeTli dönüşümünün sola maksimal konveks
n* - devamıdır.

, t E [to - n*,to)
, t E [to, tı]

WM (t) = { u.; (t)
o , W (t)

olur.

Önerme g, önerme 8'e benzer olarak kanıtlanır.

Önerme 9. n > °ve W*(-) : [to, tı + n] 'vf ]Rn

küme değerli dönüşümü W(·) : [to, tı] 'vf ]Rn küme
değerli dönüşümünün sağa konveks n- devamı ol­
sun. O zaman n* E (O, n] ve z , E W* (tı + n*)
olmak üzere, her t E [to, tı] için

3. MAKSiMAl KONVEKS DEVAM
Şimdi sola ve sağa maksimal konveks devamın

tanımını verelim.

Tanım 10. n > °sabit bir sayı ve

küme değerli dönüşümü, W(·) : [to, tı] 'vf ]Rn, küme
değerli dönüşümünün sola bir konveks n- devamı
olsun. Eğer W(·) : [to, tı] 'vf ]Rn küme değerli

dönüşümünün her W*(·) : [to - n, tı] 'vf ]Rn sola
konveks n-devamı için

W*(to - n) C W: (to - n)

koşulu sağlanıyorsa, W: (.) : [to - n, tı] 'vf ]Rn

küme değerli dönüşümüne, W(-) : [to, tı] 'vf ]Rn

küme değerli dönüşümünün sola maksimal konveks
n- devamı denir.

Tanım 1 ı. n > °sabit bir sayı ve

W:; (-) : [to - n*, tı] 'vf ]Rn

küme değerli dönüşümünün, W (.) küme
değerli dönüşümünün sola konveks o , -devamı
olduğunu kanıtlayalım. Ma:. ::f. 0 oldugundan
wt; (to - n*) ::f. 0 ve her t E [to, tı] için
wt; (t) = W (t) olduğu açıktır. Şimdi

grW:; (-) C [to - n*, tı] x ]Rn

kümesinin konveks oldugunu kanıtlayalım. Bunun
için V', Vii E grWt; (.) ve A E [O, ı] alalım. O zaman

Vi = (tl,W /) , Vii = (tl,W")

olacak şekilde t', t" E [to -'-- n*, tı] ve WL E W t; (t'),
w" E W t; (tiL) vardır. tL < t" olduğunu kabul ede­
lim. Bu durumda üç olasılıkla karşılaşırız:

ı. t" < to ise grM~. (.) C [to - n*, to] x ]Rn kon­
veks olduğundan (ı - A)VI + AV" E grWt;(-)
olur.

küme değerli dönüşümü, W(·) : [to, tı] 'vf ]Rn küme
değerli dönüşümünün sağa bir konveks n- devamı

olsun. Eğer W(·) : [to, tı] 'vf ]Rn küme değerli

dönüşümünün her W*(-) : [to, t ı + n] 'vf ]Rn sağa

konveks n-devamı için

W*(tı +n) C W:(tı +n)

koşulu sağlanıyorsa, W: (-) : [to, tı + n] 'vf ]Rn

küme değerli dönüşümüne, W(·) : [to, tı] 'vf ]Rn

küme değerli dönüşümünün sağa maksimal konveks
n- devamı denir.

2. to ::; tL ise gTW(,) C [to, tı] x ]Rn konveks
olduğundan (ı - A)VI + AV" E gr Wt; (.) olur.

3. tL < to < t" ise WL E M~. (tL) ve w" E W (tiL)
olur. Bu durumda

i _ (ı tL - to + n*) tL - to + n*
W - - x* + Wo

n* n*

olacak şekilde z , E Ma:. ve Wo E W o vardır.

X* E Ma:. olduğundan her w E Wo için

olur. O zaman teorern 4'ten
Teorem 12. n* > 0,

Ma:. = {x E ]Rn i Y Wo E W o için
D+W(to, wo) C D+ K~. (x) i (to, wo)} ::f. 0

olsun. M~. (.) : [to - n* ,tı] 'vf ]Rn, küme deşerli

dönüşümü

W* (t) = { K~. (z,') i (t)
W (t)

şeklinde tanımlanan

, t E [to - n*,to)
, t E [to, tı]

ML (t) = (ı _t - to + n*) M t - to + n* M!,
o , o , + o

n* n*

küme değerli dönüşümü, W (.) küme değerli

dönüşümünün sola konveks n*-devamıdır.
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ve dolayısıyla keyfi A E [0,1] için

W· (t") = W (t") ,

A (t', 'lll') + (1 - A) (t", 'lll") E grW· (.)

AW' + (1 - A) 'lll" E W· (At' + (1 - A)t") (6)

Teorem 13. a. > °ve

Ma. = {x E IRn i V wı E Wı ıçın

D-W(tı,wı) C D--Kt:. (x) i (tı,wı)} f. 0

olsun. Mt:. (.) : [to, t ı + a.] ~ IRn küme değerli

dönüşümünü

M/:. (t) = (1 _ tı + a. - t) Ma. + t ı + a. - t Wı
a. a.

şeklinde tanımlansın. O zaman t E [to, ıı + a.] için

WM (t) = { W (t) t E [to, tıJ
o., Ma.(t) tE(tı,tı+a.]

olmak üzere, W:: U [to, tı + a.] ~ IRn
küme değerli dönüşümü, W(·) : [to, tıJ ~ IRn
küme değerli dönüşümünün sağa maksimal konveks
a. - devamıdır.

Teorem 13, teorem 12'ye benzer olarak kanıtlanır.

KAYNAKÇA

koşulu sağlanır. O halde z , E Ma. olur.
x. E WO (to -- a.) keyfi seçildiğinderı,

WO(to - a.) C W:: (to - a.)

olur. Yani W::U [to-a.,t ı] ~ IRn
küme değerli dönüşümü, WU : [to, tıJ ~ IRn
küme değerli dönüşümünün sola maksimal konveks
a. -devamıdır.

(8)W· (t) = W:: (t) = W (t)

W· (t) = K~. (x.) i (t) C M~. (t) = W:: (t)
(7)

olacağı açıktır. W· ('), W:: (.) küme
değerli dönüşümlerinin tanımlarından, keyfi
t E [to, tıJ için

'lll" E W· (t") ve (t", 'lll") E grW· (.)
olur. W· (.) : [to - a., tı] ~ IRn küme
değerli dönüşümü W U : [to,tıJ ~ IRn

küme değerli dönüşümünün sola konveks
a.-devamı olduğundan, keyfi A E [0,1] için

K~. (x.) (.) dönüşümünün tanımıanı-

şırıdan WL E K~. (x.) i (t') olur.
WL E W· (t') ve (t',w l

) E grW· U olur.
'lll" E W (t") , t" > to olduğundan

olur. x. E Ma. olduğundan, keyfi
t E [to - a.,tı] için

olur. (6), (7) ve (8) ifadelerinden, keyfi
A E [0,1] için

AW I + (1 - A) 'lll" E W:: (At' + (1 - A)t")

ve

A(t',W') + (1 - A) (t", 'lll") E grW:: U

olduğu bulunur. Yani grW:: (.) konveks bir
kümedir.

o halde W:: (.) : [to - a., tı] ~ IRn küme değerli

dönüşümü konvekstir ve W (.) : [to, tı] ~ IRn küme
değerli dönüşümünün sola konveks a.-devamıdır.

Şimdi W:: U : [to - a., tı] ~ IRn küme değerli

dönüşümünün, W(·) küme değerli dönüşümünün

sola maksimal konveks a.-devamı olduğunu

kanıtlayalım. WOU: [to - o.,, tı] ~ IRn küme
değerli dönüşümü,W(·) küme değerli dönüşümünün

sola konveks a.-devamı olsun. z , E WO(to - a.)
alalım. O zaman önerme 8 uyarınca her t E [to, tıJ

için
W (t) C K~. (x.) i (t)

içermesi sağlanır. Wo = W(to) = K~. (a.,) i (to)
olduğundan, keyfi 'lll E Wo için

D+W(to, 'lll) C D+K~. (x.) i (to, 'lll)
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