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KONVEKS, KOMPAKT KUME DEGERLI DONUSUMLER iCiN
MAKSIMAL KONVEKS DEVAM

Khalig G. GUSEINOV!, Orhan OZER, Serkan DUZCE

Bu cahismada, konveks, kompakt kiime degerli doniiglimlerin maksimal konveks devami arastirmigtir.
Konveks devam kavramu ile ilgili sonuglar diferansiyel icermeler teorisinin bazt problemlerinin aragtirilmasinda

bir arag¢ olarak kullanilmaktadir.
Anahtar Kelimeler:

Kiime degerli doniiglim, Tiirev kiimesi, Konveks devam

MAXIMAL CONVEX CONTINUATION FOR CONVEX, COMPACT
SET VALUED MAPS

ABSTRACT

In this study, the existence of the maximal convex continuation of the convex, compact set valued maps
is investigated. The results obtained for existence of convex continuation, are employed for studying some

problems in differential inclusion theory as a tool.

Key Words: Set valued map, Derivative set, Convex continuation

1. GiRiS

Bu caligmada konveks, kompakt kiime degerli
doniiglimler i¢in maksimal konveks devamin varlhiga
aragtirilmigtir.  Konveks, kompakt kiime degerli
doniigiimler igin konveks devamin varlig: 6zel bir du-
rum i¢in Guseinov vd. (1999)’da, genel durumda ise
Guseinov vd. (2001)’de incelenmigtir.

R"™ ile n—boyutlu Euclidean uzaym, A C R"
icin intA ile A kiimesinin icini, 0A ile A kiimesinin
sirim - gosterecegiz.  F(-) X ~ Y ie X
uzayindan Y uzayina kiime degerli doniigiimleri,
yani Vz € X igin F (z) C Y kiimesini karsihk ge-
tiren doniiglimleri gosterelim. F(-) : X ~ Y klime
degerli doniigiimiiniin grafigini

grF() ={(z,y) € X xY |y € F(z)}

ile gosterelim. Grafigi konveks, kompakt kiime olan
kiime degerli doniisiime konveks, kompakt kiime

degerli déniistim denir. W{(-) : [to, t1] ~ R™ kiime
degerli doniiglimiint ele alalim ve bu kiime degerli
doniigiimiin grafigini

W =grW() = {{t,z) € [fo, 1] X R" | z € W(4)}

olarak gésterelim. (t,z) € [to, 1] X R" igin

DYW (t,z) = {v € R" | liminf L@ FILW(t+9)) 0}
§—0+ 1)

DW(t2) = {oe R [mped =0 TU=D) )
§-+0%F Iy

olsun. D*W (¢, z) kiimesine,
W) : [to, t1] ~ R

kiime degerli doénligimiiniin (¢,z) noktasmdaki
sag tiirev kiimesi ve D~W (i,z) kiimesine,
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W() : [to,t1] ~ R"™ kiime degerli doniigiimiiniin
(t,x) noktasindaki sol tiirev kiimesi denir. Burada,
r € R™ A cCR"”igin

d(waA) = ;Ielg ” r—a “a

| - || Euclidean normudur.

Kiime degerli doniistimlerin tiirev kiimeleri, kiime
degerli analizin ve diizgiin olmayan analizin bir¢ok
problemlerinin incelenmesinde kullanilan alt ve iist
Bouligand konileri ile yakindan ilgilidicr (Aubin ve
Frankowska, 1990; Clarke vd., 1998; Guseinov vd.,
1985).

Bundan sonra tiim incelemelerimizde

W)t [to, t1] ~ R™

kiime degerli donliglimiiniin konveks, kompakt
oldugunu varsayacagiz. W(tg) = Wy, W(t;) = W,
olsun. Genelligi bozmadan Wy # @, W, # @
oldugunu varsayacagiz.

Simdi kiime degerli déniisiimler igin sola ve saga
konveks devam kavramlarinin tammin verelim.

Tanim 1. a > 0 ve W*(:) : [to — a, t;] ~ R™ kiime
degerli dontigtimi i¢in agagrdaki kogullar saglansin.

o W*(tg — o) # &,
o Hert € [to,t1] igin W*(t) = W (1),

o gr W*(:) = {(t,z) €[to —a,t1] x R" | z € W*(¢) }

konveks kiime olsun.

O zaman W*() [to — a,t;] ~ R™ kiime
degderli dénigimé W (-) : [to,t1] ~ R™ kiime degerli
dondigimiinin sola konveks a—devamidir denir.

Tamim 2. a > 0 ve W*() : [to, t1 + o] ~ R" kiime
degerli dontdsimi icin agagrdaki kogullar saglansin.

b W*(tl +a) 75 ,
o Hert € [tg,t1] icin W*(t) = W(¢t),

o gr W*(:) = {(t,z) € [to,t1 +a] x R |z € W*(¢) }

konveks kume olsun.

O zaman W*(.) [to,;t1 + a] ~ R™ kime
degerli dénigimi W(-) : [to,t1] ~ R" kiime deferli
donisumiinin saga konveks a— devamuidir denir.

Tanim 3. a > 0 wve t ~  W*),

t € [to — a,t1 + o] kime dejerli donisimii icin
asagrdaki kosullar saglansin.

L W*(to - a) ;é Q,W*(tl +0¢) # <,
o Hert € [to,t1] igin W*(t) = W(¢t),
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o gr W*() ={(t,z) €Efto—a,t1+a|xR" |z €
W*(t)} konveks kime olsun.

O zaman W*(-) : [to — a,t1 + o] ~ R™ kiime
degerli donigimi W(-) : [to, 1] ~ R"™ kime dederli
dénigiminin konveks a—devamadir denir.

Konveks, kompakt kiime degerli doniigiimiin kon-
veks devamimin varligl, verilen € > 0 sayis1 ve
konveks, kompakt degerli ve siirekli t ~ W(2),
t € [to,t1] kiime degerli déniigimii igin, ¢ za-
manindaki erigim kiimesi ile W (¢) kiimesi arasindaki
Hausdorff uzaklhigr ¢ sayisim ge¢meyen diferansiyel
icermenin bulunmasi probleminin ¢ézlimiiniin ince-
lenmesinde 6nemli bir rol oynamaktadir {Guseinov
vd., 2001; Guseinov vd., 2002; Guseinov vd., 2003;
Guseinov ve Ushakov, 2000).

2. KONVEKS DEVAMIN VARLIGI

a > 0, Wo, Wi € R”, g, 21 € R"™ ve
t € [to — a,t1 + @] igin
t—tg+ t—to+a
KE o) | () = (1- 5012 ) 4 o022y,
a o
ti—t+a« th—t+a
KE(z) (1) = (1 - L—a"—) z1 + J—aﬁwl

olarak tanimlansin.

Simdi konveks, kompakt W(-) : [to,t1] ~ R"
kiime degerli donilislimil igin sola ve saga konveks
a—devamin varhg ile ilgili teoremleri ifade edelim.

Teorem 4. (Guseinov vd., 2001) zo € R"™ ve a > 0
olsun. Keyfi w € OW, igin

DTW (to,w) C DYKE (z0) | (to, w)
ise W(-) : [to,t1] ~ R™ kime dejerli donigiimi

i¢in to 1 soluna konveks a—devam vardir ve keyfi
t € [to — a,t1] igin

L
w* (t) — { {){VQ(E;:O) ! (t) :

t e [to —_ Cl,t())
t € [to, 1]

olmak dzere, W*(:) : [to — o,t1] ~ R" kiime

degerli donugimi W(-) : [to,t1] ~ R™ kiime dederli
dénisiminin sola konveks a—devamadar.

Burada DY KL (z4) | (to, w) kiimesi
t~ K3 (o) | (2)

kiime degerli déniigiimiiniin (¢p, w) noktasindaki sag
tiirev kiimesidir.
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Teorem 5. (Guseinov vd., 2001) z1 € R™ vea >0
olsun. Keyfi w € 0W; igin

D~W(t;,w) C D™KE(21) | (t1,w)

ise W(-) : [to,t1] ~ R™ kiime dederli donisiimi
igin t1 in sagina konveks a—devam vardir ve keyfi
te [to,tl + a] 1¢in

W (t)

W*(t) = ’

0={ Ksty 1 |

olmak iizere W*(-) : [to,t1 + a] ~ R" kime

dejerli dontigimi W(-) : [to,t1] ~ R™ kiime degerli
dondigimiiniin saga konveks a—devamadir.

Burada D~KI(z,) | (t1,w) kiimesi

t ~ KE(x1) | (t) kiime degerli déniigiimiiniin
(t1,w) noktasindaki sol tiirev kiimesidir.

Teorem 6. (Guseinov vd., 2001)
a >0, o, r1 € R™ olsun. Keyfi wg € Wy igin

D*W (to, wo) C DY KE (20) | (to, wo)

t € [to, t1]
t € (t1,t1 +af

ve keyfi wy € OW1 igin
D~W(t;,w) C D™KE (21) | (t1,w1)

oldugunu varsayalim. W{.) : [to,t1] ~ R™ kime
dederli donigimi i¢in konveks a—devam vardir ve
keyfit € [to — o, t1 + @] igin

{Ké(wo)l(t) , tE€[to—a,to)
W*(t) ={ W(t) , te€to
tE

atl
Kg(@) () (t1,t1 + af
olmak tiizere, W*(-) : [to — o, t; + a] ~ R™ kime
dederli doniigiimd, W(-) : [to, t1] ~ R™ kime degerli

dondigtimiiniin konveks a—devamadar.

Ornek 7. V., V* C R" kompakt, konveks kiimeler
ve intV, # @, intV* # @ olsun. t € [tg, 1] i¢in

W (t) = (1~ t"t°)v*+
ty — o
olarak tammlanan W(:) [to,t1] ~ R™ kiime

degerli doniigiimiiniin, en az bir a > 0 i¢in konveks
a—devami vardir.

b=t .
t1 — to

Simdi konveks devamin bir 6zelligini karakterize
eden bir 6nerme kamtlayalim.

Onerme 8. a > 0 ve W*(") : [to — a,t;] ~ R”
kiime degerli dontigimi W(-) : [to,t1] ~ R™ kime
dejerli dondgimiiniin sola konveks a— devams olsun.
O zaman a. € (0,a] ve z. € W* (to — a.) olmak
iizere, her t € [to,t1] icin

W(t) C Kg, (z.) ] (#)

olur.

Kanat. Secilen herhangi bir t* € [to, t1] igin
P, () | (1) =
t— * — "
= (1 tztotos m*+t_.9:'i__w(t*)
t* — ity + o, t* — to +
1
olmak iizere, Py, (zx) | () : [to — ax, t1] ~ R™ kiime
degerli doniigiimiini tanmimlayalim. ¢ = ¢ igin
Pa. (2.) | (to) C Wo (2)

oldugunu gosterelim. z € Py, (z.) | (fo) alalm.

Oy Qy
r=[1- " * (3
< t*——to+a*)x +t*—to+a*w ()

olacak gekilde w* e W)
(to — aw,xs) € grW*("), (%, w*) € grW*(")
ve grW*(:) C [to —o,t1] x R™ konveks kiime
oldugundan (tg,z) € griW*(-) bir bagka deyigle

zeW* (to) =Wy

vardir.

olur. O zaman (2) kapsamas: dogrudur.
Simdi her t € [to — ax,t*] igin

Po. () | (1) C W (t)
oldugunu kanitlayalim.

Py = Py, (z.)] (o)

Qg Qx
l-—— |z —_— W
( t*_t0+a*) *+t*_t0+a* ( )

diyelim ve ¢t € [tg — ., t*] i¢in

R e

Ay

t—tp + a.
[

&)

olmak iizere, Qq, (z«) | (-) : [to — ax,t1] ~ R®
kiime degerli doniiglimiinii tammmlayalim. (2) kap-
samas1 ve KZ (z,) | () kiime degerli déniigiimiiniin
tamimlanigindan dolay her ¢ € [tg — @, t1] igin

Qa. (z:) | (t) C K7, (z) | (t) (4)
oldugu agiktir. Her ¢ € {to — o, t*] igin
Qa. (z4) | (£) = Pa, (z4) | (2)

oldugu kolayca gosterilebilir.
O zaman her ¢ € [ty — ax,t*] igin (1) ve (4) ifadesin-
den ‘

Py, (24) ] (t) = Qa. (2:) | (¢) C Kg, (24) | (1) (5)
ve t = ¢* i¢in (5) ifadesinden
W () C K2, (z.) | ()

oldugu bulunur. O halde herhangi bir t* € [to, ]
icin W (¢*) C KL (z.) | (¢*) olur.
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Onerme 9. a > 0 ve W*(") : [to,t1 + ] ~ R”
kiime degerli dondigimi W(-) : [to,t1] ~ R™ kiime
degerli déoniigiminiin saja konveks a—devamr ol-
sun. O zaman ax € (0,a] ve z, € W*(t1 + o)
olmak 1izere, her t € [to, 1] icin

W (t) € KJ (z.) | (¢)
olur.

Onerme 9, 6nerme 8’e benzer olarak kamitlanir.

3. MAKSIMAL KONVEKS DEVAM
Simdi sola ve saga maksimal konveks devamin
tamumini verelim.

Tanum 10. o > 0 sabit bir say: ve
W (1) : [to — @, t1] ~ R”

kime degerli dondgimai, W(-) : [to,t1] ~ R", kiime
degerli doniigiimiinin sola bir konveks a—devama
olsun. Eger W(-) : [to,t1] ~ R™ kime degerli
dondigtimiinin her W*(-) : [to — a,t1] ~ R"™ sola
konveks a—devamu i¢in

W*(to — Ol) C Wojéw(to - a)

kosulu saglamyorsa, WM(\) : [tg — a,t1] ~ R®
kiime degerli donigimine, W(-) : [to,t1] ~ R"
kime degerli donigtimiinin sola maksimal konveks
a—devami denir.

Tanum 11. o > 0 sabit bir say: ve
WM () : [to,t1 +a] ~ R"

kiime dederli dondigiimii, W (-) : [to, t1] ~ R™ kiime
degerli dontgiminin safa bir konveks o—devam
olsun. Eger W(-) : [to,t1] ~ R"™ kiime degerli
déniigtiminin her W*(:) : [to,t1 + o] ~ R" saga
konveks a—devama igin

W*(t +a) C WM(t, +a)

kosulu saglamyorsa, WM(:) : [to,ty + o] ~ R™
kiime degerli doniigimine, W(-) : [to,t1] ~ R
kiime degerli doniigiimindn saga maksimal konveks
a—devama denir.

Teorem 12. «, > 0,

Mo, = {z € R™ |V wg € Wy igin

Anadolu Universitesi Bilim ve Teknoloji Dergisi, 3 (8)

olarak tamumlansin. O zaman t € [to — ., t1] igin

M _ Ma* (t) , t€ [to — Oé*,to)
Wa. (t)“{ W) . te ltot]
olmak dzere, WZ(-) to — a,t1] ~ R"

kiime degerli dondisimi, W(-) : [to,t1] ~ R
kiime degerli déniigiimiiniin sola maksimal konveks
o, —devamadar.

Kanst. Once
Wfff() . [to - Ol*,tl] ~ Rn

kiime degerli  donigimiinin, W(-) kime
degerli dontigiimiiniin sola konveks a,—devam
oldugunu kamitlayalm. M,, # @ oldugundan
WM(tg—a.) # © ve her t € [to,t1] igin
WM (t) = W (t) oldugu agiktir. Simdi

grWa () C [to — aw, t1] X R”

kiimesinin konveks oldugunu kanmitlayalim. Bunun
icin v/, v"" € grw (-) ve X € [0,1] alahm. O zaman

'UI — (tl,w’) , U” — (t”,w”)

olacak sekilde t', t" € [to — o, t1] ve w' € WHM(¥'),
w" € WM(t") vardir. ¢ < t" oldugunu kabul ede-
lim. Bu durumda ii¢ olasilikla kargilagiriz:

1. " < tg ise ngO];(.) C [to — on, to] X R™ kon-
veks oldugundan (1 — A)v' + X" € grW (.
olur.

2.t < t'ise grW () C [to,t1] x R™ konveks
oldugundan (1 — A) v’ + A" € grWM () olur.
3.t <tg<t'isew € ML (¢') ve w" € W (t")

olur. Bu durumda

t' -ty + a. t' — to + o
w':(l—————o >$*+———-——O awo
Ol Oty

olacak sekilde z, € M,, ve wy € Wy vardir.
. € M, oldugundan her w € Wy igin

D+W(t0,’w) C D+Kolz,, (z4) | (to, w)

olur. O zaman teorem 4’ten

t € [to - a*,to)
te [to,tl]

D+W (t,wo) C DYKE (2) | (to,wo)} # 2

olsun. ME () : [to — au,t1] ~ R", kiime degerli
dontgimii

t—to—l—Oé*
(e ™

t— o + o
) Mo+ L2y

Mg, (1) = (1

seklinde tanimlanan
W*() . [t() - a*,tl] ~ R”

kilme degerli doénligimi, W(-) kiime degerli
doniigiminiin  sola konveks a, —devamidir.



Anadolu University Journal of Science and Technology, 8 (8) 387

KL (z.) | () donistimiinin tammlani-
smdan w' € KL (z.) | (¢) olur.
w ¢ W) ve (t,w') € grW*(:) olur.
w' € W (t"), t"” > to oldugundan

W) = W (t),
w’ e W*(") ve (", w") € grW*()
olur. W*(.) [to — au,t1] ~ R kiime
degerli doniigimid W (-) : [to,t1] ~ R"
kiime degerli doniiglimiiniin sola konveks
a, —devami oldugundan, keyfi A € [0, 1] i¢in
At w') + (1= X) (", w") € grW™ ()
ve dolayisiyla keyfi A € [0,1] icin
' + (1= Nw" e W (A + (1= X)) (6)

olur. T € M,,
t e {to - a*,t]] icin

oldugundan, keyfi

W () = K& (z.) | (£) € Mg, (1) = Wal (¢)

(7)
olacag agiktir. W (), WM() kiime
degerli doniigiimlerinin tammlarindan, keyfi
t € [to,tl] icin

W (t) = Wal () =W (1) (8)

olur. (6), (7) ve (8) ifadelerinden, keyfi
X € [0,1] igin

'+ (1 =N w"” € WX+ (1-X)t")
ve
A, W)+ (1= w") e ng,in ()

oldugu bulunur. Yani grW2 (-) konveks bir
kiimedir.

O halde W2 (-) : [to — o, t1] ~ R™ kiime degerli
doéniigiimii konvekstir ve W (-) : [to, t1] ~ R™ kiime
degerli doniigiimiiniin sola konveks a, —devamidir.

Simdi W2(-) : [to — o, t1] ~ R™ kiime degerli
dOniigimiinlin, W () kime degerli doniligimiiniin
sola maksimal konveks a,—devami oldugunu
kanitlayahm.  WO() : [to — au,t1] ~ R® kiime
degerli déniiglimi, W(-) kiime degerli doniigiimiiniin
sola konveks o, ~devami olsun. z. € W9ty — a.)
alahm. O zaman Onerme 8 uyarinca her t € [to, 1]
icin

W (1) ¢ K (2.)] ()
icermesi saglanir. Wy = W(ty) = KL (z.) | (to)
oldugundan, keyfi w € Wy igin

DYW (to,w) C DYKL (z.) | (to, w)

kogulu saglanir. O halde z., € M,, olur.
T. € WO(tp — o) keyfi secildiginden,

WOty — ) € WM (to — ay)

olur. Yani W2 () [to — au,t1] ~ R
kiime degerli doniigimii, W(-) : [to,t1] ~ R”
kiime degerli doniigiimiiniin sola maksimal konveks
ax —devamidir.

Teorem 13. a, > 0 ve

My, ={z e R* |V w; € W, igin
D~W(t1,wl) C D“Kg* (.’L‘) l (tl,wl)} 75 %]

olsun. MZE () : [to,t1 + o] ~ R™ kiime degerli
donistmunt

x— 1 t =1t
MR(t): 1__t1+a M, + 1+ W,
o o . o

seklinde tanamlansin. O zaman t € [to, t1 + o] igin

_ W@, teltot]
W%(t)—{ My, (1) te(t3,t11+a*]

olmak tizere, WM (.) [to,t1 +ax] ~ R”
kiime degerli dontgimé, W(-) : [to,t1] ~ R
kiime degerli dontusimintin saga maksimal konveks
ay — devamadir.

Teorem 13, teorem 12’ye benzer olarak kanitlanir.
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Anadolu Universitesi’nde ¢alismaktadir.

Serkan DUZCE

1976 yilinda Bursa'da
dogdu. 1997 yilinda
Anadolu  Universitesi,
Fen Fakiiltesi, Matematik
Boliimii’nden  biricilikle
mezun oldu. 2000 yilinda
Anadolu  Universitesi,
Fen Bilimleri Enstiti-
sii'nde yiiksek lisansim
tamamladi. Halen ayni
enstitiide doktorasini
yapmaktadir.
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