ANADOLU UNIVERSITESI BIiLIM VE TEKNOLOJI DERGISI
ANADOLU UNIVERSITY JOURNAL OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
Cilt/Vol.:10-Say1/No: 2 : 367-382 (2009)

ARASTIRMA MAKALESI /RESEARCH ARTICLE

BELIRSIZLiK iICEREN VE DOGRUSAL OLMAYAN ROBOT KOLLARININ
GURBUZ DENETIMI

Giinyaz ABLAY', Ahmet UCAR?
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Belirsizlik igeren ve dogrusal olmayan robot kollarinin denetimi i¢in bir dogrusal olmayan giirbiiz
denetle¢ Onerilmistir. Kapali ¢cevrimli sistemin kararliligi Lyapunov yontemiyle saglanmis ve kapali
cevrim performansinin iyilestirilmesi i¢in denetim parametrelerinin ayart yapilmistir. Yapisal olarak
denetlec dogrusal ve dogrusal olmayan iki kisimdan olusmaktadir. Dogrusal denetim kazanglar lit-
eratirde LQR olarak bilinen dogrusal kuadratik regiilatér yontemi kullanilarak gerceklestirilmigtir.
Denetlecin dogrusal olmayan kismu ise sistemdeki dogrusal olmayan elemanlar ve belirsizlikleri karsi-
lamak i¢in iki konumlu bir dogrusal olmayan eleman igermektedir.

Anahtar Kelimeler : Dogrusal olmayan sistemler, Dogrusal olmayan denetim, Belirsizlik igeren
sistemler, Robot kollari.

ROBUST CONTROL OF UNCERTAIN AND NONLINEAR ROBOTIC
MANIPULATORS

ABSTRACT

A robust nonlinear control is proposed for control of the nonlinear and uncertain robotic manipu-
lators. The closed loop stability is achieved by employing Lyapunov stability theory. The control pa-
rameters are adjusted in order to achieve the desired closed loop performance. The controller has lin-
ear and nonlinear parts. The gains of linear part are based on linear quadratic regulator, and the
nonlinear part of the controller has bang-bang characteristic to cope with nonlinearities and uncertain-
ties.
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1. GIRIS

Fiziksel sistemler yapilar1 geregi veya ro-
botlarda oldugu gibi tasidiklar: yiiklerdeki belir-
sizlikten dolay1 dogrusal olmayan elemanlar ve
belirsizlik igerirler. Ayrica belirsizlikler sistemin
bilinmeyen parametrelerinden, tanimlanmasi zor
olan dogrusal olmayan niceliklerden ve model-
lenemeyen dinamiklerden de meydana gelebilir
(Slotine ve Li, 1991, Brogan, 1991). Bu tip sis-
temlerin denetimi i¢in bircok denetlec gel-
istirilmistir (Slotine ve Li, 1991, Breinl ve Leit-
mann, 1987, Leitmann, 1981, Corless, 1993).

Breinl ve Leitmann tarafindan (Breinl ve
Leitmann, 1987)’de 6nerilen denetle¢ bunlardan
biri olup belirsizlik iceren dogrusal bir¢ok sis-
tem i¢in tasarlanmis ve uygulamada etkinligi
kanitlanmigtir. Onerilen denetleg dogrusal ve
dogrusal olmayan iki kisimdan olugmaktadir.
Dogrusal denetle¢c nominal sistemin kararliligini
ve hedeflenen gecici rejim performansini
saglayacak bigcimde tasarlanir. Dogrusal olma-
yan denetle¢ ise belirsizliklerin etkisini karsi-
lamak ve kapali ¢evrimli sistemin kararliligini
saglayacak sekilde tasarlanir.

Son yillarda robot kollar1 gibi karmagik ve
dinamik modellere sahip olan sistemlerin para-

x(t) = [ A+ Ad(a(0) | x(2) +[ B+ AB(B(1)) |u(t) + HW(1),

olarak tamimlanabilir (Breinl ve Leitmann,
1987). Burada A€ R™ sistem matrisi,
BeR™ giris matrisi ve H € R™ girise uy-
gulanan bozucu matrisidir. ¢(¢) parametresine
bagli AA(e(t)) sistem matrisindeki belirsizlik
ve [(t) parametresine bagli AB(f(t)) giris
matrisindeki  belirsizliktir. ~ Hv(¢)  terimi

giristeki belirsizlikleri ve sistemin dogrusal
olmayan kismint belirtir. Sistemin durum
degiskenlerinin Ol¢iilmesinden olusan hatalar
w(t) ile tanimlanirsa, sistem ¢ikisi da;

y(t) = Cx(1) + w(?) 2)
olur. Burada y(f)eR" ¢kis vektori,
Ce R™¢ikig matrisi ve w(t) Olgme

devresinden olusan hatadir. Esitlik (1) ve
(2)’deki sistemin nominal kismi,

x(¢) = Ax(t) + Bu(t), x(t,)=x, 3)

(t) = Cx(1) 4
dir.
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metre ve model belirsizliklerine  giirbiiz
denetleyici tasarimi giderek yayginlagsmaktadir
(Corless, 1993). Bu ¢alismada (Breinl ve Leit-
mann, 1987)’de onerilen denetleg, dogrusal ol-
mayan ve sistem girisinde belirsizlik igeren iki
eklemli bir robot koluna uygulanarak, robot kol-
lar1 uygulamalar1 icin bu denetlecin etkinligi
gosterilecektir.

Bu giristen sonra yaymin ikinci boliimiinde
sistem tanim1 ve formiilasyonu verilecektir.
Denetim tasarimi {i¢lincii boliimde verilmistir.
Dérdiincii boliimde (Slotine ve Li, 1991)’de ver-
ilen iki eklemli dogrusal olmayan bir robot kolu
modeli i¢in denetle¢ tasarlanmigtir. Uygulama
yapilirken, robotik manipiilatorlerin igerdikleri
belirsizlikler dikkate alinmustir. Elde edilen
sonuglar besinci boliimde verilmis ve tarti-
stlmustir.

2. SISTEM TANIMI VE FORMULASYON

Belirsizlik ve dogrusal olmayan elemanlar
iceren fiziksel bir sistemin durum uzay diya-

grami, x(¢) € R" durum vektori, u(f)e R’
denetim vektorii ve v(¢) € R’ giris vektorii ol-
mak tlizere;

x(to):x() (D

Esitlik (1) ve (2)’de verilen sistem igin
(Breinl ve Leitmann, 1987)’deki kabuller
geregi,

1. a € R” ve f € R’ olmak lizere, AA(-) ve

AB(-) sirasiyla R” ve R’’de siirekli fonksi-
yonlardir,

2. Uygun uzaylarin tiim altkiimeleri A  R”,
Bc R, Vc R ve Wc R" olmak iizere,
a(-):R—>A, f(-):R—>B, v(:):R—>V
ve wW():R—>W belirsiz parametreleri
Lebesgue olgiilebilirler (Burk, 1998). Yani be-
lirsiz parametreler, zamana baglh olarak belirli
bir aralikta sinirli, durum degiskenlerine bagh
olarak bolgesel swinirli ve siirekli fonksi-
yonlardir.

3. Esitlik (1)’deki sistemin dogrusal olmayan
kisminin ve sistemdeki belirsizliklerin denetim
sinyali #(¢) 'nin i¢ine alabilir oldugu varsay-
tlmigtir (Breinl ve Leitmann, 1987). Bu smirh
sart1 saglayan bircok sistem vardir (Barmish
vd. 1983, Leitmann ve Wan, 1979, Hamamci
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ve Ugar, 2002). Boylece, G(+), R” *de siirekli

ve E(-), R’’de siirekli uygun boyutta matris

fonksiyonlari ile uygun boyutta F sabit ma-
trisi igin,

A(a) = BG(a) VaeA (5a)
AB(f)=BE(p) VpeB (5b)
H = BF (5¢)
dir.

4. Esitlik (3)’te verilen sistemin tim durum
degiskenleri dlgiilebilirdir ve sistemin nominal
kismi (A4, B) tiim durum denetlenebilirdir.

Burada amag, Esitlik (1)’de verilen ve yu-
karidaki sartlar1 saglayan, belirsizlik igeren ve
dogrusal olmayan robotik sistemin
yoriingelerinin segilen durum degiskenlerinin
baslangi¢ sartlari icin sifira veya sifira yakin
bir bolgeye asimptotik olarak ulagmasini ve
siirekli durumda orada kalmasini saglayacak
uygun bir durum geribeslemeli denetle¢ tasar-
lamaktir.

3. DENETIM TASARIMI

Denetim sinyali, asagidaki boliimlerde de-
tayli olarak tanimlandig1 ve Esitlik (6)’da belir-

tildigi gibi, dogrusal u,(#) ve dogrusal olma-
yan u,(t) denetleclerinin toplamindan olus-
mustur.

u(t) =u, () +u,(t) (6)
3.1 Dogrusal Denetlec¢

Dogrusal denetim tasarimi Esitlik (1)’in
sadece Esitlik (3) ile verilen nominal kismi
esas almarak yapilir. Dogrusal denetlecin
amaci, nominal sistemin kararliligin1 saglamak
ve hedeflenen gecici rejim yanitini olugturmak-
tir. Burada optimal dogrusal kuadratik
regiilator (LQR) yontemi (Franklin vd. 2002)
kullanilarak tasarim yapilacaktir. Kuadratik
performans indeksi () pozitif simetrik durum

agirlik ve R pozitif simetrik denetim agirlik
matrisleri olmak iizere;

J =% T [ X" ()0 x (1) +u] (YRu,(t) |dt (7)

dir. Denklen (7) ile verilen performans indek-
sini minimize eden optimal kazan¢ matrisi K ,
indirgenmis Riccati matris denkleminden elde
edilebilir (Franklin vd. 2002). Zamanla degis-
meyen, dogrusal sistemin optimal denetimi
icin, Esitlik (8) ile verilen indirgenmis Riccati
matris denkleminin ¢6zlimiinden,

A"P,+P,A-P,BR"'B"P, +Q0, =0 (8)

pozitif tanimli ve simetrik P, matrisi elde

edilir. Boylece denetlecin dogrusal kismi, x
durum geribeslemeli denetim oldugundan

u,(t) = u,(x) olarak tanimlanirsa;
u,(x)=-R"'B" P, x(t) = —Kx(t) )

dir. Uygun Q, ve R agirlik matrisleri segil-
erek optimal durum geribeslemeli denetlec ile
nominal sistemin hedeflenen gegici rejim
davranigint  gostermesi  saglanir  (Brogan,
1991). Esitlik (7)’de verilen performans indek-
sini minimize edecek sekilde; O, matrisi he-
deflenen kapali ¢evrimli sistemin gegici rejim
performansini belirleyecek sekilde, R matrisi
pratikte kontrol isaretini saturasyona (doyuma)
sokmayacak sekilde segilir.

3.2 Dogrusal Olmayan Denetle¢

Dogrusal olmayan denetim Egitlik (1)’de
verilen sistemin tiimii esas alinarak tasarlanir.
Dogrusal olmayan denetimin amaci, belirsiz
parametrelerin ve sistemin dogrusal olmayan
kisminin etkisini kargilamak ve kapali ¢evrimli
sistemin kararliligimmi garanti etmektir. Esitlik
(3)’teki nominal sistem ve Esitlik (9)’da veri-
len denetlegten olusan kapali ¢evrimli sistemin
kararli sistem matrisi, A=A—BK ve

Q, € R™ pozitif tanimli ve simetrik matris

olmak {iizere; P, asagidaki Lyapunov denk-
leminin ¢éziimidiir:

PA+A"P, +0Q, =0 (10)

Burada P, pozitif taniml ve simetrik ma-
tristir. Denetlecin dogrusal olmayan kismi
u,(t) durum degiskenleri x’mn fonksiyonu

oldugundan u, (t) =u, (x) olarak tanimlanirsa

ve ¢ >0 denetim tasarimcisi tarafindan belir-
lenen yeterli derecede kiigiik degerli bir sabite
bagimli olmak iizere;
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dir. Esitlik (11)’de verilen p(x) fonksiyonu,
ilerideki tanimdan da goriilecegi gibi, durum
degiskenlerinin degisim araligina ve belirsiz
parametrelerin maksimum degerine baglidir.

Esitlik (6)’da verilen denetleg
u(t) =—-Kx+u,(x) ve Esitlik (5)'te tanim-
lanan kabuller Esitlik (1)’de yerine yazilirsa;

le(x,0)|=|G(a)x— E(B) Kx+ E(B)u, (x)+ FV|
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x=|A+M(a)|x+B+AB(B)u+Hv
:[A—BK]x+Buh(x)+B[G(a)x—E(ﬁ)Kx+Ew)un(x)+F\]
olur. Tiim belirsizlikler ve dogrusal olmayan

elemanin  maksimum  degisim  aralif1
e(x,t) ’de bir araya toplanirsa;

e(x,t)=G(a)x—E(f)Kx+ E(B)u,(x)+ Fv
(12)

olur. Boylece kapali gevrimli sistem,
X = Zx+B[un(x)+e(x,t)] (13)

formunda olur. Esitlik (12)’de tanimlanan
e(x,t) 'nin normu;

14
< rigX”G(a)x” + rgéx”E ( ﬂ)Kx” + r}}E%X”E (Pu, (x)” + 111;/1an v|| =p,(x) (14)
dir. Burada r}?%x”E(ﬂ)un (x)” < I}?%XHE ( ﬂ)”p(x) olarak yazabiliriz. Boylece e(x,?) isareti;
||e (x, t)|| < ?QX”G(Q)XH + I}le%x”E ( ,B)Kx” + rge%x”E ( ﬂ)” p(x)+ rflda}x”F v|| = p(x) (15)

olur. Buradan p(x) esitligi,

p(x)= I;lj\x”G(a)x” + r?e%x”E ( ﬂ)Kx” + rgeasx”E ( ﬂ)” p(x)+ I‘{léa/lX”F v||

P 1= max|EB)] | = max] e+ max| BB Ko + x|

olarak elde edilir. Onerilen dogrusal olmayan
denetlecin tanimlanabilmesi igin,

sart1 saglanmalidir (Breinl ve Leitmann, 1987).
Esitlik (16) ile verilen sart, sistemin giris ma-
trisinde  belirsizlik varsa  saglanmalidir.

1- r}?e%x” E( ﬂ)” >0 (16) Béylece p(x) yalniz birakilarak;
-1
p(x) = [1 - r/r_}gx”E (/3)”} [IOI?E?AX||G(Q)X|| + rgE%x”E () Kx| + nv1ée/1x||Fv||} (17)

olarak bulunur. Bdylece Esitlik (11)’de tanim-
lanan denetlecin dogrusal olmayan kisminin
katsayist po(x) tanimlanmis ve belirlenmis

olur.

P =| 1-max|E)| | | max| @]+ max] EBK] |+ max] ]|

=a+ b”x”

olarak bulunur. Burada,

Esitlik  (16) saglanmak sartiyla,
P,():R" — R olarak tanimlanirsa,

(18)
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-1
a=| 1-max @) | [max|F

dir. Esitlik (17) ve (18)’deki tanimlardan
gorildiigii gibi,

P, (x) 2 p(x) (19)

Teorem 1: Esitlik (1)’de tanimlanan ve 1-4
sartlarin1 saglayan sistemin Egitlik (9) ve
(11)’de tamimlanan denetlegler ile olusturdugu
kapalt ¢evrim dinamigi kararhdir ve Esitlik
(3)’teki nominal sistem igin Esitlik (7)’deki

V=x"Px+x"Px

- o= [1-maxleosl] [masiace  maslcos

hedeflenen performans indeksini saglar.

Ispat: Esitlik (13)’te  verilen kapali
cevrimli sistem i¢in Lyapunov fonksiyonu,

V=x"Px>0, x#0 (20)

olarak alinirsa, V' ’nin tiirevi;

= [Zx + Bu, + Be]T Px+x'P, [Zx + Bu, + Be]

= xTZTPLx +u'B"Px+e'B"P x+ xTPLZx +x"P,Bu, +x"P,Be

dir. Burada V' skaler bir fonksiyon oldugundan
birbirinin devrigi olan u/ B" P, x = x" P, Bu,
ve e’ B"P,x = x" P, Be esitlikleri (Kolman ve
Hill, 2000) ile

V=x"A"P,x+x"P, Ax+2x" P,Bu, +2x" P,Be
=x" [ZTPL + PLZ]x + 2xTPLB[un + e]
21)

olarak }Ezﬂalailir. Burada, Esitlik (10)’da veri-
len, LA+ A"P, =—Q, Lyapunov denklemi
ile

V=-x"Q,x+2x"PBlu, +e] (22)

olur. ¥ <0, x # 0 nin negatif tanimli olmasi
icin Esitlik (22)’nin sagindaki ikinci terim,

2x"P,B [un (x)+e(x, t)] =2M (23)

skaler niceliginde M <0 olmas1 yeter ko-

suldur. Boliim 3.1 geregince 4 = A— BK ma-
trisi kararli oldugundan pozitif tanimhi ve

simetrik (), matrisi i¢in P, matrisi pozitif
tanimli ve simetrik bir matristir. Islem kolay-
lig1 igin 6 = B'P,x aliirsa M =57 (u, +e)
olur. Esitlik (14yte [e(x,0)|< p ve Esitlik
(11)’deki dogrusal olmayan denetlecin ilk du-
rumu ||5|| > & igin,

5" (u, +e)=5T(—p5+eJ=5T(—pgj+5re

ol
oF
<—p—r—+|0'e , O 5:H5H
o7 |
<Jolo+|le
<0
(24)

olur. Esitlik (11)’deki dogrusal olmayan
denetlecin ikinci durumu ||5|| < & i¢in,

5" (u, +e)=57(—p£+6)=5T(—pé)+576
£ £

2
<ol . ss=lof

<ol 2+ 1ol
25)

olur. Esitlik (25)in [&

ya gore sag tarafini

maksimize edersek ||5|| :g bulunur. Esitlik
(25),

2
8w, vy < =" LaZp=pT o)
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olur. Béylece 5” (u, +€) ’nin en biiyiik degeri
S (u,+e)< p(x)% olarak bulunur
(Payandeh, 1995). Bu ifade V >de yerine kon-

ursa,

V< —x"Q, x+ p% (27)

olarak elde edilir. Tim ¢ ve tim x degerleri
i¢in,

X' Qx = plx) >0 (28)

sartt saglanirsa, Lyapunov fonksiyonunun
tlirevi,

V(x,t)<0, x#0 (29)
olur.

Kapali ¢evrimli sistemin kararlt oldugu
baslangi¢ sartlarimin degisim araligimin tanim-
lanmasi: Esitlik (10)’daki pozitif tanimli O,

matrisinin en kiigiik 6zdegeri 4, (Q,) >0 ve

en bityiik dzdegeri 4, (Q,) >0 olmak iizere
(Slotine ve Li, 1991)’de verilen,

g & L, £
_|:/1min(QL)Ea+Eb2:| > ﬂ’min(QL)nl -—b>+

4

olarak yazilabilir. Burada, olabilecek en biiyiik
yarigap degerini elde edebilmek ig¢in, Esitlik
(34)’iin sag tarafindaki terimin pozitif degeri
alinirsa,

1

2 2
& & g,
“b+| A, “a+Zb
4 |: mln(QL)2a+l6 :|
(35)

lmin (QL )

>

olur. Sonugta,

= &/4 b+\/( g/4 jb2+ g/2 ;
2in(O1) Ain (O1) Ain(O1)
(36)
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A @ <2702 < 4,0 Q) 30)
esitsizligi kullanilirsa, Esitlik (28),

o @I = () >0 (1)
olarak yazilabilir. Esitlik (19)’dan dolay1 Esit-

lik (18)de verilen p,(x)=a+Db|x| ifadesi
Esitlik (31)’de kullanilirsa,

A O —§b||x|| —%a >0 (32)

olur. Esitligin her tarafii A4_. (Q,) ile gar-
e € :
palim ve esitlige —6b terimini ekleyip - ¢1-

karalim.
ain @OF I8 = 20 (@) b= 240 (@) S >0

|:2’min (QL)"x" _%bi| > j’min (QL)ga +(19_6b2
(33)

Burada ||x||=771 denirse ve A_. (Q,)>0
oldugundan;

1

Ao (QL>§a+5—b2T (34)

16

olarak bulunur. x =0 merkezli ve 77 yarigapl,
B(n) kiresi tanimlansin. Tim x ¢ B(n7) ve
tim teR' igin Esitlik (29)’da verilen
V(x,t) <0 sartt saglanmig olur. Eger
x € B(n) ise, sistem yine kararhdir; fakat sis-
tem orijine gore asimptotik kararli degildir.
Kapali ¢evrimli sistem, orijin etrafinda secilen
& degeri ile belirlenen bolge igin asimptotik
kararlidir. Eger ¢ yeterince kiigiik (sifira gok
yakin) segilirse sistemin orijine gore asimp-
totik kararliligi yaklasik olarak saglanabilir.
Ancak ¢ sabitesi sifira yaklastikca kontrol sin-
yalinde, uygulamada sorun olan, catirdama
denilen yiiksek frekansli osilasyonlar goriile-
bilir. B(77) ile belirlenen kiire en koti olasilik-
lara gore tanimlandigindan, pratikte bu bolge
olduk¢a kiiciik olabilir. Dolayisiyla sistem
yoriingesinin bu bolge igerisinde olma sansi
olduk¢a diisiik bir olasiliktir. Bozucularin ve
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Olgim hatalarmin olmadigi durumda, & —0
icin x = 0’1n asimptotik kararlihg1 da saglanir.
Nominal sistem i¢in hedeflenen performansin
sagladig1 boliim 3.1°de verilmistir.

3.3 Denetim Parametrelerinin Ayarlan-
masi

Esitlik (9) ve (11)’de verilen denetle¢lerin
birlikte tasariminda, Esitlik (8) ile verilen in-
dirgenmis Riccati denklemindeki Q, ve Ragir-
lik matrislerinin se¢iminde ve Esitlik (10) ile
verilen Lyapunov denklemindeki Q, agirlik

matrisinin se¢iminde serbestlikler vardir (Bre-
inl ve Leitmann, 1987).

Denetlecin  dogrusal kisminin tasarimi
Esitlik (3) ile verilen nominal sistem temel ali-
narak yapildi. Hedeflenen gecici rejim davran-
151 Esitlik (8) ile verilen indirgenmis Riccati
denkleminde O, ve R agirlik matrisleri uygun
secilerek saglandi. R matrisinin elemanlarinin
genligi arttik¢a kapali ¢evrimli sistemin kon-
trol sinyalinin genligi azalir ve R matrisinin
elemanlarinin genligi sifira yaklastikca kontrol
sinyalinin genligi artar. Eger denetim agirlik
matrisi, R, birim matris, R=17,, olarak
secilirse kapali ¢evrimli sistemin hedeflenen
performansi yalnizca 0, matrisinin elemanlari

ayarlanarak elde edilebilir. Béylece Esitlik (9)
asagidaki gibi olur.

u,=—B" P.x 37)

Dogrusal olmayan denetlecteki pozitif p(x)

fonksiyonu belirsiz parametrelerin ve dogrusal
olmayan elemanin maksimum degerine ve du-
rum degiskenlerinin degisim araligina baglidir.
T
ﬁ birim vektdrii geribeslemenin isaretini
X

belirler. Bu ifade sistemin geribeslemenin is-
aretini belirleyen signum (isaret) fonksi-
yonudur. Signum fonksiyonunun tanimi asagi-
daki gibidir.

1, x>0
sgn(x)=4 0 , x=0 (38)
-1, x<0

Esitlik (11)’deki denetlecin &€ — 0 duru-
mundaki anahtarlama diizlemi i¢in bir anahtar-
lama bolgesi tanimlayan asagidaki manifold
diistiniiliirse,

N ,2{eR"|B"P,x=0} (39)

Esitlik (11) ile verilen denetleg, N |

diizleminin yoriinge dogrultusunu ve yoniinii
cekici yapar. Yani her durumda sistem
yorlingesi anahtarlama bdlgesine girdikten
sonra orijine dogru ilerler ve N , diizleminin

¢ yakin civarinda kalir. Denetlecin dogrusal
olmayan kismindaki p(x) fonksiyonunun de-

geri artirtlarak N, 'nin ¢ekiciligi daha da ar-
tirtlabilir.

Simdi de asagidaki manifoldu diisiinelim,

N ={eRr"|B" Px=0] (40)

Sistem yoériingesi N , diizlemi boyunca iler-
lediginden, Esitlik (12)’de verilen e(x,)
hatasi,

VxeN , igin,
e(x,t) = G(a)x+ E(B)u,(x)+ Fv (41

olur. Boylece Esitlik (17) ile verilen dogrusal
olmayan denetlecin katsayisi p(x),

|G(a)x|| +max

]|

(42)

aeA

p=[ 1-maxE] | [ max

olur. Eger Esitlik (41) ile (12)’yi ve Esitlik
(42) ile (17)’yi karsilastirirsak I?%X”E (K x”

teriminin yok oldugu goriiliir. I/I}I%X”E (/K x”

terimi, N , diizleminin yakin civarindaki sis-
tem ydriingesi i¢in kiigiik degerler alir. Bagka
bir deyisle sistem yoriingenin N, diizleminin
yakin civarinda kalmasi i¢in dogrusal olmayan
denetim biyiikligi p(x) ve e(x,t) hatasi
azaltilmalidir. Bu iki terimin degeri sistem ma-
trisindeki belirsizligi veren G(ar)x ve sistemin
dogrusal olmayan elemanin1 ve giristeki belir-
sizlikleri iceren FVv terimi tarafindan belir-
lenir.

Eger asagidaki sart saglanirsa,
N =N, (43)

o zaman e(x,t) hatasmnin kiigik oldugu
ve dogrusal olmayan denetim biiyiikliigiinden
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daha kiicik oldugu bir bolgeye sistem
yoriingesinin ~ girmesi ve orada kalmasi
saglanabilir. Esitlik (43) ile verilen sart,

P, =P, (44)

secilerek saglanabilmelidir (Breinl ve Leit-
mann, 1987). Boylece Riccati denkleminin
¢oziimiinden elde edilen P, Lyapunov denk-

leminin ¢dziimiinde P, 'nin yerine konulabilir.
Daha once belirtildigi gibi P, ve P, pozitif
tamimli matrislerdir. Bununla beraber P, ve
P, ’nin pozitif tanimhilig1 Esitlik (10)’da veri-
len Q, ’nin pozitif tanimliligim1 her zaman
saglamayabilir. Bu yiizden Q, matrisinin
pozitif tanimh olup olmadiginin belirlenmesi
icin Esitlik (10) ile verilen Lyapunov denk-
leminde mutlaka denetim edilmesi gerekir.

Dogrusal denetlecin e(x,?) hatast iiz-
erinde etkisi oldugu gibi, dogrusal olmayan
denetle¢ iizerine de etkisi vardir. Bununla
beraber e(x,t) ve buna bagh olan p(x) de-
gerlerinin daha fazla azaltilmasi sistemin
dogrusal olmayan elemanini ve giristeki belir-
sizlikleri iceren Fv’nin simirlanmasi gibi
sadece biiyiik sinirlamalarla miimkiindiir.

H, =a,+2a,cosq, +2a,sing,

H,=H, =a, +a,cosq, +a,sing,

Hy =a,
h=a,sing, —a, cosq,

dir. Sabitelerin m, =1, [ =1, m,=2,
5,=30°, 1,=0.12, 1,=0.5, 1,=025,
[,=0.6,

T LT
[xl Xy X x4] _[ql 9 9 %]
durum degiskenleri ve [u] u2]T = [2'1 rz]
denetim sinyalleri olmak flizere, Esitlik

(47)’deki iki eklemli manipiilatériin durum
uzay formu simiilasyonda kullanilmigtir.

degerleri,

T
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4. UYGULAMA

Bu béliimde belirsizlik igeren ve dogrusal
olmayan iki eklemli robot kolu modelinin
denetimi yapilacaktir. Diizlemsel m-—eklemli
bir manipiilatoér dinamiginin genel denklemi, g

ve ¢ sirasi ile eklemlerdeki agisal yer deg-

istirme ve agisal hiz 7 manipiilatér eklemler-
ine uygulanan moment olmak iizere;

H(q)G+C(q.9)q+g(q9)=7 (45)

dir. Burada H(g) simetrik matris formunda
manipiilatériin ~ atalet momenti, C(q,q)
merkezcil ve Coriolis moment matrisi ve g(g)

yercekimi moment vektoriidiir. Sekil 1°de veri-
len iki eklemli, m=2, manipiilatoriin dinamik
denklemi ac¢ik formda,

Hll H12 ijl 4 _h‘?Z _h(41+‘b) ‘?1 _ T
H21 sz Q2 hq.l 0 qz - [
(46)

olarak yazilabilir (Slotine ve Li, 1991). Burada
matris elemanlar1 ve sabiteler;

a, =1, erllf1 +1, +m€lfe +mell2
aZ :]e +melfe

a,=m,ll, coso,

a,=m/l sino,

e1%ce
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> <

Bilinmeyen Yiik

Sekil 1. Iki eklemli bir robot kolu.

5] [0 0 1 0][x() 0
L0|_|0 0 0 1x@| | 0
5@ 100 0 0flx(]| | 08 -1.65
@] 100 0 0fx)]| |-165 445

Denklem (47)’deki sistemin nominal kisminin
matrisleri;

001 0 0 0
A=0 0 0 1 |0 0
000 Of 0.8 —1.65
0000 ~1.65 445

dir. Sistemdeki belirsizliklerin tiimii sistemin
giris matrisi  B’de oldugundan dolayi;
Biii=123.4) belirsizliklerini igeren giris matrisi

AB ve dogrusal olmayan elemanlari igeren H
matrisi;

0 0 0

0 0 0
AB = s H = 2 2
L@ B, —x; —0.96x,x, —0.48x;
2.67x7 +2x,X, + X,

AQRYAG)

olur. Robot kolundaki  &ngoriilmemis
sirtlinme, burulma ve egilme gibi dinamik

_____ > X
0
u,(t) 0
N B , (47)
u,(t)| |—x;—0.96x,x, —0.48x,

2.67x; +2x,x, +x;

yiiklerden kaynaklanan parametre belirsizlik-
leri vardir. Burada sistemin nominal girig ma-
trisi B’nin elemanlarin %350’si oraninda bir
belirsizlik oldugu varsayilirsa ve B matrisi
simetrik oldugundan belirsizliklerin degisim

araligi |B,(1)<0.4, |B,()|=|B,(1)]<0.825
ve |ﬂ4 (l)| <2.225 olur. Boylece Esitlik (5)’ten
dolay1 E(f) ve F' matrisleri;
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AB(B(1)) = BE(S(1)) =

H = BF

olarak bulunur. Kapali ¢evrimli sistem,
X = Ax + Bu, (x) + Be(x,t) (48)

olur. Tiim belirsizlikler ve dogrusal olmayan
elemanlarin  maksimum degisim araligini
iceren e(x,t) fonksiyonu;

e(x,1) = E(B)u, (x) = E(B)Kx + Fv

oldugundan, e(x,?) ’nin normu alinirsa asagi-
daki norm esitsizligini saglar.

|G 0)] < max| E(3) K| + max| ()] p(x) + max|Fi] = p(x)

Sonug olarak, p(x) fonksiyonu,

p)=| 1-max |E@)| | | max|[EG)Kx]+ max [

(49)
olarak elde edilir. Burada
p(x) =[p(x) py @] dir

Dogrusal Denetleg Tasarumi:  Esitlik

(9)’da verilen dogrusal denetlecin kazang ma-
trisi, Esitlik (7)’de hedeflenen performans
indeksindekini saglamak {izere kapali ¢evrim

performans agirlik matrisi O, = diag[l, 1,1, 1]
denetim sinyalini smirlandiran agirlik matrisi
R =diag[l, 1] ve nominal sistem igin Esitlik

(8)’de verilen Riccati denkleminin
¢Oziimiinden elde edilen,
3.3098 0.8199 5.3134 1.9701
3 0.8199 1.4961 1.9701 0.9552
K7153134 1.9701 19.201 7.3039
1.9701 0.9552 7.3039 3.0444
(50)
matrisi i¢in, K =R 'B"P,’den dogrusal
denetleg;
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E(B(t)) =[0.5]

L g {5.26;@2 —1.21x,x, — 0.606x> )}

2.55x;

X
1.0000 0.0000 3.3098 0.8199} X,

0.0000 1.0000 0.8199 1.4961 | x,

ul(t):sz{

1)

olur. Bu durumda nominal sistemin karakter-
istik  polinomal denkleminin  kokleri

A, =—0.2985+ j0.2749, 2, =—1.0208 ve
A, =—4.9818 "dir.

Dogrusal Olmayan Denetle¢ Tasarimi:
Esitlik (11)’deki dogrusal olmayan denetleg
bolim 3.3’te verilen signum fonksiyonu ile
tekrar yazilirsa;

— p(x)sgn(B" P, x), HBTPLxH > ¢ icin
u, ('x) = 1 T T ..
—p(x);(B P x), HB PLxH <¢ ic¢in
(52)

olur. Burada P,’yi Q, = diag[l, L1, 1] icin
Esitlik (10)’da verilen Lyapunov denkleminin
¢Ozlimiinden;

2.5697 0.5670 2.6567 0.9851
0.5670 1.3154 0.9851 0.4776
L712.6567 09851 5.1704 1.9524
0.9851 0.4776 1.9524 0.8514

(33)

olarak elde edildi. Boylece Esitlik (52)’deki
B TPL matrisi,

~1-0.0000

=

0.5000 0.1571 0.5674
(54

rp {0.5000 —0.0000 0.9148 0.1571}

olur. Lyapunov denkleminde P, yerine P,

kullanilirsa elde edilen @, ’nin yine pozitif
tanimli oldugu goriiliir.

Simiilasyon Sonuglari: Yukarida tasar-
lanan dogrusal denetleg, u,(f) ve &=0.1

pozitif sabitesi igin dogrusal olamayan
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denetle¢ u,(¢f) Sekil 1’deki sistemin mate-

denklemi (47)de
u(t) = [u1 ) u, (t)]T yerine yazilarak sistem
Matlab/SIMULINK  ortaminda modellendi.
Durum degiskenlerinin  baglangig  sartlart
[x,(0),x,(0),x,(0),x,(0)]" =[-1,0,0,0]"

i¢in sistemin zaman yanit1 Egitlik (50)’deki Py
ve Esitlik (53)’teki P, igin, belirsizliklerin

maksimum, minimum degerleri ve nominal
sistem kullanilarak elde edildi.

matiksel

Sekil 2, sistemin x, durum degiskeninin
zamana gore degisimini belirsizligin ti¢ (mak-
simum, minimum ve sifir) durumuna igin
gostermektedir. Sekil 2’de goriildigl gibi sis-
temin hedeflenen gegici hal performansi, belir-

0.4

sizligin maksimum ve minimum degerlerinde
nominal sistem performansina goére az bir
degisiklik gostermektedir. Sekil 2’de verilen
performansin sadece dogrusal denetleg LQR
tasarimi ile saglanmayacagi agiktir.

Sekil 3 ve 4’te sirasi ile sistemin denetim
isaretleri u,(t) ve u,(t) degisimini vermekte-
dir. u,(¢) ve u,(t) denetim isaret genliklerinin
belirsizligin {i¢ durumu i¢in az bir degisiklik
gosterdigi ve simurhi bir alanda degiserek
sirekli durumda sifira yakin bir degisim
gosterdigi Sekil 3 ve 4’te goriilmektedir. Ay-
rica Sekil 3 ve 4’teki denetim sinyalleri dogru-
sal olmayan diger denetlegler (Bayir ve Ugar,
2004) ile karsilastirildiginda, parametre
degisimine karsilik genliklerinin az degismesi
ve catirdamasiz oluslar1 pratik uygulamalar
i¢in 6nemli bir dzelliktir.

X

T
--- min
— - max
—— nominal |§

0 5 10

20 25 30
«(s)

Sekil 2. Esitlik (50)’deki P, ve Esitlik (53)’teki P, ve durum degiskenlerin baslangi¢ sartlari
[x,(0),x,(0),x,(0),x,(0)]" =[-1,0,0,0]", belirsizliklerin minimum, sifir ve maksimum

degerleri i¢in; x; durum degiskeninin zamana gore degisimi.
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2 ‘
u;(t) --- min
— - max
—— nominal

1.5

0.5

-1 | | | I I
0 5 10 15 20 25

p (S ) 30
Sekil 3. Esitlik (50)’deki P, ve Esitlik (53)’teki P, ve durum degiskenlerin baslangi¢ sartlari

[x,(0),x,(0),x,(0),x,(0)]" =[-1,0,0,0]", belirsizliklerin minimum, sifir ve maksimum

degerleri i¢in; u,(¢) denetim sinyali.

0.7
uz(t) --- min

0.6 — - max il

—— nominal

0.5 i
0.4
0.3F
0.2
0.1

0

-0.1

-0.2

0.3 I I I I I
0 5 10 15 20 25 t(S) 30

Sekil 4. Esitlik (50)°’deki P, ve Esitlik (53)’teki P, ve durum degiskenlerin baslangi¢ sartlari
[x,(0),x,(0),x,(0),x,(0)]" =[-1,0,0,0]" belirsizliklerin minimum, sifir ve maksimum degerleri

i¢in; u, (¢) denetim sinyali.
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Bolim 3.3’te tartisilan  denetim  pa-
rametrelerinin  ayarlanmas1 kisminda belir-
tildigi gibi P, = P, aliursa, yani Lyapunov
denkleminden elde edilen Esitlik (53)’teki P
matrisi yerine Riccati denkleminden elde
edilen Esitlik (50)’deki Pr matrisi kul-
lanildiginda Sekil 2, 3 ve 4’teki simiilasyonda
kullanilan sistem degerleri i¢in, simiilasyon
sonuglart Sekil 5, 6 ve 7°de verilmistir. Sekil 5,

6 ve 7’de swras1 ile sistemin x; durum
degiskeninin zamana gore degisimi, u,(¢)
denetim sinyalinin zamana gore degisimi ve
u,(t) denetim sinyalinin zamana gore
degisimi verilmistir.

Sekil 2-4’teki ve Sekil 5-7 ile verilen si-

miilasyon sonuglar karsilastirildiginda Boliim
3.3’te de belirtildigi gibi kapali gevrimli sis-
temin performansi daha da iyilesmistir. 1ki se-
kilde de denetim sinyalinin en biiyiik deger-
lerinin hemen hemen ayni maksimum genlikte
olduklar1 goriilmektedir. Yine denetim pa-
rametrelerinin  ayarlanmasiyla denetim sin-
yallerindeki 0<¢<5 zaman araligindaki
degisimlerinin daha iyi oldugu ve siirekliligin
arttign goriilmektedir. Ayrica sistemin siirekli
durum hatast ilk duruma gore iyilesmistir.
Boylece denetim parametrelerinin ayarlanma-
styla kapali ¢evrimli sistemin performansinin
daha da artig1 ve sistemin belirsizliklere karsi
daha da giirbiiz hale geldigi Sekil 5-7°de
acikca goriilmektedir.

0.4 \
XJ --- min
— - max
0.2+ —— nominal |
o 5 10 20 25 30
i(s)
Sekil 5. Esitlik (50)’deki P, =P~ ve durum degiskenlerin

baslangic  sartlar

[x,(0),x,(0),x,(0),x,(0)]" =[-1,0,0,0]", belirsizliklerin minimum, sifir ve mak-

simum degerleri i¢in; x; durum degiskeninin zamana gore degisimi.
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2 ‘
--- min
wift) ‘ max
— nominal
15
0.5
0 S
03, 5 10 15 20 25 30
i(s)

Sekil 6. Esitlik (50)’deki P, =P, ve durum degiskenlerin  baslangig  sartlar
[x,(0),x,(0),x,(0),x,(0)]" =[-1,0,0,0]", belirsizliklerin minimum, sifir ve mak-
simum degerleri igin; u, (¢) denetim sinyali.

0.6 ‘

ux(t) |\ --- min
max
0.5} — nominal ||

0.4 ‘rl y»
0.3F
0.2

0.1

-0.1

0.2 ) I I I I I
0 5 10 15 20 25

t(S) 30

Sekil 7. Esitlik (50)’deki P, =P, ve durum degiskenlerin  baslangig  sartlari
[x,(0),x,(0),x,(0),x,(0)]" =[-1,0,0,0]", belirsizliklerin minimum, sifir ve mak-
simum degerleri igin; u, (¢) denetim sinyali.
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Esitlik  (52)’deki  dogrusal olmayan
denetlegte, € — 0 igin denetlecin yalnzca ilk
durumu vardir. Bu durum i¢inde Sekil 1’deki
sistemin simiilasyon sonuclar1 elde edilmistir.
Sistemin kararlilig1 ve hedeflenen performansi
sagladig1 goriilmiistiir; ancak beklenildigi gibi
denetim sinyalinde pratik uygulamalarda sorun
olan ve istenmeyen ¢atirdama goriilmiistiir.

5. SONUCLAR

Bu c¢aligmada (Breinl ve Leitmann,
1987)’de verilen dogrusal sistemler icin gel-
istirilen denetlecin dogrusal olmayan sistem-
lere uygulanmasi gosterildi ve dogrusal olma-
yan ve belirsizlik igeren esnek eklemli robot
kollarmin denetimi gerceklestirildi. Denetlecin
dogrusal kisim nominal sistemin kapali ¢gevrim
performansint saglarken, denetlecin dogrusal
olmayan kisim sistemdeki belirsizliklerin etkil-
erini karsilamak ve kapali ¢evrimli sistemin
kararliligini sagladi.

Bu calismada kapali ¢evrimli sistemin
kararlilifi, oOnerilen bir teoremle ispati ver-
ilerek sistematik olarak gosterildi. Uygulama
olarak dogrusal olmayan eleman ve parametre
belirsizligi igeren iki eklemli bir manipiilatoriin
matematiksel modeli (Slotine ve Li, 1991)
alindi. Belirsizliklerin degisim araliginin mini-
mum

B, =04, B, =B, =-0.825 ve f3, =—2.225,
sifir B, =, =B, =, =0 ve maksimum

B, =04, p,=p,=0825 ve B, =2225
degerleri icin kapali ¢evrimli sistemin perfor-
manst incelendi. Tasarlanan denetlecin ma-
nipiilatéor modelindeki parametre belirsizlik-
lerinin degisimine gore beklenilen performansi
gosterdigi  goriildii. Ozellikle denetim pa-
rametrelerinin ayarlanmasinda verilen
P, = P, alindiginda denetim sinyallerindeki

degisimlerin daha da iyilestigi goriildii.

Bu denetlecin pratikte manipiilatérlerde
uygulanabilmesi i¢in durum degiskenlerinin iyi
Olclilmesi gerekir. Ancak manipiilatorlerde
pratikte goriilen acisal hizdaki giiriiltiilerden
dolay1 bir gozleyiciye gereksinim olabilir
(Ugar, 2005). Burada tartigilan denetlegle
beraber tasarlanabilecek tiim durum gozleyici
veya indirgenmis mertebeli gozleyiciden elde
edilen agisal hizlara iligkin durum degiskenleri
kullanilarak yapilan denetimden elde edilecek
sonuglar baska bir ¢alisma olarak tartisilacak-
tir.
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