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In this thesis; after general defınition of quaternions, quaternion algebra and 

quaternion-vector relation have been investigated and many useful identities 

pertaining to quaternion multiplications have been generalized. Then, the matrix 

representations of quatemions have been showed. The methods which are used to 

deseribe the coordinate systems which make rotaticnal and translational motion have 

been discussed and the relation between them and quatemion approach have been 

investigated. Physical applications of quatemions have been analysed and fınally, dua! 

quaternion concept has been defıned and the applications of dua! quaternions have 

been given. 
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SiMGELER ve KISALTMALAR DizİNİ 

p, q, r... Kuaternion 

Pi, qi. .• Kuaternion bileşenleri 

e Euler Parametrelerinden oluşan birim kuaternion 

eo, eı··· Euler Parametreleri 

p* p kuaternionunun kompleks eşleniği 

p-1 p kuaternionunun tersi 

NP p kuaternionunun normu 

pq p ve q kuaternionlanrun kuaternion çarpımı 

r, p, q 3-Boyutlu uzayda vektör 

p. q p ve q vektörlerinin skaler çarpımı 

px q p ve q vektörlerinin vektörel çarpımı 

f, J, k, n : Birim vektör 

A Dual sayı 

A, P... Dual vektör 

P, Q... Dual kuaternion 

-a, b Dalga simetrik matris 

A, B... 3-Boyutlu uzayda dönme-dönüşüm matrisi 

A 4-Boyutlu uzayda dönme-dönüşüm matrisi 

Q, Q, P Matris 

+ - + 

A, C, E: Özel matrisler 

A-1 A matrisinin tersi 

Ar A matrisinin transpozesi( devri ği) 



ı. GİRİŞ 

Kuaternionlar, 1843 yılında iriandalı matematikçi William Rowan 
HAMILTON tarafindan bulunmuştur. Harnilton 1830 yılından itibaren kompleks 
sayılar üzerine çalışmış ve nihayet 1833 yılında iki reel sayıdan oluşan kompleks 
sayıların bir cebir oluşturduğunu sonucuna varmıştır . Bu sonuçtan yola çıkarak 

bundan sonraki on yıl içinde çalışmalarını iki kompleks ve bir reel bileşenden oluşan 

üçlü sayı sistemi ( q = a + fb +}c) üzerinde yoğunlaştırmıştır. Harnilton daha sonraları 
vektör olarak adlandırdığı bu sistem üzerinde toplama ve çarpma işlemlerini 

tanımiayabildiği halde bölme işlemi için ise bir metod geliştirememiştir.l843 yılında bu 
sayı sistemi üzerinde çarpma işleminin değişme özelliği gerçekleşmediğini 

anlamasından sonra bölme işlemini tanımlayı başarmıştır. Bu çalışmalar bugün 
kuaternionlar adını verdiğimiz sayı sisteminin doğuşuna ilişkin ilk çalışmalardır (Ward 
[3], Gurlebeck and Wolfgang [4]). 

Kuaternionlar aynı reel ve kompleks sayılar gibi bir sayı sistemidir. Reel sayılar 
bir, kompleks sayılar iki bileşen içerirken kuaternionlar dört bileşene sahiptir. 
Kompleks sayılar reel sayıların bir kombinasyonudur. Dolayısıyla da reel sayılar, 

kompleks sayıların bir alt kümesidir. Diğer taraftan kuaternionlar da iki kompleks 
sayının kombinasyonundan oluşmuştur. Buna göre kompleks sayılar da kuaternionların 
bir alt kümesi olmalıdır. Bu sonuç, kuaternionların hem reel hem de kompleks sayıları 
kapsayan oldukça büyük bir sayı sistemi olduğunu göstermektedir. 

Fizikte ölçülebilen herşey reel olmak zorundadır. Bu nedenle reel sayılar 

bilirnin doğuşunda itibaren kendilerine her alanda uygulama sahası bulmuştur. Öte 
yandan kompleks sayıların mekanik ve elektriksel uygulamalarda, özellikle devre 
analizlerinde kullanıldığı bilinmektedir. Ne yazıkki bu sayı sistemi uygulamalara sadece 
iki boyut getirir. Üç boyutlu uygulamalarda ise vektörler kullanılır. Fakat vektörlerin 
de bazı uygulamalarda yetersiz kaldığı görülmektedir. 

Kuaternionlar ilerleyen bölümlerde tartışılacağı gibi vektörleri ifade etmede 
kullanılabilir. Bu sayı sistemi vektörleri kapsadığı gibi, bunlara ilaveten bir de reel 
bileşen ortaya koyarak uygulamalara dördüncü bir boyut katar. 

Kuaternionlar son yıllarda her alanda artan bir hızla kullanılmaktadır. Uzaysal 
dönmeler (Harauz [12], Du Val [2] ), robetik uygulamalar (Chou and Kamel [16], 
Funda and Richard [23]), grup teori uygulamaları bunlardan birkaçıdır. Özellikle ardıl 
uzaysal dönmeler ve robetik uygulamalarda karşılan birbiri ardına hantal matris 
çarpımiarı yerine kuaternionlar daha basit ve kullanışlı bir yöntem ortaya koymaktadır 
(Tanışlı [8]). Bu yol ise bilgisayar algoritması geliştirmede oldukça yararlıdır. 

Kuaternionların uygulama alanlarından birisi de astrofiziktir. Vrbik [ 17], 1993 yılında 
yayınlanan makalesinde gök mekaniğine ilişkin temel eşitlikleri kuaternionlarla ifade 
etmiştir.. 

Kuaternion cebri de kuaternionların kullanım alanlarının artmasına paralel 
olarak gelişme göstermektedir. Kompleks sayı-kuaternion bileşiminden oluşan 

kompleks kuaternionlar, fiziksel uygulamalarda son yıllarda artan bir hızla yer 
almaktadır. Gurlebeck and Wolfgang [ 4] kompleks kuaternionları özel relativite 
teorisi, parçacık mekaniği ve elektromagnetizmaya uygulayarak kompleks 
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kuaternionların oldukça geniş bir spektrumda kendine uygulama alanı bulduğunu 

göstermişlerdir. 

İki reel kuaterniondan oluşan dua! kuaternion sistemi de kuaternion cebrinin 
içinde olduğu ilerlemenin bir başka kanıtıdır. Valesek and Stajskal [18] dual 
kuaternion kavramını tanımladıktan sonra dual kuaternionların robetik uygulamalarına 
ilişkin eşitlikler ortaya koymuşlardır. Benzer bir çalışma Walker, Shao et al. [ 19] 
tarafindan yapılmış olup, dual kuaternionların matris temsilleri incelenmiştir. 

Veldkamp [22] dua! kuaternionların uzaysal kinematikteki temsilleri üzerinde 
dururken, Pennock and Yang [21] dua] kuaternionları kullanarak robot 
manipülatörlerin ters kinematik denklemlerini vermiştir. Sivridağ ve Güneş vd. [20] ise 
Serret-Frenet formüllerini dual kuaternionlarla ifade etmiştir. 

Bu çalışmada ise reel ve dual kuaternion kavramı, kuaternionların vektörlerle 
ilişkisi, kuaternion temsilleri ile reel ve dua] kuaternionların dinamikteki uygulamaları 
üzerinde durulacaktır. 
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2. KUATERNİONLAR 

2.2. Kuaternion Kavramı 

Kuaternionlar genel anlamda kompleks sayıların genelleştirilmiş bir ifadesidir. 
Bir q kuaternionu, 

A A A 

q = qo+ qı i + qı j + q3 k (2. I) 

şeklinde tanımlanır ve 

(2.2) 

ile temsil edilir (Tanışlı ve Özdaş [ll]). Burada q0, qP q2, q3 reel sayılar olmak 

üzere i, j, k imajiner taban elemanları 

,., ,., ,.. ,... "' ",.. ,... 

i j = k j k = i k i = j j i = -k k j = -i i k = -j (2.3) 

ve 

(2.4) 

A A A 

bağıntılarını sağlarlar. q kuaternionuna taban elemenları 1, i, j, k olan 4-boyutlu 

uzaydaki bir vektör gözüyle bakılabilir. q0, q1, q2, q3 reel sayılarına q 
A A A 

kuaternionunun bileşenleri denir. i, j, k birimleri, 3-boyutlu reel vektör uzayının bir 

dik koordinat sisteminin baz vektörleri olarak alınabilir. Buradan yola çıkarak q 
kuaternionu Sq ile gösterilen skaler kısım, Vq ile gösterilen vektörel kısım olmak 

üzere iki kısma ayrılabilir: 

(2.5) 

(2.6) 

Buna göre q kuaternionu, 

(2.7) 

ile ifade edilir( Ward [3] ). Herhangi bir konum vektörü, skaler kısmı sıfır olan bir 
A A A 

kuaternion ile temsil edilebilir. P(x, y, z) noktasına yönelmiş olan r = xi + y j + zk 

konum vektörü, 

p = [0, x, y, z] (2.8) 
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kuaternionu ile gösterilir ( Tanışlı [8] ). 

2.2. Sıfır, Skaler ve Vektör Kuaternion Kavramı 

Kuaternion cebrine geçmeden önce kuaternionlarla ilgili olarak bazı tanımları 
vermek uygun olacaktır. Sıfır kuaternion, 

q = [0, O, O, O] (2.9) 

ile verilen, elemanlarının tümü sıfir olan quaterniondur. Skaler kuaternion, 

q = [qo, O, O, O] (2.10) 

şeklinde vektörel bileşenleri olmayan kuaternion olarak tanımlanır. ilerleyen 
bölümlerde sık sık karşılaşılacak olan vektör kuaternion ise; skaler kısmı sıfır, vektörel 
kısmı oluşturan qı, q2, q3 reel bileşenlerden en az birinin sıfirdan farklı olduğu 

kuaternion olup genel formda 

(2.11) 

ile ifade edilir. 

2.3. Kuaternionlar Üzerine Temel İşlemler 

Skalerler ve vektörler kuaternionların alt uzayı olduklarından skalerlere ve 
vektörlere ait kurallar quaternionlara da uygı,.ılanabilir. p = p0 + p, q = q0 + q ve 

r = ro + r ile verilen üç kuaternion ele alınsın. Bu kuaternionlar kullanılarak aşağıdaki 
tanımlamalar yapılabilir. 

2.3.1. Eşitlik 

İki kuaternionun eşit olabilmesi için karşılıklı elemanlarının eşit olması gerekir. 
Buna göre p ve q kuaternionlarının eşit olabilmesi için 

po= qo pı=qı 

olmalıdır (Özdaş [1]). 

2.3.2. Skaler ile Çarpma 

pı= qı 

/ı., E Rolmak üzere /ı., skaleri ile p kuaternionun çarpımı 

~ ~ A 

Ap= A(Po + Pı i+ Pz j + p3k) = AtPo· PP Pz, PJ 

= ['A Po, 'A Pı , 'Apz , 'ApJ 

(2.12) 

(2.13) 

ile tanımlanır ve elde edilen nicelik, p kuaternionunun /ı., katı olan başka bir 
kuaterniondur ( Özdaş [ 1] ). 
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2.3.3. Toplama ve Çıkarma 

p ve q kuaternionlannın toplam ve farkı karşılıklı elemalann toplam ve farkına 
eşittir: 

p ± q =(Sp± Sq) +(yp± Vq) 

=(Po ±qo)+(p±q) 
" " " 

=(Po ±qo)+ (Pı ± qı)i + (p2 ± qz)j + (p3 ± q3)k 

(2.14) 

Bu işlemler sonucu elde edilen nicelik bu iki kuaternionun toplam ve farkına eşit olan 
diğer bir kuaterniondur (W ard [3] ). 

2.3.4. Bir Kuaternionun Eşleniği 

p kuaternionunun eşleniği imajiner, diğer bir deyişle vektörel kısmının 

işaretinin değiştirilmesi ile elde edilir ve p* ile gösterilir: 

p* =po-p= [ po, -pı, -pı, -p3 ] = [po, - p] (2.15) 

a, b E R ve p, q E H olmak üzere eşlenik işlemi aşağıdaki özelliklere sahiptir 
( Hacısalihoğlu [7] ): 

(ap+ bq)* =ap"+ bq* (2.16) 

(pq)* = q* p* {2.17) 

(p*)* = p (2.18) 

2.3.5. Kuaternion Çarpımı ve Fiziksel Uygulamaları 

Kuaternion çarpımı vektörlerin çarpımından daha farklıdır. Alışılagelen vektör 
çarpımından daha fazla nicelik içerirler. p ve q kuaternionlannın çarpımı, 

pq = (po+ P ) (qo+ q ) 
= poqo+po q +qo p - p . q + p x q (2.19) 

= [poqo - p . q , Po q +qo p + p x q ] 

şeklinde tanımlanır ( Tanışlı [8] ). Görüldüğü gibi kuaternion çarpımı iki skalerin 
çarpımı, skalerin vektörle çarpımı , skaler ve vektörel çarpım gibi vektör cebrinin tüm 
çarpımlannı içerir. Burada " • " ve "x" üç boyutlu vektör uzayında skaler ve vektörel 
çarpımlan göstermektedir. Kuaternion çarpımını bileşenler cinsinden, 

" 
pq = (poqo- pıqı - pıqı- p3q3) + (pıqo + poqı + pıq3- p3q2) i 

+ ( pıqo + poqı- pıq3 + p3qı)} + (p3qo + poq3- pıqı + pıqı) k 
ile verilir. Görüldüğü gibi iki kuaternionun çarpımı yine bir kuaterniondur. 

(2.20) 
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Kuaternion çarpımı değişme özelliğine sahip değildir. Fakat fiziksel 
uygularnalarda kullanılmak üzere skaler ve vektörel çarpırnla ilişkilendirilebilir. 

Yukanda verilen kuaternionlardan farklı olarak bu kez p ve q kuaternionları 

p = j5 = [0, Pı, pı, P3] (2.2ı) 

(2.22) 

ile verilen vektör kuaternion olarak tanırnlansın.Buna göre pq va qp çarpırnları; 

pq = -p • Q + p X Q 

qp=-q.p+q X p 

olacaktır. j5 • q = q • p ve p x q = - q x p olduğundan 

- - - -qp=-q.p-pxq 

şeklinde yazılabilir. Buradan yola çıkarak pq ile qp'nın toplamı için 

pq+qp=-2q.p 

= -2[q. p, O, O, O] 

= -2[q.p, ö] 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

yazılabilir. Elde edilen nicelik skaler kuaterniondur. Daha açık bir ifade ile skaler 
çarpırn-kuaternion çarpımı ilişkisi, 

- - ı ( ) p • q = -- pq + qp 
2 

(2.27) 

olmalıdır. pq ile qp'nin farkı ise; 

pq - qp = 2(0, p X Q] (2.28) 

ile verilen vektör kuaterniondur. Benzer şekilde vektörel çarpırn-kuaternion çarpımı 
ilişkisi için de; 

- - ı ( ) pX q=- pq-qp 
2 

(2.29) 

yazılabilir (Özdaş ve Özdaş[9] ). 



ve 

Kuaterniyon çarpımı dağılımlı ve bileşimlidir. a, b, c E H olmak üzere 

a(b +c)= (S.+ v.)[Sb +Sc+ Vb+ VJ 

= s. sb + s. Sc - v •. (V b + V c> + Sc Va + sb v. 

+ Sa (V b + V J + Va X (V b + V J 

= (S. sb - Va . V b + sb Va + s. V b + Va X V b) 

+ (Sa Sc - Va · V c + Sa V c + Sc Va + Va X V J 
=ab +ac 

a(bc) =(S.+ V.)(S<bcl + V<bc) 

= s. sb Sc - (S. V b . V c + sb V c . v. + Sc Va . V b) 

+ (S. Sc V b + sb Sc v. + s. sb V c> 

+ (S. V b X V c - sb V c X v. + Sc v. X V b) 

-<vb. vJv. + v. x <vb x ve>- v •. cvb x ve> 

(ab )c = s. sb Sc - (Sc v •. vb + s. vb. v c + sb v •. v J 
+ (S. sb V c + s. Sc V b + Sc s. V b) 

+ (S. V b X V c + sb Va X V c + Sc v. X V b) 

- (Va ·V b) V c + (V. X V b)X V c - (Va X V b). V c 

eşitliklerini sağlarlar. 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

a(bc) = (ab)c Olması için -(Vb· VJ Va+ Va X (Vb X VJ- Va .(Vb X VJ 'nin 

7 

- (v •. vb) Ve+ (v. X vb) X Ve- (v. X vb).Vc 'ye eşit olduğunu göstermek gerekir. 
Standart vektör eşitliklerinden; 

a x (b x c)= (a.c)b- (ib)c (2.33) 

(a x b) x c= (a.c)b- (b.c)a (2.34) 

bilindiğine göre a(bc) = (ab)c'dir (Ward [3]). 

2.4. Norm ve Birim Kuaternion 

Bir kuaternionun normu kendisi ile eşleniğinin çarpımına eşittir ve N gösterilir. 
Norm; q, q* E H olmak üzere; 

(2.35) 

şeklinde tanımlanır. Normu l olan kuaterniona ise birim kuaternion denir. 
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p, q e H olmak üzere pq çarpımının normu, herbir kuaterniona ait normların 
çarpımına eşittir (Hacısalihoğlu [7]): 

Npq = pq (pq)* = pq (q*p*) = pp*qq* =NP Nq (2.36) 

Norm ifadesi kuaternionları ifade etmede kullanılabilir. Her kuaternionu polar 
formda yazmak mümkündür. q birim vektör olmak üzere q kuaternionu, 

q = Jji;(cos8+qsin8) (2.37) 

şeklinde ifade edilir. Burada; 

cos8=~ 
JN:ı 

(2.38) 

olup, 

-l:S;cos8s;+l -ı::;;sin8::;;+1 (2.39) 

aralığında değişirler ve 

(2.40) 

koşullunu sağlarlar. 

(2.3 7) denkleminde verilen q kuaternionu eksponansiyel formda da itade 
edilebilir. 

(2.41) 

Bu ifadede q2 =-ı olup 

eqe = cos8 + qsin8 (2.42) 

ile verilir. Öte yandan 

( cos8+qsin8) n= cos n8 + qsin n8 (2.43) 

bağıntısından yararlanarak 

q" = ([ij;)n (cosn8 +ii sin n8) (2.44) 



ifadesi elde edilir (Ward (3]). 

2.5. Bir Kuaternionun Tersi 

Uzaysal vektörler üzerine bölme işlemi tanımlı değildir. Diğer bir deyişle iki 
vektörün bölümünden bahsedilemez. Uzaysal vektörlerin tersine kuaternionlar bölüm 
cebri oluşturtuklan için bir kuaternionun tersi tanımlıdır. 

q bir sıfır kuaternionun olmamak şartıyla, 

(2.45) 

koşulunu sağlayan q-1kuaternionuna q kuaternionunun tersi denir. 

(2.46) 

verildiğine göre 

(2.47) 

dir. Dolaysıyla q kuaternionunun tersi, 

(2.48) 

olmalıdır. Bir kuaternionun tersi elde edilirken, kuaternionun eşleniği bir skalere 
bölündüğüne göre elde edilen nicelik yine bir kuaterniondur. 

(2.45) eşitliğinden yola çıkarak, 

bulunur (Hacısalihoğlu [7]). 
Pı, P2, P3···Pn E H olmak üzere bunlar arasında 

(p )-ı - -ı -1 -1 -1 
ıP2P3···Pn - Pn • • • P3 P2 Pı 

(2.49) 

(2.50) 

bağıntıları mevcuttur ( Chou (13] ). a, b skaler quaternion; p, q vektör quaternion 
iseler 

ab-ı= b-ı a = [ ao O O O] , ' , 
bo 

(2.51) 



a-ıp =pa-ı= [O, .E!., P2, P3 ] 
ao ao ao 

-ı _ -ı _ ao [O ] ap -pa-( 2 2 2) ,-pı,-p2,-p3 
Pı + Pı + P3 

bağıntılarını sağlarlar (Tanışlı [8]). 

2.6. İki Kuaternionun Bölümü 

!O 

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 

q::f::.O olmak üzere bir p kuaternionunu bir q kuaternionuna bölmek için p'yi q-ı 
ile çarpmak gerekir. Fakat kuaternion çarpımı değişimli olmadığından bu çarpma 
işlemi iki türlüdür ve bu nedenle p'yi q ile iki türlü bölmek gerekir: 

Sağdan bölme: pq-ı (2.5 1) 

Soldan bölme: q-ıp (2.52) 

Bölme işlemi sonucunda elde edilen nicelik yine bir kuaterniondur. 
plq kuaternionunun normu, p'nin normunun q'nun normuna bölümüne eşittir ( 

Hacısalihoğlu [7]). 

(2.53) 



ll 

2. 7. Kuaternionlarm Matris Temsilleri: 

Kuatemionları matris şeklinde ifade etmek mümkündür. 4-Boyutlu uzayda 
kuaternionların taban elemanları 

o o o o 1 o o 
o ı o o 

i= 
-ı o o o 

1= 
o o ı o o o o ı 

o o o ı o o -ı o 
o o o -ı o o -ı o 

(2.54) 

o o -ı o o o o ı 
J= K= 

o ı o o ı o o o 
ı o o o o -ı o o 

olmak üzere q =[qo, qı, qı, q3] kuatemionu 4x4 matris formunda 

qo -ql -q2 -q3 

Q= ql qo -q3 q2 
(2.55) 

q2 q3 qo -ql 

q3 -q2 ql qo 

ile veya 4xı matris formunda 

qo 

Q =(qo, qP qz, qJT =(qo, q)T = 
ql 

q2 
(2.56) 

q3 

şeklinde temsil edilebilir. 
Kuaternionların kompleks 2x2 matrisleri kullanılarak da ifadesi mümkündür. 

(2.57) 

ve İ 2 = Jl= ~=-U olması şartıyla, 

(2.58) 
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olup matris ifadesi açık formda; 

(2.59) 

ile verilir. 
Matris uygulamalan kuatemion cebrinde de yer alır. Kuatemion çarpımını 

matris formunda ifade etmek mümkündür. Daha sonraki matris uygulamalarında 

kullanılmak üzere; 

·~[ ~ 
-a3 ., J o -

0
aı 

-aı aı 

(2.60) 

b~[:, -b3 bı] o -ıı 
-bı bı 

. (2.61) 

ve 

u~[~ 
o 

~] ı 

o 

(2.62) 

matrisleri tanırnlansın. a, b, c E H olmak üzere c = ab kuatemion çarpımı için 

( J ( T J (b J ( T J ( ) c ao - a o bo -b ao 

c = a ao U + ; b = b bo U - b a 

= 
aobı+aı bo+ a2 b3- a3 b2 

aobı-aı b3+a2 bo+ a3 bı 

a3 bo- az bı + aı bı + ao b 

elde edilir (Whage [15]). 

(2.63) 



Kuatemion çarpımının değişme özelliği göstermedİğİ daha önce belirtilmişti. 
Fakat bu engel küçük bir işaret değişikliği ile aşılabilmektedir. 

+ (aa A= 
a 

T J -a 

a0 U +a 
(2.64) 

ve 

- (b -bT J B= o 
b bo U +b 

(2.65) 

olmak üzere (2.63) eşitliği kapalı formda, 

+ 
C=AB=BA (2.66) 

şeklinde yazılabilir. Yukarıdaki özellik üçlü çarpımiarda büyük kolaylık sağlar. abc 
üçlü çarpımı matris formunda, 

+ + + -

ABC=ACB (2.67) 
veya 

+ + - + 

ABC=CAB (2.68) 

ile ifade edilebilir. Böylece yukarıdaki eşitliklerden yararlanarak, 

+ - - + 

AC=CA (2.69) 

elde edilir. pı, p2, p3 ... Pn E H olmak üzere (2.66) eşitliğini, 

+ + + 
PıPz···Pn-ıPn = PnPn-ı···PzPı (2.70) 

+ + '1" - -

= (PıPz···P;-ı)(PnPn-ı···P;+ı)P; 

şeklinde, (2.2.69) eşitliğini, 

+ + + + + + 

(Pı Pz· .. Pn)(Qı Q2 ... Qm) = (Qı Q2 ... Qm)(Pı Pı .. ·Pn) (2. 71) 

şeklinde genelleştirmek mümkündür. Benzer şekilde (2.66) ve (2.2.69) eşitlikleri 
kullanılarak, 

(2.72) 



ı-ı 

(2.73) 

+ 

(2.74) 

(2.75) 

eşitlikleri elde edilebilir. 
Eğer çarpımi ar kuaternionların eşleniğini de içeriyorsa (2. 66)' dan (2. 7 5 )'e 

kadar olan eşitlikler halen geçerlidir. p, q, r E H olmak üzere, iki kuaternionun 
eşleniğinin çarpımı olan r = p*q* kuaternionu matris formunda; 

(2.76) 

şeklinde ifade edilebilir. Dolayısıyla, 

+ + 

p• = (P)T (2. 79) 

ve 

(2.80) 

olmahdır. Eğer çarpım, ardışık bir biçimde kuaternionların eşleniklerinin çarpımiarını 
ıçerıyorsa, 

) * * • * (PıPı···P = P ···P Pı n n 2 
(2.81) 

olup matris formunda; 

(2.82) 

olarak ifade edilir (Chou [13]). 
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3. 3 ve 4 BOYUTLU UZA YDA DÖNME ve ÖTELEME 

Orijinieri çakışık iki koordinat sisteminin birbirlerine göre göreceli yönelimi 
çeşitli biçimlerde temsil edilebilir. Bu bölümde bu temsiller üzerinde durulacak ve 
bölüm sonunda ise kuaternion yaklaşımı ele alınacaktır. 

3.1. Euler Açıları 

Bir koordinat sisteminden bir başkasına dönüşüm, özel bir sıra ile uygulanan üç 
ardışık dönme ile yapılabilir. Bu üç ardışık dönme, xyz-koordinat sistemini z ekseni 
etrafında e açısı kadar saat yönünün tersine döndürülerek başlatılacaktır. Bu şekilde 
elde edilen koordinat sistemine Xı,Y 1z1 adı verilsin. İkinci aşama, Xı,YıZı koordinat 
sistemini x 1 ekseni çevresinde saat yönünün tersi yönde <p açısı kadar döndürmektir. 

Bu koordinat sistemi ise XzYıZı ile temsil edilsin. Üçüncü ve son aşama XzYıZı 
koordinat sistemini z2 ekseni etrafında \ll açısı kadar saat yönünün tersi yönde 

döndürülerek tamamlanır ve arzu edilen x)/z' -koordinat sistemi elde edilir. x)/z'
koordinat sisteminin xyz-koordinat sistemine göre yönelimini belirleyen e, <p, \jl 

açılanna Euler açıları denir. 
xyz-koordinat sistemini z-ekseni etrafında saat yönünün tersi yönde e 

açısı kadar döndürülerek elde edilen Xı,Y 1z1 sistemine ait dönme-dönüşüm matrisi B ile 
temsil edilirse, 

[ cos8 sine 

~] B= -s~ne cose (3.1) 

o 

ve X1=BX; 

[ x'J [ cos8 
sine 

m~J ~: = -s~ne co se (3.2) 

o 

dir. Xı,Y1z 1-koordinat sistemini x1 ekseni çevresinde saat yönünün tersi yönde <p açısı 

kadar döndürülmesiyle elde edilen xzyı2z2 sistemine karşı gelen C dönme-dönüşüm 
matrisi 

ve Xı= CXı; 

o 
COS<p 

-s ın <p 

si~ <p] 

COS<p 

(3.3) 
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o 

si~<pJ r~:J 
COS(j) zı 

(3.4) COS(j) 

-s ın <p 

ile verilir. X4J12z2-koordinat sistemini z2 ekseni etrafında saat yönünün tersi yönde 
\If açısı kadar döndürülerek elde edilen x)/z' -koordinat sistemine ilişkin D dönme 

dönüşüm matrisi, 

[ 

cos \jf 

D= -s~n \j/ o~J cos \jf 

o 

sın \If 

ve X'= DXı; 

dir. Buna göre x)/z' -koordinat sisteminin xyz-koordinat sistemine göre 

X'=AX 

yönelimini belirleyen A toplam dönme-dönüşüm matrisi; 

A=DCB 

olacaktır. A matrisi daha açık bir formda, 

[ 

cose sine OJ [ı 
A = -sin e cose o o COS(j) 

O O I O -sin<p 

o o J [ cos \jf 
s ın <p - s ın \If 

COS(j) 0 

( 

co s \1' co s 8 - co s qı sin 8 sin \1' co s \1' sin 8 + co s qı co s 8 sin \1' 

A = - sin \1' co s 8 - co s qı sin 8 co s \1' - sin \1' sin 8 + co s qı co s 8 co s \If 
sin qı sin 8 - sin qı co s 8 

şeklinde ifade edilir. 

o~J cos \jl 

o 

sın \If 

sin\!' sin qı] 
cos \l' sın qı 

cosqı 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

x)/z' -koordinat sistemininden xyz-koordinat sistemine ters dönüşüm bağıntısı, 

X=A-ı X' (3. 10) 
ile verilir. Sözü edilen dönüşümler ortagenal olduğundan, 



dir. (3. ı ı) eşitliği A matrisinin tersi ile sağdan çarpılırsa, 

bulunur. A-1 matrisi 

[

co s I.JI co s e - sin I.JI co s <p sin e 

A-1 = COSI.Jisine_+co~qıcosesini.JI 
sın 1.J1 sınqı 

olmalıdır (Goldstein [5]). 

Örnek: 

-sin I.JI cose- cosqı sine cosi.JI 

-sin I.JI sine+ cosqı cose cosi.JI 

cos I.JI sinqı 

sin qı sine J 
- sinqı cose 

COS<p 

17 

(3. ll) 

(3. ı2) 

(3 .13) 

Şekil 3. ı 'de görüldüğü gibi, xyz-kartezyen koordinat sisteminde yer alan P 
noktasının koordinatları P(ı,2,0) ile verilmektedir. xyz-koordinat sistemi öncez-ekseni 
etrafinda 30°, daha sonra ise yeni oluşan x1-ekseni etrafinda 60° döndürülüyor. P 
noktasının yeni koordinatlarını bulunuz. 

z 

y' 

J;...----1,..--~) y 

~{----· P(x.y,z) 

X ı X 

y 

Şekil 3.1. Dönme hareketleri 

Çözüm: 

xyz-koordinat sistemi ilk önce z-ekseni çevresinde 30° döndürüldüğüne göre 
dönüşüm bağıntısı (3.2)' den, 

[

xJ [ cos30 
~~ = -si~30 

sin30 

cos30 

o 
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olacaktır. Daha sonra yeni oluşan XJY1z1-koordinat sistemi, x1-ekseni etrafında 60° 
döndüıüldüğünden dönüşüm bağıntısı (3.4) denkleminden yola çıkarak, 

r ~t r~ co~ 60 sin° 60J (;Jı 
\ij O -sin60 cos60 z 

şeklinde ifade edilir. Bu ifade daha açık bir formda yazılarak, 

(~tr~ co.~60 si:60J r~~i:
3

3°o ;~:~~ ~~ r~ı 
ij O - s ın 60 co s 60 O O ;j J 

[ 

cos30 

= -cos60sin30 

sin60sin30 

( 
0,87 

= -0,25 

0,43 

0,50 

0,43 

-0,75 

sin30 O J(1J 
cos60cos30 sin60 2 

-sin 60cos30 cos60 O 

0,~7](~1 = ( ~~~ J 
o,so ~j -L07 

elde edilir. Buna göre P'(x', y', z'), noktasının yenı koordinatları 

P' (1.87, 0.61, -1.07) olmalıdır. 

3.2 Cayley-Klein Parametreleri 

Daha önceki bölümde, bir koordinat sisteminin diğerine göre yönelimini 
belirlemek üzere bileşenleri reel olan dönme-dönüşüm matrisi kullanılmıştı. Aynı 

dönüşüm bileşenleri kompleks sayılar olan matrisler kullanılarak da yapılabilir. 
İki boyutlu uzayda u ve v kompleks eksenler olmak üzere 

u'= au+~v 

v' = yu+Öv 
(3. 14) 

şeklinde genel bir lineer dönüşüm ifade edilebilir. Buna karşı gelen dönüşüm matrisi, 

(3.15) 

dir. Uzayda bir noktanın koordinatlarını belirtmek üzere x, y, z üç reel nicelik olsun 
ve P matrisi 
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( 

z 
P= 

X +iy 
X - i YJ = ( Z X-J 
-z x+ -z 

(3. ı6) 

olarak tanımlansın. Bu matrisler kullanılarak xyz-koordinat sisteminin x 'y'z' 

koordinat sistemine göre yönelimini belirtmek üzere, 

p' = QPQ-ı (3. ı 7) 

dönüşümü yapılabilir. dönüşüm matrisi o halde, 

P'=(z: x'-J=(a PJ(z X-J(ô -PJ 
X + - Z y Ô X+ - Z - y a 

(3. ı 8) 

olmalıdır. Yukarıdaki matris çarpımiarı yapılarak P' matrisi için, 

P'=((aô+Py)z-ayx_ +Pôx+ -2aPz+a
2
x_-p

2
x+ J 

2yôz-lx-+ô2 x+ -(aô+Py)z+ayx_-pöx+ 
(3. ı 9) 

ifadesi yazılabilir. Matris elemanları eşitlenerek üslü ve üssüz koordinat sistemleri 
arasındaki dönüşüm denklemi, 

1 2 ~ 2 ~2 X + = )'uZ - Y X- + u X+ 

x'- = -2aPz +a2 x_- P
2 

X+ (3.20) 

z' = ( aô + py )z -ay X- + Pô x+ 
veya 

z' = (Pô- ay)x + i(ay + Pô)y + (aô + py)z (3 .2 ı) 

şeklinde ifade edilebilir. Buna göre Bölüm3. ı 'de (3.9) eşitliğiyle tanımlananA dönme
dönüşüm matrisi a, p, y ve ô cinsinden, 

ı ( 2 2 2 p 1) - a - Y +ô - -
2 

i ( 2 ~ 2 P2) - Y -a- +ô -
2 

yö-ap 

A= i 7 2 7 p2) ı 7 7 7 p 1) -i(ap + yô) (3.22) -(a-+Y -ö-- -(a-+y-+6-+ -
2 2 

Pô-ay i(ay + pö) aö +Pr 

şeklinde yazılabilir. (3 .22) eşitliği bir cismin uzayda yönelimini tanımlar. a, p, y ve ô 
Cayley-Klein Parametreleri olarak adlandırılır. 
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Cayley-Klein parametreleri istenirse Euler açıları cinsinden ifade edilebilir. 
Bölüm 3. 1 'de x 'y'z' -koordinat sistemiıün xyz-koordinat sistemine göre yönelimini 

belirlemek üzere ilk önce xyz-koordinat sistemi z-ekseni etrafında saat yönünün tersi 
yönde e açısı kadar döndürülüyordu. X: , X~ ve z', bu dönüşüme karşı gelmek üzere 

e açısı cinsinden ifade edilebilir: 

x: = x' +iy' 

= (cosex +sin ey) +i(-sinex + cosey) 

= (cose -isine)(x +iy) 

= e-is(x +iy) 

- -iS -e x+ 

, , . , 
X =X -ıy 

ı 

= (cose X+ sine y)- i( -sine X+ COS8 y) 

=(co se+ isine)(x- iy) 

= eis(x -iy) 
_ iS 
-e X-

z=z 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

Bu eşitlikler (3 .20) denklemi ile karşılaştırılarak (3 .15) ile verilen Q matrisinin 
elemanları; 

y=p=o, 2_ iS 82 =e -iS a -e 
' 

(3.26) 

ve 

-(e;"' 
Qı- o .-q (3.27) 

olur. İkinci aşamada XJ.YıZı-koordinat sistemi xı-ekseni etrafında saat yönünün tersi 
yönde <p açısı kadar döndürülüyordu. Buna karşı gelen Q matrisi; 

( 
cos( <p 12) i sin( <p /2)J 

Q = 2 
isin(<p/2)) cos(<p/2) 

dir. Benzer şekilde x2y2z2-koordinat sisteminin, 

döndürülmesine karşı gelen Q matrisi ise 

(3 .28) 

z2 ekseni etrafında \V açısı kadar 
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(3.29) 

olacaktır. x)/z' -koordinat sisteminin xyz-koordinat sistemine göre yönelimi, bu üç 
Q matrisinin çarpımıyla belirlenecektir: 

(
eiljl/

2 
O J(cos(<p/2) isin(<p/2)J(e'ljl

12 
OJ 

Q = Ql Q2 Q3 = o 
e-iljl12 isin(<p/2)) cos(<p/2) O e-iljl12 

Q=(.ei(ljl+6)12 co~(<p/2) ie'<\jl-6)12 lsin(<p/2)J (
3

_
30

) 

ıe-ı(ljl-6)/2 lsın(<p/2) e-ı(ljl+6)/2 cos(<p/2)) 

(3 .30) matrısı, (3 .15)' de verili en Q matrisi ile karşılaştırılarak Cayley-Klein 
parametreleri Euler açıları cinsinden; 

a = ei(ljl+6)12 cos(<p/2) 

~ = iei(ljl-6)/2 lsin(<p/2) 

y=ie-i(ljl-6)12 sin(<p/2) 

o= e-ıcljl+6)t2 cos(<p/2) 

olacaktır (Goldstein [5]). 

Örnek: 

(3.31) 

xyz-koordinat sisteminde yer alan P(O,O, I) noktası ilk olarak x-eksenine göre 
90°, daha sonra yeni oluşan z-eksenine göre tekrar 90° döndürülüyor. P noktasımn 
yeni koordinatlarım Cayley-Klein Parametrelerini kullanarak bulunuz. 

Çözüm: 

Cayley-Klein Parametreleri (3 .31) eşitliğinde Euler açıları cinsinden ifade 
edilmişti. (3 .31) eşitliği kullamlarak x-ekseni etrafındaki 90°'lik dönme için 
Cayley-Klein Parametreleri; 

a = cos(<p 1 2) 

~=isin(<p/2) 

y =isin(<p/2) 

o= cos(<p 1 2) 

olmalıdır. (3 .18) dönüşüm bağıntı sı kullamlarak 
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X
1

-J (cos(<p/2) isin(<p/2)J ( z x-J ( cos(<p/2) -isin(<p/2)J 
-z~ = isin(<p/2) cos(<p/2) x+ -z -isin(<p/2) cos(<p/2) 

X
1

-J (cos(90/2) isin(90/2)J (ı OJ ( cos(90/2) -isin(90/2)J 
-z~ = isin(90/2) cos(90/2) O -ı -isin(90/2) cos(90/2) 

= ( 
1 

Z

1

• 
1 

X

1

- i;
1

J = (~ - iJ 
x +ıy -z ı O 

elde edilir. Yukarıdaki ifadeye göre ilk dönüşüm sonucu elde edilen P 1 noktası (O, 1,0) 
olmaktadır. Bu yeni oluşan koordinat sistemi z-ekseni etrafında yeniden 90° 
döndürüldüğüne göre (3.3ı) ile verilen Cayley-Klein parametreleri; 

a = eiıı/4 

y = e-iıı/4 

~=6=0 

olacaktır. Bu dönmeye karşı gelen dönüşüm bağıntısını kullanarak; 

( 
z" " J ( iıı/4 p" = x- = e 

x"+ -z" O 

=(z" x"-J=(eiıı/4 
x"+ -z" O 

= ( z". x" -iy"J = ( ~ . -i eiıılıJ =(o 
0
IJ 

x" + ıy" - z" i e-ıııtı O I 

bulunur. Yukarıdaki eşitliğe göre P" noktasının yeni koordinatları (1, O, O) olmalıdır. 

3.3. Euler Parametreleri 

r, üç boyutlu uzayda bir noktanın koordinatlarını belirleyen bir vektör olsun. 

Şekil 3.2' de verildiği gibi r vektörü ii birim vektörü çevresinde e açısı kadar 
döndürülerek r' vektörü elde edilsin. 

Bu şekilden aşağıdaki sonuçlar çıkarılabilir: 

• rı vektörü r 'nin ii üzerindeki izdüşümüdür ve rı= (n. f)ii ile verilir. 

• rı' r 'nin fi birim vektörüne dik vektör bileşenidir ve rı= r- rı şeklinde 

tanımlanır. 

• r 3 vektör bileşeni ii ve r 'ye dik olup r 2 ile aynı büyüklüğe sahiptir. Bu 

vektör bileşeni f3 = ll X f2 = fixr eşitliklerini sağlar 



r 

A 

r3 ~--~~~-+------+---~----~~~ n 

Şekil 3.2 r vektörü ii birim vektörü çevresinde e açısı kadar döndürülınesi 

r' vektörünü bu üç vektör cinsinden aşağıdaki şekilde yazmak mümkündür: 

r' =ı; + r2 cas e+ s sin e 

= (n.f)n + cose(r- (n.r)fi.) + sin8(n X f) 
(3.32) 

?" __ , 

(3.32) eşitliği dönme denklemi olarak adlandırılır. Dönme denklemi bir eo skaleri ve 
bileşenleri eı, eı, e3 olan bir e vektörü kullanarak daha kullanışlı bir forma 
dönüştürülebilir. Burada, 

e 
eo= cos-

2 
(3.33) 

ve 
_ A • e 
e= nsın-

2 
(3.34) 

olmak üzere bunlar arasında; 

2 ı-ı2 - 2 2 2 2 -eo + e - eo + eı + e2 + e3 - ı (3.35) 

bağıntısı vardır. Bu dört nicelik Eııler parametreleri olarak adlandırılır. (3 .3 5) eşitliği 

kullanılarak; 

co s e = 2 e~ - ı = e~ - e? - d - d (3 .36) 

ve 
(3.37) 

yazılabilir. Bu denklemlerden yararlanarak dönme denklemi Euler Parametreleri 
cinsinden, 



2-1-

_, -c 2 2 ? ?) 2 -c--) 2 c- -) r = r eo - eı - e2- e3 + e e.r + r x e eo C3.38) 

şeklinde ifade edilir. 
İki kartezyen koordinat sisteminin birbirlerine göre yönelimini temsil etmede 

kullanılan yollardan birisi olan Cayley-Klein parametreleri geçen bölümde incelenmişti. 
Bu parametrelerden aile f3 reel ve imajıner bileşenler cinsinden 

a=eo+ie3 

f3 =ez+ i eı 
C3.39) 

şeklinde tanımlarursa (3.9)'da verilen dönme dönüşüm matrisi Euler parametreleri 
cinsinden; 

[ 

2 2 2 2 eo + eı - e2 - e3 

A= 2(eıe2-eoe3) 

2(eı e3 +eo ez) 

2 2 2 2 eo - eı + ez - e3 

2Ceze3- eoeı) 

2(eı e3- eo ez) J 
2Cez e3 + eoeı) 

e6-e?-d+d 

(3 .40) 

olacaktır. (3.3 1) eşitliğinde Cayley-Klein parametreleri Euler açıları cinsinden 
verilmişti. C3.39)'da verilen tanım (3.3 1) eşitliğinde kullanılarak Euler parametreleri 
Euler açıları cinsinden; 

e = cos e + \jl cos <p 
o 2 2 

. e-\jl . <p 
e = sın --sm-

ı 2 2 

e = cos e- \jl sin <p 
2 2 2 

(3.41) 

. e+ııı m 
e = sın --'~'-co s~ 

3 2 2 

şeklinde yazılabilir. 

Euler Parametreleri biri skaler üçü vektörel olmak üzere dört bileşen 

içermelerinden dolayı bir kuaternion olarak ele alınabilirler. 

(3 .42) 

Diğer taraftan, 

2 2 2 2_1 
eo+eı +eı+e3-

olması nedeniyle e kuaterniyonu birim kuaterniondur (Goldstein [5]). 
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3.4 Kuaternionlarla Dönme Hareketinin incelenmesi 

Şekil 3.3'de verilen r yer vektörü n birim vektörü çevresindeS açısı kadar 
döndürülerek f 1 vektörü elde ediliyor. 

z 

X 

Şekil 3. 3 Dönme hareketi 

r (x,y,z) yer vektörü; 

r = [0, x, y, z ] (3 .43) 

kuaternionuyla ve f 1
(X

1
, Y1

, Z
1
) vektörü de 

1 [O 1 1 1] r= ,x,y,z (3.44) 

kuaternionuyla temsil edilmek üzere r ve f 1 arasındaki dönüşüm bağıntı sı; 

7
1 =ere* (3.45) 

ile verilir (Tanışlı ve Özdaş vd. [1 0]). (3 .45) eşitliği daha açık bir formda yazılırsa; 

[o 1 1 IJ [ e ~ . e J [ J [ e ~ . e J , x, y, z = cos-,nsın- O,x,y,z cos-,-nsın-
2 2 2 2 

(3.46) 

olmalıdır. Bu dönüşüm sonucu elde edilen nicelik yine bir kuaterniondur. 
Kuaternion dönüşümlerini matris formunda da ifade etmek mümkündür. (3 .43) 

eşitliğiyle tanımlanan ve 3-Boyutlu uzaydaki yer vektörüne karşı gelen vektör 
kuaternion yerine, r kuaternionu; 



26 

~ ~ ~ 

r = r0 + r1 i + r2 j + r3 k = [r0 , r1, r2 , r3] (3.47) 

şeklinde tanım1ansın. 4-boyutlu uzaydaki dönme-dönüşüm bağıntı sı (3 .45) ifadesiyle 
verilen 3-boyutlu uzaydaki dönme-dönüşüm bağıntısı ile aynıdır ve bağıntı matris 
formunda; 

R'= EE R= E ER (+-TJ (-T+J (3.48) 

şeklinde ifade edilir. 

l-e eo e3 

-e~'] +e [ (e,U+e-)J~ -e: D = -e -e3 eo 

-e3 e ı -e ı eo 

(3 .49) 

ve 

(e,U- ;) J +:: eo -e3 e ı l 
-e =[-e D e3 eo -e ı 

-e3 -e ı e ı eo _, 

(3.50) 

olmak üzere (3 .48) dönüşümünü; 

(3.51) 

=AR 

şeklinde de ifade etmek mümkündür. Burada A matrisi (3 .48) eşitliğinden 
yararlanılarak; 

+-T _T+ 
A=EE =E E (3.52) 

ile verilir ve 4-boyutlu uzayda kuaternion dönüşümüne karşı gelen 4x4 matristir: 

ı o o o 
o ' 2 1 ' 2(e1e2 -e 0e3 ) 2( e 1 e3 + e0e2 ) 

A= 
e~ + e1 -e:; - e3 

(3.53) 
o 2(e2e1 +e 0e3) e~ -e~ +e~ -e~ 2( e2e3 - e0e 1) 

o 2( e3e 1 - e0e2 ) 2(e 3e2 +e0e 1) 
2 2 2 2 e0 - e 1 - e 2 + e3 



')'"' _r 

(3 .51 )'de verilen dönüşüm ortegonal olduğundan, r ve r' kuaternionlarının 

normları eşittir. Diğer bir deyişle bu dönüşüm sonucu temsil ettikleri niceliklerin 
büyüklükleri aynı kalır. (3. 51) eşitliğinden çıkartılabilecek bir başka sonuç; dönüşüm 
sonucu r kuaternionunun skaler kısmı değişınediği ve vektörel kısmının ise n birim 
vektörü çevresinde e açısı kadar döndürüldüğüdür (Chou [13]). 

(3.40) ifadesinde verilen ve 3-Boyutlu uzaydaki dönme-dönüşüm matrisini de 

+e _eT "" 
A =D D = (e6- eT e) U+ 2(eeT +eo e) 

şeklinde tanımlamak mümkündür (Walker and Shao et al. [17]). 

Örnek: 
"' ,.., "' ,... 

(3.54) 

r =Si + 7 j + 2k vektörünün ı birim vektörü etrafında 60° döndürülmesiyle 

elde edilecek r' vektörü ne olur? 

Çözüm: 

r vektörü r = [0, 5, 7, 2] şeklinde bir vektör kuaternion olarak temsil 

edilebilir. e kuaternionu ise 

e ~ . e 
e = co s- + n s ın-

2 2 

= cos30 +i sin 30 

olup r' kuaternionu 

r'= ere* 

J3 ı J3 ı 
= [-,-,O, 0][0, 5, 7, 2][-,- -,O, O] 

2 2 2 2 

=[O~ s-J3 2+7J3J 
, 2' 2 , 2 

= [0, 2.5, 1.6, 7.1] 

şeklinde yine bir vektör kuaterniondur. Yukarıdaki eşitliğe göre r' vektörü; 

~ ~ ~ 

r' = 2,s i + 1,6 j + 7,ı k 

olacaktır. 
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3.5 Kuaternionlarla Öteleme Hareketinin incelenmesi 

Kuaternionlar öteleme hareketi yapılan koordinat sistemlerine uygulanabilirler. 
p noktasının o orijınli xyz-koordinat sistemine göre yervektörü r olsun. Şekil 3.4' de 
görüldüğü gibi .xyz-koordinat sistemi O' orijinli x);'z' -koordinat sistemine göre ro 
vektörü kadar öteleniyor. 

z 

y 

x' 

Şekil 3.4 Öteleme hareketi 

p noktasının x);'z' -koordinat sistemine göre yervektörü r' olduğuna göre, r 

ve r' arasındaki ilişki; 

(3.55) 

olmalıdır. 

(3.55) bağıntısı kuaternion formunda; 

r'= ro+ r (3.56) 

ile verilir ve 
[0, x',y', z']=[O, x 0 , y0, z 0 ]+[0, x, y, z] 

=[0, x 0 +x, y0 +y, z 0 +z] 
(3.57) 

şeklinde ifade edilir (Tan and Balehen [ 14] ). Öteleme hareketini matris formunda da 
temsil etmek mümkündür ve dönüşüm bağıntısı; 

, 
ı o X o X o X 

y' o ı o Yo y 
(3.58) = , o o z Zo z 

ı o o o ı 

ile verilir (Özdaş [1]). 
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3.6 Kuaternionlarla Dönme+Öteleme Hareketinin incelenmesi 

z' 

r---------if---.--+ y' 

o' 1 h' 
!/ 

x' y' 

Şekil 3.5 Dönme+Öteleme hareketi 

Dönme+Öteleme hareketi dönme ve öteleme hareketinin kombinasyonudur. 
Şekil 3.5' de görüldüğü gibi O orijinli xyz-koordinat sistemi O' orijinli x)/z' 

koordinat sistemine göre r0 vektörü kadar ötelenirken aynı zamanda fi birim vektörü 

etrafında e açısı kadar dönüyor olsun. 
p noktasının xy'z' koordinat sistemine göre yervektörü r' olduğuna göre, r 

ve r' arasındaki ilişki; 

(3.59) 

olmalıdır. Bu eşitlik kuaterniyon formunda, her bir harekete ilişkin bağıntıların ayrı 
ayrı yazılmasıyla ifade edilir: 

r' =ro+ ere* (3.60) 

Yukandaki eşitlikteki ilk terim öteleme hareketine karşı gelirken ikinci terim ise 
dönme hareketini tanımlar. (3.60) ifadesi daha açık bir formda; 

(0, x', y', z'] = (0, X
0

, y 0 , Z 0 ) + (cos~, n sin~) (0, X, y, z] (cos~, -n sin~) (3.61) 
2 2 2 2 

ile verilir (Özdaş [ 1 ]). (3 .61) ifadesinde dikkat edilecek bir nokta ifadenin basitliği dir. 
(3.48) ile (3.54) arasında kalan matris ifadeleri ne kadar karışık ve iç karartıcı iken, 
kuaternion yaklaşımının kullanıldığı ifadeler o kadar açık, kısa ve anlaşılırdır. 



]() 

Örnek: 

Bir parçacığın xyz-koordinat sistemindeki r = 3i + 6} + 2k yervektörü z-ekseni 

etrafında 90° döndürüldüğü anda bu xyz-koordinat sisteminin O' orijinine göre 
~ ~ ~ 

yervektörü r0 = 4i + 7 j +k ise bu parçacığm x)/z' -koordinat sistemine göre 

yervektörü ne olur? 

Çözüm: 

r ver' yervektörlerini; 

r = [0, 3, 6, 2] 

r0 = [0,4,7,1] 

şeklinde birer vektör kuaternionla temsil edelim. e birim kuaternionu ise; 

e ~ · e 5 k~ · 45 e= cos- +n sm-= cos4 + sm 
2 2 

=[../2 00../2] 
2 ' ' ' 2 

olacaktır. Buna göre (3.60) dönüşüm bağıntısmdan; 

r' = r +ere* o 

J2 J2 J2 J2 
=[0,4,7,1]+[-, O, O,-] [0, 3, 6, 2][-, O, O,--] 

2 2 . 2 2 

= [0, 4, 7, 1]+[0, -6, 3, 2] 

= [0, -2, 10, 3] 

~ ~ ~ 

elde edilir. Yukarıdaki bağıntıya göre aranan r' vektörü, r' = -2i + 10j + 3k 

olacaktır. 
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4. KUATERNİONLARIN FİZİKSEL UYGULAMALARI 

3. bölümde kuaternionJarın dönme ve öteleme hareketlerine ilişkin bağıntıları 
incelenmişti. Bu bölümde bunlara ek olarak kuaternionların fizikteki diğer 

uygulamaları üzerinde durulacaktır. 

4.1 Eylemsiz Referans Sisteminde Newton'un ll. Kanunu 

Kartezyen koordinat sisteminde bir parçacığın konumu zamanın fonksiyonu 
olarak 

r = x(t)f + y(t)} + z(t)k 

vektörü ile belirlenir. r konum vektörü kuaternion formunda; 

r = [O, x(t), y(t), z(t)] 

ile verilir. Hız ifadesini bulmak için 

d 
dı= [-,O, O, O] 

dt 

ile tanımlanan türev operatörü kullanılır. 

d 
v =[-,O, O, 0][0, x(t), y(t), z(t)] 

dt . 

=[O dx(t) dy(t) dz(t)] 
' dt ' dt , dt 

(4. 1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

ivme ifadesini bulmak için ise r kuaternionunu iki kez türev operatörü ile çarpmak 
gerekecektir: 

d d 
a = [-,O, O, O][-, O, O, 0][0, x(t), y(t), z(t)] 

dt dt 

=[i_ 0 0 O][ O dx(t) dy(t) dz(t)] 
dt ' ' ' ' dt ' dt ' dt 

(4.5) 

=[O d2 x(t) d2 y(t) d2 z(t)] 
'd 2 'd''d' t c c 
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Örnek: 

Bir maddesel noktanın hareketi x = (t+ ı) 2 ve y = (t+ 1)-2 denklemiyle 

veriliyor. x ve y metre, t ise saniye cinsinden ölçüldüğüne göre t = 2 s anında maddesel 

noktanın konumunu, hızını ve ivmesini hesaplayınız. 

Çözüm: 

Maddesel noktanın konumu (4.2) eşitliğinden kuaternion formunda; 

r = [0, x(t), y(t), z(t)] 

= [o, ct+ ı/, ct+ ı r 2
, o 1 

ile verilecektir. t = 2 s anındaki konumu ise; 

r = [0, (2+ı/, (2+ıf2 , O] 

ı 
= [0, 9, -,O] 

9 

olacaktır. Maddesel noktanın hızı eşitlik (4.4)'den; 

v =[O dx(t) dy(t) dz(t)] 
, dt ' dt ' dt 

=[0,2(t+ı) ,-2Ct+ır3 ,o] 

olup, t = 2 s anında hızı, 

2 
v=[O 6 --O] 

' , 27' 

dir. Maddesel noktanın ivmesi eşitlik (4.5) gereğince; 

bulunur. t = 2 s anında sahip olduğu ivme ise, 

2 
a = [O, 2, -, O] 

27 

ile verilir. 
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4.2 Polar koordinatlar ve Newton'un II. Kanunu 

Şekil 4.1 >..)' düzleminde hareket 

Polar koordinat sisteminde nı parçacığının konumu jrj = p ve r 

doğrultusundaki birim vektör ep' ve r 'ye dik birim vektör ee olmak üzere r = p ep ile 

veriliyordu. Bu konum vektörü kartezyen koordinat sisteminde; 

r = r(t)cos[S(t)]f + r(t) sin[S(t)JJ (4.6) 

şeklinde tanımlanır. r vektörünün kuaternion formundaki ifadesi; 

r = [0, r(t)cos[S(t)], r(t)sin[S(t)], O] (4.7) 

ile verilir. Hız ifadesini elde edebilmek için (4.3)'de verilen dı türev operatörü ile r 

kuaternionunu çarpmak gerekir: 

= [ .5!_, O, O, O][ O, r(t)cos[S(t)], r(t)sin[S(t)], O] 
dt 

= [O, .5!_ r(t) cos[S(t)], _!r(t) sin[S(t)], O] 
dt dt 
dr(t) . d8(t) 

= [0, --cos[S(t)]- r(t)sın[S(t)]--, 
dt dt 

dr(t) . d8(t) 
-sın[S(t)] + r(t)cos[S(t)]--, O] 

dt dt 

(4.8) 

ivme ifadesini bulmak için dı türev operatörü r kuaternionuna iki kez veya v 
kuaternionuna bir kez uygulanmalıdır: 



Örnek: 

a =dı dır 

=dı V 

=[i_, O, O, 0][0, dr(t) cos[e(t)]-r(t)sin[e(t)]de(t), 
dt dt dt 

dr(t) sin[e(t)] + r(t)cos[e(t)] de(t) ,0] 
dt dt 

. dr(t) de(t) de(t) 
= [0,- 2sın[e(t)]---- r(t)cos[e(t)](--) 2 (4.9) 

dt dt dt 

+ cos[e(t)] d
2
r(t)- r(t)sin[e(t)] dze(t), 

de de 
2 cos[e(t)] dr(t) de(t) - r(t) sin[e(t)](de(t)) 

2 

dt dt dt 

d2 r(t) d2 e(t) 
+ sin[e(t)]-

2
- + r(t)cos[e(t)] 

2 
,0] 

dt dt 

Bir parçacık r = 3e ve e= 2e ile verilen eğri boyunca hareket etmektedir. r 
metre, t ise saniye cinsinden ölçüldüğüne göre parçacığın e = 0,5 rad anında hızını ve 
ivmesini bulunuz. 

Çözüm: 

e = 2 e olduğuna göre, 

Js .ro.s 
t = V"2 = V2" = o.63s 

olmalıdır. r'nin büyüklüğü ise, 

r = 3e = 6e 
= 6(0.63)3 

= 1.5 m 

bulunur. ( 4. 7) ifadesine göre parçacığın konumu, 

r = [0, 1.5cos(0.5), 1.5sin(0.5), 0], 

(4.8) ifadesine göre parçacığın hızı, 

V= [O, 7.1, 3.6, O] 



ile verilir. Hızın büyüklüğü ise v kuaternionun normunun kareköküne eşittir. 

Nv =vv* 

= (7,1)2 + (3,6)2 

= 63,4 m2 1 s2 

ıvı= .fN: 
=7,9 m/s 

Eşitlik (4.9) dan parçacığın ivmesi, 

a = [O,- 9.3, 46.6, O] 

bulunur. ivmenin büyüklüğü ise, 

Na= aa* 

= ( -9,3)2 + ( 46,6)2 

= 2258 m2 1 s4 

i al= .JN:" = 47.5 m 1 s2 

olmalıdır. 
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4.3 Doğal Koordinat Sisteminin (Serret-Frenet Üçyüzlüsü) Kuaternion Temsili 

Şekil 8'de görüldüğü gibi sürekli bir (c) eğrisi üzerinde hareket eden bir 
parçacık ele alınsın. 

Şekil 4.2 Eğri üzerinde hareket 

Parçacığın r yervektörü zamanın fonksiyonu olarak kuatemion formunda, 

r = [0, x(t), y(t), z(t)] ( 4.1 O) 
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ile verilsin. r, eğri üzerinde alınan bir başlangıçtan itibaren ölçülen (s) yay 
uzunluğunun fonksiyonu olarak; 

v=dır 

d 
= [-,O, O, O][ O, x(s), y(s), z(s)] 

dt 

=[O dx(s) dy(s) dz(s)] 
' dt ' dt ' dt 

=[O, dx(s) ds, dy(s) ds, dz(s) ds] 
ds dt ds dt ds dt 

şeklinde yazıiab ilir. q = [ q0 , q1 , q2 , q3] kuatemionu; 

cos8 = ___5k_ 
/N: 

ve 

olmak üzere; 

q = /.N:(cos8 + q sin8) 

(4.11) 

şeklinde yazılabileceği Bölüm 1'de belirtilmişti. Buna göre eşitlik ( 4.11) de verilen v 
kuaternionu; 

(4.12) 

cos8 =O (4.13) 



(
dx(s) ds)

2 

+ (dx(s) ds)
2 

+ (dx(s) ds)
2 

ds dt ds dt ds dt 
sin e = -'----------;:=------

.[li; 

(
dx(s) ds)

2 

+ (dx(s) ds)
2 

+ (dx(s) ds)
2 

ds dt ds dt ds dt 

=1 

olduğuna göre, 

ds 

dt 

şeklinde yazılabilir. Burada t kuaternionu; 

t =[O dx(s) dy(s) dz(s)] 
' ds ' ds ' ds 

ile verilmektedir. t' nin normu; 

Nı=(d~~))ı+(d~~))ı+(d~~))ı 
=1 
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(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

olduğuna göre t kuaternionu birim kuaterniondur ve bundan sonra i ile 

gösterilecektir. v kuaternionu parçacığın hızına karşı gelen vektörü temsil ederken, i 
kuaternionu da yörüngeye teğet birim vektöre karşılık gelir. 

Parçacığın P noktasındaki İvınesi ise v kuaternionuna türev operatörünün 
uygulanması ile elde edilir. Buna göre a, parçacığın ivme vektörüne karşı gelen 
kuaternion olmak üzere; 

a=dıv 

= [i_, O, O, O][O, dx(s) ds, dy(s) ds, dz(s) ds] 
dt ds dt ds dt ds dt 

=[i_ o o o]([ds o o 0][0 dx(s) dy(s) dz(s)]~ 
dt ' ' ' dt ' ' ' ' ds ' ds ' ds ~ 
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a = [d
2 
s 0 0 O][O dx(s) dy(s) dz(s)] 

d e ' , ' ' ds ' ds ' ds 

+[ds O O O][i_ O O 0][0 dx(s) dy(s) dz(s)] 
dt ' ' ' dt ' ' ' ' ds ' ds ' ds 

= [ d2 
s 0 0 O][O dx(s) dy(s) dz(s)] 

d "' ' ' , d ' d ' d c s s s 

(4.18) 

+[ds 0 0 O][O d
2
x(s) d

2
y(s) d

2
z(s)][ds 0 0 O] 

dt ' ' ' ' ds2 ' ds2 ' ds2 dt ' ' ' 

ile verilmelidir. ( 4.18) eşitliği yeniden düzenlenirse; 

2 ( d ~
2 

d d s ~ s ~ 
a=[-

2 
,O,O,O]t + [-,0,0,0] [-,O,O,O]t 

dt dt ds 
( 4.19) 

elde edilir. Öte yandan i birim kuaternion olduğundan 

~ ~* 
t t =1 (4.20) 

olup ( 4.20) eşitliğinin yay uzunluğuna göre türevi için; 

(4.21) 
2 () 2 2 ? 2 ? O=[O d x s d y(s) d z(s)]~* +t[O- d-x(s) _d y(s) _ d-z(s)] 

, ?' 2' 2 t ' 2' 2' o 
ds- ds ds ds ds ds-

elde edilir. (*=-i olduğundan (4.21) eşitliğine göre, 

(4.22) 

yazılabilir. Bu ifadeye göre, 

(4.23) 

olmalıdır. P noktasında t kuaternionuna karşı gelen vektöre dik birim vektör, li 
birim kuaternionu ile temsil edilirse k, R E R olmak üzere, 

(4.24) 



ile tanımlanmak üzere ( 4.19) ifadesi; 

2 ( )" 
d s ~ ds ~ ~ 

a = [-, ,O,O,O]t+ k [-,0,0,0] n 
dı- dt 

(4.25) 

şeklini alır. k' ya (c) eğrisinin P noktasındaki eğri li ği, R'ye ise eğrilik yarıçapı denir. 

b= i iı 

olmak üzere, 

A ı diı ı A 

b=--+-t 
't ds R-r 

birim kuatemionu tanımlansın. i, iı, b birim kuatemionlan doğal olarak 

iı =hi 

i= iıb 

koşullannı sağlarlar. 

Örnek: 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 
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x = 3cost, y =3sint, z=4t uzay eğrisinin herhangi bir noktasındaki i, iı, b 
kuatemionlan ile eğrilik yançapı ve eğriliği bulunuz. 

Çözüm: 

Eşitlik (4.10)'dan, 

r = [O, 3 co st, 3 sin t, 4 t] 

şeklinde ifade edilmelidir. ( 4. ll) ve ( 4. 15)' den, 

olduğuna göre; 

r =[O dx(s) dy(s) dz(s)] 
dt ' dt ' dt ' dt 

= [0,- 3sin t, 3cost, 4] 



..Jii: = ~9sin 2t+9cos2t+ı6 
=5 

bulunur. i birim kuaternionu, 

~ ı 
t=--v 

JN: 
[ 3 . 3 4] 

= O --sın t -cost -
' 5 ' 5 ' 5 

ile verilecektir. i nin yay uzunluğuna göre türevi 

ve 

di di ı 
ds- dt JN: 

ı ~ 
=-n 

R 

di 

n=_4!__=[0 -cost -sint O] 
~ ' ' , 

olmalıdır. (4.30) eşitliğinden 

[0, -i co st, ~sin t, O] = .[ii: [0, -co st, -sin t, O] 
5 5 R 

25 
yararlanılarak R = - ve 

3 

b= iiı 

k = _..!.._ = _2_ bulunur. b kuaternionu ise; 
R 25 

[ 4 . 4 3] = O -s ın t --co st -
' 5 ' 5 '5 

elde edilir. 

.ı o 

(4.30) 



.ı ı 

4.4. Mekanikte Dönme Eksenleri 

Kuaternionlar katı bir cismin dönen bir koordinat sisitemine göre kinematik 
bağıntılarını bulmada kullanılabilirler. Bileşenleri zamana bağlı q birim kuaternionu 
ele alınsın. q birim kuaternion olduğuna göre 

qq* =I (4.30) 

bağıntısını sağlar. (4.30) denkleminin zamana göre türevi alınarak, 

* dq * dq -q +q-=0 
dt dt 

(4.31) 

elde edilir. Diğer yandan, 

* * 
( dq q*l = -q~ = -[dq q*] 

dt ) dt dt 
(4.32) 

olduğundan dq q * skaler bileşene sahip değildir. ( 4.30) eşitliğinden yola çıkarak; 
dt 

yazılabil ir. 

dq * w=2-q 
dt 

şeklinde verilen vektör kuaternion olmak üzere (4.33) denklemi; 

dq ı 
-=-wq 
dt 2 

ile ifade edilebilir. Buradan yola çıkarak, 

d q* ı * ı --=-(wq) =--q* w 
dt 2 2 

yazılabilir. w vektör kuaternion olduğundan w* = -w olduğunu hatırlayınız. 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

Uzayda sabit bir koordinat sistemine göre dönme miktarı q'nun değeri 
tarafından belirlenen bir cisim ele alınsın ve cİsınin bu sabit koordinat sistemine göre 
koordinatları p vektör kuaternionu ile belirlensin. Cisim üzerinde yer alan bir 
koordinat sistemine göre cİsınin koordinatları; 



p' = q* pq 

olacaktır. 

dp' =o 
dt 

olduğundan; 

dq * dı.p dq o= -pq + q * -q + q * p-
dt dt dt 
ı dp ı 

= --q *wpq +q *-q +-q * pwq 
2 dt 2 

= q *[-_!_(up- pw) + dp]q 
2 dt 

elde edilir. (4.37) eşitliği gereğince ve (4.38) eşitliğinden; 

dp ı( ) -- = - up - pw = roxp 
dt 2 

42 

(4.36) 

(4.37) 

(4.38) 

(4.39) 

olmalıdır. Bu sonuca göre ro açısal hız, w da açısal hız vektörüne karşı gelen vektör 
kuaternion olarak yorumlanabilir. Bu inceleme, cisim veya sabit koordinat sistemine 
göre konumları sabit olmayan parçacıkların hareketini tanımlamak ıçın 
genişletilebilir. r ve r' kuaternionlarının vektörel kısımları cisim ve sabit koordinat 
sistemine göre parçacığın konumlarını belirleyen yervektörlerine karşılık gelsin. r ve 
r' arasında 

r'=q*rq 

bağıntısı mevcuttur. Yukarıdaki ifadenin zamana göre türevi alınarak; 

dr' dq * dr dq 
-=--rq+q*-q+q*r-
dt dt dt dt 

ı dr ı 
= --q *wrq +q *-q +-q*rwq 

2 dt 2 

[ 
ı dr] =q* --(wr-rw)+- q 
2 dt 

ifadesi elde edilir. Öte yandan; 

(4.40) 

(4.4ı) 



w r- rw = (05[ro + r])- ([ro+ r]05) 

= ro05- 05. r +ro xr- roro + r.05- rx05 
= 205 xr 

olduğuna göre ( 4.4 ı) ifadesi; 

dr' [dr _ -] 
dt = q* dt-coxr q 

haline indirgenir. Yukarıda verilen eşitliğin bir kez daha türevi alınarak, 

d
2
r' ı [dr - -] r d2

r dö5 - - dr] --=--q*w --coxr q+q*l---xr-cox- q 
d e 2 dt d e dt dt 

[dr _ -]ı +q * --coxr -wq 
dt 2 

[
d

2 
r - dr dro - - - - ] =q* --cox---xr+cox(coxr) q 

de dt dt 

(4.42) 

(4.43) 

(4.44) 

elde edilir. Eğer eksenler biran için üst-üste gelecek şekilde seçilirse 
q =ı olacağından (4.44) ifadesi, dönen koordinat sistemleri arasındaki klasik 
bağıntıya indirgenir (Ward [3]). 



5. DUAL KUATERNİONLAR 

Bu bölümde daha önce verilen kuaternion kavramına ek olarak dual kuaternion 
kavramı incelenecektir. Daha sonra ise dual kuaternionların fiziksel uygulamaları 
üzerinde durulacaktır. 

5.1. Dual Sayı 

a, a' reel sayı ve ve s2 = O olmak üzere A du al sayısı; 

A = UUi'] (5.1) 

şeklinde tanımlanır (Veldkamp [22] ). a sayısına A dual sayısının reel kısmı ve a' reel 
sayısına daA dual sayısının dual kısmı denir. 

[1, O] dual sayısı kısaca s ile gösterilecek olup dual birim olarak adlandırılır. 

5.2. Dual sayılar Üzerine Temel İşlemler 

5.2.1. Toplama ve Çıkarma 

A=a+sa'=[a,a']ve B=b+sb'=[b,b'] gibi iki dualsayının toplamı ve 

farkı, 

A ±B = ( a + E a ') ± (b + E b') = ( a ± b) + E ( a' ± b') (5.2) 

ile verilir. Dikkat edilirse reel kısımlar kendi arasında ve dual kısımlar da kendi 
arasında toplama ve çıkarma işlemine tabi tutulurlar. İki dual sayının toplamı ve farkı 
yine bir dua) sayıdır. 

5.2.2. Çarpma 

A ve B dua) sayılarını çarpımı; 

A x B= (a +sa') x (b+ sb')= (a x b)+ s(a x b'+ a' x b) 

şeklinde tanımlanır.İki dua) sayının çarpımı yine bir dual sayıdır. 

5.3.3. Eşitlik 

A = a +sa'= [a, a'] ve B= b+ sb'= [b, b'] olmak üzere 

a=b, a' =b' 

ise A dua) sayısı B dua) sayısına eşittir. 

5.3. Dual Vektörler 

(5.3) 

(5.4) 

a, a' üç boyutlu uzayın reel vektörlerini göstermek üzere A duaı vektörü, 

(5.5) 
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şeklinde iki reel vektörün kombinasyonu olarak tammlamr ve 

A = [a, a'J (5.6) 

ile temsil edilir. Diğer taraftan a = aJ + a2] + a3k ve a' = a; i+ a; j + a; k olmak üzere 

A dual vektörünü; 

A=a+c:a'=(aı i+azJ + aJ) +c: (a; i+ a;] + a; k) 

=(aı+c:a;) i+(az + c:a;)] + (a3 + c:a;)k 
~ ~ ~ 

=Ai+Bj+Ck 

(5.7) 

şeklinde ifade etmek mümkündür. (5.7) ifadesinde A, B, C 'nin dua! sayı olduğuna 

dikkat ediniz. /... bir skaler olmak üzere A dua! vektörünün bu skalerle çarpımı; 

t..A = [t..a, t..a'J (5.8) 

olup elde edilen nicelik yine bir dua! vektördür. 
Reel ve dual bileşenleri sıfır olan dua! vektöre sıfır dua! vektör denir ve 

ö = [ö, ö] (5.9) 

ile gösterilir ( Hacısalihoğlu [7] ). 

5.3.1 Doal Vektörterin Skaler Çarpımı 

A = a + c:a' ve B= b+ c: b' duaı vektörlerinin iç çarpum <.4., B) ile gösterilir 

ve 

(A, i3> = <a + c:a', b+ c: b')= <a,b) +c: [(a', b)+ <a, b')J (5.10) 

· şeklinde tammlamr (Veldkamp [22] ). 

5.3.2 Doal Vektörlerin Vektörel Çarpımı 

A = a +c: a' ve B = b +c: b' gibi iki dua! vektörün vektörel çarpımı AxB ile 

temsil edilir ve bu çarpım; 

A x B= (a +c: a', b+ c: b')= a: x b+ c: [(a x b')+ (a' x b)J (5.11) 

ile verilir (Veldkamp [22] ). 
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5.3.3 Dual Vektör Eşitlikleri 

Reel vektörler için geçerli olan eşitlikler dua! vektörler için de aynen geçididir 
(Hacısalihoğlu [7]): 

<A X B, C)= <B X C, A) =(C X A,B) (5.12) 

(A X B, C) = (A, B X C) (5.13) 

A X (B X C)+ B X (C X A) +c X (A X B)= o (5.14) 

<A X B, (~X D)= (A, C) (B, D)- (A, D) (B, C) (5.15) 

(5.16) 

5.4 Dual Kuaternionlar 

Dua! vektörler iki reel vektörün kombinasyonu olarak tanımlanmıştı. Benzer 
şekilde Q dua! kuatemionu; 

~ ~ ~ 

q = qo + qı i + qı j + q3 k 

q' = q~ + q; i+ q;] + q; k 
(5.17) 

gibi iki reel kuatemionun kombinasyonu olarak; 

Q=q+cq'=[q, q'] 

= ( q0 + c q ~) + ( q 1 + c q; ) i + ( q2 + c q; ) J + ( q3 + c q; ) k (5.18) 

şeklinde tanımlanır ve 

(5.19) 

ile temsil edilir. Q0 ,QPQ 2 ve Q3, Q dua] quaternionunun dua! bileşenleri olarak 

adlandırılırlar. Reel quaternionlarda olduğu gibi bir dua! quatemion, 

(5.20) 

ve 
~ ~ ~ 

V o= Qı i +Qıj +Q3k (5.21) 

ile tanımlanan skaler ve vektörel kısırnlara ayrılarak, 
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(5.22) 

şeklinde ifade edilebilir. Bir dual quaternionun skaler kısmı bir dua] sayı, vektörel 
kısmı da bir dual vektördür ( Hacısalihoğlu [7] ). 

5.5 Dual Quaternionlar Üzerine Temel İşlemler 

5.5.1 Dual Kuaternionların Eşitliği 

Ele alınan herhangi P ve Q gibi iki dual kuaternionun reel ve dua] kısımlan 
karşılıklı olarak eşitse bu iki dual kuaternion eşittir. 

SP = SQ ve V P = V Q ~ P = Q (5.23) 

5.5.2 Toplam ve Fark 

İki dual quaternionun toplam veya farkı karşılıklı olarak reel ve dual 
kısımlarının toplamına veya farkına eşittir: 

P ± Q = (Sp ± SQ) +(V P ± V Q) 

5.5.3 Çarpma 

=(Po± cQ0) + (Pı ± cQ1)f + (Pı ± cQ2)} + (P3 ± cQ)k 

=[Po± cQ0 ,Pı ± cQ1,Pz ±cQ2,P3 ±cQ3] 

P ve Q gibi iki dua] kuaternionun çarpımı; 

PQ = (p + cp')(q + cq') = pq + c(pq' + p' q) = [pq, pq' + p' q] 

(5.24) 

(5.25) 

şeklinde tanımlanır. Dual kuaternion çarpımı sonucunda elde edilen nicelik yine bir 
dual kuaterniondur. Bununla birlikte pq'+ p' q =O ise PQ çarpımı reel kuaterniona 

indirgenir. 
Dual kuaternion çarpımı değişme özelliği göstermez, fakat dağnnlı ve 

bileşimlidir ( Hacısalihoğlu [7] ): 

P(Q+R)=PQ+PR (5.26) 

P(QR) = (PQ)R (5.27) 

5.5.4 Eşlenik 

Dual kuaternionlarda eşlenik kavramı reel kuaternionlara benzer şekilde ifade 

edilir. Bir dual kuaternionun eşleniği Q* ile gösterilir ve, 

Q* = q *+Eq'* = [q*, q'*] 

=[Qo,-QP-Q2,-Q3] 
(5.28) 
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şeklinde tanımlanır. Öte yandan dual kuaternionlar ile dönme ve öteleme ifadelerinde 
sıkça kullanılacak olan dua] eşlenik, 

Qc =q-cq'=[q,-q'] 

ile Q dual kuaternionunun eşleniğinin dual eşleniği ise; 

Q~ = q * -cq'* = [q*,- q'*] 

şeklinde tanımlanır (Valasek and Stajskal [1 8]). 
P ve Q dual kuaternion olmak üzere P ve Q'unun toplamının eşleniği 

* (P+Q) =(p+q)*+c.(p'+q')* 

= p*+q*+c.p'*+c.q'* 

= (p * +c.p'*) + (q * +c.q'*) 

= p*+Q* 

ile verilir. İki dua] kuaternionun çarpımının eşleniği ise; 

(PQ) * = (pq) * +c.(pq' + p'q) * 
= q* p*+E(q'* p*+q* p'*) 

= (q * +Eq'*)(p *+Ep'*) 

Q* * = p 

olacaktır ( Hacısalihoğlu [7] ). Diğer taraftan bu dual kuaternionlar için 

ve 

bağıntıları yazılabilir ( Valasek and Stajskal [ 1 8]). 

5.5.5. Norm 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

(5.32) 

(5.33) 

(5.34) 

Bir Q du al kuaternionun normu N 0 ile gösterilmek üzere; aynen reel 

kuaternionlarda tanımlandığı gibi kendisi ile eşleniğinin çarpımına eşittir: 

* * NQ=QQ =Q Q 

= (i + 0 2 + 0 2 + 0 2 
-0 -1 -2 -3 

(5.35) 
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Bu işlem sonucunda elde edilen nicelik bir dual sayıdır. İki dual kuatemionun 
çarpınumn normu ıçın; 

* NPQ = (PQ)(PQ) 

=PQQ*p* 
(5.36) 

ifadesi yazılabilir. Q Q * = N 0 olup, N 0 ise bir du al sayı dır. Bir du al sayının bir du al 

kuaternionla çarpımı değişme özelliği gösterdiğinden (5.36) ifadesi yeniden 
düzenlenerek; 

* * NPo=PQQ P 

= P NoP* 

=Pp* No 

=NPNo 

elde edilir (Hacısalihoğlu [7]). 

5.5.6. Birim Dual Kuaternion 

(5.37) 

Normu birim olan dual kuatemiona birim dua! kuaternion denir. Birim dual 
kuaternionun reel kısnu birim ve dual kısmı sıfırdır: 

2 2 2 2 
qo+ q1 + q2 + q3 = 1 (5.38) 

5.5. 7. Bir Dual Kuaternionun Tersi 

Dual kuatemionların tersi, reel kuaternionlarda tamınianan ifadeye benzer 

şekilde tammlamr ve Q-1 ile gösterilir. Q dual kuatemionunun tersi; 

(5.39) 

ile verilir. Bu ifade reel ve dual kısımdan oluşur. Q-1 'in reel kısmı; 

~ ~ ~ 

qo- q1 i - q2 j- q3 k 
2 2 2 2 

qo+ q1 + q2 + q3 
(5.40) 

ve dual kısnu için 

q~-q;i-q;]-q;k 2(q0 q~+q1 q;+q2q;+q3q;)( ~ ': k) 
2 2 2 2 - ~ o o o 2 qo- q1 ı- q2J- q3 

qo+q1 +qz+q3 (q~+q;+q;+q;) 
(5.41) 
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ifadeleri yazılabilir. Reel kuatemionlarda olduğu gibi dual kuatemionun tersi ile 
kendisinin çarpımı birimdir: 

(5.37) denklemi kullanılarak; 

ve 
ı 

Nq-1=-
Nq 

elde edilir. 

5.5.8 İki Doal Kuaternionun Bölümü 

(5.41) 

(5.42) 

(5.43) 

Reel kuatemionlarda tanımlandığı gibi, Q :f:. O olmak üzere bir P dual 

kuaternionunu bir Q dual kuaternionuna bölmek için P'yi Q-1 ile çarpmak gerekir. 

Fakat dual kuaternion çarpımı değişimli olmadığından bu çarpma işlemi iki türlüdür. 
Bu nedenle P'yi Q ile iki türlü bölmek gerekir. 

Sağdan bölme: PQ-1 (5.44) 

Soldan bölme: Q-1 P (5.45) 

Bölme işlemi sonucunda elde edilen nicelik yine bir dual kuaterniondur 
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6. DUAL KUATERNİON UYGULAMALARI 

6.1. Dual Kuaternionlarla Öteleme Hareketinin incelenmesi 

Üç boyutlu uzayda yer alan P noktasının O orijinli xyz koordinat sistemine 
göre koordinatları dual kuaternion formunda; 

R = [1, r] = [1, O, O, O; O, x, y, z] (6.1) 

ile verilir (Valasek and Stajskal [18] ). 

z 

.P(x,y, z) 

... y 

x' 

Şekil 6.1 Öteleme hareketi 

Şekil 6.1 'de gösterildiği gibi O orijinli xyz sistemi, O' orijinli x)l'z' koordinat 
sisteminden orijinieri paralel kalacak şekilde öteleniyor. P noktasının x)l'z' koordinat 
sistemine göre koordinatları, 

R'=[ı, r ']=[ı,O,O,O;O,x', y', z'] (6.2) 

ve O orijininin O' orijinine göre konumu; 

(6.3) 

dır. A dual kuaternionu; 

ı ı ı ı 
A = [1, -r0] =[ı, O, O, O; O, -xo, -y0 ,- zo] 

2 2 2 2 
(6.4) 

ile verilmek üzere dönüşüm bağıntısı; 

R' =ARA~= [1, kr 0][1, r][l, k ro] (6.5) 

şeklinde tammlamr (Valasek and Stajskal [18] ). (6.5) eşitliği daha açık bir formda 



52 

[o '''][ ı ı ı] ı ı ı I; ,x,y,z = l;O,-x 0 ,-y0 ,-zo [J;x,y,z][1;0,-xo,-Y0 ,-zo] 
2 2 2 2 2 2 

(6.6) 

şeklinde yazılabilir.Bu dönüşüm sonucu elde edilen nicelik yine bir dual kuaterniondur. 

Örnek: 

r =i+]+ k vektörünün başlangıç noktasına göre fo =i+ 2] + 3k vektörü 

kadar ötelenmesi ile elde edilen yeni vektörü bulunuz. 

Çözüm: 

(6.ı) eşitliği gereğince r vektörü dual kuaternion formunda; 

R = [1, r] = [1, O, O, O; O, 1, 1, 1] 

şeklinde ifade edilmelidir. (6.4) eşitliğinden A kuaternionu, 

ı ı 3 
A =[1, -r0]=[I, O, O, O; O,-, 1, -] 

2 2 2 

olup A dual kuaternionunun eşleniğinin dual eşleniği ise; 

* ı ı 3 Ac = [ 1, -ro] = [1, O, O, O; O, -, 1, -] 
2 2 2 

olacaktır. (6.5) eşitliğinde verilen dönüşüm bağıntısı gereğince elde edilecek yem 
vektör dual kuaternion formunda; 

[1; O, x', y', z'] = [1; O,..!_, 1, i] [1; I, ı, ı] [1; O,..!_, 1, i] 
2 2 2 2 
ı 3 3 5 

= [1; O,-, ı,-] [1; 0,-, 2, -] 
2 2 2 2 

= [1; O, 2, 3, 4] 

' olmalıdır. Dolaysıyla r vektörünün başlangıç noktasına göre ro vektörü kadar 

ötelenmesi ile elde edilecek yeni vektör r' = 2i + 3] + 4 k ile verilecektir. 

6.1. Dual Kuaternionlarla Dönme Hareketinin incelenmesi 

Şekil 6.2' deki .xyz sistemin yer alan P(x, y, z) noktası ele alınsın. Bu noktanın 
koordinatlan, 

~ ~ ~ 

r = xi + yj + zk (6.7) 

vektörü ile belirlenebileceğinden, bu vektöre karşı gelen dual kuaternion; 
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R = [1, r] = [1, O, O, O; O, x, y, z] (6.8) 

ile verilecektir. 

X 

Şekil 6.2 Dönme hareketi 

xyz-koordinat sistemi Şekil 6.2' de gösterildiği gibi n birim vektörü çevresinde 8 

açısı kadar döndürüldüğüne göre p noktasının yenİ koordinatları r' = X 'i+ yJ + z'k 
vektörü ile belirleneceğinden r' vektörüne karşı gelen dua] kuaternion; 

R' = [1, r'] = [1, O, O, O; O, x', y', z'] (6.9) 

olmalıdır. Bu dönüşümde kullanılacak olanA dua] kuaternionu; 

A = [e, O]= [ cos~,fi sin~; O, O, O, O] 
2 2 

(6.10) 

ile verilcek olup, reel kuaternionlardaki dönme-dönüşüm bağıntılarında tanımlandığı 
gibi Euler parametreleri içerir. A dua! kuaternionunun eşleniğinin dua! eşleniği ise; 

A~=[e*, O]=[cos~, -fisin~; O, O, O, O] 
2 2 

(6.11) 

şeklinde tanımlanacaktır. R ve R' arasındaki dönme-dönüşüm bağıntısı, 

R' =ARA~= [e,O] [J,r] [e*,O] (6.12) 

ile verilir (Valasek and Stajskal [ 18]). ( 6.12) eşitliği daha açık bir formda yazılabir: 
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[ı O , , , ] [ e ~ . e ][ [ e ~ . e ; ,x,y,z = cos-,nsın-;0 J;O,x,y,z] cos-,-nsın-;0] 
2 2 2 2 

(6.13) 

Bu dönüşüm sonucu elde edilen niceliğin yine bir dual kuaternion olduğuna 
dikkat ediniz. 

Örnek: 

f = 7i + 2] + 5k vektörünün k birim vektörü etrafında 90° döndürülmesiyle 

elde edilecek r' vektörünü bulunuz. 

Çözüm: 

(6.8) eşitliği gereğince r vektörü dual kuaternion formunda; 

R = [1, r] = [1, O, O, O; O, 7, 2, 5] 

şeklinde ifade edilecek olup dönme-dönüşüm bağıntısında kullanılacak olan A dual 
kuaternionu ve A 'nın eşleniğinin du al eşleniği; 

90 . 90 ..fi ..fi 
A = [e, O]= [cos-, O, sm-; O, O, O, O]=[-, O, O,-; O, O, O, O] 

2 2 2 . 2 

* 90 . 90 ..fi ..fi Ac = [e, O]= [cos-, O,- sm- ; O, O, O, O]=[-, O, O,--; O, O, O, O] 
2 2 2 2 

olacaktır. (6.13) denklemiyle tanımlanan dönme-dönüşüm bağıntısından yararlanarak; 

[0, x', y', z'; O]= [.J2, O, O, .J2; 0][1; O, 7, 2, 5][ .J2, O, O, - .J2; O] 
. 2 2 2 2 

=[I; O, -2, 7, 5] 

bulunur. Yukarıdaki sonuca göre r vektörünün k birim vektörü çevresinde 90° 

döndürülmesiyle elde edilecek r' vektörü, f' = -2i + 7 J + 5k olmalıdır. 
6.3. Dual Kuaternionlarla Dönme+Öteleme Hareketinin incelenmesi 

6.1 ve 6.2'de dual kuaternionlarla dönme ve öteleme hareketine ilişkin 

bağıntılar incelenmişti. Bu bölümde ise bu iki hareketin bileşimi olan dönme+öteleme 
hareketi incelenecektir. Temel olarak dönme ile ötelemeye ilişkin denklemler yine aynı 
kalacaktır. Fakat dönme+öteleme hareketi sözü edilen hareketlerin kombinasyonu 
olduğundan elde edilen denklem de herbir harekete karşı gelen denklemlerin 
kombinasyonudur. 
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Şekil 6.3'de görüldüğü gibi O orijinli xyz-koordinat sistemi O' orijinli x)/z' 

koordinat sistemine göre r0 vektörü kadar ötelenirken aynı zamanda n birim vektörü 

etrafinda 8 açısı kadar dönüyor olsun. 

Şekil 6.3 Dönme+Öteleme hareketi 

Bu bileşke harekete ilişkin eşitlik, her bir harekete ilişkin bağıntıların ayrı ayrı 
yazılmasıyla elde edilebilir. A 1 = [e,O] ve A1c = [e*,O] olmak üzere dönme

dönüşüm bağıntısı; 

* R'= AıR'Aıc (6.14) 

ve A 2 = [ 1, .!_ro] ve A ~c = [ 1, .!_ro] olmak üzere öteleme hareketine ilişkin bağıntı; 
2 2 

R , R' * = Aı A2c (6.15) 

ile verilir. Bu iki hareketin kombinasyonu olan dönme+öteleme hareketi ise; 

R, R * * = AıAı AıcAıc (6.16) 

bağıntı sı ile temsil edilecektir ( Valasek and Stajskal [ıs] ). Bu eşitlik daha açık bir 
formda; 

R" = [1, .!_ro][ e, 0][1, r ][e*, 0][1,- .!_ r:] 
2 2 

ı ı * =[e, -roe][1, r][e*,- -e* ro] 
2 2 

(6.17) 

ı ı 
=[e, 2 r 0 e][1, r][e*,- 2(r0 e)*] 

şeklinde yazılabilir. 
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(6.18) 

ile tamınlanmak üzere bu bileşke hareket, dönme ve öteleme hareketine ilişkin 

bağıntılara benzer şekilde ifade edilebilir; 

R"=C Re: (6.19) 

ile verilecektir. Dönme+öteleme hareketine ilişkin dönüşüm sonucu elde edilen nicelik 
yine bir dua! kuaterniondur. 

Örnek: 

r = 7f + 2] +Sk vektörünün k birim vektörü etrafında 90° döndürülüp, 
~ ~ ~ 

başlangıç noktasına göre fo = i + j + k vektörü kadar ötelenmesi ile elde edilecek r' 
vektörünü bulunuz. 

Çözüm: 

r vektörü dual kuaternion formunda; 

R = [1, r] = [1, O, O, O; O, 7, 2, 5] 

ile temsil edilecektir. ( 6. 71) bağıntı sı kullamlarak; 

, 11l.J2 .J2 .J2 .J2 lll 
R = [1; O,-,-,-][-, O, O,-; 0][1; O, 7, 2, 5][-, O, O,--; 0][1; O,-,-,-] 

222 2 2 2 2 222 
= [1; O, -1, 8, 6) 

elde edilir. Yukardaki sonuca göre dönme+öteleme sonucu elde edilen r' vektörü 

~ ~ ~ 

r' =-i +Sj +6k 

olmalıdır. 
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6.4. Dual Kuaternionların Denge Problemlerine Uygulanması 

Klasik mekanikte bir cismin dengede olabilmesi için iki şart öne sürülür. 
Cismin kütle merkezinin İvınesi ile açısal ivmesi sıfır olmalıdır. F cisim üzerine 
etkiyen dış kuvvetlerin toplamını göstermek üzere cİsınin öteleme hareketine ilişkin 
hareket denklemi Newton'un II. kanuna göre, 

F = ma~an 

olmalıdır. Denge şartı gereğince akm = O olduğuna göre, 

- n 

F = Fı + Fı + ... + Fn = Z: Fi = o (6.20) 
i=l 

olmalıdır. (6.20) denklemine göre F kuvvetini oluşturan kuvvetlerin bileşenlerinin 
toplamının da sıfır olması gereklidir: 

(6.21) 

(6.22) 

(6.23) 

· .._ Dengenin ikinci şartı gereğince açısal ivme sıfır olmalı idi. Bu nedenle cismin 
dönme hareketini tanımlayan; 

i=Ia (6.24) 

denkleminde cisim üzerine etkiyen toplam torkun sıfır olması gerekir: 

(6.25) 

Bu şart aynı zamanda toplam torku oluşturan torkların bileşenlerinin de sıfır olmasını 
gerektirir (Özdaş ve Yörükoğulları [6]): 

(6.26) 

(6.27) 

(6.28) 

Bir Q dual kuaternionu q, q' gibi iki reel kuaterniondan oluştuğu ve 
Q = [q, q'] şeklinde temsil edildiği Bölüm 4'de belirtilmişti. Bu tanım denge 
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problerinin çözümünde ve ifade edilişinde kolaylık sağlayabilir. Yapılması gereken 
şey cisim üzerine etkiyen kuwetlerin herbirini ve bunların cisim üzerinde 
oluşturduğu torku dual kuatemionun q, q' bileşenleri olarak ifade etmektir. 

Cisim üzerine Fı, p2 , p3 ••• Fn kuwetleri etkidiği ve bu kuvvetlerin cisim 

üzerinde i ı, i 2, i 3 ... in torkları oluşturduğu düşünülsün. rı, rı, r3 ... r n vektörleri 

herbir kuwetin tork alınan noktaya göre konumunu belirtmek üzere Qı, Q2 , Q3 ... Qn 
dual kuatemionları, 

Qı = :Fı +E rı x :Fı = :Fı +E !ı = [ Fı; rı] (6.29) 

(6.30) 

(6.31) 

r' 

(6.32) 

şeklinde ifade edilebilir. Denge koşulu gereğince cisim üzerine etkiyen kuvvet ve 
torkların toplamı sıfır olacağına göre, bunları belirleyen dual kuatemionların toplamı 
da sıfır olmalıdır: 

n 

LQ;=Q +Qı +Q3+ ... +Qn = Ü (6.33) 
i=ı ı 

(6.33) ifadesi daha açık bir formda; 

n n n 
LQ; = [ LF;; Lt;]= [0;0] (6.34) 
i=ı i=ı i=ı 

şeklinde yazılabilir. (6.34)'de verilen ifadenin (6.20) ve (6.25) eşitlikleriyle paralellik 
gösterdiğine dikkat ediniz. 

Örnek: 
Şekilde görülen 

uzunluğundaki düzgün AB çubuğunun 
ağırlığı 30 N, Wı ve W2 yüklerinin 
büyüklükleri sırasıyla I 00 N ve 80 
N'dur. Sistemin dengede olduğu 

bilindiğine göre A noktasındaki düşey 
tepki kuvveti ile z uzaklığını bulunuz. 

W ı 



Çözüm: 

Çubuğun orta noktası orijin olarak 
seçilsin. (6.32) eşitliğine göre sistem 
üzerine etkiyen kuvvetler ve bunların o 
noktasına göre oluşturdukları torklar dua] 
kuaternion formunda; 

" f. " " f. 
Q1 = Fd+ı::(--ixFıj) =[0, O, Fı. O; O, O, O,--F1] 

2 2 
= [0, O, Fı, O; O, O, O,- Fı] 

Wı ·w 

" f. " " f. 
Q2 =- Wd +ı::[-(-- z)ix (- W 1)j] = [0, O,- Wı. O; O, O, O,(-- z)W1] 2 . 2 

= (0, O,- 100, 0;0, O, O, (I- z)IOO] 

" f. " " f. 
Q3 = Tj +ı::( -ix Tj) = [0, O, T, O; O, O, O,- T] = [0, O, 80, O; O, O, O, 80] 

2 2 

Q4 =-W}+ ı::(Ox W})= [0, O,- W, O; O, O, O, O]= [0, O,- 30, O; O, O, O, O] 

şeklinde ifade edilebilir. (6.34) eşitliği gereğince; 

4 

L Qi = Qı + Qz + Q3 + Q4 =[O; O] 
i=l 

olmalıdır. 

Q1 + Q2 +Q3 + Q4 = [0, O, F1 +80-I00-30, O; O, O, O, -F1 + (1-z)I00+80] 

= [0, O, Fı - 50, O; O, O, O,- Fı + (1- z )I 00 + 80] = [0, O] 

Yukarıdaki eşitliğin reel kısmından; 

F1-50 =O 
ve 

Fı =SON 

bulunur. Aynı eşitliğin dua] kısmından; 

- Fı + (I - z )I 00 + 80 = O 

olacağından, Fı 'in değeri yerine konularak; 

z = I,3 m 

elde edilir. 
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7. TARTIŞMA ve SONUÇ 

Kuatemionlar son yıllarda artan bir hızla kullanılmaya başlanmıştır. Klasik 
Newton Mekaniğinden kuantum fıziğine, robotik uygulamalardan astrofıziğe kadar 
kendine uygulama alanı bulmuştur. Bu bulgunun başka bir kanıtı da internet ortamında 
bir arama motoru kullanarak quaternion anahtar kelimesini girdiğinizde sayıları 
binlerle ifade edilen web sitelerini karşınızda bulursunuz. 

Bu çalışma bir anlamda kuaternionların klasik mekanikteki uygulamaları ile 
ilişkilendirilmiştir. Ararulan, kuaternionların klasik uygulamalarda vektör cebrine göre 
kolaylık sağlayıp sağlayamadığıdır. Örnekler incelendiğinde vektörel ve skaler 
niceliklerin kuaternionlarla temsili mümkün olduğu görülmektedir. Bu temsiller klasik 
uygulamalarda arzu edilen ölçüde kolaylık sağlayamamaktadır. Fakat bu temsilierin 
vektör temsillerine göre üstünlükleri de gözden kaçmamalıdır. Örneğin vektörler 
üzerinde bölme işlemi tanımlı değilken kuaternionlar üzerinde bölme işlemi tanımlıdır. 

Robotik uygulamalar gibi dönme ve öteleme hareketlerini içeren sahalarda 
kuaternion temsillerinin önemi ve faydası gözardı edilemez. Bu alanlarda kuaternionlar 
dışında matris temsilerini kullanmak mümkündür. izlenecek yöntem dönme ve öteleme 
hareketlerine karşı gelen matrisleri yazıp bu matrisleri belli bir sıra ile çarpmaktır. Her 
öteleme hareketi bir matris ve her dönme hareketine yine bir matris karşı geleceğine 
göre bunların bileşimi olan dönme+ öteleme hareketi ise iki matrisle temsil edilecektir. 
Fonksiyonel bir robot kolu ele alındığında kol üzerinde birden fazla eklem bulunur. 
Kol hareket ettirildiğinde her eklemin öteleme ve dönme hareketi yaptığı düşünülürse, 
bileşke hareket için çok sayıda matrisin ardı ardına çarpma ve toplama işlemine tabi 
tutulacağı açıktır. Sistem bir bilgisayar yardımıyla kontrol ediliyorsa, bu harekete 
ilişkin bilgisayar programı yeterince etkin ve hızlı tepki verebilecek kapasitede 
olmalıdır. Ardı sıra matris çarpımiarı bilgisayarın tepki hızını azaltır ve bilgisayar 
algoritması geliştirmeyi zorlaştırır. Sözü edilen robot eğer endüstriyel bir robotsa ve 
bir üretim hattında bulunuyarsa bu sonuç daha uzun sürede daha az üretim anlamına 
gelir. Dönme ve öteleme hareketine ilişkin kuaternion temsilleri incelendiğinde, bu 
temsilierin oldukça kısa ve yalın olduğu görülür. Ardı ardına kuaternionları çarpmak, 
ardı ardına matrisleri çarprnaktan daha kolaydır ve daha az zaman alır. Bu ise luz ve 
etkinlik bakımından dönme ve öteleme hareketinin kullanıldığı bütün alanlarda kolaylık 
sağlar. 

Bölüm 5 ve 6'da dual kuaternion kavramı ele alınmıştı. Dua! kuaternionlar reel 
kuaternionlar kadar olmasa da fıziğin çeşitli dallarında yavaş yavaş uygulama alanı 

bulmaya başlamıştır. Reel kuaternionların robotik uygulamalarda getirdiği kolaylıktan 
olsa gerek dua! kuaternion uygulamalarının neredeyse tamamı robotik uygulama 
ağırlıklı dır. 

Dual kuaternionlar, sekiz bileşenden oluşmaları nedeniyle oktonionlarla 
karıştırılır. Her ne kadar bu çalışmada oktonion yapılar incelenmediyse de 
oktonionların değişme ve birleşme özelliğini sağlamadığı bilinmektedir. Dua! 
kuaternionlar birleşme özelliğini sağlarken değişme özelliği göstermezler. Eğer dua] 
kuaternionlar oktonion yapılar olsaydı birleşme özelliği de göstermezdi. Dolaysıyla 
dua! kuaternionlar oktonion yapılar olamaz. 
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