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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

DİNAMİGİN CLIFFORD CEBİRLERİYLE İNCELENMESİ 

MÜRERRA BALCIOGLU 

Anadolu Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Fizik Anabilim D alı 

Danışman: Prof. Dr. Kudret ÖZDAŞ 

2004, 65 Sayfa 

Bu çalışmada Clifford cebirleıindeki temel kavramlar tamtıldıktan 

sonra düşük boyuttaki Clifford cebirleıinden bazılan açıklandı. Bu 

cebirleıin baz vektörleri ve matıis gösteıimleri incelendi. Clifford cebirleıine 

uygun olan cebirler sınıflandınldı. Düzlemde ve ımıyda Clifford cebirleri 

incelendi. İki vektörlin toplaını ve çarpımı, bir vektörlin bileşenleri, 

izdüşümleri, yansıması ve dönmesi açıklandı. Koordinat sistemlerinde 

konum, hız, ivme, kuvvet, momentuın, tork, açısal momentunı vektörleri elde 

edildi. Dönme hareketi önce klasik mekanikte Euler açılan kullanılarak 

sonra Clifford cebriyle incelendi. 

Anahtar kelime ler: Clifford cebirleıi, dinamik, yansıına, dönme,rotor 
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After introducing basic concepts in CHfford algebras, some algebras of 

low dimensional CHfford algebras are explained. Base vectors of this algebras 

and matrix representations are investigated. Corresponding algebras to 

CHfford algebras are classified. CHfford algebras are investigated on plane 

and space. Sum and product of two vector, components, projection, reflection 

and rotation of a vector are explained. Position, velocity, acceleration, force, 
.. 

momenta, moment, angular momenta vectors are obtained in coordinate 

systems. Rotation motion first using Euler angles in classical mechanics then 

with Clifford algebra is investigated. 
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ı. GiRiş 

Klasik fizikte herhangi bir ölçüm sürecinin sonucu bir reel sayı ile verilir. 

Kompleks sayılar kuantum fiziğinin temelinde yer alırlar. Bir taneciğin zaman 

içerisinde uzaydaki hareketini belirleyen dalga fonksiyonu kompleks değerli bir 

fonksiyondur [1]. ax+b = O denkleminin çözümü, yani bir sayının başka bir sayıya 

bölünebildiği sayı cebirleri sadece reel, kompleks, kuaternion ve oktonion 

cebirleridir. Bunlar sırasıyla bir, iki, dört ve sekiz bileşene sahiptirler. Kompleks 

sayılarda bir, kuaternionlarda üç, oktonionlarda yedi bileşen imajinerdir [2]. 

Clifford cebirleri ismi İngiliz matematikçi W.K.Clifford' un anısına 

verilmiştir. Clifford Alman matematikçi H.G.Grassmann' ın ortaya koyduğu 

geometrik cebiri geliştirmiştir[3]. iriandalı matematikçi W.R.Hamilton' un 

bulduğu kuatemion cebri pek çok çağdaşı gibi Grassmann'ı da etkilemiştir[4]. 

Grassmann tarafından 1844' te oluşturulan :R 3 lineer uzayımn dış cebri 

A:R3
' ün baz vektörleri 

olup 

ı 

eıAeı , eıAe3, eıAe3 

eıAeı A e3 

' i :;t: j (1.1) 

(1.2) 

çarpım kurallarım sağlıyordu. Grassmann' ın dış cebrinde iç çarpım ve bir metrik 

koşulu yoktu. Clifford 1878' de Hamilton' un görüşlerini geliştirerek vektörlerin 

çarpımı için metrik bağıntıları olan yeni bir çarpım elde etti. Birinci kural aym 

kalacak şekilde ikinci kuratı değiştirdi: 

eiej =- ejei 

eiei =-1 

ı 

(1.3) 

(1.4) 



fR 2
' ye karşı gelen C/2,0 Clifford cebrinde skaler, vektör ve hivektör olmak üzere 

dört tane baz vektörü vardır. Bunlar {1, eı, eı, e3}' dir. Bu cebir çarpım kuralları 

ve vektör yapısıyla {1, i~e1 , j~eı, k~ e3}olmak üzere Hamilton' un bulduğu 

kuaternionlara karşı gelir.Kuaternionlar vektörleri ifade etmede kullanılabilir. 

Vektörlerle yapılan işlemlerde, öteleme, dönme gibi hareketlerde kuaternion 

kullamını oldukça yaygındır. İki reel kuatemiondan oluşan dual kuaternion 

sistemi ve kompleks sayı-kuatemion bileşiminden oluşan kompleks kuaternionlar 

(bikuatemionlar), elektromagnetizma, özel relativite teorisi, kuantum mekaniği 

gibi pek çok kullarnın alanı bulmuştur. 

Clifford 1882' de birinci kural ayın kalacak şekilde ikinci kuralı yeniden 

değiştirdi: 

(1.5) 

(1.6) 

3?,3
' e karşı gelen Ch,o Clifford cebrinde skaler, vektör, hivektör ve trivektör 

(hacim elemam) olmak üzere sekiz tane baz vektörü vardır. Bunlar { 1, eı ,eı, e3, 

eıeı , eıe3, e3eı, eıeıe3} olup { i~ - eıe3, j~ - e3eı, k~ - eıeı } olarak 

kuaternionlara karşı gelirler.Bu durumda i, j, k baz vektörleri temel bivektörlerdir 

[5]. 

Grassmarın ei sayılarım birim yönlü çizgisel elemanlar olarak tanımladı. 

Bir keyfi vektör aiei şeklinde yazılabilir. Burada ai skaler bir sayıdır. Grassmarın 

iki vektörün iç ve dış çarpımımn ab =a.b + aAb olarak yazılabileceğini gösterdi. 

Grassmann' ın merkez çarpım dediği bu çarpıma geometrik çarpım ya da CHfford 

çarpımı denir. İki vektörün çarpımı olan bu çarpım, iki vektörün nokta çarpımı 

(skaler çarpım) ile çapraz çarpımından (vektör çarpım) ibarettir. Skaler çarpımda 

(iç çarpım) değişme özelliği varken vektörel çarpımda (dış çarpım) yoktur [6]. 

C lifford ce birleri geometride, vektör ' çarpımında, yüzeylerin ve daha 

yüksek boyutlu nesnelerin temsilinde, yansımalar, dönmeler ve diğer geometrik 

dönüşümlerde basit ve kullamşlıdır. Özellikle üç boyutlu uzayda Euler açılarının 
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kullanılması halinde ortaya çıkan kalabalık matris işlemleri yerine Clifford 

cebrinin kullanımı daha uygundur [7]. Özellikle teorik fizikte C lifford cebrinin 

kullanımıyla Maxwell denklemlerinin farklı yazımlan elde edilmiştir. Klein

Oordon denklemini düzenienirken kuantum mekaniğinde dönen bir elektronun 

hareket denklemlerini aynı yolla elde edilmiştir.' Clifford :Rn uzayında sadece 3?,3 

ile ilgilenmiştir. Günümüzde :Rn=:Rr+s uzaylannda { eı, eı, ... e0 } ortonormal 

baz vektörlerinin karesi pozitif veya negatif olma durumianna göre sırasıyla 

Öklidyen veya anti-Öklidyen uzaylar ( :R 1,3 Minkowski uzayı gibi) için cebir 

tanımları yapılmaktadır. Bilinen birçok cebir sistemleri geometrik bağıntılar için 

geliştirilmiştir. Bunlar arasında kompleks analiz, vektör, tensör, kuatemion ve 

spinör cebri vardır. Clifford cebri tüm bu cebir sistemlerinin avantajlannı 

koruyarak yeni, güçlü ve kolay anlaşılır bir matematik dilinde temsilini sağlar. 

Bu çalışmada Clifford cebrindeki temel kavramlar tanıtıldıktan sonra 

bilinen cebir sistemleri ile aralanndaki izomorfizm ilişkileri incelenecektir. 

Clifford cebirlerinin fiziksel uygulamalan yapılırken Newton'un II. Yasası çeşitli 

koordinat sistemlerinde incelenecektir. Önce Euler açılanyla daha sonra Clifford 

cebriyle dönme hareketi açıklanacaktır. Daha sonra bir noktası sabit olarak dönen 

bir topacın hareketi Clifford cebri ile incelenecektir. 
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2.CLIFFORD CEBİRLERİ 

2.1. Kuadratik Uzaylar 

Reel veya kompleks olmak Üzere F skaler alanı üzerinde sonlu vektör 

uzayı V olsun. A.e F , ae V olmak üzere, 

• Q (A.a) = A.2 Q(a) 

1 
• B (a,b) = 

2 
{Q(a) + Q(b) - Q(a-b)} , a,b e V 

Q : V ~ F şeklinde bir Q varsa, (V,Q) çiftine bir kuadratik uzay denir ve F 

üzerindeki her vektör uzayı bir kuadratik uzay olur. B ise, V xV üzerinde bir iç 

çarpım uzayının bilinen bütün geometrik özelliklerini kapsar_ 

(V,Q) bir keyfi kuadratik uzay ve j = l, .. . ,n olmak üzere {ej}, V vektör uzayı 

için normalize baz vektörleri olsun. Q(a) diyagonal formda, 

(2.1) 
j j 

olarak yazılır [5]. 

2.2. Clifford Cebirlerinin Tanımı 

F üzerinde sonlu boyutlu vektör uzayı V olsun. u : v~A ve birimi 1 olan 

F, üzerinde birleşimli cebir A olsun. (V,Q) için 

• (u(a)) = -Q(a)1 , V a€V 

• A, {u(a): a€V} ve {A.1 : A.€F} tarafından üretilen bir cebir 

iken (A,u) çiftine bir Clifford cebri denir. V 'de a,b keyfi elemanları için 

(a+bi = -Q(a,b) = 2B(a,b) - Q(a) - Q(b) 

= 2B(a,b) + a2 + b2 

dir. Binom açılımından 
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(a+bi = a2 +ab+ ba + b2 (2.3) 

elde edilir. Denk (2.2) ve Denk (2.3) karşılaştınldığında V xV deki B iç çarpımı A 

cebrinde 

ı 
B(a,b) =- -:;-(ab+ ba) (2.4) 

şeklinde yazılabilir. V vektör uzayının i=ı, ... ,n olmak üzere ei normalize baz 

vektörleri , 

ı ~ i ,j ~n (2.5) 

koşulunu sağlar. Denk (2.5)' i sağlayan { eı, e2, ••• , e0 } baz vektörleriyle üretilen 

cebirler Clifford cebri olarak adlandırılırlar. 

i=j ise (ei = ı ve (eii =-ı olmak üzere iki durum vardır . r+s=n olmak 

üzere; (eii = ı yani pozitif tanımlanan Öklidyen uzay :Rn,o için 2° boyutlu Clr,s 

C lifford cebrl Cl n veya Cl n, o olarak tanımlanır. (ei = -ı yani negatif tanımlanan 

Öklidyen uzay 3?.,0'
0 için 2° boyutlu Clr,s Clifford cebri Clo,n' dir. 

V= 3?.,r+s ve kuadratik form Q(x)=xı2+... +x/-Xr+ı 2- ..• - Xr+/ ile 

birleşmeli reel Clifford cebirleri Cl(r+s) veya Clr,s ile gösterilir. V=Cn için en 

üzerinde bütün dejenere olmayan, kuadratik formları Q(z)=z 1
2+ ... +zn2 şeklindeki 

kompleks Clifford cebirleri Clc(n) ile gösterilir [5]. 

Eğer V vektör uzayı için ortonarınal baz vektörleri { eı, eı, .•• , en }ise reel 

Clifford cebri Clr,s'nin {ei} baz vektörleri, 

e? = -ı , i= ı, ... ,r (2.6) 

er+? = ı , i = ı, ... s (2.7) 

(2.8) 
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bağıntılarını sağlarlar. Benzer şekilde kompleks Clifford cebri Clc(n)'nin baz 

vektörleri de 

(2.9) 

(2.10) 

bağıntılarını sağlarlar. Hem r+s=n olan Clr,s hem de Clc(n) cebirleri 

kümesiyle üretilen ın boyutlu vektör uzaylarıdır. 

2.3. Clifford Cebirlerinin Matris Gösteriınieri 

Clr,s olarak gösterilen Clifford cebirlerinde r = n, s = O şeklinde tanımlanırsa 

Öklidyen uzay :Rn,o yerine :Rn ve Clifford cebri Cln,O yerine C/n ifadesi 

kullanılır[?]. xe :Rn olmak üzere bir vektörün uzunluğu ~~ 2 
= x.x' dir. 

2.3.1. Öklidyen Düzlem 3?.,2•
0 

:R2 nin Clifford cebri C/2,0 ; eı ve e2 ortonarmal baz vektörlerine sahiptir. 

e 2 _ 2 _ 1 
ı - eı -

Jeıl = Jezl = 1 

6 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 



Denk (2.12) kullarulır~a (eıeıi = -1 elde edilir. eıeı skaler veya vektör değil 
bivektördür. CHfford cebri Clı,o'ın 

1 : bir skaler 

eı,eı : vektörler 

eıeı : bir bi vektör 

olmak üzere dört baz vektörü vardır. eı ez yenne kısaca e ız yazılabilir. C/2,0 

cebrinin baz vektörleri Çizelge 2.1' deki çarpun özelliklerine sahiptir. 

. Çizelge 2.1. Cl2.o için çarpım çizelgesi 

e, e ı e ll 

e, 1 e12 e ı 

e ı -en ı -e, 

e ll -e ı e, - ı 

:R2
'
0 Öklidyen düzleminin C lifford cebri C/2,0 reel 2 x 2' lik matris cebrine 

izomorftur. 1, eı , eı, eıı baz vektörlerinin matris gösterimieri Çizelge 2.2' de 

verilmiştir. 

Çizelge 2.2. C/2•0 cebri baz vektörlerinin matris gösterimi. 

Cl ı, o :R (2) 

ı (~ ~) 
eı. eı (~ ~ı).(~ ~) 

e12 (~ı ~) 
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2.3.2. Üç Boyutlu Öklidyen Uzay 3{3
•
0 

:R3
• 
0 'ın Clifford cebri C/3,0; eı, ez, e3 ortonormal baz vektörlerine sahiptir. 

Bunlann çarpılmasıyla eız, en, e23 olarak tanımlanan üç lineer bağımsız hivektör 

ve eı23 olarak tanımlanan bir trivektör(hacim elemanı) ile birlikte sekiz baz 

vektörü vardır. Bunlar: 

ı : bir skaler 

eı, ez, e3 : vektörler 

e12, eu, e23 : hivektörler 

eııJ :bir trivektör 

:R3
'

0 Öklidyen uzayımn Clifford cebri C/3,0 ; elemanlan kompleks sayı olan 2x2' 

lik matris cebrine izomorftur. Baz vektörlerinin matris gösterimieri Çizelge 2.3' 

de verilmiştir. 

Çizelge 2.3. C/3,0 cebri baz vektörlerinin matris gösterimi. 

C/3,o c (2) 

I 

(~ ~) !1 

eı. e2, e3 (o 1)(0 -i) c o) 
ı o ' i o ' o -1 

en,eu,e23 (i o) (o -1) (o i) 
o - i ' ı o ' i o 

eı23 

(~ ~) 

Çizelge 2.3 incelendiğinde e1, e2, e3 baz vektörlerine karşı gelen matrislerin Pauli 

spin matrisleri olduğu görülür. Pauli matrisleri gibi eı, ez, e3 baz vektörleri de, 
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2- 2- 2 -ı eı - e2 - e3 - (2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

bağıntılarını sağlar. C/3,0 cebrinin eı, e2, e3 baz vektörleri Çizelge 2.4' teki çarpım 

özelliklerine sahiptir. 

Çizelge 2.4. C/3,0 için çarpım çizelgesi. 

e ı e ı e3 

e ı ı ie3 -ie2 

e ı -ie3 ı ie1 

e3 ie2 -ie1 ı 

2.3.3. Üç Boyutlu Anti Öklidyen Uzay 3{0.3 

:J?,0,3 anti-Öklidyen uzayın Clifford Cebri de eı, e2, e3 ortonormal baz 

vektörlerine sahiptir. Ancak negatif tanımlanan bir uzay olduğundan 

olarak verilen bir vektörün büyüklüğü 

2 2 2) 
X.X = -(Xı + Xı + X3 

(2.1 7) 

(2.18) 

olur. :J?,0,3 'ün eı, e2, e3 ortonormal baz vektörleri aşağıdaki çarpım kurallarını 

sağlar lar: 

9 
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e 2_ e2-e2 _ ı 
ı - 2 - 3 - -

Bu bağıntılar kuatemion cebrindeki birim kuatemionlara uygundur. 

ı = eı , J = eı , k = e3 , ijk = eı e2e3 = -ı 

(2.19) 

(2.20) 

(2.2ı) 

e3 = eıe2 olmak üzere her kuaternion x = xol + xıeı + xıe2 + x3eıe2 şeklinde 

yazılabilir. Clifford cebri Clo.3, dual kuatemion denilen ve iki kuaternionun 

toplamı olan .tt Efi .tt cebrine izomorftur. Baz vektörlerinin kuaternion ikilisi 

gösterimieri Çizelge 2.5'te verilmiştir. 

Çizelge 2.5. C/0•3 cebri baz vektörlerinin kuatemion ikilisi gösterimi 

Clo,3 tıEEıtı 

ı (l,l) 

eı. ez, e3 (i,-i) ' (j,-j) ' (k,-k) 

e23, e3ı. eıı (i,i) ' (j,j) ' (k,k) 

eı2J (-l,l) 

2.3.4. Dört Boyutlu Öklidyen Uzay 3{4,0 

(R4,o 'ün Clifford Cebri C/4,0 ; e1, e2, e3, e4 ortonormal baz vektörlerine 

sahiptir. Bunların ikili, üçlü ve dörtlü çarpılmasıyla 16 baz vektörü elde edilir. 

Bunlar: 

ı :bir skaler 

: vektörler 

: trivektörler 

eı234 : bir 4-hacim elemanı 

ı o 



3{4,0 , dört boyutlu Öklidyen uzayının Clifford cebri Cl4.o , elemanları 

kuaternion olan 2x2 'lik matris cebrine izomorftur. eı, e2, e3, e4 ortonormal baz 

vektörlerine karşı gelen matrisler şunlardır: 

(o -i) (o - j) (o -k) (ı o ) 
e ı = i O 'eı = j O 'e3 = k O 'e4 = O - 1 

2.3.5. Öklidyen Doğru :R 1 

Öklidyen Doğru :R1 = :R' nin Clifford cebri Cl1.0 ; ı ve e1 baz vektörlerine 

sahiptir. Cl 1.0 reel sayı ikilileri olan :R $ :R 'ye izomorftur. Baz vektörleri için 

(2.22) 

çarpım kuralı geçerlidir. ı ve eı baz vektörlerinin ikili gösterimieri Çizelge 2.6' da 

verilmiştir. 

Çizelge 2.6. Cho cebri baz vektörlerinin ikili gösterimleri. 

Cl1.o :Rfl?:R 

ı (1, 1) 

e ı (l,- l) 

2.3.6. Hiperbolik Düzlem :R 1.1 

3?,1
•
1 

' in Clifford cebri Clu ; eı, eı baz vektörlerine sahiptir. Clu ; 

elemanları reel sayı olan 2 x 2' lik reel matris cebrine izomorftur. eı, eı, eıı baz 

vektörlerinin matris gösterimieri Çizel ge 2. 7 'de verilmiştir. 

ll 



Çizelge 2.7. Clu cebri baz vektörlerinin matris gösterimi. 

Clı,ı :R(2) 

ı (~ ~J 
eı. e2 (~ ~~H~~ ~J 
en (~ ~) 

2.3.7. Uzay-zaman 3?,3•
1 

:R3
•
1 'in Clifford cebri C/3,1 ; eı, e2, e3, e4 ortonormal baz vektörlerine 

sahiptir. Bunlar: 

2 2 2 
eı = eı = e3 = 1 (2.23) 

2 e4 = -1 (2.24) 

e11ev = -eve11 (2.25) 

özelliklerine sahiptirler. Cl3,J cebri, elemanları reel sayı olan 4x 4' lük matris 

cebrine izomorftur. Ayrıca oı, oı, 03 Pauli spin matrisleri kullanılarak 2x2' lik 

matrisler olarak da yazılabil ider. 

cr 3J _ (- icr 2 
,e4 -o o 
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2.3.8. Uzay-zaman :R t,3 

:R 1•
3 'in C lifford cebri Cl 1,3 ; elemanları kuaternion olan 2 x 2' lik matris 

cebrine izomorftur. C/1,3 'ün baz vektörleri olan ve y0, yı, y2, y3 sembolleriyle 

gösterilen Dirae-gamma matrisleri, 

( ı o) (o i) (o j) (o k) 
Yo = O - 1 ' 11 = i O ' 12 = j O ' 13 = k O 

olup, 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

bağıntılarını sağlarlar. Buradaki I birim matristir. 

2.4. Clifford Cebirlerinin Sınıfiandıniması 

CHfford cebirleri matematik ve fizikte kullanılmakta olan bazı cebirlere 

izomorftur. Bunları göstermek için aşağıdaki izomorfızmler kullanılır[8,9,10]: 

Clo,n+2 = Cl n, O® Clo,2 (2.29) 

Cln+ı,o=Clo,n®Clı,o (2.30) 

fR (n) ® fR (m) :=ZR (nın) (2.31) 

!R®C:=C (2.32) 

!R®H := H (2.33) 

C® fR (n) = C (n) (2.34) 
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H ®:R (n) = H(n) 

H®H :: :R(4) 

C®H :: C (2) 

Buna göre Cln,o ve Clo,n CHfford cebirlerinden bazıları şunlardır: 

Clo,ı = C 

Clı,o= :R EB :R 

Clo,ı::H 

Clı,o = :R (2) 

Clo,3:: Clı,o ® Clo.ı :: (:REB:R) ®H:: (:R®H) EB (:R®H) 

Clo,3 :: H EB H 

Ch,o= Clo.ı ® Clı,o :: C ® :R (2) :: C(2) 

Ch,o = C(2) 

Clo,4 :: Clı,o ® Clo,ı :: :R (2) ® H :: H(2) 

Clo.4 :: H (2) 

Cl4,o :: Clo.ı ® Clı,o :: H ® :R (2) :: H (2) 

Clo,s = Ch,o® Clo,ı :: C (2) ®H:: (C® H)® H :: C® (H® H) 

Clo.s :: C® :R (4) :: C(4) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

Cls,o :: Clo,3 ® Clı,o :: (H EB H)® :R (2) :: (H ®:R (2)) EB (H® :R (2)) 

Cls,o :: H (2) EB H(2) 

Clo,6 :: Cl4,o ® Clo,ı :: H(2) ® H :: (:R(2) ®H) ® H 
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::: 3ı (2) ®(H® H) ::: 3?, (2) ® 3?, (4) ::: 3?, (8) 

Clo.6 = 3ı (8) 

Cl6,o ::: Clo.4 ® Clı,o ::: H(2) ® 3ı (2) ::: (H® 3ı (2)) ® 3ı(2) 

::: H® (3ı(2) ® 3ı (2)) ::: H® 3ı (4) ::: H(4) 

Cl6,o = H(4) 

Clo.1 = Cls.o ® Clo.ı ::: (H (2) E9 H(2)) ®H::: (H(2) ®H) E9 (H(2) ®H) 

::: (3ı(2) ®H® H) E9 (3ı(2) ®H® H) 

= (3ı(2) ® 3?, (4)) E9 (3ı(2) ® 3?, (4)) 

Cl o. 1 = 3ı (8) E9 3ı (8) 

Cl1.o= Clo.5 ® Clı,o ::: C (4) ® 3ı (2) ::: C® (3ı(4)® 3ı (2)) ::: C® 3ı (8) 

Ch,o= C(8) 

Clo.B ::: Ch,o ® Clo,ı ::: H (4) ®H::: 3ı (4) ®(H® H) ::: 3ı (4) ® 3ı (4) 

Clo.B = 3ı (16) 

Cls,o= Clo.6 ® Clı,o = 3ı (8) ® 3ı (2) = 3ı (16) 

Clo.B = 3ı (16) 

n :::; 8 için Cln,o ve Clo,n cebirleri Çizelge 2.8' de görülmektedir. 

Çizelge 2.8. n :s; 8 için Cln,0 ve Clo,n cebirleri. 

n o ı 2 3 4 5 6 7 8 

C/o,n iR c H HE!m H(2) C(4) 3?.(8) 3?.(8)E93?.(8) 3?.(16) 

Cin. o iR :RE9:R c'R(2) C(2) JJ(2) H(2)E9'ti(2) I=f(4) C(8) c'R,(l6) 
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Clifford cebirleri daha genel olarak Clr,s şeklinde ifade edilir. r ve s'nin 

değerlerine göre karşılık gelen cebirler 

Clr+l s+l =: Clrs ® Clı ı , , , (2.38) 

izomorfızmi kullanılarak bulunur. Bu izomorfızme ve Çizelge 2.8'e göre bazı 

Clr,s cebirleri şunlardır: 

Clo,o = :lı 

Clo,ı = C 

Clo,ı : H 

Clo,3 :: HEB H 

Clo,4 :: H (2) 

Clo,s = C (4) 

Clo,6 = :lı (8) 

Clo,7 :: :lı (8) EB :lı (8) 

Clo,s = :lı (16) 

Cl ı,ı :: :lı (2) 

Clı,ı :: Clo,ı ® Clı,ı :: C® :lı (2) :: C (2) 

Clı,3:: Clo,ı ® Clı,ı :: ft ®:lı (2) :: ft (2) 

Clı,o :: :lı EB :lı 

Clı,o = :lı (2) 

Cl3,o :: C (2) 

Cl4,o :: H (2) 

Cl5,o :: H (2) EB H (2) 

Ch,o :: H (4) 

Cl1,o :: C (8) 

Cls,o= :R (16) 

Clı,4 :: C/o,3 ® Clı,ı ~ (ft EB ft) ®:lı (2) :: ft (2) EB ft (2) 

Clı,s :: Clo,4 ® Clı,ı :: ft (2) ®:lı (2) :: ft (4) 

Clı,6 :: Clo,s ® Clı,ı :: C (4) ® :R(2) = C (8) 

Cl ı,? :: Clo,6 ® Clı,ı ::lı (8) ® :R(2) :: :lı (16) 

Clı,s :: C/o,7 ® Clı,ı :: (3ı(8) ffi :lı (8)) ®:lı (2) :: :lı (16) ffi :lı (16) 
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C/2,1 =: C/ı ,o ® Clı,ı =: (!Rlf>:R) ® :R (2) =: :R (2) EB :R (2) 

C/ı,2 =: C/1,1 ® C/1,1 =: :R (2) ® :R (2) =: :R (4) 

C/2,3 =: C/ı,2 ® Clı,ı =: C (2) ® :R (2) =: C (4) 

C/2,4 =: C/1,3 ® C/1,1 =: rt (2) ® :R (2) =: rt (4) 

C/2,5 =: C/1,4 ® C/1,1 =: (rt (2) EB rt (2)) ® :R (2) =: rt (4) EB rt (4) 

C/2,6 =: C/1,5 ® Clı,ı =: rt(4) ® :R (2) =: rt (8) 

C/2,1 =: C/ı,6 ® Clı,ı =: C(8) ® :R (2) =: C (16) 

Clı,s =: C/1,1 ® C/1,1 =: :R (16) ® :R (2) =: :R (32) 

Ch,1 =: C/2,0 ® C/1,1 =: :R (2) ® :R (2) =: :R (4) 

C/3,2 =: C/2,1 ® C/1,1 =: (:R(2) EB :R(2)) ® :R (2) =: :R (4) EB :R (4) 

C/3,3 =: C/2,2 ® Clı,1 =: :R (4) ®:R(2) =: :R (8) 

C/3,4 =: Clı,3 ® C/1,1 =: C (4) ® :R (2) =: C(8) 

C/3,5 =: C/2,4 ® C/1,1 =: rt (4) ® :R (2) =: rt (8) 

C/3,6 =: C/2,5 ® C/1,1 =: (rt (4) EB rt (4)) ® :R (2) =: rt (8) EB rt(8) 

C/3,7 =: C/2,6 ® C/1,1 =: rt (8) ® :R (2) =: rt (16) 

C/3,& =: C/2,1 ® C/1,1 =: C (16) ® :R (2) =: C (32) 

C/4,1 =: C/3,o ® Clı,1 =: C (2) ® :R (2) =: C (4) 

C/4,2 =: C/3,1 ® C/1,1 =: :R (4) ® :R (2) =: :R (8) 

C/4,3 =: C/3,2 ® C/1,1 =: (:R(4) EB :R (4)) ® :R (2) =: :R (8) EB :R (8) 

Ch,4 =: C/3,3 ® C/1,1 =: :R (8) ® :R (2) =: :R (16) 

C/4,5 =: C/3,4 ® C/1,1 =: C (8) ® :R (2) =: C (16) 

Ch,6 =: C/3,5 ® C/1,1 =: rt (8) ® :R (2) = rt (16) 
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C/4,7 :::: C/3,6 ® C/ı,ı :::: (rt (8) EB rt (8)) ® fR (2) :::: rt (16) EB rt (16) 

C/4,8 :::: C/3,7 ® C/ı,ı :::: rt (16) ® fR (2) :::: rt (32) 

C/s,ı :::: Ch,o ® C/ı,ı :::: rt (2) ®fR (2) :::: rt (4) 

Cls,2 :::: C/4,ı ® Clı,ı :::: C (4) ® fR (2) :::: C (8) 

Cls,3 :::: C/4,2 ® Clı,ı :::: fR (8) ® fR (2) :::: fR (16) 

Cls,4 :::: C/4,3 ® C/ı,ı :::: (fR (8) EB fR (8)) ® fR (2) :::: fR (16) EB fR (16) 

Cls,s :::: C/4,4 ® Clı,ı :::: fR (16) ® fR (2) :::: fR (32) 

Cls,6 :::: C/4,s ® Clı,ı =:C (16) ® fR (2) :::: C (32) 

Cls,7 :::: C/4,6 ® Clı,ı :::: rt (16) ® fR (2) :::: rt (32) 

Cls,s :::: C/4,7 ® C/ı,ı :::: (rt (16) EB rt (16)) ® fR (2) :::: rt (32) EB rt (32) 

Ch,ı :::: C/s,o ® C/ı,ı :::: (rt (2) EB rt (2)) ® fR (2) :::: rt (4) EB rt (4) 

C/6,2 :::: Cls,ı ® Clı,ı :::: rt (4) ® fR (2) :::: rt (8) 

Ch,3 :::: Cls,2 ® C/ı,ı :::: C (8) ® fR (2) :::: C (16) 

Ch,4:::: C/s,3 ® Clı,ı :::: fR (16) ® fR (2) =fR (32) 

Ch,s :::: Cls,4 ® Clı,ı :::: (fR (16) EB fR (16)) ® fR (2) :::: fR (32) EB fR (32) 

C/6,6 :::: C/s,s ® C/ı,ı :::: fR (32) ® fR (2) :::: fR (64) 

C/6,7 :::: Cls,6 ® Clı,ı ::::C (32) ® fR (2) :::: C (64) 

Ch,s :::: C/s,7 ® Clı,ı :::: rt (32) ® fR (2) :::: 1=t (64) 

Ch,ı :::: Ch,o ® Clı,ı :::: 1'i(4) ® fR (2) :::: rt (8) 

Ch;ı :::: C/6,o ® Clı,ı :::: (1'i(4) EB rt (4)) ® fR (2) :::: rt (8) EB rt (8) 

Ch,3 :::: Ch,ı ® Clı,ı :::: rt (8) ® fR (2) :::: rt (16) 

Ch,4 :::: Ch,2 ® C/ı,ı :::: C (16) ® fR (2) :::: C (32) 
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Ch,s =: Ch,3 ® C/ı,ı = :R (32) ® :R (2) =: :R (64) 

C/1,6 =: Ch,4 ® C/ı,ı =: (:lı (32) EB :R (32)) ® :R (2) =: :R (64) EB :R (64) 

C/1,1 =: Ch,s ® C/ı,ı = :R (64) ® :R (2) =: :R (128) 

Ch,8 =: Ch,6 ® C/ı,ı =: C (64) ® :R (2) =: C (128) 

C/8,1 =: C/ı,o ® C/ı,ı =: C (8) ® :R (2) =: C (16) 

C/8,2 =: C/1,ı ® Clı,ı =: ft (8) ® :R (2) =: ft (16) 

Cl8,3 =: C/1,2 ® Clı,ı =: (ft (8) EB ft (8)) ® :R (2) =: ft (16) EB ft (16) 

Cl8,4 =: C/7,3 ® Clı,ı =: ft (16) ® :R (2) =: ft (32) 

Cl8,s =: C/1,4 ® Clı , ı =: C (32) ® :R (2) =: Ç (64) 

Cl8,6 =: C/ı,s ® Clı,ı =: :R (64) ® :R (2) =: :R (128) 

C/8,7 =: Ch,6 ® Clı,ı =: (:lı (64) EB :R (64)) ® :R (2) =: :R (128) EB :R (128) 

Cl8,8 =: Ch,7 ® Clı,ı =: :R (128) ® :R (2) =: :R (256) 

r ::;; 8 ve s ::;; 8 için Clr,s cebirleri Çizelge 2.9' da görülmektedir. 
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Çizelge 2.9. r ~ 8 ve s ~ 8 için Clr,s cebirleri. 

o ı 2 3 4 5 6 7 8 

o :R, c t=t t=tEi't=t t=t(2) C(4) :R, (8) :R(8) EB :R(8) :R, (16) 

1 :R$3?, :R (2) C(2) t=t(2) t=t(2) t=t(4) C(8) :R (16) 3?,(!6) 

EB t=t(2) 
$ c??,(l6) 

2 :R (2) :R(2) :R(4) C(4) t=t( 4) t=t(4) t=t(8) C(l6) :R (32) 

EB:R(2) 
EB t=t(4) 

3 C(2) 3?, (4) 3?,(4) $ 3?,(4) 3?, (8) C(8) t=t(8) t=t(8) t=t(l6) C(32) 

EB t=t(8) 

4 t=t(2) C(4) 3?, (8) :/?,(8) 3?, ( 16) C(I6) t=t(l6) 11(16)$11(16) 11(32) 

EB:R(8) 

5 t=t(2) 11(4) C(8) 3?,(16) 3?,(16) 3?,(32) C(32) 11(32) t=t(32) 

E9 t=t(2) EI;) EI;) t=t(32) 

:/?,(16) 

6 t=t( 4) 11(4) t=t(8) C(I6) :/?,(32) 3{(32) 3?, (64) C(64) 11(64) 

EB11(4) 
$ 

3?, (32) 

7 C(8) t=t(8) 11(8) E9 11(8) t=t(l6) C(32) 3?,(64) 3?, (64) :/?,( 128) C(128) 

EB 3ı(64) EB 3?,(128) 

8 :/?,(16) C(16) 11(16) 11(16) 11(32) C(64) 3?,(128) :/?,(128) :/?,(256) 

EB 
EB :/?,(128) 

t=t( 16) 
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olur. Çarpımı, 

ab = (ao + aıeı + azeı + a3eıeı)(bo + bıeı + bıeı + b3eıeı) 

= aobo+ aobıeı + aobıeı+ aob3eıeı+ aıboeı + aıbıeıeı + aıbıeıeı 

+ aıb3eıeıeı+ aıboeı + aıbıeıeı + aıbıeıeı + azb3eıeıeı 

+ a3boeıeı + a3bıeıeıeı + a3b2eıeıeı +a3b3eıeıeıeı 

= aobo + aıbı + aıbı - a3b3 + (aobı + aıbo+ a3bz- azb3)eı 

+ (aobı+aıbo + aı b3 - a3bı)eı + (aob3 + a3bo + aı bı - aıbı)eıı (3.6) 

şeklinde elde edilir. Katsayılar, 

aobo+ aı bı+ aıbı- a3b3 = co 

aobı + aı bo+ a3b2 - azb3 = cı 

aobı + az bo+ aı b3 - a3bı = cı 

aob3 + a3bo+ aıbı- az bı= c3 

olarak alınırsa bu iki vektörün çarpımı 

ab = co+ cı e ı + eıeı+ c3eı2 

olur. Denk (3.4), 

a.b = aı bı + aıbı 

aAb = (aıbı - aıbı)eıı 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

olmak üzere ikiye ayrılabilir. Denk (3.8), a ve b' nin skaler veya nokta çarpımı, 

Denk (3.9) ise a ve b' nin dış veya wedge çarpımı olarak adlandırılır. Bir vektörün 

karesi vektörün büyüklüğünüıi karesine eşit olduğundan iki vektörün toplamının 

karesi 
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(a +hi= ı a ı 2+ ı b ı 2 + ab+ ba (3.1 O) 

dır. Pisagor teoreminden, 

ı a +b ız= ı a ı 2+ ı b ı 2 +2 a.b (3.ıı) 

yazılabilir. Denk (3.ıO) ve Denk (3.Iı)' den hareketle 

ı 
a.b=- (ab+ ba) 

2 
(3.ı2) 

bulunur. Bu çarpıma "nokta çarpım" veya "iç çarpım" denir. Vektörler birbirine 

dik ise 

a.b = O (3.13) 

olur ve Denk (3.12)' den 

ab = -ba (3.ı4) 

olur. a ve b vektörlerinin ''wedge çarpımı" veya "dış çarpım" 

ı 
aAb=- (ab-ba)=- bAa 

2 
(3.15) 
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dır. Clifford çarpımı iç çarpım ile dış çarpımın birleşimidir. İç çarpım ve dış 

çarpım geometrik çarpımdan (Clifford çarpımı) elde edilebilir. Buradan Clifford 

çarpımının en temel çarpım olduğu sonucu çıkarılabilir[ıı,ı2] . Yani, 

ab=a.b + aAb (3.ı6) 

olur. Eşitliğin sağ tarafındaki birinci terim, çarpımın simetrik; ikinci terim 

antisimetrik kısmıdır. aAb çarpımı a vektörü ile değişimli olmadığından skaler 

değildir: 

ı ı ı ı2 ı ı ı2 a(aAb)=a - (ab - ba)= - ( a b - aba)= - (b a -aba) 
2 2 2 

ı 2 = - (ba +aba) 
2 

= (bAa)a=- (aAb)a (3.ı7) 

aAb' nin karesi negatif olduğundan bir vektör değildir: 

(3.18) 

(3.19) 

olduğundan, 

(3.20) 
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dır. aAb' ye hivektör denir ve kenarları a ve b olan yönlü paralelkenar olduğu 

Şekil 3.1' de gösterilmiştir . aAb hivektörünün büyüklüğü bu paralelkenarın 

alanıdır. aAb ve bAa hivektörleri aynı alana, aynı büyüklüğe sahiptirler ama zıt 

yönlüdürler. 

ı aAb ı = 1 aıbı - aıbıı (3.21) 

a 
b 

al\ b b/\a 

a 

Şekil3.1. aAb ve bAa çarpımlannın geometrik anlamı. 

Eğer hivektör bir /.., skaleri ile çarpılırsa alan ı /.., ı kadar büyür. /.., negatif ise 

değişiklik ters yönde olur. aAbAc çarpımı ise bir trivektördür[l3]. Bu çarpım 

Şekil 3.2' de gösterilmiştir. 

, , , , 
/ 

, , , , 

c 

1 

1-------------- ---------
/~AbAc 

h 

a 

Şekil 3.2. aAbAc çarpımının geometrik anlamı. 

ı 
aA(bAc) = - (abAc + bAca) = (aAb)Ac 

2 
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ı ı 
cA(aAb) = - (c(aAb) + (aAb)c) = - (( cAa)b + b(cAa) + a(b.c)- (b.c)a) 

2 2 

cA(aAb) = (cAa)Ab (3.23) 

buradan bir vektörün bir hivektör ile wedge çarpımının simetrik olduğu görülür. 

Wedge çarpım 

aıAaıA ... Aan n >3 (3 .24) 

üç boyutlu uzayda sıfırdır ve herhangi bir trivektör, i birim trivektörün çarpımı ile 

ifade edilebilir. Adından da anlaşılacağı gibi i birim trivektörünün büyüklüğü 

ı 'dir. Birim trivektör, üç boyutlu uzay cebrinin diğer tüm elemanlarıyla 

değişimlidir. i birim trivektörü üç boyutlu uzayda sanal birimdir. aAb hivektörü 

ile a x b çapraz çarpımı arasında 

a x b =-i (aAb) (3.25) 

bağıntısı vardır. Şekil 3.3' de görüldüğü gibi burada ax b vektörü aAb düzlemine 

diktir. 

axb 

b 

a 

Şekil 3.3. a x b vektörü. 
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3.2. Bir V ektörün Bileşenleri, İzdüşümleri,Yansıması ve Dönmesi 

İki bileşeni olan bir r vektörü r= a a+ f3 b ile gösterilsin. a katsayısı, 

rAb=( a a+ f3 b )Ab= a aA b+ f3 bAb= a aA b 

rAb 
a =--

aAb 

ve f3 katsayısı benzer şekilde 

aAr=aA( a a+ f3 b)= a aAa+ f3 aA b= f3 aA b 

f3 = aAr 
aA b 

(3.27) 

(3.28) 

olarak hesaplanır. r vektörünün bileşenleri Şekil 3.4' de gösterilmiştir. 

r 1\ b 

o aa a 

Şekil 3.4. r vektörünün bileşenleri. 

a ve b vektörleri arasındaki rp açısı (O«p < 180 °) olmak üzere, a vektörünün b 

vektörü üzerindeki dik izdüşümü Şekil 3. 5' de gösterilmiştir. 

b 

Şekil 3.5. a vektörünün paralel ve dik bileşenleri . 
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b 
a vektörünün b vektörü üzerindeki an paralel bileşeni , 1bf birim vektörünün 

a ile skaler çarpımıdır: 

(3 .29) 

Başka bir deyişle a'nın paralel bileşeni an ,a.b = iallb!Costp skaler çarpımı ile 

b 
b -ı = -

2 
vektörünün çapımıdır. Bu nedenle, 

Ibi 

an =(a.b) b? =(a.b)b-1 

lbı -
(3.30) 

yazılabilir. Bu son ifade a vektörünün b vektörü üzerindeki izdüşümlerinin, b 

vektörünün uzunluğundan bağımsız olduğu anlamına gelir. a vektörünün a .L dik 

bileşeni, a- an farkı ile bulunur. 

a.L = a- an =a-(a.b)b-1 

=(ab-a.b)b-1=(aAb)b-ı 

=-b-1(aAb)=b-1(bAa) 

=-(bAa)b-1 

a .L =(aAb)b-1 (3.31) 

Örnek: r = 5 e1-e2 olarak verilen bir vektörün iki bileşeni a = eı - 2 eı ve 

b = e1 +e2 olduğuna göre a ve f3 katsayılarını bulunuz. 

Çözüm: Önce rAb, aAb ve aAr çarpımiarı yazılmalıdır. 

ı ı 
rAb =- (rb-br)= - [(5eı-eı)(eı+eı)-(eı+eı)(5eı-eı)] =6eu 

2 2 
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ı ı 
aAb =- (ab-ba)=- [(eı -2eı)(eı+eı)-(eı+eı)(eı-2eı)) =3eıı 

2 2 

Denk. (3.27)' den a =2 

ı ı 
aAr =- (ar-ra)=- [(eı-2eı)(5eı-ez)-(5 eı-ez)(eı -2eı)) =9eız 

2 2 

Denk. (3.28)' den fJ =3 

elde edilir. Bulunan a ve fJ katsayılan kullanılarak r vektörü 

r = aa+ {Jb =2a+3b 

şeklinde yazılır. 

Clifford sayılannın cebirsel özellikleri yansımanın gösteriminde uygun bir 

yoldur [ı4]. Bir r vektörünün a vektörü üzerindeki yansıması olan r' vektörü 

Şekil 3.6'da gösterilmiştir. 

a 

Şekil3.6. r vektörünün bileşenleri ve a vektörüne göre yansıması. 

r vektörü, a doğrultusundaki paralel ve dik bileşenleri cinsinden 

ile tanımlanır. r vektörünün a vektörüne göre yansıması ise 

r' = r - r n .L 
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tir. Denk (3.30) ve Denk (3.31) kullanılırsa, 

r' = (r.a)a-1- (rAa)a-1 = (r.a - rAa)a-1 = (a.r + aAr) a-1 = ara-ı (3.34) 

Aynı r vektörünün a doğrultusundaki görüntüsünün b vektörü doğrultusundaki 

yansıması ise 

(3.35) 

ifadesiyle verilir. Burada dönme operatörü 

~ = ba (3.36) 

olarak alınırsa 

r" = ~ r ~-ı (3.37) 

olur. Şekil 3.7' den görüldüğü gibi a ve b arasındaki açı 'If olmak üzere r' ve 

r" arasındaki açı 21/f 'dir. Bu iki yansıma operasyonunun bileşimi a ve b 

vektörleri arasındaki açının iki katı olan dönmeye eşittir [15,16]. 

b 

a 

r 

. Şekil3.7. r, r', r" vektörleri arasındaki açılar. 
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Buna göre ba çarpımıru yeniden hesaplamak için bileşenlerine ayırmak yararlı 

olacaktır. Vektörler a = aı e ı+ aıeı + a3eıı ve b =bı eı+bıeı +b3eıı ve 

< , > : V xV vektör uzayında iç çarpım olmak üzere; 

~ = ba = b.a + bAa 

=a.b-aAb 

=<a,b> 1 - <a x b> ı e ı - <a x b>ı eı- <a x b>3 eıı (3 .38) 

bulunur. 

a.b = ı a ı ı b ı Cos'l' (3.39) 

ı aA b ı = ı a x b ı = ı a ı ı b ı Sin '1' (3.40) 

bağıntıları bu vektörlerin uzunluklanru verir. a ve b birim uzunluktaki vektörler 

olduklarından 

<a,b> = Cos'l' , ı a x b ı = Sin '1' (3.41) 

tir. Bu nedenle satır matrisi gösterimiyle; 

axb= ((axb) 1 ,(axb)ı,(axb)3) = Sin 'JI(nı,nı,n3) (3.42) 

şeklinde yazılır. n 1, n2, n3, a x b eksenelvektörünün doğrultu kosinüsleridir. Buna 

göre ~ dönmesi 

(3.43) 
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J 

olur. If/ açısı dönme açısı e 'nın yarısıdır. Buna göre 

elde edilir. ~'den ~-1 'i elde etmek için e yerine - e yazmak yeterlidir. 

Ayrıca Denk (3.44) ve Denk (3.45) kutupsal formda 

.8 
- 1-

~=e ı 

olarak yazılabilir. 
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4. UZA YDA CLIFFORD CEBRi 

Üç boyutlu uzayda geometrideki ve klasik mekanikteki problemierin 

çözümünde Clifford cebri kullanışlı bir yoldur. Vektörler, düzlemler, hacimler ve 

vektörel işlemlerde kullanılabilir. 

Üç boyutlu i/{3
• 

0 Öklidyen uzayının Clifford cebri C/3,0 ün baz vektörleri, 

cebirsel özellikleri, matris gösterimieri Bölüm 2.3.2' de tanıtılmıştır. Cl3,o' te bir u 

keyfi elemanı skaler, vektör, hivektör ve hacim elemanının toplamı olarak 

yazıla bilir. 

4.1. Vektörlerin CHfford Çarpımı 

Cl3,o Clifford cebrinde a ve b vektörleri, a = aıeı + aıeı + a3e3 ve b = bıeı 

+ bıe3 + b3e3 olsun. Bu iki vektörün toplamı, 

a +b = (aıeı + aıeı + a3e3) + (bıeı + bıeı + b3e3) 

a +b = (aıbı)eı + (aıbı)eı + (a3b3)e3 

olarak bulunur. Bu vektörterin çarpımı, 

ab = (aıeı + aıeı + a3e3) (bıeı + bıeı + b3e3) 
~ 

(4.1) 

= aıbıeıeı + aıbıeıeı + aıb3eıe3 + aıbıeıeı + aıbıeıeı + a2b3e2e3 

+ a3bı e3eı + a3b2e3e2 + a3b3e3e3 

Birinci,beşinci ve dokuzuncu terimierde Denk (2.14), diğerlerinde Denk(2.15) 

kullanılırsa, 

ab = (a1bı + aıbı + a3b3) 1 + (aıbı - aıbı) eıeı+ (aıb3 - a3b2) eıe3 

+ (a3bı - aıb3) e3eı (4.2) 

elde edilir. Aynca, ab:t:ba' dır. Bu denklemin hem skaler, hem hivektör bileşeni 

olduğu görülür. Denk ( 4.2)' deki 1' in katsayısı yani çarpımın skaler bileşeni, a ve 

b' nin skaler veya iç çarpımı olan 
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(4.3) 

tür. Ayrıca, eıeı, eıe3, e3e1 baz elemanlarının katsayıları a x b çapraz çarpımının üç 

bileşenidir. Bütün mümkün çarpımlar incelendiğinde {1, eı, eı, e3, eıeı, eıe3, e3eı, 

eıeıeJ} baz elemanları tarafından tanımlanan 8 boyutlu uzay elde edilir[17]. 

Bunlardan 1; bir skaler, eı, eı, e3; üç vektör, eıeı, eıe3, e3eı; üç hivektör ve eıeıe3 

ise bir hacim elemanıdır. Bunlar Şekil 4.1' de gösterilmiştir. 

Şekil 4.1. e1e2, e2e3 ve e3e1 hivektörleri ve e1e2e3 hacim elemanının gösterimi. 

4.2. Bir V ektörün Yansıması ve Dönmesi 

Bir keyfi a vektörü, n birim vektör (n2=1) olmak üzere, n birim vektörüne 

paralel ve dik bileşenlt;rinin toplamı cinsinden yazılabilir. 

a = nıa =n na=n (n.a + nAa) 

a=an + a .L (4.4) 

Burada, 

au = a.nn , a .L =nnAa (4.5) 

dır. Bir a vektörünün n' ye dik düzlemde yansıması, 

a= a .L +an = nnAa-a.nn 

=-n.an-nAan 

a=-nan (4.6) 
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olarak yazılabilir. Vektörler Şekil4.2' de gösterilmiştir. 

Şekil4.2. Bir a vektörünün n' ye dik düzlemde yansıması. 

m ve n boyunca uzanan düzlemde bir dönme, iki ardışık yansıma 

demektir. Bu dönme Şekil 4.3' te gösterilmiştir. Başlangıç vektörü a ile sonuç 

vektörü c arasındaki açı, m ve n arasındaki açının iki katıdır. m ve n arasındaki 

açının e olması halinde ardışık iki yansımanın sonucu mAn düzleminde 29 

açısıyla yapılan bir dönmeye karşılık gelir. 

c 

Şekil 4.3. İki yansımadan meydana gelen dönme. 

a vektörünün m' ye göre yansıması, 

b = -mam (4.7) 

35 



ve b vektörünün n' ye göre yansıması 

c = -nbn = -n (-mam)n = nmamn (4.8) 

dir. 

2t = nm (4.9) 

olarak tanımlarursa dönme, 

( 4.1 O) 

şeklinde yazılır[18]. Buradaki dönme operatörü olan 2t niceliğine kısaca rotor 

denir. 2t rotoru, 

2t = nm = n.m +nAm = cose + nAm 

dir. mAn düzlemindeki birim hivektör B2=1 olmak üzere 

B= mAn 
Sine 

(4.11) 

(4.12) 

olarak tanımlanır[15,18]. Şekil4.3' teki dönme B hivektörü cinsinden yazılırsa, 

2t = cose - B sine (4.13) 

olur. Bu ifade, bir kompleks sayının kutupsal gösterimi haline getirilebilir. Bunun 

için, birim hivektör B, birim imajiner gibi düşünülür ve 

( 4.14) 

elde edilir. Dönme 2e kadar olduğundan, e açısı kadar olan bir dönmeyi temsil 

eden bir rotor, 
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(4.15) 

olur. Buna göre, bir a vektörünün 8 açısı kadar dönmesiyle elde edilen a' vektörü 

a · = e -Be 1 2 a e Be 1 2 

şeklinde yazılır. Bu vektör Şekil 4.4' de görülmektedir. 

B 

Şekil 4.4. Üç boyutta bir dönme. 

~ rotoru iki birim vektörün geometrik çarpımı olduğundan 

~~- ı = nm (nmrı = nmmn = 1 = ~-~~ 

olduğu görülür. 

a' = ~a~-ı 

olarak yazıldığından Denk ( 4.17) göz önüne alınarak ters dönüşümü 

a = ~-ıa·~ 

şeklinde ifade edilebilir. 
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5. CLİFFORD CEBİRLERİNİN FİZİKSEL UYGULAMALARI 

5.1. Koordinat Sistemlerinde Newton'un II. Yasası 

5.1.1. Kartezyen Koordinatlarda Newton'un II. Yasası 

Kartezyen koordinat sisteminde hareketli bir parçacığın konumu zamanın 
fonksiyonu olarak 

r (t) = x(t) i +y(t) J +z(t) k (5.1) 

vektörü ile tanımlanır. r konum vektörü Clifford cebriyle 

r = x(t)eı +y(t)eı + z(t)e3 (5.2) 

şeklinde gösterilir. Hız vektörü ise 

dr d ~ ~ dz 
V = - = - (x(t)eı + y (t)eı + z (t)e3) =- eı + - eı + - e3 (5.3) 

dt dt dt dt dt 

dır. ivme vektörü, 

şeklinde yazılır. 

Mkütleli bir parçacığa etkiyen F kuvveti Newton'un II. Yasası' nda 

F = Ma (5.5) 

olarak tanımlanır. Kütle skaler bir nicelik olduğundan Clifford cebrinde M = M.l 

olarak yazılabilir. Buna göre Denk (5.5), 

(5.6) 

şeklinde yazılır. Bu parçacığın momentumu kütlesi ile hızının çarpımıdır: 

- -
P = M V (5.7) 
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Momentum Clifford cebrinde, 

dx dy dz 
P = M(-eı+- eı+- e3) 

dt dt dt 
(5.8) 

olur. Bir düzlemde bulunan ve yer vektörü r (t) olan bir parçacığa aynı düzlemde 

kalan bir F kuvveti etki ederse meydana gelen tork, 

f = r x F (5.9) 

olarak tanımlanır. r ve F vektörleri aynı düzlemde kalırlarsa f vektörü bu 

vektörlere diktir. Tork, Clifford cebrinde yazılırken Denk (5.2) ve Denk (5.6) 

kullanılırsa 

Konum vektörü r (t) ve momentumu P olan bir parçacığın açısal momentrunu 

- -L = rx P (5.11) 

olarak tanımlanır. Açısal momentum Clifford cebrinde yazılırken Denk (5.2) ve 

Denk (5.8) kullanılırsa, 

dx dy dz 
L = rx P=[(x(t)eı+y(t)eı+z(t)e3) x M (- eı+- eı+- e3)) 

dt dt dt 

dz dy dx dz dy dx 
= M[(y--z- )eı+(z- -x- )eı+(x- -y-) e3) 

dt dt dt dt dt dt 
(5.12) 

Örnek: r (t) = 3t i+ 3t2 J + 2t3 k konum vektörüne sahip olan c ismin t=2s 

anındaki hızını ve ivmesini hesaplayınız. 
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Çözüm: Konum vektörü Clifford cebriyle 

3 2 3 r= teı + 3t eı + 2t e3 

şeklinde yazılır.Hız vektörü, 

dr d 2 3 2 
V=-= - (3teı + 3t eı + 2t e3 )= 3eı + 6 t eı + 6 t e3 

dt dt 

olur.t=2 s anındaki hız, 

V = 3eı + 12eı + 24 e3 

bulunur.İvme vektörü, 

dV d 
a =-= - (3eı + 6t eı + 6r e e3) = 6eı + 12 t e3 

dt dt 

olur.t=2 s anındaki ivme 

a = 6eı + 24 e3 

olarak bulunur. 
1 

5.1.2. Düzlem Kutupsal Koordinatlarda Newton'un II. Yasası 

Düzlemde hareket eden bir parçacığın konumu 

r (t) = x (t) i+ j (t) J (5.13) 

ile verilmişse bu parçacığın kutupsal koordinatlarda ifade edilmesi için Şekil 

5.1 'de verilen 

x = r Cos 8 , y = r Sin 8 (5.14) 

olan bileşenleri kullanarak 

r (t) = r Cos 8 i + r Sin 8 } (5.15) 
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olarak yazılabilir. 

y 

X 

ŞekiiS.l. Kutupsal koordinatlarda r vektörü. 

Bu vektör Clifford cebrinde 

r = r Cose e ı + r Sine eı 

şeklinde ifade edilebilir. Bu parçacığın hız vektörü, 

V = dr = !!___ ( rCose eı + rSine eı) 
dt dt 

dr dB . dr . dB 
= (- Cos e - r- Sın e) eı + (-SınB+r-CosB) eı 

dt dt dt dt 

ve ivme vektörü, 

(5.16) 

(5.17) 

dV d dr dB . dr . dB 
a =-=- (( - Cos e - r- Sın e) e1 + (-SınB + r - CosB) eı ) 

dt dt dt dt dt dt 

d 2r dr dB . d 2B . dB ı 
a= ( - Cos e -2--- Sıne-r-Sın e-r( - ) Cos e)eı 

dt 2 dt dt dt 2 dt 
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d
2
r dr dB d

2
B (d8) 2 

• + ( - Cos8+2---CosB+r--cosB - r - SınB) eı 
dt 2 dt dt dt 2 dt 

(5 .18) 

Örnek: Bir parçacık r (t) =e ( Cos rot i +Sin rot)) ile tanımlanan bir 

yörünge üzerinde hareket ediyor. ro=15 rad/s açısal hızıyla hareket eden bu 

parçacığın t=2s anındaki hız ve ivme vektörlerini bulunuz. 

Çözüm: r (t)=e(Cos rot i+ Sin rot)) 

vektörü C/2.0 Clifford cebrinde 

r = e ( Cosrot e1 + Sinrot eı) şeklinde ifade edilir. 

Bu parçacığın hızı Denk (5.9) dan, 

V = dr = 2 t (Cos rot e1 + Sin rot eı) +e(- ro Sin rot eı +roCos rot eı) m . 

V = (2 t Cos rot -t2roSin ro t) e1 +( 2 t Sin rot +e ro Cos rot) eı 

olur. t=2 s anındaki hız, 

V= -26,56 eı + 71,6 eı 

bulunur. Parçacığın ivmesi Denk (5 .10) dan, 

a= dV = ( 2Cosrot - 2troSinrot - 2tro Sinrot - t2 ro2 Cos rot) eı 
dt 

+(2Sin rot + 2 tro Cos rot+2troCosrot-t2ro2 Sinrot)eı 

olur. t=2 s anında ivme, 
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a = -832,28 eı -345,8 e2 

bulunur. 

5.1.3. Silindirik Koordinatlarda Newton'un II. Yasası 

Hareketli bir parçacığın konum vektörü Denk (5.1)' deki x, y ve z 

bileşenlerinin Şekil 5.2' de gösterilen silindirik koordinatlardaki karşılıkları olan 

x = pCosq>, y= pSinq>, z=z 

ifadeleri yazılıp düzenlenirse 

r (t) =(pCoscp) i +(pSinq>)} +z k 

olur. 

z 

r/ 

y 

X 

ı 
ı :z 
ı 
ı 
ı 

y 

Şekil 5.2. Silindirik koordinatlarda r vektörü. 
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Clifford cebrinde ise 

r = (pCos<p) e ı + (pSin<p) e2 + z e3 (5.21) 

olarak yazılabilir. Hız vektörü, 

V = dr = !!._ (pCos<pe1 + p Sin<pe2 + ze3) 
dt dt 

=( dp Cos<p - p dqJ Sin<p)e1 + ( dp Sin<p + p drp Cos<p) eı + dz e3 (5.22) 
m m m m m 

ve ivme vektörü, 

dV dı p dp drp . dı rp . drp 2 
a = - =( - Cos<p-2(-)(- )Sın<p-p- Sın<p-p(- ) Cos<p)e1 

dt dt 2 dt dt dtı dt 

+(dı p Sin<p+2( dp )( drp )Cos<p+p dı rp Cos<p-p( drp i Sin<p)eı 
dtı dt dt dtı dt 

(5.23) 

olarak yazılabilir. 

5.1.4. Küresel Koordinatlarda Newton'un II. Yasası 

Hareketli bir parçacığın konum vektörü Denk ( 5.1)' deki x, y ve z 

bileşenlerinin küresel koordinatlardaki karşılıkları olan Şekil 5.3' te gösterilen 

x = r Sine Cos<p, y= r Sin8 Sin<p, z= rCose (5.24) 

ifadeleri yazılıp düzenlenirse 
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r (t) = (r Sin8 Cosq>) t + (rSin8Sinq>)) + rCos8 k 

olur. 

z 

r 
z 

y 

X 

Şekil 5.3. Küresel koordinatlarda r vektörü. 

Clifford cebrinde ise 

r = r Sin8 Cosq> e1 + rSin8 Sinq> e2 +rCos8 e3 

olarak yazılır. Hız vektörü, 

V = dr = !!..._ (r Sin8 Cosq> e1 + r Sin8 Sinq> eı + r Cos8 e3) 
dt dt 

V = ( dr Sin8 Cosq>+ r de Cos8 Cosq> - r drp Sin8 Sinq>) eı 
dt dt dt 

+(dr Sin8 Sinq> + r de Cos8 Sinq> + r d rp Sin8 Cosq>) eı 
dt dt dt 
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dr dB . 
+ ( - Cos8 -r - Sm 8) e3 

dt dt 
(5.28) 

olarak yazılır. ivme vektörü, 

d 2r . dr dB dr d<p . . 
a = [ -ı Sın8 Coscp + 2 - -- Cos8 Coscp - 2 - -- Sın8 Sınq> 

dt dt dt dt dt 

de dcp dıe dı 
- 2 r - - Cos8 Sinq> + r -

2
- Cos8 Coscp - r _!/!_ Sin8 Sinq> 

dt dt dt dt 2 

- r (dB i Sin8 Cosq> - r (dqJi Sin8 Coscp] eı 
dt dt 

[ d ı r s· 8 s· dr dB . dr dcp + - ın ınq> + 2 - -- Cos8 Sınq> + 2 - -- Sin8 Coscp 
dt 2 dt dt dt dt 

de dcp dıe dı 
+ 2 r - - Cos8 Coscp+ r -ı- Cos8 Sinq> + r _!/!_ Sin8 Coscp 

~ ~ ~ ~ı 

- r (dB i Sine Sinq> - r ( dt:p)2 Sin8 Sincp ] ez 
dt dt 

dır dr dB . d 2B . dB 2 + [ - Cos8 - 2 - -- Sın8 - r - Sın8 - r ( - ) Cos8 ] e3 
dtı dt dt dt 2 dt 

(5.29) 

5.2. Dönme Hareketinin incelenmesi 

Clifford cebrinin uygulama alanlarından biri de klasik mekaniktir. Clifford 

cebri özellikle dönme ve öteleme hareketlerini tanımlayan sistemlerde uygulama 

alanları bulmuştur[20]. Bir cismin dönmesiyle ilgilenirken, cismin katı cisim 

olarak kabul edilmesi kolaylık sağlar. Bir katı cisim, şekli bozulmayan veya bütün 

parçacık · çiftleri arasındaki uzaklıkların sabit olduğu bir cisim olarak 

tanımlanır[21 ,22]. 

5.2.1. Euler Açıları 

Katı cismin durumunu belirlemek amacıyla orijini katı cismin kütle 

merkezinde bulunan bir yardımcı koordinat sistemi tanımlamak gerekir. Katı 

cisim koordinat sisteminin (KCKS) eksenlerinin doğrultularını, bu yardımcı 

sistemin eksenlerinin doğrultuianna göre belirlemek yeterlidir. Orijinieri aynı olan 
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bu iki koordinat sisteminin eksenlerinin doğrultuları birbirine bir dik matrisle 

bağlıdır[23]. x ekseninin XY düzlemine dik izdüşümünün doğrultusu ile X eksep.i 

arasındaki açı <p olsun. İzdüşüm doğrultusundaki eksen x ' ekseni ve z' ekseni Z 

ekseniyle aynı olsun. y' ekseni x' , y' ve z' eksenleriyle bir sağ el kartezyen 

koordinat sistemi olacak şekilde seçilirse y' ekseni Y ekseniyle <p açısını yapar. 

Bu eksenler Şekil.5.4' te gösterilmiştir. 

2 

y 
z 

y 

X 

Şekil5.4. X, Y, Z eksenleriyle x, y, zeksenlerinin herhangi bir andaki durumu. 

x y z sisteminin eksenleri, yardımcı sistemin eksenlerine göre saat 

yönünün ters yönünde, birbirine paralel olan z ve Z eksenleri etrafında <p açısı 

kadar döner.Bu dönme Şekil 5.5' teki ı dönmesidir. 

2 z 

ı 

y 

y 

X 
X 

Şekil5.5. Zekseni etrafında saat yönünün tersi yönünde q> ... .,.,,.,,J,.ı dönme. 
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Şekil 5.5' de görüldüğü gibi x' ve y · eksenleri X ve Y eksenlerinin 

oluşturduğu düzlem içinde kalır. x · , y' ve z · eksenlerinin doğrultulanndaki birim 

"• 
vektörleri i , }', k' ile X, Y, Zeksenlerinin doğrultulanndaki birim vektörleri de 

i, J, K ile gösterilirse, 

i' = Cosq> i + Sinq> j (5.29.a) 

]' = - Sinq> i+ Cosq> j (5.29b) 

(5.29c) 

bulunur. 

zekseniyle zekseni arasındaki açı e olsun. zekseninin doğrultusundan z 

ekseninin doğrultusuna geçmek için x' y · z · sistemini x ' ekseni etrafında saat 

yönünün ters yönünde e açısı kadar döndürmenin yeterli olduğu Şekil 5.6' dan 

kolayca görülebilir. 

z 

y 

L X 

X 

Şekil 5.6. x' ekseni etrafında saat yönünün tersi yönde 8 açısıyla dönme. 
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Yeni ekseniere X n' y n ve zn eksenleri denirse Şekil 5.6' dan görüldüğü gibi 

y n ekseni y, Z, düzleminin içinde kalırken X n ekseni y , Z, düzlemine diktir. X n , 

y .. ' z eksenlerinin doğrultulanndaki birim vektörleri i n ' } n ve k n ile 

gösterilirse 
1"1. 11 .... 1 

i = i (5.30.a) 

} n = Cose }' + Sine k . (5.30.b) 

k n = - Sine }' + Cose k ' (5.30.c) 

olur. 

x · ekseni, x ekseninin XY düzlemine dik izdüşümüdür. x ekseni ile x · 

ekseni arasındaki açı \jf olsun. X" y n Z eksen takımı Z ekseni etrafında saat yönünün 

ters yönünde \jf açısı kadar döndürüldüğünde xyz eksen takımı elde edilir. Şekil 

5. 7' de gösterildiği gibi X ekseni X n eksenine göre saat yönünün ters yönünde \jf 

açısı kadar dönmüş olsun. 

z 
3 y 2 

X 

Şeki15.7. zekseni etrafında I.JI açısı kadar dönme. 
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x, y, zeksenleri yönündeki birim vektörler, 

i= Cos\jf i n + Sin\jf } n (5.31.a) 

} = - Sin\jf f n + COS\jf } n (5.3 l.b) 

(5.31.c) 

olur. 

Artık XYZ eksen takımından xyz takımına geçişi sağlayan dönüşümün 

matrisi kolaylıkla yazılabilir. XYZ sisteminden x · y ' Z sistemine geçişi veren 

matris 

[ 

Cosrp 

B= - S~nrp 
Sinrp o~J 
C os rp 

o 

X' y' Z sistemindert X' y n Z" SİStemine geçişi veren matris 

[
ı . 

C= ~ 

o 
C osB 

- SinB 
Si~BJ 
C osB 

dir. X' y n Z" sisteminden xyz sistemine geçişi sağlayan matris de 

Sinlif o~J 
Caslif 

o 

dir. Bu üç matris döndürme işleminin uygulanış sırasına göre çarpılırsa 
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Anadolu Üniver- it s, 
Merkez KütüphanE' 



[ 

Coslj/ 

A=DCB= - S~ n lf/ 

Sinlj/ 

Coslj/ 

o 

o 
C osB 

- SinB 

O J [ Cosrp 
Sin B - Sin rp 

Cose O 

Sinrp o~J 
C os rp 

o 

[ 

CosrpCos lj/- SinrpCosBSin lf/ 

= - CosrpSin lf/ - SinrpCosBCos lf/ 

SinrpSinB 

SinrpCos lj/ + CosrpCosBSin lf/ 

- SinepSi n lf/ + CosrpCosBCos lf/ 
SinBSinBJ 
SinBCosB 

-CosrpSinB C osB 

(5.35) 

elde edilir. 

<p, 8 ve \jf açılarına Euler açıları denir. <p ve \jf açıları O ile 2 1t arasında, 8 

açısı O ile n arasında değişir. Koordinat sistemleri birbirine göre hareket ederken 

her üç açı da zamanla değişir. Sistemlerin orijinieri çakışık olduğundan sistemler 

birbirine göre ancak dönebilirler. xyz sisteminin XYZ sistemine göre dönmesini 

karakterize eden, ÖJ açısal hızıdır. Bu açısal hızı KCKS' ye göre şöyle yazılır: 

Z ekseni etrafında yapılan dönmede (Şekil 5.5 ' teki 1 dönmesinde) açısal 

drp ~ 
hızın büyüklüğü .- ve doğrultusu da K birim vektörünün doğrultusudur. ÖJ 

dt 

vektörünü xyz sisteminde yazmak için k birim vektörünü i , ] ve k cinsinden 

hesaplamak gerekir. 

Bunun için Denk (5.29), Denk (5 .30) ve Denk (5.31) denklem setlerinde 

verilen değişik koordinat sistemlerinin birim vektörleri arasındaki bağıntılar 

birleştirilirse, 

i= (Cosc.pCos\jf:Sinc.pCos8Sin\jf) I + (Sinc.pCos\jf+Cosc.pCos8Sin\jf) J 

+ (Sin8 Sin\jf) k (5.36) 

] = (-Sinc.pSimv-Sinc.pCos8Cos\jf) I + ( -Sinc.pSin\jf+Cosc.pCos8Cos\jf) J 

+ (Sin8Cos\jf) k (5.37) 

k= (Sinc.p Cos8) I -{Cosc.p Sin8) J + (Cos8) k (5.38) 
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bulunur. Denk (5.35) Sin \jl, Denk (5.36) Cos \jl ile çarpılıp taraf tarafa toplanır 

sonra bu toplam Sin 8 ile çarpılır ve Denk (5.37) Cos 8 ile çarpılıp tekrar taraf 

tarafa toplanırsa k birim vektörü, 

k = Sin 8 Sin \jl i +Sin 8 Cos \jl ] + Cos8 fe (5.39) 

olarak elde edilir. Buradan z ekseni etrafındaki dönmeye (1. dönme) ait açısal 

hızın, 

m1 = d rp k = drp (Sin 8 Sin \If i + Sin 8 Cos \If } + Cos 8 fe) (5.40) 
dt dt 

olduğu görülür. x' ekseni etrafındaki dönmede (2. dönme) açısal hızın büyüklüğü 

d rp ve doğrultusu da fı = Cos \jl i+ Cos (\If + ;r) ] olur. Buna göre x' 
& 2 

etrafındaki dönmede açısal hız, 

_ de ~ de cc :- c ( n) ~ ) OJ = - n = - os \jl ı + os \jl + - J 2 dt dt 2 

- de cc ~ s· ~) OJı =- os \jl ı - ın \jl J 
dt 

(5.41) 

dir. z ekseni etrafındaki dönmede (3. dönme) açısal hızın büyüklüğü dlf/ olup 
dt 

etrafında döndürülen eksen fe birim vektörüyle belirlenen eksendir. Buna göre 

- - dlf/ k~ 
(J) - -3 dt 

olur. Toplam açısal hız, 

(5.42) 
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m= d rp (Sin 8 Sin \If i + Sin 8 Cos \If } + Cos 8 k) 
dt 

+dB (Cos \If i- Sin \If})+ dıp k 
dt dt 

- C d rp s· ss· de c ) '=' C d rp s· 8 de . A m = - ın lll\!f+ - OS\!f ı+ - ın Cos\1'-- Sm\!') j 
dt dt dt dt 

+(d rp Cos8+ d ıp) k 
dt dt 

bulunur. 

5.2.2. Bir Noktası Sabit Dönen Topaç Hareketi 

(5.43) 

CHfford cebrinde kullanışlı bir uygulama, bir noktası sabit, dönen topaç 

problemidir. Bu problemle ilgili en önemli özelliklerden biri dönme hareketindeki 

parametrelerdir. x, y veya z etrafındaki dönmelerin matris gösterimi biraz 

kalabalıktır. Diğer yandan üç boyutlu Öklid uzayında bir dönme, koordinat 

eksenleri etrafında üç dönmeye ayrılabilir. Dönen bir topaç için dönme 

dönüşümleri genellikle Euler açıları kullanılarak gösterilir[24]. Dönmeyi 

tanımlamak için başvurulan bir yöntem Euler açılarını (ep, 8, 'JI) kullanmaktır[25]. 

Bunlar, başlangıçtaki eksenler kümesi { eı, e2, e3}' ten yeni eksenler kümesi 

{ e~,e~,e~}' e dönmeyi tanımlar. Eksenler için çoğu kez (x, y, z)- (x',y',z') 

ifadesi kullanılır. 

Birinci dönme, Bölüm 5.2.1' deki birinci dönme gibi eıeı düzleminde e3 

ekseni etrafında saat yönünün tersi yönünde ep açısı kadar ise bu dönme için rotor, 

(5.44) 

olur. İkinci dönme Bölüm 5.2.1' deki ikinci dönme gibi eı ekseni etrafında 8 açısı 

kadar ise, bu dönme için düzlem, 

(5.45) 
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olur. Buradaki I, üç boyutlu trivektör birim elemandır ve 

~I~- ı = I~~-ı = I (5.46) 

koşulunu sağlar. İkinci dönme için rotor, 

~IF exp (-~ !fJ eıe3 ~ !fJ - ı Bl 2) = ~ !fJ e-eıe3812 ~ !fJ -I (5.47) 

olur. Bu iki dönme birleştirilirse ~' rotoru, 

(5.48) 

şeklinde elde edilir. Üçüncü dönme de Bölüm 5.2.1' deki üçüncü dönme gibi e3 

ekseni etrafında 'V açısı kadar ise bu dönme için düzlem, 

(5.49) 

ve rotor, 

(5.50) 

olur. Bu üç dönme birleştirilirse, 

(5.51) 

elde edilir. Denk (5.35)' de verilen A matrisi ile karşılaştınldığında Denk (5.51)' 

in daha sade ve işlemlerinin daha basit olduğu görülür. 

Clifford cebri kullanılırken bir keyfi eksen etrafında dönmeyi göstermek 

kolaydır. Sabit bir nokta etrafında hareket eden bir katı cismin hareketi problemini 

incelemek, sadece gözlemcinin uzaysal koordinatlarında bir noktanın 
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koordinatlarını ifade etmemeli, katı cisme bağlanan cisim koordinat sistemini de 

ifade etmelidir. Bunu yapmak için Clifford cebri uygun bir yöntemdir. Clifford 

cebrinin tanımındaki 

2 -ı ei - (5.52) 

ifadelerini sağlayan elemanlar bu cebrin baz elemanlarını venr. Pauli spin 

matrisleri gibi 4x4' lük Dirac matrisleri de bu koşulları sağlarlar. Bunlar: 

o o o ı o 
o o ı o o 

Yı = o ı o o , Yı = 
ı 

ı o o o o 

olup ikili ve üçlü çarpımiarı 

o - ı o o 
ı o o o 

YıYı = Y12 = o o o - ı 

o o ı o 

o o o ı 

o o ı o 
Y3Yı = Y3ı = o - ı o o 

- ı o o o 

o 
o 
o 

ı o 
o - ı 

o o 
- ı o o 

, YıY3 = Yı3 = 

ı o o 
o ı o 

'y 3 = o o - ı 

o 
o 
o 

o o o - ı 

o o - ı o 
o o o ı 

ı o o o 
o - ı o o 

o - ı o o 
ı o o o 

'YıYıY3 = Ym = o o o ı 

o o - ı o 

dir. Dirac matfislerinin bir lineer kombinasyonu vektör, y 12 , y 23 ve y 31 ' in lineer 

kombinasyonu hivektör ve y 123 çarpımı bir trivektördür. 

Topacın simetri ekseninin alt ucu bir koordinat sisteminin oıjininde sabit 

olsun. Bu koordinat sistemi topacın cisim koordinat sistemidir. Topacın cisim 

koordinat sistemi Şekil 5.8' de görülmektedir 
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z 

X 
y 

Şekil5.8. Topacın cisim koordinat sistemi. 

Bu topaç kendi ekseni etrafında \jf(t) açısı kadar dönüyorsa \jf(t)' ye dönme 

açısı denir ve bu açı cismin dönmesinin büyüklüğüdür. Dönme açısı Şekil 5.9' da 

görülmektedir. 

z 

X y 

Şekil 5.9. Topacın dönme açısı. 

8(t) eğim açısı, düşey z ekseni ve topacın simetri ekseni arasındaki açıdır. 

Yani 8(t), z ekseninin düşeye göre eğikliğini verir. ljJ (t) ile topacın düşey eksen 

etrafındaki eniemi ölçülür. Eğim açısı Şekil 5.10' da görülmektedir. 
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z 

X 

Şekil S. lO. Topacın eğim açısı. 

Topacın dönmesi iki basit dönmenin birleşimi olarak düşünülebilir. 

Birincisi topacın 'l'(t) açısı kadar dönmesi, ikincisi S(t) eğim açısıyla dönmedir. 

İkinci dönme için dönme ekseni, xy düzleminde (-Sin rjJ , Co s rjJ , O) doğrultu 

kesinüsleriyle olur. 

Birinci dönme operatörü basitçe 

2\_d.. = I Co s If/ - y Sin If/ onme 
2 

12 
2 

(5.53) 

İkinci dönme operatörü 

(5.54) . 

Topaçtaki bir keyfi nokta uzay koordinatlarında x ve cisim 

koordinatlarında Xc ile gösterilirse, 
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(5.55) 

dir. Burada 

~=~eğim ~dönme (5.56) 

~ dönme operatörü Euler açıları cinsinden ifade edilebilir: 

~= (1 Cos <PE - "'~ Sin <PE )(1 Cos BE - "'~ Sin BE )(1 Cos If/E - "'~ Sin l.f/ E) (5.57) 2 112 2 2 123 2 2 112 2 

Dönen bir topacın hareket denklemini elde etmek için kinetik enerji T ve 

potansiyel enerji V ifadelerini elde etmek gerekir. Katı cismin kinetik enerjisi 

T = ~ fg(x)(x)
2 dV (5.58) 

ile ifade edilir. Burada g(x), x noktasındaki kütle yoğunluğu ve x , x' in zamana 

göre türevidir. ~dönme operatörünün zamana göre türevi~ ile gösterilirse Denk 

(5.55)' ten 

x= ~Xc~- 1 +~Xc (i)-1 

• • 
X =~(~-1~ Xc - Xc ~-1~)~- 1 

(.X )2 = (~ -1 ~ Xc - Xc ~ - 1 i)2 

~-1(.X)2~=(~-1ixc - xc~-1~.)2 

Denk (5.57)' den, 
. . . 
~=~e~d+~e~d 

elde edilir. Bu nedenle 
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(5.59) 

(5.60) 

(5.61) 

(5.62) 

(5.63) 



bulunur. Hesaplama sürdürülürse 

~-ıi= ~ (wıYıJ +wıYJı +w3rıJ 

elde edilir. Burada 

(5.64) 

(5.65) 

(5.66) 

(5.67) 

(5.68) 

Benzer bir hesaplama Euler açıları ile yapılırsa verilen denklemler Denk (5.43)' te 

bulunan 

(5.69) 

(5.70) 

(5.71) 

denklemler olarak elde edilir. Denklemler karşılaştınldığında 

(5.72) 

(5.73) 

(5.74) 
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olduğu görülür. Denk (5.60) ve Denk (5.65)'den 

(xY = l(mı)2 +(m2 Y +(mJ2 İxJ2 - Lm1mkxf x! 
j,k 

elde edilir. Bu sonuç Denk (5.58)'de yazılırsa, 

ı 
T = ı LlJkmJmk 

j,k 

bulunur. Buradaki 

(j *k için) 

(5.75) 

(5.76) 

(5.77) 

(5.78) 

~k sembolü eylemsizlik momenti katsayılarını gösterir. Eğer topaç silindirik 

simetrikse simetri ekseni olarak cisim koordinat sisteminde x3 veya z ekseni 

tanımlanabilir. Çürıkü silindirik sirnetnde j *k ise ~k = O olduğunu kanıtlamak 

kolaydır. Örneğin, 

\ 

13ı = /13 =- JJfg(~x 2 +y2 ,z~z~dydz 
=- JfJg(r,z)r 2zCos6tirdfu'z 

21f 

=- Jcos6tiB Jfg(r,z)r 2 zdrdz =O 
o 

(5.79) 

Benzer şekilde h ı = /22 olduğu gösterilebilir. lı ı ve hı, lı ; ve h3, h ile gösterilirse 

(5.80) 
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bulunur. Denk.(5.66), Denk.(5.67) ve Denk.(5.68) kullanılırsa 

(5.81) 

elde edilir. Ayrıca eşitlik Euler açıları cinsinden, 

(5.82) 

Topacın kütlesi M ve bütün kütlesi simetri ekseni üzerindeki bir sabit 

nokta olan kütle merkezinde toplanmış olsun. Bu noktanın topacın ucuna uzaklığı 

h olsun. Şekil 5.11' de gösterilen bu topaç için potansiyel enerji 

V = MghCosO (5.83) 

dır. 

z 

X 

y 

Şekil5.11. Topacın ağırlık merkezi. 
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Bulunan kinetik ve potansiyel enerji ifadelerinden Lagrange fonksiyonu, 

(5.84) 

şeklinde elde edilir.Topaç hareketi için e, rjJ ve 'I' genelleştirilmiş koordinatlardır. 

!!__(8LJ _ BL =O 
dt aq aq 

(5.85) 

olarak verilen Euler-Lagrange denklemlerindeki q genelleştirilmiş koordinatları 

topaç hareketi için e, rjJ veya 'V' dir. Bu denklemler çözüldüklerinde e, rjJ veya 'V 

genelleştirilmiş koordinatları zamanın fonksiyonu olarak belirlenir. 

62 



6. SONUÇ 

Bu çalışmada CHfford cebirlerinin klasik mekanikteki uygulama alanları, 

vektör cebrine göre kolaylık sağlayıp sağlamadığı incelenmiştir. CHfford 

cebirlerinin tanımı yapılmış, en çok bilinen düzlem ve uzaylar için bu uzaylara 

karşı gelen Clifford cebirleri incelenmiştir. Clifford cebirlerinin baz elemanları, 

bunlara ait çarpım özellikleri ve matris gösterimieri verilmiş, n :::; 8 için 

sınıflandırma yapılmıştır. Daha sonra düzlemde ve uzayda Clifford cebirleri 

incelenmiş, vektörterin CHfford çarpımları, bileşenleri, yansımaları ve dönmeleri 

açıklanmıştır. 

Clifford cebirlerinin fiziksel uygulamaları olarak çeşitli koordinat 

sistemlerinde Newton'un II. Yasası olarak bilinen dinamiğin temel kanunu 

incelenmiştir. Dönme hareketi önce Euler açıları kullanılarak sonra Clifford cebri . 

ile bir noktası sabit, dö~en topaç örneği üzerinde incelenmiştir. 

Skaler ve vektörel nicelikterin Clifford cebriyle gösterimi mümkündür. Bir 

cismin bir eksen etrafında dönmesi halinde Euler açıları ve dönüşüm matrisleri 

kullanılır. Eğer arka arkaya birden fazla dönme varsa matrislerin sayısı da artar. 

Dönüşüm matrisleri yerine Clifford cebrindeki dönüşüm bağıntıları kullanılırsa 

işlemler çok daha kolay ve hızlı bir şekilde yapılabilir. Clifford cebirleri klasik 

mekanikteki uygulamalarda istenilen üstünlüğü gösteremese de cisimlerin dönme 

hareketinde oldukça kullanışlıdır. 

63 



KAYNAKLAR 

[1] DERELİ, T., Soyut Cebirler ve Fizikte Simetri Yasaları, Bilim ve Teknik 

Dergisi, 34-38, Aralık (1992). 

[2] ÖZDAŞ, K., Bölüm cebirleri ve Bunların Fiziksel Uygulamaları, Anadolu 

Üniversitesi Fen Fakültesi Yayınları, Eskişehir, Türkiye (1995). 

[3] SERDAROÖLU, M., Fizikte Kuaternion ve Oktonion Yapılar, Bilim ve 

Teknik Dergisi, 45-51, Ocak (1993). 

[4] HO, E.Y.T., Applications ofClifford algebra in Mixed Reality Environmet, 

The Eurographics association (2003). 

[5] GILBERT, J.E., Clifford Algebras and Dirac Operators in Harmonic 

Analysis, Cambridge University Press, Cambridge, UK (1991). 

[6] CNOPS, J., An Introduction to Dirac Operators on Manifolds, Birkhauser, 

Boston, USA (2002). 

[7] LOUNESTO, P., Clifford Algebras and Spinor Operators,Clifford 

(Geometric) Algebras with Applications to Physics, Mathematics and 

Engineering, BA YLIS,W.E., Birkhauser, Boston, USA (1996). 

[8] HARVEY, F. R., Spinors and Calibrations, Academic Press Ine., San 

Diego, LA, USA (1990). 

[9] PORTEUS, 1., R., Clifford Algebras and The Classical Groups,Cambridge 

University Press, Cambridge, UK (1995). 

[10] HLADIK, J., Spinors in Physics, Springer-Verlag,NewYork, USA (1999). 

[ll] GURLEBECK, K. ve SPROSSIG, W., Quaternionic and Clifford Calcu/us 

for Physicsts and Engineers, John Wiley and Sons, Chichester, England 

(1997). 

[12] HURLEY, D.J. ve V ANDYCK, M.A., Geometry, Spinors and 

Applications, Spinger, Chichester, UK (2000). 

[13] KILIÇ, A.,ÖZDAŞ, K. ve TANIŞLI, M., An Investigation of Symmetry 

Operations with Clifford Algebra, Acta Physica Slovaca 54(3), 221-232, 

June (2004). 

[14] SNYGG, J., Clifford Algebra, Oxford University Pres, Newyork, USA 

(1997). 

64 



[15] DORAN, C. ve LASENBY, A. , Geometric Algebra for Physicists, 

Cambridge University Press, Cambridge, UK (2003). 

[16] BA YRO-CORROCHANO, E., Modeling the 3D Kinematics of the Eye in 

the Geometric Algebra Framework, Pattem Recognition 36 (2003). 

[17] ABLAMOWICZ, R., FAUSER, B., PODLASKJ, K. ve 

REMBLIELINSKJ, J., Jdempotents of Clifford Algebra, Czech. J. Phys. 

53, 949-956, (2003). 

[18] MULLINEUX, G., Modeling Spatial Displacements Using Clifford 

Algebra, Journal ofMechanical Design 126, 420-424, May (2004). 

[19] KUIPERS, J. B., Quaternions and Rotation Sequences, Princeton 

University Pres, Princeton, New Jersey, USA (1999). 

[20] CONRADT, 0., Mechanics in Space and Counterspace, J. Math. Phys., 

41(10), Oct (2000). 

(21] ŞUHUBİ, E., Rijid Cisimler Dinamiği, Fen-Edebiyat Fakültesi Matbaası, 

İstanbul, Türkiye (1988). 

[22] GOLDSTEIN, H., Klasik Mekanik, (Çev. V. CİNEMRE), Çağlayan 

Basımevi, İstanbul, Türkiye (1974). 

[23] RIZAOÖLU, E. ve SÜNEL, N., Klasik Mekanik, Gazi Osman Paşa 

Üniversitesi, Tokat, Türkiye (2002). 

[24] SCARBOROUGH, J. B., The Gyroscope, Theory and Applications, 

Interscience Publishers, New York, USA (1958). 

[25] ANGELES, J., Rational Kinematics, Springer-Verlag, NewYork, USA 

(1988). 

65 


