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Bu tezde, bikuaterniyon cebri verildikten sonra, elektrik ve manyetik yiik
iceren dyonlardan bahsedildi. Sekiz bilesenli bikuaterniyonlar, {i¢ boyutlu vektor
uzayini ve dort boyutlu kuaterniyon uzayini igerdiklerinden birgok fiziksel nicelik
bikuaterniyon cebriyle de incelenebilir. Buradan yola ¢ikilarak homojen ortamda
Maxwell denklemleri ve ayar doniisiimleri kullanilarak genellestirilmis alan
denklemleri degisme 6zelligi olmayan, birlesme 6zelligi olan bikuaterniyon cebri
ile dyonlar i¢in elde edildi. Ardindan Noether teoremi, 151k ve vektér uzayinda
Poynting teoreminden bahsedildikten sonra, bikuaterniyonik diferansiyel operator
yardimiyla bikuateniyonlarla elektromanyetik enerji korunumu ve Poynting
vektoriinii igeren denklem tiiretildi. Bu gosterimlerin ti¢ boyutlu vektdér uzayinin
genellestirilmis hali oldugu ve literatiirdeki Onceden tiiretilmis denklemlerle

uygun oldugu da goriildii.

Anahtar Kelimeler: Maxwell Denklemleri, Poynting Teoremi, Manyetik Tek
Kutup, Dyon, Bikuaterniyon
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In this thesis, after defining of biquaternion algebra, dyons which include
electric and magnetic charges are mentioned. Because of eight-component
biquaternions containing three-dimensional vector space and four-dimensional
quaternion space, many physical quantities are also examined in biguaternion
algebra. Based on this information, the generalized field equations are derived by
using Maxwell equations and gauge transformations in non-commutative, but
associative biquaternion algebra in homogenous media for dyons. Then, Noether
theorem, light and Poynting theorem in vector space is introduced, in terms of the
differential operator equation that contains biquaternionic electromagnetic energy
conservation and Poynting vector, derived from biquaternions. In conclusion, it is
seen that these equations in biquaternions are the generalized of three-dimensional

vector space and appropriate the equations which are derived in literature before.

Keywords: Maxwell Equations, Poynting Theorem, Magnetic Monopole, Dyon,

Biquaternion.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

: Reel sayilar (6klid uzayr)

: Kompleks sayilar uzayi

H o =

: Kuaterniyon uzayi

: Kompleks Birim

!

,a . Vektor

abaqgp : Reel sayi, skaler, kompleks birim, kompleks say1

q
k

o~

s : Kartezyen koordinat sisteminde sirasiyla x, y, z eksenlerine ait
birim vektorler

P,p,Q,q :Bikuaterniyon

P q : Vektor bikuaterniyon

N(P), N(Q) : Bikuaterniyon normu

e, €, e,, &; :Bikuaterniyon bazlari

P~1,p~1  :Bikuaterniyonun tersi
P,p : Bikuaterniyonlar i¢in kuaterniyonik eslenik
P*, p* : Bikuaterniyonlar i¢in kompleks eslenik
0 : Kismi tiirev
v : 3-boyutlu Gradyent operatorii
v : Bikuaterniyon olarak Gradyent operatoriiniin vektor kismi
\Y : Bikuaterniyon olarak Gradyent operatorii
: Skaler ¢arpim
X : Vektorel carpim
O : D’alembertiyan operatorii
] : Kuaterniyonik diferansiyel operator
1" : Kuaterniyonik diferansiyel operatoriin kompleks eslenigi
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1.GIRIS

1843’ te William Hamilton’ un kuaterniyonlar1 kesfetmesi ile kompleks
sayilarda galigmalar artmaya baslamistir. Kuaterniyon 6zet olarak 4-boyutlu uzay-
zamani incelememize yarayan bir hiper-kompleks say1 sistemidir. Kuaterniyon
cebrinin kesfedildigi yillarda A. Carley, K. Clifford ve J. J. Slyvester gibi Ingiliz
matematikgiler ve elektromanyetik teoriyi yeniden insa eden J. C. Maxwell ile
P. G. Tait gibi fizikg¢iler kuaterniyonlar1 kullanarak bu alanlarda ¢alismalarinin
devamini getirmislerdir. 20. ylizyilin baslarinda ise vektdr ve tensor cebrini
gelistiren fizikgiler, fizikte vektor cebrinin kullanimini benimsetmislerdir.
20. yiizyilin ortalarina kadar kuaterniyonlarin pratik kullanimi diger metotlar ile
kiyaslandiginda ¢ok azdi. Ancak bu durum robotlar, animasyon ve bilgisayar
teknolojisinde ilerleme ile hizla degisti. Bugiin kuaterniyonlar 6zellikle bilgisayar
tasarimi, grafigi, animasyon alanlarinda kullanilir [1].

Bikuaterniyonlar, fiziksel uygulamalarda son yillarda artan bir hizla yer
almaktadir. Giirlebeck ve Wolfgang bikuaterniyonlart 6zel rolativite teorisi,
parcacitk mekanigi ve elektromanyetizmaya uygulayarak bikuaterniyonlarin
kendine oldukga genis bir uygulama alani buldugunu gostermislerdir. Daha sonra
da bu konuda ¢alismalar artmistir.

Bugiine kadar fizikteki bircok denklem c¢esitli bilim adamlar1 tarafindan
kuaterniyonlarla yeniden ifade edilmistir. Chou [2] kinematik ve dinamik
diferansiyel denklemleri, Adler [3] kuantum mekanigini, Jolly [4] kuaterniyon
alan teorisinin izomorfik matris temsillerini, Tanish ve Ozdas [5] robotik
manipiilatorlerin kuaterniyon doniisiimii, Negi ve arkadaslari [6] tek kutup
dyonlar gibi teorik varliklar1 anlatmak i¢in bu say1 cebrini kullanmiglardir.

Dyonlar ise, manyetik ve elektrik yiiklerin her ikisinin varligindan
esinlenerek ortaya c¢ikmistir. Bu nedenle de -elektromanyetizmada yapilan
caligmalar dyonlara da uyarlanmistir. {lk olarak bu uygulamalar t* Hooft ve
Polyakov tarafindan yapilmistir. Giliniimiizde ise farkli ortamlarda az olmakla
birlikte dyonlar farkli ¢alismalarla incelenmektedir. Ornegin; Negi ve arkadaslari

[6,7] bu alanda oldukga belirgin ¢alismalar yapmislardir.
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Poynting teoremi ise; enerji yogunlugunun, zamanla degisen elektrik ve
manyetik alanlar i¢in enerjinin yayilmasimni temsil eden bir ifadedir.
Elektromanyetik kuvvet tarafindan yiiklerin iizerine yapilan isin, alanlarda
depolanan enerjideki azalma eksi yiizey arasinda disariya akan enerji oldugunu
soyler. Poynting teoremi is-enerji teoremi olarak da literatiirde yer almaktadir [8].

Bu tezde ilk olarak bikuaterniyonlarin tarihgesi ve cebrine yer verilmistir.
Daha sonra dyonlarin tarih¢esi ve temel tanimlari, agiklamasi yapilmistir.
Ardindan, bikuaterniyonlar ile dyonlar igin gegerli olan Maxwell denklemleri elde
edilmistir. Ayrica, Poynting teoremi bikuaterniyonlarla dyonlar i¢in tanimlanmig

ve enerji korunumu bu kosullar altinda elde edilmeye ¢aligilmistir.
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2. BIKUATERNIYON (KOMPLEKS KUATERNIYON)

Oncelikle kuaterniyonlarin tarihgesini ele alalim: Reel sayilari, bir boyutlu
olan hiper-kompleks sayilar olarak diisiinebiliriz. Bu reel sayilar, herhangi bir
toplam ve ¢arpim altinda cisim Ozelliklerini saglarlar. Herhangi bir kompleks
say1y1 ise 2-boyutlu olan hiper-kompleks say1 olarak diisiinebiliriz ve reel sayilari
imajiner kismu sifir olan kompleks sayilarin bir alt kiimesi olarak ele alabiliriz.
Buradan hareketle kompleks sayilar da cisim 6zelliklerini de saglarlar. Boyutu
2’ den biiyiik hiper—kompleks sayilarin herhangi bir kiimesi ise cisim 6zelliklerini
saglamaz. Bu gercek; R? ’de karmasik sayilarm dereceli olmasim ileri siiren
yiiksek derece gelisimini arastiran matematikgileri rahatsiz etmistir. Hamilton
1830 yilindan itibaren kompleks sayilar tizerinde galismis ve nihayet 1833 yilinda
iki reel sayidan olusan kompleks sayilarin bir cebir olusturdugu sonucuna
varmigtir. Bu sonugtan yola ¢ikarak c¢alismalarmi iki kompleks ve bir reel
bilesenden olusan (q =a + e;b + e,C ) tiglii say1 sistemi iizerinde yogunlagmustir.
Vektor olarak adlandirdigi bu sistem {izerinde toplama ve ¢arpma islemlerini
tanimlayabildigi halde bolme islemi igin ise bir metot gelistirememistir. 1843’ de
bu say1 sisteminin carpma isleminde degisme Ozelliginin gergeklesmedigini
gorerek, carpma isleminin bu ozelliginden vazgegmis ve ef = es = eZ = -1
ozelligine sahip ti¢ imajiner birim tanimlamistir. Béylece Hamilton, ‘Kuaterniyon’
ismini verdigi 4-boyutlu olan sézde hiper-kompleks sayiyr kesfetmistir. Ornek
olarak kuaterniyonlar; kompleks, boliintiilii, dual gibi farkli boyutlarda ve
kosullarda ifade edilen sayr cebrinin de temelini olustururlar. Boliintiilii
kuaterniyonlar ise 1849’ da James Cockie tarafindan ileri siirmiistiir. Hamilton ve
James Cockie, carpim operatorleri ile donatilmig 4-boyutlu gergek vektor uzayi
olusturmuslardir. Kuaterniyondan farkli olarak, boliintiilic kuaterniyonlarin béleni
sifir olabilmektedir [9-15]. Kuaterniyonlar ayn1 reel ve kompleks sayilar gibi bir
sayr sistemidir. Reel sayilar bir, kompleks sayilar iki bilesen igerirken
kuaterniyonlar dort bilesene sahiptir. Kompleks sayilar reel sayilarin bir
kombinasyonudur. Dolayisiyla da reel sayilar, kompleks sayilarin bir alt
kiimesidir. Diger taraftan kuaterniyonlar da iki kompleks saymnin

kombinasyonundan olusmustur. Buna gore kompleks sayilarda kuaterniyonlarin
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bir alt kiimesi olmalidir. Bu sonug, kuaterniyonlarin hem reel sayilar hem de
kompleks sayilar1 kapsayan daha genis bir say1 sistemi oldugunu gostermektedir
[10]. Fizikte Ol¢iilebilen her sey reel olmak zorundadir. Bu nedenle reel sayilar
bilimin dogusundan itibaren kendilerine her alanda uygulama sahasi bulmustur,
ote yandan kompleks sayilarin mekanik ve elektriksel uygulamalarda, 6zellikle
devre analizlerinde kullanildigi da bilinmektedir. Ne yazik ki bu sayr sistemi,
uygulamalara sadece iki boyut getirir. 3-boyutlu uygulamalarda ise vektorler ¢ok
stk kullanilir. Fakat vektorlerin  bazi  uygulamalarda yetersiz kaldig
goriilmektedir. Kuaterniyonlar vektorleri ifade etmede kullanilabilir. Bu sayi
sistemi vektorleri kapsadigir gibi, bunlara ilaveten bir de reel bilesen ortaya
koyarak uygulamalara dordiincii bir boyut katar. Kuaterniyonlar boliim cebrine
sahiptir. Kuaterniyon cebri, bilesimli fakat degisimli olmayan ( &,, &;, &,, €3 )
gibi dort elemandan olusur ve bunlardan biri reel, diger ii¢ii sanaldir [9].
Kuaterniyon cebrinin kesfedildigi yillarda A. Carley, K. Clifford ve J. J. Slyvester
gibi Ingiliz matematikgiler ve elektromanyetik teoriyi yeniden insa eden J. C.
Maxwell ile  P. G. Tait gibi fizik¢iler bu konuya 6nemli katkida bulunmuslardir.
20. yiizyihin baglarinda ise vektor ve tensor cebrini gelistiren fizikgiler, fizikte
vektor cebrinin kullanimini benimsetmislerdir. 1878 yillarinda Vidinli Hiseyin
Tevfik Pasa ingilizce olarak yazdig: lineer cebir adli kitapta kompleks sayilarla
ilgili teorisinde ileri siirdiigi carpimin 3-boyutlu uzaya uygulamanin bir yolunu
bulmus ve Ozgiin ¢alisma olarak kuaterniyonlarin ¢arpimimin bizi 3-boyutlu
uzayda calismaya zorladigim1 vurgulamistir; R. Kaya ve §. Kogak tarafindan
kuaterniyonlardan hareketle zayif kuaterniyonlarin tanimi yapilarak R3’ {in
vektorleri zayif kuaterniyon uzayina taginmig ve bolme isleminin bu sekilde daha
anlamli olarak gerceklestirilebilecegi ispat edilmistir [9-11]. Kuaterniyonlarin
fizikte ¢ok kullanilmasi ancak E. Schrédinger, W. Heisenberg, P. A. M. Dirac, M.
Born ve daha pek ¢ok tnlii fizik¢i tarafindan 1927 ile 1932 yillar1 arasinda,
neredeyse bugiin kullandigimiz kuantum mekaniginin bulunusu ve gelisiminden,
yayginlasmasindan sonra gerceklesmistir. 20. ylzyilin baglarinda Yale
Universitesi profesdrlerinden Gibbs uygun kuaterniyon icin kullanim seklini
Hamilton’un ¢aligmalarin1 ve Rodrigues’ e ait ¢alismalarini anahtar noktalarini

buna ilave ederek kesfetti ve calismalarimi vektér nokta carpimi ve bugiin
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bildigimiz vektorel ¢arpimla tamamlandi. Hemen hemen ayni zamanlarda Albert
Einstein 4. boyut i¢in bir kullanim kesfetti. Isik hizin1 tiim gézlemlerde sabitlemek
icin uzay ve zaman birimlendirilmeliydi. Burada sonug, 4. boyut igin
sekillendirilmisti. Fakat Einstein bir matematik diiskiinii olmadig:1 icin sadece
lokal olarak ise yarayan pargalar1 buldu. Einstein; Minkowski’ nin uzay zamanini
ve Lorentz’ in donlgiimiinii kesfetmis ve problemlerin ¢oziimiinii gerektiren
yardimcilarin -~ 6zel  rolativite iginde oldugunu  gostermistir  [9].  Tirk
fizikgilerimizden Prof. Dr. Feza Giirsey de kuaterniyonik ve oktoniyonik yapilarin
onemini 1950’ li yillarda goriip, bu yapilart ve ilgili istisnai grup ve geometrileri
caligmalar1 ile fizige yerlestirmistir ve yayinlariyla katkida bulunmustur.
Kuaterniyonlarin temel fizik kanunlarmin incelenmesinde oynadigi roliin 6nemi,
Ozel rolativite ve kuantum mekaniginin kesfi ile daha iyi anlasildi. Simetrik
yapilarin fark etmesindeki olagan istii kolayligi ile kuaterniyonlarin temel fizik
kanunlarinda 6nemli bir rol oynayacagini sezmistir [9]. Kuaterniyonlarin fizikte
kullanim buldugu konulardan birisi ve belki de en énemlisi Einstein’ in 6zel ve
genel rolativite teorileridir. Bu teorilerde zaman kavrami, 3-boyutlu uzaydan
bagimsiz olarak mutlak bir nitelik tasimaz. 4-boyutlu uzay-zamanin her bir
noktasi, belli bir anda belli bir noktada yer alan bir olguya kars1 gelir. Tipik uzay-
zaman noktast; ( g, = ct, g; =X, q, =Y, q3 = 2 ) kartezyen koordinatlari ile temsil
edilebilir ve vektorel olarak konum ile skaler zaman degerleri tek bir ifade i¢inde
yer almis olur. Burada t zaman koordinatini, ¢ ise boslukta 11k hizim
gostermektedir. Bu tanimlar yardimiyla uzay-zamanda hareket eden bir noktasal
pargacigin konumu q = iq, + &.q ifadesi ile verilen bir bikuaterniyon ile
gosterilebilir. Bu ifade de kuaterniyon birimleri & = (&,, &,, &3) Ugliisii ile uzay
koordinatlari ise q = (X, y, z) r vektorii ile verilmektedir. i*= —1 kompleks sanal
birim  sayidir. q  kuaterniyonun  normu  acgik  olarak  yazilirsa;
N(Q) =qq = —(q0)* + q - q bulunur. Bikuaterniyon cebrinin norm koruyan
izomorfizmleri q —q' = UqU', q kuaterniyonun karsi geldigi uzay-zaman
vektoriiniin Lorentz doniistimleridir. Boylece Einstein’ m rolativite teorisinin
temelini olusturan Lorentz doniisiimleri bikuaterniyon cebrinin norm koruyan
izomorfizmleri ile 6zlesmis olmaktadir. Ik kez 1912° de A. W. Conway ve

L. Silberstein tarafindan 6zel rdlativite teorisi icin One siiriilen bu yaklasim o
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sirada tensor cebrini yerlestirmeye calisan fizikgiler arasinda da oldukga dikkat
cekmistir [9]. Kuaterniyonlar, uzaysal donmelerde ve fiziksel biiyiikliiklerin
karakterlerinin belirlenmesinde ¢ok ise yaramaktadir. Ayrica kuaterniyonlar grup
teorisinde ve elemanter parcaciklarin smiflandirilmasinda kullanilmaktadir.
Uzaysal donmeler, grup teori uygulamalari, kontrol sistemleri ve robotik
uygulamalarinda bir¢ok arastirmact igin ilging bir ara¢ olmustur. M. Tanish
tarafindan hazirlanan doktora tezinde endiistriyel robot kollarinin hareketi
kuaterniyonlar tarafindan tamimlanmaktadir. Bu ¢alismada ayrica kuaterniyonlar
arasindaki her tiirlii islemi yapmak i¢in bir algoritma gelistirilmis ve bu amagla
bilgisayarda kullanilmak tizere Pascal 7.0’da bir paket program hazirlanmistir.
Sonlu donmeleri ifade etmek icin kuaterniyonlar kullanilabilmektedir. Ayrica,
kuaterniyonlar fiziksel biiytiklikleri temsil etmek igin de kullanilabilmektedir.
1989’ da K. Ozdas tarafindan skaler ve vektorel biiyiikliiklerin Kuaterniyon
uzayina taginarak birer kuaterniyon olarak nasil ifade edilecegi gosterilmistir.
Kuaterniyon ¢arpimindan farkli olarak kuaterniyonlar igin skaler (i¢) ve vektorel
(dis) carpma islemleri tanimlanmigtir. Bu islemler yardimiyla “is” ve “tork” gibi
biiyiikliiklerin nasil ifade edilecegi uygulama olarak gosterilmistir. J. C. K. Chou;
hiz, ivme ve momentum gibi vektorel biiyiikliikleri kuaterniyonlarla temsil ederek
bunlara iliskin kinematik ve dinamik diferansiyel denklemleri yazmistir.
M. Tanisli, robot kinematik denklemlerini iretmek igin genel kuaterniyon
dontigtimlerini kullanmis ve boylece donme matriSine gore avantaj saglayan Euler
parametreleri ve donme matrisleri arasinda bir baginti ortaya koymustur.
Kuaterniyonlar, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle tanimlanabilen dinamik
sistemlerin ifade edilmesinde kullanilabilmektedir [10, 12, 13]. Kuaterniyon cebri
de kuaterniyonlarin kullanim alanlarmmin artmasina paralel olarak gelisme
gostermektedir. Kompleks sayr ve kuaterniyon bilesiminden olusan
bikuaterniyonlar, fiziksel uygulamalarda son yillarda artan bir hizla yer
almaktadir. Bunun yani sira kuaterniyonlar teorik fizik arastirmalarinda oldukca
sik kullanilmaktadir. Ornegin, Giirlebeck ve Wolfgang bikuaterniyonlar: 6zel
rolativite teorisi, parcacik mekanigi ve elektromanyetizmaya uygulayarak
bikuaterniyonlarin kendine oldukga genis bir uygulama alan1 buldugunu

gostermislerdir. Bugiine kadar fizikteki bircok denklem g¢esitli bilim adamlar
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tarafindan kuaterniyonlarla yeniden ifade edilmistir. Bunlardan bazilar1 soyledir:
J. C. K. Chou kinematik ve dinamik diferansiyel denklemleri, Adler kuantum
mekanigini, D. C. Jolly matris ve kuaterniyonlar arasindaki izomorfizmi,
Kugotownsend tarafindan kuaterniyonlarin stiper simetrik modellerle olan
baglantisini, K. Morita tarafindan Kuaterniyonlarin Dirac teorisindeki roliinii,
M. Tanish ve K. Ozdas robotik manipiilatdrlerin pozisyonunun Kuaterniyon
doniistimiini, M. Tamsh akustik enerji korunum denklemini, yine Tamish ve
Ozgiir agisal momentum ve Dirac denklemlerini, Negi ve arkadaslar1 tek kutup
dyonlar gibi teorik varliklart anlatmak i¢in bu say1 cebrini kullanmiglardir [14-16].
Kuantum mekaniginde elektron spinini tarif ederken kuaterniyon cebri
kullanilmaktadir. Bir spindr {izerinde islem yapan kuantum operatorleri, 6rnegin,
momentum operatorleri 2x 2 matrislerdir. Dolayisiyla kuaterniyonlari 2x2 matris
gosterimi g6z Oniine alindiginda, kuantum operatorleri  Kuaterniyonlarla
gosterilebilir. Bu yaklasimla spinorlerin matematik formalizmi 1930 da B. L.
Van der Waerden tarafindan gelistirildi. Daha sonra bu kavram E. Cartan ve H.
Weyl tarafindan daha yiiksek boyutlu vektdr uzaylarni iizerine genellestirildi.
Bugiin spindrler fizikte vektorlerden daha temel rol oynamaktadirlar [9].
Bikuaterniyonlarla Dirac rolativistik denklemlerinin gesitli formiilasyonlarinin ilk
onciisi A. W. Conway olarak goriilmekle birlikte birgok bilim adaminin
yazilarinda bikuaterniyonlarla kuantum mekanigi K. Morita tarafindan yeniden
formiile edilmistir. Leo’ nun da kuaterniyon ve bikuaterniyonlarla ilgili
caligmalar1 vardir [9, 17]. Fiziksel olarak 1927’ de Pauli ve 1938 de Dirac
elektron spininin tanimi igin spindr esitliklerini gosterdi. 1930’ da Juvet ve
Saunter, siitun spindrlerini sadece ilk siitunu sifir olmayan kare matris spinorleri
ile yer degistirdi. 1947° de Marcel Riesz spinérleri Clifford cebirlerinin minimum
kiiciik ideal elemanlar1 olarak diigiindii. 1958 de Riesz homojen ve izotropik
ortamin 06zel durumundaki Maxwell denklemlerini, Cly3 Clifford cebrinde
bivektorler ile basit bir esitlikte 6zetledi. 1956-1958° de Giirsey H(2)’ de 2x2
kuaterniyon matrisleri ile Dirac denklemini yeniden yazdi. 1964° te
Kusraanheimoi, Kepler hareketinin spinér diizenini gosterdi. Bu KS-doniistimii,
spindrlerin  operatér yoniinii vurgular. 1983° te Y. Takahaski ve 1985’ te

J. Crawford bilineer es doniisiimlerinden spindrleri tekrar elde etti [18]. 1881’ de
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Michelson farkli yonlerde 1s18in hizint 6lgtii. Michelson & Morley 1887’ de

deneyi tekrarladilar ve 151810, 151k ortamina gore kaynagin hareketinden bagimsiz

ayni hizda hareket ettigi sonucuna vardilar. 1887” de Voight, x'=x-vt, t’=t—%
C

2
degiskenlerinin degisimine gore sabit kalan dalga denklemini o 2

olarak tanmimladi. Voight’ in formiilleri, direkt ve ters doniisiimler igin aymi

degildir. Daha sonra simetri icin \/1 — (v?2/c?) oran ile yeniden faktor tanimini

yapti. 1892° de Fitz Gerald ve Lorentz, bagimsiz olarak hareket eden cisimlerin

m orani ile hareket yoniinde kisaldigimi varsayarak Michelson &
Morley deneyinin bir agiklamasini verdiler [19]. Uzay-zaman olaylarinin Lorentz
dontgiimleri, 1900’ de Larmor tarafindan sunuldu, ancak rolativistik Maxwell
denklemlerinin kovaryantlari, 1903’ te H. A. Lorentz tarafindan kanitlandi. 1905’
te Einstein, 151k hizinin bagimsizligi ilkesi postiilasi ile rolavite ilkesini
tamamladi. Bu iki ilke, Einstein’ in zaman notasyonunu tekrar gozden
gecirmesine sebep oldu ve Lorentz’ in Kinetiksel doniisiim yasalari sonucunu
cikarmasini sagladi. Daha sonra Einstein, 6zel rolativite ilkesini tekrar formiile
etti. Boylece Einstein, sadece mekaniksel degil elektromanyetik olguyu da
benimser: “Fizik yasalari, biitiin referans g¢ergevelerinde ayni bigime sahiptir.”
Einstein’ 1n bu rolativite ilkesi, Maxwell esitliklerine uygulandiginda, 1s1k hizinin
biitiin referans ¢ergevelerinde ayni olacagi sonucunun ¢ikarilacagi ikna edicidir.
Rolativite ilkesi ve Maxwell denklemlerinin bilinmesi, Lorentz’ in doniistim
yasalarinin sonucunu ¢ikartmak igin yeterlidir. Bugiinlerde rolativistik ve
rolativite terimleri hemen hemen Einstein ilkesi ile aynidir [9, 19]. Matematikgiler
acisindan, Dirac matrisleri aslinda Clifford cebrinin generatorlerinin temsilinden
bagka bir sey degildirler. Kuaterniyon ve Dirac cebri Clifford cebirlerinin 6zel hali
olarak goriilmektedir. Nasil iki elemanli bir spinor kuaterniyon cebrinin elemani
olarak diisiiniiyorlarsa dort elemanli bir Dirac spindrii de aynen 6yle Clifford
cebrinin bir eleman1 olarak diisiiniilebilir. Soyut Clifford cebirleri glinimiizde
elektron, nétrino v.b. iki degerli spin tasiyan ve bu nedenle Pauli disarlama
ilkesine uyan fermiyon adimi verdigimiz parcaciklarin incelenmesinde,
kuantizasyonunda ve stipersimetri kavramlarinin gelistirilmesi alanlarinda 6nemli

rol oynamaktadir [9]. Kula L. tarafindan hazirlanan “Boéliinmiis Kuaterniyonlar ve
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Geometrik Uygulamalar1” doktora tezinde boluntili (split) kuaterniyonlarin
Minkowski 3-uzayinda (Yar1-Oklit) dénme matrisleri tanimlanmistir. Hamilton
operatorleri ile Minkowski 3-uzayinda vida hareketinin gosterimi de yapilmistir
[20]. Matris mekaniginde 6zfonksiyonlar birer siitun matrisleri ile gosterilirken,
operatorler ise matris elemanlar1 o operatoriin beklenen degerlerinden ibaret olan
birer matrisle temsil edilirler. Matrisin elemanlar1, ilgili operatériin o uzaydaki
spektrumunu olusturur. Operatoriin temsil eden matrisin mertebesi (boyutu)
bagimsiz 6z fonksiyon uzaymin boyutu ile belirlidir. Boylece kuaterniyonlarin
matris temsilleri g6z Oniine alindiginda, fizikte ¢cok fazla uygulama alani buldugu

aciktir.

2.1. Bikuaterniyon Tanimi

Bikuaterniyon bir hiper-kompleks say1 ¢esididir. Q gibi bir bikuaterniyon,
Q= Qo8 + Q181 + 028, + 0383
seklinde yazilir. Burada (&, &;, ,, 3) bazlarin1 incelersek; &, =1 skaler birim

olarak tanimlanir ve &;(i = 1,2,3) ise komutasyon bagintisin1 saglamayan {iglii

olustururlar ve éiz = —1’ dir. Burada bazlarin ¢arpim;
élé] = _6ijé0 + gl'jkék
kuralina uymaktadir.

Bikuaterniyon, kuaterniyonun kompleks bilesenlisidir. Q bir bikuaterniyon
olmak tizere,
Q= Qo€ + Q181 + 0,8, + Q383 (2.1)
seklinde tanimlanir.
Burada Q,,, (m=0,1,2,3) kompleks sayilardir yani,
Qm = ay +ib, (M=0,12,3vei’*=—1) (2.2)
seklindedir.
Bu durumda; Q bikuaterniyonu
Q = (ay +iby)eéy + (a; +ib;)e; + (a, + ib,)e, + (az + ib3)es
=(ag + iby, ay + iby, ay + by, az + ibs) = (aq + iby, @ + ib)

= (Qo, Q) (2.3)
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ile verilir. Burada

Q,: Bikuaterniyonun skaler bileseni ve

6 = Q,8; + Q,€, + Q;&5: Bikuaterniyonun vektorel bileseni
dir. a; ve b;(i = 0,1,2,3) ise reel sayilardir. &,,8&,,€,,&; bikuaterniyonun baz
elemanlaridir. i ise,

i?=-1

kosulunu saglayan kompleks bir sayidir [21].
2.2. Bikuaterniyon Cebri
2.2.1. Skaler Birim Eleman

Bikuaterniyon cebrinin carpma islemine gore skaler birim elemani ise,
é,=1’ dir. Buna gore,

10=Q1=Q (2.4)
olacaktir [21].

2.2.2. iki Bikuaterniyonun Esitligi

P ve Q gibi iki bikuaterniyonun birbirine esit olabilmesi i¢in karsilikli

elemanlarinin esit olmasi gerekir. P ve Q bikuaterniyonlari

P=(ay + iby)eé, + (a, + ib;)&, + (a, + ib,)eé, + (a; + ib3)eé;
=Py + P&, + Py, + P35 = (P,, P)
Q= (co +idy)ey + (c; +idy)e; + (c; +idy) e, + (c3 +id3)e;
=Qo€p + Q181 + Q28; + Q383 = (Qo, 6)
ise bu iki bikuaterniyonun esitligi;
ag +iby = ¢¢ +idy, a; +1by = ¢4 +id4,
a, +1ib, = c, +id,, az +ib; = c3 +id3
seklindedir ya da daha acik bir sekilde,
P=Qise Py = Qo, P1 =0Q1, P, =03, P3 =03
olmalidir [21].
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2.2.3. Bikuaterniyonlarda Toplama ve Cikarma Islemi

Iki bikuaterniyonun toplami veya farki, bu iki bikuaterniyonun karsilikli
elemanlarinin toplam veya farklarindan olusan bir diger bikuaterniyondur. P ve Q
iki bikuaterniyon olmak iizere;

P+Q= (P + Qp)&; + (P, = Q1)8; + (P, £ Q2)8; + (Ps £ Q3)8;

=[Py £ Qo) PL +Q1, P, £Qz P31+ Q5] (2.5)

ile verilir. Goriildiigii gibi sonug yine bir bikuaterniyon olmaktadir [21].
2.2.4. Bikuaterniyonlarda Carpma Islemi

P ve Q gibi iki bikuaterniyonun ¢arpiminin sonucu yine bir bikuaterniyon
olmaktadir ve asagidaki gibidir:
PQ=(Po&y + P18;1 + P,@; + P323)( Qo8 + Q18; + 028, + Q385)
= [(ag +iby)eéy + (a, + ib1)e; + (a, + iby)eé, + (az + ibz)es]
[(co +idy)egy + (c; +id1)e; + (¢, +1d,)é, + (c3 +id3)e;]
=(agcy — aycq, — ayc; — azcz — bydy + bydy + bod, + b3d3)e,
+i(agdy — a;dy — a,d, — azdz + bycy — bicy — bycy — bzcs) €y
+(agcy, + a;¢co + ayc3 — azc, — bydy — bydy — byds + bsd,)e,
+i(agd; + a,dy + ayd; — azd, + bocy + bicy + byc3 — bycy)ey
+(agc, — ayc3 + aycq + azcy — bod, + byds — bydy — bsdy)e,
+i(agd, — a;ds + aydy + azd; + byc, — bycs + bycy + bscy)e,
+(agcs3 + ayc; —aycq + azcy — byds — bid, + bydy — bsdy)eé;
+i(agd; + a;d, — aydy + azdy + bycs + bycy — bycy + bscy)eés
=P,Q, — P.Q + P,Q + PQ, +iP x Q (2.6)
Gorildigi gibi iki bikuaterniyonun carpimi yine bir bikuaterniyondur. Karsilik
gelen bilesenler cinsinden PQ=A ifadesi,
A=Ay e, + A e, + A, + Ase;  A;eC(i =0,1,2,3)
Apeo= (agcy — ac; — aycy — ascs — body + bydy + bod, + bsds)é
+i(agdy — a;dy — a,d, — asds + bycy — bycy — bycy — b3c3)@
Aje; = (agcy + aico + ayc3 — ascy, — body — bydy — byds + bsdy) e,

+i(ayd; + a1dy + a,ds — aszd, + bycy + bycy + byc3 — bycy)e,
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Ajye, = (agc, —asc3 + aycy + asc; — bod, + bids — bydy — bsdy)é€,
+i(aod, — a,d; + aydy + azd, + byc, — bics + bycy + bscy)e,

Asze; = (agcz3 + ac; —aycq + azcy — byds — bid, + byd; — bydg)és
+i(ayds + a,d, — aydy + azdy + bycs + bic, — bycq + bscy)és

ile verilir [21].
2.2.5. Bir Bikuaterniyonun Eslenigi

Bir bikuaterniyon i¢in,é,,8,, €; bazlari ve i kompleks birim sebebiyle
kuaterniyonik eslenik ve kompleks eslenik olmak iizere iki tiir eslenik tanimlanir.
Kuaterniyonun  eslenigi;  bikuaterniyonun  vektdrel kisminin  isaretinin
degistirilmesiyle elde edilirken, Q ile gdsterilebilir ve

Q =Qo8y + Q181 + Q8 + Q383 = [Qo,—a] (2.7)
seklinde ifade edilir. Daha net bir sekilde yazacak olursak;

Q=(ay +iby)e, + (a, + ib,)é, + (a, + iby)é, + (a3 + ib3)eé;
ise

Q= (ap +ibg)ey — (a; +iby)@; — (a, +iby)€, — (az +ib3)e;
esitligine denktir.

Kompleks eslenik; bir bikuaterniyonun kompleks katsayilariin eslenikleri
aliarak elde edilir ve

Q'=0Qo8o + 018, + 038, + 0385 (2.8)
seklinde yazilir. Burada,

Qo = ap — ibg

Qi =a; —iby

Q2 = a; —ib,

Q3 = az —ibs
diir. Bikuaterniyonun kompleks eslenik ifadesini daha acik bir sekilde yazacak
olursak;

Q" = (ap +iby)"€y + (ay +iby)*e, + (a, + ib,)"e, + (a3 + ib3)"e;
=(ap —ibg)&, + (a; —ib,)&; + (a, —ib,)@; + (az —ib3)e;

elde edilir.
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P ve Q gibi iki bikuaterniyon olmak iizere, P ve Q carpimlarinin
kuaterniyon eslenigi i¢in;

(PQ)=0QP (2.9)
seklinde ozelligi gecerlidir. P ve Q gibi iki bikuaterniyonun ¢arpiminin kompleks
eslenigi ise;

(PQ)'=Q"P* (2.10)

olarak verilir [21].

2.2.6. Bikuaterniyonun Normu

Bir Q bikuaterniyonunun normu, kendisi ile kuaterniyon esleginin
carpimina esittir yani;

MQ=QQ=QQ=Q5 + Q7 + Q7 + Q3 (2.11)
dir. Bu islem sonucu elde edilen nicelik kompleks skalerdir. Ama bir
bikuaterniyonun normu MQ)=0 olabileceginden Q’ ya bir sifir bolen denir.
Bikuaterniyon cebri bu nedenle bir boliim cebri olusturmayacaktir.

Iki bikuaterniyon ¢arpiminin normu ise,

MPQ)=(PQ)(PQ)=PQQP= MP)N(Q) (2.12)

seklinde normlarinin garpimina esittir [21].

2.2.7. Bir Bikuaterniyonun Tersi

Normu sifirdan farkli her Q bikuaterniyonu i¢in Q1 ile ifade edilen bir
tersi mevcuttur.
MQ)=QQ=0QQ oldugunu daha dnce belirtmistik. Eger buradan Q1" i elde

edecek olursak, bikuaterniyonun tersi ifadesi,

122
= (2.13)
ile verilir. Bir bikuaterniyonun tersi ile kendisinin ¢arpimi 1’e esittir. Yani,
Q'=0Q'Q=1 (2.14)

dir. Bikuaterniyon cebri ¢arpma islemi géz oniine alindiginda ¢arpim degisimli

degildir, genel olarak P ve Q gibi iki bikuaterniyon olmak iizere,



@ ANADOLU UNIVERSITESI

14

QP#PQ (2.15)
olarak tanimlanir. O halde bikuaterniyonlar degisimli olmayan fakat birlesimli bir

cebir olustururlar [21].
2.2.8. Bikuaterniyonlarda Bolme Islemi

Q; normu sifir olmayan bir bikuaterniyon olmak iizere,
QU '=0Q7'Q=1
kosulunu saglayan Q1 bikuaterniyonunun Q bikuaterniyonunun tersi oldugunu
daha 6nce belirtmistik. Ayn1 zamanda Q gibi bir bikuaterniyonun normunu da;
MQ=QQ=QQ=Qf + Qf + Q3 + @3
oldugunu gostermistik. Buradan;

Q0 _
N(Q !

esitligini yazabiliriz. O halde agikga;

4 _ @

- NQ

oldugu agiktir. Yani bir Q bikuaterniyonunun tersi, kendi kuaterniyon esleniginin
normuna boliimiiyle elde edilen bir bikuaterniyon olmaktadir.

Bir P bikuaterniyonunu bir Q bikuaterniyonuna bélmek demek P’ yi Q1
ile ¢arpmak demektir. Ancak iki bikuaterniyonun c¢arpimi degisme o6zelligine
sahip  olmadigindan (Q~'P # PQ~1), P bikuaterniyonunun bir Q

bikuaterniyonuna farkl sekilde iki boliimii tanimlanabilir [21]:

Q7P = %P: Soldan Bélme
¢ (2.16)

PQ~1 = P%_Q): Sagdan Bolme

ol

2.2.9. Birim Bikuaterniyon

Normu bir olan bikuaterniyona birim bikuaterniyon denir. Yani, Q
bikuaterniyon olmak iizere;
NQ=QQ=00Q=0Q5 + Qf + Q7 + Q3=1 (2.17)

ise Q’ ya birim bikuaterniyon denilir [21].
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3. DYONLAR

Manyetik tek kutuplar, agik bir sekilde, sirf izole edilmis manyetik
yiiklerin varliginin kuantize olmus elektrik yiiklerinden esinlenerek, Maxwell
denklemlerine uygun olarak ortaya konulmaktadir. Dyonlar konusundaki yeni
fikirler t* Hooft ve Polyakov tarafindan Yang-Mills’ in ayar déniisiimlerinde
bulunan manyetik kutuplarin klasik ¢6ziimleri gelistirilerek yapilmistir. Yiiksek
enerji fiziginde tek kutuplarin varligi sorusu ve dyonlar hep ugrastirict ve ilgi
cekici bir konu olmustur. Bundan 6nce, Dirac’ in tek kutuplu parcaciklari temel
parcgaciklardi, fakat t> Hooft ve Polyakov pargaciklari karmasik, genisletilmis,
belirli kiitleleri olan cisimler ve piiriizsiiz yiizey saglayan yiiklii alanlarda énemli
rol oynayan smirli boyutlar1 vardir, ayrica alanin disinda hizla alan
konfigiirasyonu - ayni1 Dirac degismeli tek kutbundaki gibi — yok olur [7].

Fizikte, dyon elektrik ve manyetik yiikleri olan 4-boyutlu varsayimsal
pargaciktir. Genelde manyetik yiikler sifir elektrik yiikli ve manyetik tek kutbu
olan pargacik olarak anilir. Birgok biiyiik ve birbiri ile iliskili teoriler manyetik tek
kutuplar ve dyonlarin varligini tahmin ederek ortaya atilmistir [22].

Dirac kuantum mekaniksel elektrik yiikii e olan parcacikla manyetik yiikii
g olan pargacigin eger sadece eg=2mn (n=sabit) olursa uyumlu olacagini
gosterilmistir. Julian Schwinger ve Daniel Zwanzinger kuarklara fenomenolojik
alternatif olarak 1969’ da ilk defa 6neride bulunanlar olmuslardir. Julia ve Zee,
t* Hooft - Polyakov degismeyen tek kutup teorisini genisletmislerdir
(parcaciklarin ayn1 anda elektrik ve manyetik yiik tasidiklart madde olan dyonu
aciklar). Tek kutuplarin 6zgiirce hareketinden kiiresel yiiklerin donme derecesinin
yari-klasik kuantizasyonundan otomatik olarak ortaya ¢ikmasi dyonlar: da igine
alan temel tek kutuplarin kuantum mekaniksel uyarimini agiklar. Tek kutuplarin
ve dyonlarin potansiyellerinin onemine ragmen, sekilleri bi¢imsiz ve agik
olmayan sekilde kovaryant olarak agiklamaya neden olmustur. Bu yiizden,
dyonlarin genellestirilmis elektromanyetik alanlarda kendine 6zgii ve acik
kovaryant teorileri iki tane 4-potansiyel kullanmak sartiyla sicim varligindan
kaginmak amaciyla olusturulmustur. Dirac’ 1 teorisini elektrik ve manyetik yiik

tasiyan dyonlar i¢in genellestirmislerdir. Kuantum mekaniksel teori, iki par¢acigin
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elektrik ve manyetik yiiklerinin (e;, g;) ve (e, g,) olmasi durumunda pr

seklinde  kolayca hesaplanabilir.  Beklendigi gibi bu deger eger
e19, — e;9, = 2nnhc ise sabit deger alir. Dyonlara uyarlanan bu teori
non-abelian (degismez) ozellik tasir. Tek kutuplarn 6zgiirce hareket etmesi
kiiresel yiikiin rotasyon derecesinin yari-klasik kuantizasyonu ile otomatik olarak
artan dyonlar1 kuantum mekaniksel uyarilmis tek kutuplarin igine girer. Diinyanin
sifir olmayan bosluk agisi bakimindan CP (charge-parity, yiik-parite)
bozunumunun ag¢iklanmasiyla, tek kutuplari 6nemi artmis ve Dirac kuantizasyon
durumu dyonlar i¢in genellestirilerek dyonlarin analog elektrik yiiklerinin
oldugunu soyler ve 1974’ te bu modeli J/¥ meson ozelliklerine sahip bir
parcaci@in varligin1 tahmin ederek yeni bir bulusta bulunmustur. Buna gore,
kendince tutarli ve agik¢a kovaryant bir teori dyonlara genellestirilmis
elektromanyetik alanlar igin gelistirilmistir. Fakat yine de dyonlar igin sinirh
kalmaktadir. Witten etkisi, 1979’ daki makalesinde Edward Witten tarafindan

dyon yiikiiniin % seklinde belirtir, burada elektrik yiiklerinin esit, manyetik yiik

ile 0 agisinin ¢arpimindan bulunabilecegini gosterir. Eger teori CP simetrisini
korursa dyonlarin biitiin elektrik yiikleri sabittir. Diger taraftan, dogrusal yer
¢ekimi ve elektromanyetik alanlar arasindaki benzerlik Einstein’ i yergekiminin
lineer denklemindeki asimetriyi ortaya ¢ikarir ve manyetik tek kutbun
gravitasyonel oldugu ortaya ¢ikar. Gravitasyonel yiiklerin (agirliklart) hizina bagl
olan yeni alan1 (Heavisidian) agiklayan Maxwell esitlikleri gibi lineer gravitasyon
i¢in kovaryant alan esitleri Cattani tarafindan tiiretilmistir [6, 23].

Ote yandan, elektrodinamigin kuaterniyonik formiilasyonun Maxwell’ e
uzanan — gergek (Hamilton) kuaterniyonu Treatise on Electricity and Magnetism
kitabinda kullanmasina kadar — tarihi vardir. Kuaterniyon analizi o zamandan beri
tekrar diizenli araliklarla bulunmus ve Maxwell esitlikleri kuaterniyonlarla
yeniden yazilmistir. Negi ve arkadaslari da dyonlarin elektromanyetik alanlarda
kuaterniyonik formiilasyonu {izerine ¢alismislardir. Ayrica dyonlarin diger
kuantum esitliklerini uygun ve agik sekilde analiz etmislerdir. Teori izotropik
homojen ortamda ikililik gegisleri altinda degismez kalmasini gostermistir.
Elektrik ve manyetik yiik varliginda Maxwell esitlikleri zamana bagli olarak

kuaterniyon analiziyle gelistirilmis ve hareketli yiiklerin klasik problem
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¢coztimlerinden elde edilmistir. Chiral ve homojen olmayan ortamda zamana bagli
genellestirilmis Dirac-Maxwell (GDM) ele alinmis ve klasik problem g¢oziimleri
elde edilmistir. Kuaterniyon formiilasyonu da dyonlara uygulanmistir. Dyonlar
icin genellestirilmis elektromanyetik alanlarin monokromatik alanlari yavasca
degisen ortamlarda uygun durumlar i¢in ele alinmistir. Dyonlarin kompleks

aciklamasi ile birlestirilerek kuaterniyon analizinde kullanilmistir [7].
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4. HOMOJEN ORTAMDA DYONLAR ICiN BIKUATERNIYONLARLA
GENELLESTIRILMIiS ALAN ESITLIKLERI

Manyetik tek kutuplarin varhiginmi diisiinerek, SI birim sistemiyle boslukta
simetrik genellestirilmis Maxwell-Dirac diferansiyel esitlikleri bikuaterniyonlarla

su sekilde ifade edilebilir: (bu calismada alisilmis olarak c=#A=1 olarak ele

alinmistir)
v D VD + VD
T 2
bikuaterniyonlarda oldugu i¢in VD ifadesini 6nce bulalim:
(. 0. D N " " "
VD = (- + 3y 62158 (Do8o + D18, + D@, + D3&5)
@Dy, @Dy 8Dy,  OD3. , @Dy 0Dy, 9D,
T oax 1 6x+6x 3 dx ez+6y €2 dy €3 dy
dD3 . 8Dy . , OD; » 8Dy .  OD3
-I'aye1 0z G325, 67,

o5 Do, 0D 0Dy 9Dy 9D, 9Dy 9D,

D=-— e, — - es; + e, — e e; —
dx * 9x 9x > dx 2 Ay 2 dy > 0y
D3 . 8Dy . 0Dy . . 0Dy . 9D
B AR
— 0D, aD, 0D,
VD+ VD = -2 — —
+ 0x ay 0z
_p9D1_,0D; ,3D3
_ dx ay Z _ @ N

V.D =— . =V.D =p, 4.2)
Benzer sekilde ayni ¢arpimlar V. B i¢in de yapilirsa;

V.B=V.B-= UPm 4.2)
elde edilebilir. V x E ifadesini bulmak i¢in bikuaterniyonlarin &zelliklerinden
yararlanalim:

VXE = VEZ—iVE

denklem esitligi ile

o) d d
VE = (581 + @ez + £e3> (E161 + Ezez + E3e3)

0E; , 0FE, A 0E3 A 0Eq A 0E, . OE3 A
=+ —eé3———€, ———€3 ——+—e
ox ax 3 ax 2 ay 3 ay + ay 1
0E1 A 0E, A 0E3
+ 0z €2 0z €1 0z
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OE; 0E; 5 |, 0E3, |, 0E;,  0E, O0E; 4

V_EZ_E Ee3+¥e2+ge3 E—Eel
~She,+ 22, -2
Vx E=2528; 2528, 278, 42728, +25 e, —252 8,
=200 - GxBi= (-2 )=y In (4.3)
elde edilir. V x H ifadesi i¢in;
vxH =220 o ¥ xHi= - 2ij, (4.4)

bulunabilir. Burada p, ve p,,, sirasiyla elektrik ve manyetik yiik yogunluklari, je
ve Jnise akim yogunluklaridir. D elektrik indiiksiyon vektérii, E elektrik alan, B

manyetik indiiksiyon vektorii ve H manyetik alandir.
Dyonlarin elektrik ve manyetik alanlari potansiyeller cinsinden ayar

dontisiimlerine uygun olarak su sekilde verilebilir [22]:

E= Vg, — 22—V x A (4.5)
B= —V, — 55+ VXA (4.6)

Burada ¢, ve ¢,, elektrik ve manyetik skaler potansiyeller, A ve A’ elektrik ve

manyetik vektor potansiyeller ve 19=$ olup elektromanyetik dalgalarin yayilim

hizidir. Vektor potansiyelleri

A=(e, DA)=0c80 +(A121 + Az2; + A385)

A=, A)=0¢,,8, +(A,8; + Abe, + A4e.)
olarak tanimlanabilir. ¥’ yi elektrik ve manyetik alanlar cinsinden yazilabilen bir
bikuaterniyon olarak ele alalim:

Y =E-i9B =E, e, + E,e, + E;é; —i9(B,e, + B,é, + B;€3)

oA ;. 1 9A/
=~V — 22— VX A — i) (Vg — 55—+ VX A)

¢ skaler potansiyel ve V vektor potansiyel olarak bu bikuaterniyonlari birlestirip

P =@, — 1@y,

LA
V=A—1 g

seklinde yazalim [22]. ¥ artik su halde tanimlanabilir:

W= —V(p, — i9pm) — (A —i5) = VX(A' +i0A)
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= —Vp — ZV- 119V><( +4)

!

= —Vp — ZV-i9V x (A—i%)

=~V — ZV-i9V x V (4.7)
Y’ nin diverjansini ise,
: 3 pe . pe 1
VY=V.(E-1B)=V.E-19V.B=——10 =——-—
( 1 ) 1 € 1 :upm € \/ﬁ .upm
_ Pe \/—\/— 1 _ipm\ _ P
=i en = (pe =) =1 (48)

ve ¥’ nin rotasyonelini,
V x¥=V x (E — i9B)
= = 10F | =
VxB=—(VxB)i=— (22 + )
ise
VXW¥Y=V x (E—i9B) =V X E —i9(V x B)

— O g (L= o (WS @)

olarak bulunur. Burada p ve J
1pPm

P=Pe—7

J=1Je— 10Im
seklinde tanimlanmaistir.

D’ Alembertian operatorii W’ ye uygulandiginda elde edilen sonucu soyle

yazariz:
3 A 3 d A
D__E_Eel ayez 6263
olmak iizere,
== _y2=[
LILr= v2 61:2 vi=

dir ve D’ Alembertian operatori ile

S= W= (ﬁzm—vz)w _ Lo

2
1926t2_vLp

olacak sekilde burada S parametresini bulmaya ¢alisalim. V2¥ igin V X (V X ¥)’

den yararlanalim:

Vx(Vxlp)zvX[—ﬁ(;J+i@)]
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VX (VX W)=Y(V.¥)-V2¥=-Vp — V2¥
ise V2W icin
2wy 1 > 10¥
VY=1Vp -V x [0 (4 + 55 )]
islemini yapalim:

V[0 (4 + 5 22)|=— [ouV xj + 22 (V x P)]

= — (0u¥ xj +uZ + 527
V2W=§VP+(19/ﬁ xf+yg—z+ﬁ—12§)
== 10— 0¥ ] - uf; (4.10)

olarak bulunur. Ayrica dyonlar i¢in bagka bir genellestirme daha yaparsak;
B=V XV
oldugunu biliyoruz. Maxwell denklemlerinde yerine yazildiginda;
VXE=-— iV xV
Jt
‘dir. Boylece
vx (E+2)=0
ve Landau ayarindan yola ¢ikarak
E+2=—Vp
olacaktir. D’ Alembertian operatoriinin =V vektdr potansiyel alanina

uygulamasini:
B 1
H= ; = ; (V X V)
v

D= ¢E = s(—V<p _E)
V xH + oD

XxXH=]+—

] Jt

1 d v
VX (VX V) —]+ea(—V<p - E)

d v
V x (VX V)—,u]+usa (—qu — E)
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_ U2vV— S _g,_9V
V(V.V) — V2V=p]+pe at( Vo at)

w2y R B
HeS7 = 3]
LV=yJ
seklinde elde ederiz. Burada [lg igin;

ov
V-D=eV.E=£V.(—V<p——)=p

_g =V. (V(p + Z—‘:) =Vip + %v.vzv%p +%(—,ue (p)
1 0%

—v72 R
=V 92 9t2

1
Do =£=-"up =0%up

sonucu elde edilebilir [6, 7, 22].

22

(4.11)

(4.12)
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5. ELEKTROMANYETIZMADA ENERJi KORUNUMU

Fizikte bir¢ok uygulamalardaki bir¢ok problemin ¢oziimii gerekli korunum
yasalariyla saglanabilir. Baglica korunum yasalari: enerjinin korunumu, lineer
(¢izgisel) momentumun korunumu ve agisal momentumun korunumu seklinde
orneklendirilebilir. S6z konusu olan bu korunum denklemlerinin gegerli oldugu
sistemler ise Noether Teoremil¥ altinda toplanabilir. Mekanik ve Klasik
elektromanyetizmada enerjinin korunumundan soéz edilebilir. Is yapabilme
yetenegi olan enerji, korunumlu bir kavramdir ve enerjinin bir tiirden bagka bir
tiiriine donilisiimil ya da 1s1 yoluyla kayb1 ancak s6z konusu olabilir. Bu bdliimde

elektromanyetizmadaki enerji korunumu vektdrel ele alinacaktir.

5. 1. Elektromanyetik Bir Dalga Olarak Isik

Faraday bilindigi gibi zamanla degisen manyetik alanlarin elektrik alan
tirettigini bulmustur. Bu fikirden yola ¢ikarak, Maxwell de zamanla degisen
elektrik alanlarla manyetik alanlarin ortaya c¢ikabilecegini One siirmiistiir.
Maxwell’in bu hipotezi deneysel sonuclarla kanitlanmayip tamamen simetri
diisiincesinden kaynaklanmigtir. Yani, ivmeli olarak hareket eden -elektrik
yiiklerinin bos uzayda sonsuza kadar yayilan birbirine baglantili elektrik ve
manyetik degisiklikler olusturdugunu hipotezi ileri siiriilmiistiir. Bu hipoteze gore,
elektrik ve manyetik alan bilesenleri hem birbirlerine hem de hareket yonlerine
dik dalgalardir. Elektromanyetik bir dalganin elektrik ve manyetik alanlar birlikte

degismektedir. Maxwell” in hipotezinin dogru olabilmesi i¢in, elektromanyetik

@ Noether teoremi, bir fiziksel sistemde ayirt edilebilir her simetrinin olusturacag etkiye iliskin
bir korunum yasasi oldugunu belirtir. Fiziksel bir sistemin etkisi, bir Lagrangian fonksiyonunun
tiimlevi olup buna gore sistemin tutumu en az eylem prensibine gore belirlenebilir. Bu teoreme
gore Lagrangian; zamandan bagimsizsa bu sistemde enerjinin korundugu, uzayda yer
degisiminden (6teleme) etkilenmiyorsa bu sistemde momentumun korundugu, uzay iginde
donmeden etkilenmiyorsa bu sistemde agisal momentumun korundugu ortaya ¢ikmaktadir. Yeni

ufuklar agan bu teoremi Emmy Noether 1915' te kanitlanmis olup 1918' de yaymlanmustir [24, 25].
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dalgalarin olmasi ve siirekli olarak degisen elektrik ve manyetik alanlarin
birbirlerine elektromanyetik indiiklemesiyle tanimladigi simetri diisiincesinin
varlig1 bulunmalidir [25].

Maxwell, g, bos uzaym elektriksel sabiti veya permitivite sabiti ve p bos

uzayin manyetik gecirgenlii veya permeabilite sabiti olmak iizere bos uzayda
elektromanyetik  dalgalarin  hizinin = ¢=2,998.108m/s  seklinde  verildigini
gostermistir. Bulunan degerin 151k dalgalarinin yayilma hiziyla ayni oldugunu

goren Maxwell, 15181n elektromanyetik bir dalga oldugu kanisina varmaistir:

g = 8,854.10712C / N.m? (5.1)

o = 4m107N/A? (5.2)

¢ =-—— =2,998.10%m/s = 3.10%m/s (5.3)
oMo

5. 2. Poynting Teoremi

Maxwell denklemleriyle, elektromanyetizmadaki enerji korunumu birgok
calismada siklikla calisilmistir [26]. Bu boliimde Poynting vektorii ve teoremine
ait sikhikla kullanilan elektriksel akim formu ele alinmistir. Maxwell

denklemlerinin Gauss veya CGS birim sistemindeki halleri genel anlamda,

V.D = 4np, (5.4)
V.B= (5.5)
Sog_ l@

VXE=——-— (5.6)
VxH=4j 419

VxH=—J, +- (5.7)

ile verilmektedir. Ozel bir kosul altinda &g = ug = ¢ = 1 bigiminde alinmasiyla

bu denklemler,

V.E = 41p, (5.8)
V.B=0 (5.9)
S = 0B

VXE=-— T (510)

(5.11)
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haline doniismektedir. Elektrik yiik yogunlugu ile elektriksel akim yogunlugu
yoklugunda ise bu denklemler boyutsuz formda,

VE=0 (5.12)
V.B=0 (5.13)
= 2 0B
VXE=-2 (5.14)
= = O
VxB =2 (5.15)

olarak yazilabilirler. Denklem (5.12) — (5.15) ile tanimlanan ortami goz Oniine
alalim. Faraday yasasini gosteren (5.14) ifadesini soldan B manyetik aki
yogunlugu ve Ampere-Maxwell yasasini ifade eden (5.15) ifadesini ise yine
soldan E elektrik alan vektorleriyle ¢arpip sonug taraf tarafa ¢ikartildiginda,
E(VxB)+B(UxE)+EZ+BZ=0 (5.16)
ifadesi elde edilmektedir. Daha 6nce de deginildigi gibi birbirlerine dik elektrik ve
manyetik alan vektorleri elektromanyetik dalganin ilerleme yoniine de diktir.
Elektromanyetik dalganin ilerleme yonii, ayn1 zamanda dalgaya ait enerji akist
olan S vektoriiniin de yonidir. Yani, (5.1) — (5.3)’ te bulunan ortamin elektriksel
ve manyetik gecirgenlik sabitleri ile 151k hizi arasindaki ¢ikarim, 1s181n
elektromanyetik enerji tasiyan dalga paketlerinden olustugunu gostermektedir. S
vektorii elektromanyetik enerji akisini ifade eden Poynting vektoriini ve u terimi

ise elektromanyetik enerji yogunlugunu gostermek iizere bu terimler asagidaki

sekilde gosterilebilirler [27]:

S=ExB (5.17)
u_10 p2.py=22 (EE+B.B
— =55 (E*+B*) =-—(E.E+B.B) (5.18)

—

Denklem (5.16), V.(AxB)=B.(VxA)—A.(VxB) vektor ozdesligi
kullanilarak (5.17) ve (5.18) ile,

ZL=V.S=0 (5.19)
bi¢iminde yazilabilir [27]. Elektrodinamikte is-enerji teoreminin karsiligi olarak
bilinen Poynting teoreminden yola ¢ikarak elde edilen bu ifade, elektromanyetik

enerji korunum denklemi olarak adlandirilir. Birim zamanda birim alanlar

tarafindan aktarilan enerjiye Poynting vektorii adi verilir.
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S = —(E x B) (5.20)
Ho
Ozel olarak, S . da birim zamanda sonsuz kii¢iik da yiizeyinden gecen enerjidir.
aw duem <4 —
E——T—gﬁss.da (521)

Yikler tizerinde yapilan is W onlarin mekanik enerjisini artiracaktir. u,,; ile
enerji yogunlugunu gosterirsek

aw _ d

ar = Efv Umek dt (522)
yazabiliriz ve alanlarin enerji yogunlugu u,,, ile gosterdigimiz takdirde ise,

1 1

Uem = 3 (£0E? + ;BZ) (5.23)
olur, 0 zaman

d - - — >

— I, em + tme) dv = — [(S.da = - J(V.S)dz
ve buradan

d - >

— J,(em + tmer) = —V.S (5.24)
Poynting teoreminin diferansiyel sekli elde edilir [8].

Simdi homojen ortamda dyonlar i¢in kompleks kuaterniyonlarla Poynting
teoremini elde edelim:

Oncelikle diferansiyel operatdriiniin kuaterniyonik formunu tanimlayalim

[22]:
id 0 A J A J .
L= (—554'5814‘@824-583) (525)
Bu islemcinin kompleks eslenigi
a_(id 0 . | 0. . D
] —(554‘&314‘%824—583) (526)

olur. Bu iki igslemcinin ¢arpimi ise

. id d A 0 A aA)(ia 0 A 0 A 6,\)
oo _( v6t+axel+ayez+aze3 v6t+6xe1+6ye2+aze3

=-———— = - = D (527)

bize D’ Alembertian operatoriinii verir. ¥ elektrik ve manyetik alanlar cinsinden
yazilabilen bikuaterniyondur:

Y =E—-ivB=E,e, +E,e,+ E;é; —ivB;e; —ivB,é, —ivB;é; (5.28)
Y’ nin eslenigi de,

W* = E 4 ivB = E,&, + E,&, + E;&; + ivB,e, + ivB,&, + ivB;é; (5.29)
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Oncelikle diferansiyel islemcinin kompleks eslenigi [1*, ¥’ ye uygulansin:

W = (55 + 581+ 5522+ 5,2)
(E,é, + E,é, + E;é; —ivB,é; — ivB,é, — ivB;€3)
=i%,\1+;665;2,\2+11}66E;3,\3+831,\1+6B2,\2+3B3,\
—%+%A3—Zgéz+iv% vaﬁé3+iv%é2
—1—?@3—%+2—?"1+1v2—e3+1 Z—lzlz—ivaa?él
+%A2—%él—%—1 %é2+1vaa—e1+1 %
=—%—%—%+iviﬁl+w2?+iv%
A

R+ - w2 v e,
B
C

LS S TS T
D

Bu sonu¢ W* ile soldan ¢arpilsin:
lIJ* D* Y = (Elél + Ezéz + E3ég + ivBlel + iVBzéz + iUB3é3)
(A + Be; + Cé, + Dé;)

Yukaridaki denklemin skaler kismai,

IVERSITESI

olacaktir. W* ile [-]* W ifadesinin bikuaterniyon skaler ¢arpimi,
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(5.30)

(5.31)
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Y Y = —%(lp* Y+ P [ P)

= _ % [—2(E;B + E,C + E3D + ivB;B + ivB,C + ivB;D)]

=E,B+E,C+ E3D +ivB;B + ivB,C + ivB;D

i, 0E dE,
= uEl + El a E1
i dE dE B
+ 5,22 _E, ot B +E 7t
v ot
i, OE dE dE
+;E3 3 + E3 2 E3 1
Bl + Bl a 1 Bl 9z +1 Bl ot + Bl a
B dE. dE
—v?By 2= Byt —ivBy 2 +i vB2
B dB OE
.2 3 2 1 3
v°B,— ax 32 B3
333 2 0B, 2 0B;
ivB B,—= —v*B,—
+1vB; + v°B; ox v°B3 3y
i 0E? maB
—_—— + —_

T 2v ot ' 2 ot

+E. (V x E) + v?B.(V x B)

0
+E1 at_lEla +1E1 32
+1E26 _IEZ

d
+E3 at_1E36 +1E3 21

+ B3a —1iv B3

+ivV. (ExB)+E:—B.—

28

= 9 (E? + v?B?) + ivV. (E x B) - —(E Jm +B.J.)(5.32)

olacaktir. Denklemdeki (E2 + v2B2) ifadesi enerji yogunlugunu, E x B ifadesi

ise Poynting teoremini bikuaterniyon olarak vermektedir. O zaman

% % _La_u —>—>_l — > —_ >
V. OW=—+ivV.S——(EJ, + B.J.)

ou —_ = V= 2 —_ > . %
5 t2v°V.s = =2i-(EJn +B.J.) - 2iv(¥". [

seklinde bikuaterniyonlar i¢in enerji korunum ifadesi elde edilir.

(5.33)
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6. SONUC

Kompleks kuaterniyonlar daha ¢ok genel ve oOzel rolativite,
elektromanyetizma ve kuantum mekaniginde fiziksel denklemleri daha anlasilir
sekilde temsil etmek ve yliksek boyutlu uzayda ¢ézmek icin fizikte ¢cok yaygin
kullanilmaktadir.

Kompleks kuaterniyonlar iki kuaterniyonun ‘i’ kompleks sayisi ile yeniden
yazilmasiyla elde edilen de8ismeli olmayan bir cebir olusturmaktadir.
Kuaterniyonlarla ifade edilen tiim denklemleri kompleks kuaterniyonlarla da ifade
etmek miimkiindir. Bunun yaninda kompleks uzayda temsil edilen ifadeleri
kompleks kuaterniyonlarla gdsterebiliriz. Bu cebir ayn1 zamanda kompleks dort-
vektor cebri ile de benzerlik tasimaktadir.

Bu calismada ayar denklemleri kullanilarak dyonlar i¢in enerji korunum
denklemleri yeniden formiile edildi. Sonucta kompleks kuaterniyon cebri ile
elektromanyetizmadaki denklemler tiiretilerek Poynting Teoremi kompleks
kuaterniyonlarla gdsterildi. Dyonik Plazma, manyetohidrodinamik denklemleri
sagladigi, ayrica fizikteki belirli korunum yasalarini igerdigi bir durum olarak goz
online alindiginda elde edilen ve yukarida Onerilen denklemler igin yeni bir

arastirma alani olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
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