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Bu tezde, tahmin ve siniflandirma problemlerinde istatistik yontemlere
alternatif olarak Onerilen geriye yayilim yapay sinir agl (y.s.a.) egitim
algoritmalari incelenmistir. Kuadratik hata fonksiyonunun minimizasyonu
probleminde 6grenme orani ve momentum faktor indn stire¢ boyunca sabit
oldugu momentumlu gradyan azalan metodunda, algoritmanin yakinsak
oldugu parametre araliklari tdretilmistir. Optimum 6grenme orani ve
momentum faktorlerinin dagilimi rassal olarak Uretilmis problemler
uzerinde gozlemlenmistir. Ogrenme orani ve momentum faktor intin siireg
boyunca degisken oldugu durumda ise sistemin 0z bilesenlerinin tavri
gbzlemlenmis ve belirli bir fiziksel sistemle benzerligi incelenmistir.

incelenen egitim algoritmalari giincel bir siniflandirma problemi
Uzerinde bir similasyon calismasiyla Kkarsilastirilmistir. Calismada,
nonobstruktif azoospermi (gakulatta sperm bulunmamas)) ‘ ye sahip
erkeklerde testis biopsisine dayanan spermatozoa (sperm hicres) tahmini
icin  bir y.sa. gdistirilmistir. Egitim algoritmalarin performandlari
degerlendirilirken yakinsama siireleri, devir sayilari ve dogru siniflandirma

oranlari dikkate alinmistir.
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In this thesis, backpropagation training algorithm, proposed as an
alternative to statistical methods in forecasting and classifying problems is
analysed. Bounds for convergence on learning rate and momentum
coefficients are derived in the case of quadratic error function minimization
problem with constant learning rate and momentum coefficients. In
experiments, distribution of optimum learning rate and momentum
coeffiecients are observed on randomly generated problems. In particular,
for a quadratic error function, behaviour of the dynamic system where the
choice of learning and momentum parameters that has been referred to as
‘optimally tuned’ is observed. An analogy between the dynamic method and
a prescribed physical system is examined.

Training methods that has been studied are compared on an up-to-date
classification problem in a ssimulation. A neural network is developed for
predicting spermatozoa prior to testicular biopsy in men with
nonobstructive azoosper mia. Conver gence times, epoch number s and correct
classification rates are considered for the evaluation of training algorithm
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boliminin sinyal akis grafigi.
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parametresindeki bir artisa benzerdir.
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1. GIRIS

Gunumizde bilgisayarlar cok karmasik sayisal islemleri ve matematiksel
problemleri bir saniyeden ¢ok daha kisa bir sirede ¢ozimleyebilmekte ve bu
noktada insan beyni karsisinda onemli bir Gstunlik saglamaktadir. Sayisal
islemlerde bu derece Ustin olan bilgisayarlar; 6grenme, tanima ve deneyimlerle
kazanilmis bilgileri kullanabilme noktasinda ise gok yetersizdir. Ornek olarak,
gunlik yasantimizda cevremizde gordiugimiz nesneleri tanimamiz igin gereken
sire nanosaniyeler mertebesindedir. Yolda yurirken karsilastigimiz bir kisi ile
ilgili pek cok oOzelligi (fiziksel durumu, giydigi giysinin rengi ve modeli, yiz
ifadesi, tasidigi cantanin sekli vs.) bir saniyeden daha az bir sirede
tanimlayabilmekteyiz. Oysaki bir bilgisayar bu islemleri cok daha uzun bir siirede
yapabilmekte ve elde ettigi sonug, bir insan beyninin Urettigi sonug kadar kesin ve
yeterli olamamaktadir.

Bilgisayarlarin insan beyni karsisindaki bu yetersizligi, daha *“zeki”
bilgisayarlar ortaya ¢ikarmaya calisan bilim adamlarini bu konuda arastirmalar
yapmaya yoneltmistir. Eger insan beyninin 6grenme ve tanimayi ne sekilde
gerceklestirdigi matematiksel olarak modellenebilseydi ve bu model bilgisayar
programlarina uyarlanabilseydi, “dUstnen” bilgisayarlar yapma yolunda cok
onemli bir engel asilabilecekti. iste bu konudaki ilk calismalar 1943 yilinda
Amerikali iki bilim adami, norofizyolog Warren McCulloch ve matematikgi
Walter Pitts tarafindan yapiimistir (McCulloch ve Pitts, 1943). McCulloch ve
Pitts, insan beyninin hesaplama yeteneginden esinlenmis ve elektrik devreleriyle
basit bir sinir agini modellemislerdir.

Bir sinir ag1 icin birincil éneme sahip 6zellik, agin bulundugu cevreden
ogrenme yetenegi ve Ogrenme siresince de performansini  gelistirmesidir.
Performansdaki gelisme onceden belirlenmis bir olcliye uygun olarak zaman
icerisinde gerceklesir. Bir sinir agi ¢evresi hakkindaki bilgiyi sinaptik agirliklarina
ve sapma diizeylerine uygulanan (interaktif) diizeltmeler siireciyle 6grenir. Ideal
olarak ag, 6grenme sirecinin her iterasyonundan sonra cevresi hakkinda daha
bilgili hale gelir.

Bu nedenle yapay sinir aglari Uzerindeki en yogun calismalar bu aglarin
egitilmesi konusunda olmaktadir. Zira etkin bir algoritma ile egitilebilen, yani



Ogrenebilen aglar, yeni sekilleri taniyabilmekte (sekil tanima) veya verilen bir

girdinin hangi sinifaait olduguna karar verebilmektedir (siniflandirma).

Nleri beslemeli yapay sinir aglarinin egitimi icin geriye yayllim BP
(backpropagation) algoritmasi zor problemlerde bile guicli oldugunu gostermistir.
Ama, BP' nin yuksek performansina, ag parametrelerini dizenlemek icin gerekli
olan uzun egitim zamani maliyetinde erisilir ki bu gercek uygulamalarda caydirici
olabilir. Oldukca basit problemlerde bile, standart BP sikga egitim orneklerinin
tamaminin yizlerce veya binlerce kez islendigi uzun egitim slireci gerektirir. Bu
sureci hizlandirmak igin literattrde birgok ¢alisma yapilmistir.

Yu ve Chen (1997) de, dinamik secimli optimal Ogrenme orani ve
momentum faktorl kullanan, etkin geriye yayilim egitim algoritmasi incelenmis,
O0grenme orani ve momentum faktoriine gore turevleri gelistiren bir yaklasimlar
ailes sunulmustur.

Kamarthi ve Pittner (1999)' da, geriye yayilim algoritmasi icin her biri
birbirine bagl agirligin extrapolasyonuna dayanan genel bir hizlandirma teknigi
sunulmustur.  Yeni metodun performansi, eslenik gradyan algoritmasiyla
karsilastirilmstir.

Qian (1999)’ da, slrekli zaman limitinde momentum parametresinin, tutucu
bir kuvvet aani icinde yapiskan bir ortamda hareket eden Newton partikilleri
kimesine benzer oldugu gosterilmistir. Lokal minimum civarinda sistemin
davranisinin, bir esli ve sonimlendirilmis harmonik dalgalanicilara denk oldugu
soylenmistir.

Torii ve Hagan (2002)’ de, kuadratik performans fonksiyonlari icin dik inis
egitiminde momentum faktorinin etkisi analiz edilmistir. Momentum katsayisinin
degerinin algoritmanin yakinsama 6zelliklerinin nasil degistirdigi gosterilmistir.

Bhaya ve Kaszkurewicz (2004)' de, kuadratik hata fonksiyonu icin, optimal
olarak dizeltilmis 6grenme orani ve momentum parametrelerinin segiminin, kesin
olarak eslenik gradyan algoritmasinin kullanimina denk oldugu gosterilmistir.

Buradan hareketle, bu tezde temel olarak yapay sinir aglarinin egitimi ele
alinmigtir. Bir egitim algoritmasini digerlerinden ayiran en 6nemli 6zelliklerin
basinda kararliligi ve yakinsama orani gelir. Bir yapay sinir agi egitilirken

O0grenme orani ve momentum faktorl gibi 6nemli parametre secimleri yapilir. Bu



parametreler ise algoritmanin kararliligini ve yakinsama hizini 6nemli derecede
etkiler ve agoritmadan algoritmaya degisiklik gosterir. Eger dikkatli secim
yapllmazsa algoritma kararsiz hale gelebilir. Genelde bu secimler pratikte
kullaniciya birakilir. Aslinda bu parametrelerin secimi problemi de kendi basina
bir optimizasyon problemidir ve degisik yaklasimlar literatlirde mevcuttur.

Bu tezde yapilan ¢alismalar bes bdlimde ele alinmistir:

Birinci bdlumde, konuya genel bir giris yapilmis ve daha 6nce yapilan
calismalara kisaca deginilmistir. Yapay sinir agl fikrinin temelde nereden
geldigine ve ilk calismalarin nasil basladigina yer verilmistir. Bir yapay sinir
aginin calisma prensibini belirleyen en 6nemli unsurun agin egitim algoritmasi
oldugu ve bu konuda karsilasilan problemler kisaca 6zetlenmistir.

ikinci bolimde, yapay sinir aglari, avantgjlari anlatiimis ve insan beyninin
calisma prensibinin  bilgisayara uyarlanmasinin ilk ornekleri olan ndron
modellerinden bahsedilmistir. Ilk perceptron ve gok katmanli perceptronlardan
sonra ileri beslemeli temel ag mimarileri kisaca anlatilmistir. Agin egitim slreci
yani 0grenme sirecine deginilmis, hata dizeltmeli 6grenme kisaca anlatilmis ve
son olarak ag egitim algoritmalari icerisinde en populer olan ve sik kullanilan
geriye yayilim algoritmasi detayli olarak anlatilmistir.

Uclincli bolimde, 6grenme problemi matematiksel olarak ortaya konulmus
ve geriye yayllim algoritmasinin temelini olusturan gradyan yontemleri
anlatilmistir. Oncelikle gradyan disimii yontemi genel olarak verilmis ve bu
yonteme momentum teriminin eklenmesiyle olusan momentumlu gradyan disim
metodu anlatilmistir. Ogrenme oraninin seciminde kullanilan dogru arama genel
olarak verilmistir. Daha sonra gradyan yontemleri ailesinin énemli bir sinifini
olusturan eslenik gradyan metodu ayrintili olarak ele alinmistir. Dogrusal eslenik
gradyan ve dogrusal olmayan eslenik gradyan anlatilmis ve son zamanlarda sik¢a
kullanilan olcekli eslenik gradyan algoritmasl incelenmistir. Bu bdlimde
algoritmalarin  karsilastirilmasini  yapabilmek icin gincel bir siniflandirma
problemi Gzerinde ¢alisiimistir. Bu c¢alismada nonobstr Uktif azoospermi’ ye sahip
erkeklerde testicular biopsy’ ye dayanarak spermatozoa (sperm hiicresi) bulunup
bulunmadigl tahmin edilmistir. Veriler 1997 ile 2000 yillari arasinda Afyon
Kocatepe Universites Arastirma Hastanesinde testicular sperm extraction
(testikUler sperm ekstraksiyonu; TESE) uygulanmis 303 erkek hastanin medikal



kayitlarindan alinmistir. Ag mimarisi olusturulduktan sonra egitim asamasinda
incelenen algoritmalar denenmis ve yakinsama ve siniflandirma performandari bir
simulasyon calismasl ile degerlendirilmistir.

Dordunct bolimde, yapay sinir aginin agirliklarinin fonksiyonu olan hata
fonksiyonunun kuadratik oldugu durumda momentumlu gradyan disima
algoritmasinin  kararhligi  ele alinmistir.  Oncelikle Ogrenme oraninin  ve
momentum  faktorinin sireg  boyunca sabit oldugu durumda kararlilik
problemiyle iliskili teorik incelemeler yapilarak 4.1, 4.2, 4.3 teoremlerinde verilen
sonuclar ispatlanmistir. Daha sonra ise 6grenme orani ve momentum faktorinin
dinamik secimli oldugu BPM algoritmasinin kararliligi ve yakinsama hizi
incelenmis ve eslenik gradyan metodu ile karsilastirilmistir. Teorik olarak yapilan
incelemeler sonrasinda elde edilen sonuclar, bir smulasyon c¢alismasinda rassal
problemler Uretilerek denenmis ve Karsilastiriimistir. Ayrica yine deneylerden
elde edilen sonuclar teoride daha 6nce yapilan calismalarla da karsilastiriimis,

benzerlikler gozlemlenmistir.



2. ILERI SURUMLU YAPAY SINiR AG (YSA) MODELLERI: GERIYE
YAYILIM ALGORITMASI

2.1. Ana Cizgileriyle Yapay Sinir Aglari

Yapay sinir aglarindaki calismalar, baslangicini insan beyninin ginimiz
dijital bilgisayarlarindan tamamen farkli bir calisma sekli oldugunun anlasiimasi
gerceginden almistir. Insan beyni cok karmasik, dogrusal olmayan ve paralel bir
bilgisayardir (bilgi-isleme sistemi). insan beyni ciddi hesaplamalari (6rn: 6rnek
tanima, algilama ve motor kontrol gibi) giniimtzin en hizli bilgisayarlarindan
daha hizli yapacak sekilde, néronlar olarak bilinen yapisal bilesenlerini organize
etme yetenegine sahiptir. Ornegin, insanin gorme islevi 6nemli bir bilgi-isleme
surecidir (Marr 1982; Levine 1985; Churchland ve Sgnowski 1992). Gorsel
sistemin bizim etrafimizdaki ortamin bir temsilini vermes ve daha da 6nemlisi,
ortamla nasil etkilesimde bulunacagimizla ilgili bilgiyi bize saglamasi
fonksiyonudur. Daha agik olarak, beynimiz rutin olarak algisal tanima gorevlerini
(6rn: tanidik olunmayan bir gorintu icinde gbmulu olan tanidik bir yizu
tanimamiz gibi) yaklasik 100-200 ms icinde gergeklestirir, buna ragmen ginimiz
bilgisayarlarinda daha az karmasiklik iceren islemler gtinlerce strebilir.

Baska bir 6rnek vermek gerekirse, bir yarasanin sonarini distinelim. Sonar
bir yanki-yerlestirme sistemidir. Y arasanin sonari, hedefin (6rn: ucan bir sinek )
ne kadar uzakta oldugu bilgisini verir ve ek olarak hedefin hizi, hedefin
buyukltgl, hedefin ¢esitli niteliklerinin blyUkligi, yatay sapma agisi ve irtifasi
hakkinda bilgi toplar (Suga 1990a, Suga 1990b). Hedeften tim bu bilgiyi
cikarsamak icin gerekli olan karmasik sinirsel hesaplamalarin tumi erik
bUyUklUgindeki bir beyinde gerceklesir. Gercekten de, bir yanki-yerlestirmeli
yarasa, hedefini bir radarin veya bir sonar mihendisinin gipta edecegi kolaylikla
ve basari oraniylaizler ve yakalar.

O zaman, bir insan beyni veya bir yarasa beyni bunu nasil yapar? Dogumda,
beyin ¢ok blylUk bir yapiya ve cogunlukla “tecriibe’ olarak nitelendirdigimiz
kendi kuralarini olusturma yetenegine sahiptir. Aslinda, tecriibe zamanla olusur
ve insan beyninin en verimli gelisimi dogumdan itibaren ilk iki yilda gerceklesir
ama gelisim bu asamadan sonrada devam eder.



Gelisen bir ndron esneyebilen plastik bir beyne benzetilebilir: Esneklik
gelisen sinir sisteminin onu gevreleyen ortama adaptasyonunaizin verir. Esneklik,
insan beyninde ndronlarin bilgi-isleme birimleri gibi calismalari igin vazgegilmez
gorundigi icin sinir aglarl da yapay noronlardan olusturulur. En genel bigimiyle,
bir sinir ag1 beynin belirli bir gorev veya ilgili fonksiyonunu gerceklestirme
yolunu modellemek icin tasarlanan bir makinedir; ag cogu kez elektronik
bilesenler kullanilarak veya dijital bir bilgisayardaki yazilimla benzetilir.
Uyarlanabilir bir makine olarak gorilen sinir aginin bir tanimini verecek olursak:

Bir yapay sinir agl, tecrtibesel bilgiyi saklamak igin dogal bir egilimi olan ve
bunu kullanim icin elverisli hale getiren, basit isleme birimlerinden olusmus genis
Olgekli paralel dagitilmis bir islemcidir. Beyni iki agidan andirir:

1. Bilgi, ag tarafindan bir 6grenme stireciyle gevreden elde edilir.

2. Ig¢ noron baglant gucleri, sinaptik agirliklar olarak bilinir, elde edilen
bilgiyi kaydetmek icin kullanilir.

Ogrenme siirecini  gerceklestirmek icin kullanilan yordama Ggrenme
algoritmasi denir, arzu edilen tasarim amacina ulasmak agin sinaptik agirliklarini
belirli bir sirada diizenleme fonksiyonudur.

2.1.1. Sinir Aglarinin Avantajlari

Sinir agl hesaplama gucuni su ozelliklerden aldigl agiktir, birincisi, genis
Olcekli paralel dagitilmis yapisindan, ve ikincisi, 6grenme kabiliyetinden ve
boylelikle genellestirebilmesinden. Genellestirme, egitim (6grenme) sirasinda
karsilasiimayan girdiler igcin mantikli ¢iktilar Gretmesini ifade eder. Sinir aglarinin
bu iki bilgi-isleme kabiliyeti su an c¢ozilmes zor kompleks (genis-0lcekli)
problemleri ¢bzmesine olanak saglar. Pratikte ise sinir aglari tek basina calisarak
¢Ozim saglayamaz. Bunun yerine, tutarli bir sistem mihendisligi yaklasimina
entegre edilmesi gerekir. Ozellikle, ilgilenilen kompleks problem daha basit
bolumlere ayrilir ve sinir aglari kendi doga yeteneklerine uygun bir boltimler
atkiimesine atanir.

Sinir aglarinin  kullaniminin - asagida belirtilen faydali ozellikleri ve
yetenekleri vardir:



1. Dogrusal Olmama. Bir yapay néron dogrusal olabilir veya olmayabilir.
Birbirine bagli dogrusal olmayan néronlardan olusmus bir sinir aginin kendisi
dogrusal degildir. Dahasl, dogrusal olmama ag boyunca dagitildigi icin 6zel bir
turdur. Dogrusal olmama ¢ok 6nemli bir 6zelliktir, 6zellikle girdi sinyalini Greten
fiziksel mekanizma (konusma sinyali) dogustan dogrusal olmayandir.

2. Girdi-Cikti Eslemesi. Populer bir dgrenme sekli Ogreticili 6grenme olarak
bilinir. Belirlenmis bir egitim ornekleri veya siire¢ érnekleri kiimesi uygulayarak
bir sinir aginin sinaptik agirliklarin dizenlenmesini icerir. Her 6rnek bir girdi
sinyalinden ve karsilik gelen, arzu edilen hedeften olusur. Aga kiimeden rasgele
secilmis bir drnek verilir, ve sinaptik agirliklar (6zgur parametreler), arzu edilen
hedefle agin girdi sinyalinden Urettigi ciktinin arasindaki farki, uygun istatistiksel
kriterle beraber minimize edecek sekilde dizenlenmesidir. Agin egitimi, sinaptik
agirliklarda daha fazla dikkate deger bir degisim olmadigl bir duragan duruma
ulasana kadar kimedeki bircok 6rnek icin tekrarlanir. Daha 6nce uygulanmis
egitim ornekleri egitim esnasinda tekrar uygulanabilir ama farkli sirada. Boylece
ag, ele alinan problem icgin bir girdi-cikti eslemes insa ederek orneklerden
ogrenir. Boyle bir yaklasim akla model-bagimsiz tahminle ugrasan istatistigin bir
brans! olan parametrik olmayan istatistiksel ¢cikarsama calismasini getirir; burada
parametrik olmayan terimi girdi verisi ileilgili istatistiksel model i¢in herhangi bir
On varsayimin  yapilmadigi  gergegini  belirtmek icin  kullanilmustir.
Ornegin,fiziksel bir objeyi veya olay! ifade eden girdi sinyalinin 6nceden
belirlenmis cesitli kategorilere (siniflara) atayan bir patern siniflandirma sirecini
dustinelim. Bu probleme parametrik olmayan yaklasimda, gerekli olan bir
ornekler kimesi kullanarak patern-siniflandirma stireci icin girdi sinyali uzayinda
keyfi karar sinirlarini tahmin etmektir ve bunu bir olasiliksal dagilim modeli
ortaya koymadan yapmaktir. Benzer bir bakis acisi, girdi-ciktl eslemes
gerceklestiren bir sinir aglyla parametrik olmayan istatistiksel ¢ikarsama arasinda
yakin bir benzerlik sunan 6greticili 6grenme algoritmasinda gizlidir.

3. Uyarlanabilirlik. Sinir aglari kendilerini gevreleyen ortamdaki degisikliklere,
sinaptik agirliklarini adapte edebilme yetenegine sahiptir. Ozellikle, belirli bir
ortamda calisacak sekilde egitilmis bir sinir agi, calisilan ortam kosullarindaki
kicuk degisikliklerle bas edebilecek sekilde tekrar kolayca egitilebilir. Dahasl,
duragan olmayan bir ortamda calisiyorsa (istatistiklerin zamanla degistigi), sinir



agl sinaptik agirliklarini zaman icinde degistirecek sekilde tasarlanabilir. Ornek
siniflandirma, sinyal isleme ve kontrol uygulamalarinda sinir aginin dogal
mimarisi agin adapte olma yetenegiyle birlestirildiginde, sinir agini uyarlanabilir
ornek siniflandirma, uyarlanabilir sinya islemede ve uyarlanabilir kontrolde
faydall bir arag yapar. Genel bir kura olarak bir sistemi daha uyarlanabilir
yaptigimizda, sistemin her zaman kararli kalmasini saglayarak sistemin kararli
olmayan ortamlarda ¢alismasl gerektiginde de performansinin daha gucli olacagi
soylenir. Vurgulanmasl gerekir ki yinede uyarlanabilirlik her zaman gucltlikle
sonuglanmaz hatta tam tersini yapabilir. Ornegin kisa donem sabitli bir
uyarlanabilir sistem hizli degisebilir ve bu nedenle gercek olmayan
dalgalanmalara cevap verme egiliminde olabilir, bu da sistemin performansinda
oldukga kotu bir disise neden olur. Uyarlanabilirligin tim faydalarini
gerceklestirmek igin sistemin temel zaman sabitleri sistemin gergcek olmayan
dalgalanmalari gz ardi etmesi icin yeterince uzun olmalidir ve ortamdaki anlamli
degisimlere cevap verecek kadar kisa olmalidir; burada anlatilan problem
kararlilik-esneklik dilemmasi olarak bilinir (Grossberg 1988).

4. Sebepsel Sonug: Ornek siniflandirma kapsaminda, bir sinir ag1 sadece belirli bir
ornegi secmek icin degil ayni zamanda verilen karardaki guvenilirlik hakkinda da
bilgi saglayacak sekilde tasarlanabilir. Bu sonraki bilgi eger sUpheli ornekler
olursa bunlari reddetmede kullanilabilir ve bdylece agin siniflandirma
performansini gelistirir.

5. Cevresel Bilgi: Bilgi tam olarak sinir aginin yapisiyla ve aktivasyon durumuyla
ifade edilir. Agdaki her néron, agdaki tum diger ndronlarin global aktivitesinden
potansiyel olarak etkilenir. Sonug olarak, gevresel bilgi bir sinir aglyla dogal
olarak idare edilir.

6. Hata Toleransi: Donanim seklinde uygulanan bir sinir agl dogal olarak hata
toleransi olma potansiyeline veya kuvvetli hesaplama yetenegine sahiptir yani
koth calisma kosullari altinda agin performans yumusak bir sekilde azalir.
Ornegin, eger bir ndron veya onu baglayan linkler zarar gorirse, kaydedilmis bir
ornegin hatirlanmasi kalite olarak bozulur. Ama agda kaydedilmis bilginin
dagitilmis yapisi geregi agin genel davranisinin ciddi olarak dismesi icin hasarin
yogun olmasi gerekir. Boylece prensipte bir sinir agi katastrofik bir hatadan ¢ok
performansinda yumusak bir dists gosterir. Gugli hesaplama igin bazi deneysel



kanitlar vardir ama genellikle bu kontrol edilemez. Sinir aginin gercekte de hata
tolerandi olmasini garanti etmek icin, agl egitmede kullanilan agoritmanin
tasariminda duizeltici 6lcimler ailmak gerekli olabilir (Kerlirzin ve Vallet 1993).
7. CBOB (Cok Biiyuk Olcekli Butiinlesik) Uygulanabilirligi: Sinir aginin kiitlesel
paralel dogasi, ciddi gorevlerin hesaplanmasi igin potansiyel olarak hizli yapar.
Bu ayni 0zellik bir sinir agini ¢ok bilydk o6lgekli bitlnlesik teknolojilerin
kullanilarak uygulanmasina olanak saglar. CBOB’ nin bir yararli 6zelligi de
gercekten karmasik davranisl, yuksek duzeyli hiyerarsik bir dizende
yakalanmasini saglar (Mead 1989).
8. Analiz ve Tasarim Tekdlzeligi: Esasen, sinir aglari bilgi isleyiciler olarak genel
olma avantgina sahiptir. Bunu su anlamda soyleriz; sinir aglari uygulamasini
iceren tim alanlarda ayni notasyon kullanilir. Bu 6zellik, degisik sekillerde
kendini gosterir.

o Noronlar, bir sekilde veya baska bir sekilde tim sinir aglarinda ortak
bir bilesendir.

o Bu ortaklik, sinir aglarinin farkli uygulamalarindaki teorilerin ve
O0grenme algoritmalarinin paylasilmasina olanak saglar.

o Moduler aglar dikissiz bir moduler entegrasyonuylainsa edilebilir.
9. Norobiyolojik Benzerlik: Sinir aginin tasarimi beyinle kurulan benzerlikten
esinlenerek yapilmistir, ki hata tolerand1 paralel islemenin sadece fiziksel olarak
olasi degil ayni zamanda hizli ve guc¢li oldugunun yasayan bir kanitidir.
Norobiyologlar (yapay) sinir aglarini nérobiyolojik fenomenlerin yorumlanmasi
icin bir arastirma araci olarak gorlrler. Diger taraftan, muhendislerde
norobiyolojiyi karmasik problemleri cozmek icin yeni fikirler Gretmede kullanilan

bir arag olarak gorurler.

2.1.2. insan Beyni

Bir insanin sinir sistemi sekil 2.1 deki blok diagramda gosterildigi gibi ¢
asamali bir sistem olarak gorulebilir (Arbib 1987). Sistemin merkezi sinir agindan
olusan, strekli bilgi alan, algilayan ve uygun kararlar veren beyindir. Sekilde iki
ok kimes gosterilmistir. Soldan saga dogru olanlar sistemde bilgi tastyic

sinyallerin ileri aktarimini gosterir. Sagdan sola olanlar ise sistemdeki geri



bildirimin varligini isaret eder. Algilayicilar insan viicudundan veya dis ortamdan
gelen uyarilari, bilgiyi sinir agina (beyine) tasiyan elektrik sinyallerine cevirirler.
Etkileyiciler sinir ag1 tarafindan olusturulan elektrik sinyallerini sistem ciktisi
olarak anlagilabilir eylemlere donUsturdrler.

Beyni anlamak icin verilen ugras, beynin yapisal bilesenleri olan n6ron
fikrini bularak kesfedici bir is yapan Roman y Cagda (1911) sayesinde
hafiflemistir. Tipik olarak, ndronlar silikon mantik kapilarina gére 5 veya 6 dizey
daha yavastir; silikon bir cipte olaylar nanosaniye diizeyinde gerceklesir (10° s),
sinirsel olaylar ise milisaniye diizeyinde gergeklesir (107 s).

Buna ragmen néronun cipe gére daha yavas calismasinin sebebi beynin
birbirine bilytik baglantilarla bagli sok edici néron sayisina sahip olmasidir. insan
korteksinde yaklasik olarak 10 milyar ndron ve 60 trilyon sinir ucu veya baglantisi
oldugu tahmin edilmektedir (Shepherd ve Koch 1990). Acik sonug beynin
inanilmaz verimli bir yapi oldugudur. Spesifik olarak, beynin enerjisel verimliligi
yaklasik olarak 10™° joule'dur (J), saniye basina diisen operasyon sayisi olarak.
Gunumiizde kullanilan en iyi bilgisayarlarda ise karsilik gelen deger 10° joule
dur (J) (Faggin 1991).

Uyaricilar —» Algilayicilar Sinir Agi Etkileyiciler —»Yanit

Sekil 2.1. Sinir siteminin blok diyagram olarak gosterimi

2.1.3. Noron Modelleri

Bir noron sinir aginin ¢alisma temeli olan bilgi-isleyici bir birimdir. Sekil
2.2 sinir aglarini (yapay) tasarlamanin temelini olusturan bir néron modelini
gOsterir. Burada, sinirsel modelin t¢ temel elemanini belirleyecegiz.
1. Her biri kendisine ait bir agirlik veya gucle karakterize edilmis bir sinapsar
veya baglantili linkler kimesi. Ozel olarak, k noronuna bagli j sinapsinin
girisindeki bir x; sinyai w sinaptik agirligiyla carpilir. Sinaptik agirlik w,’nin

alt indiserinin yazildigina dikkat etmek gerekir. ilk alt indis sorgulanan néronu

10



gosterir ve ikinci alt indis agirligin iliskili oldugu sinapsin girdi ucunu gosterir.
Beyindeki bir sinapsin tersine, yapay bir néronun sinaptik agirligl pozitif oldugu
kadar negatif degerler de iceren bir aralikta olabilir.

2. Noronun bagli oldugu sinapslari tarafindan agirliklandirilan girdi sinyallerini
toplamak icin bir toplayici; burada anlatilan islemler bir dogrusal birlestirici
olusturur.

3. Noronun cikti blyuklugini kisittamak icin bir aktivasyon fonksiyonu.
Aktivasyon fonksiyonu ayni zamanda kabul edilebilir ¢ikti sinyali blydklGgu
araligini belirli sonlu degere sikistiran (limitleyen) bir sikistirici fonksiyon olarak

tanimlanir.
Sapma
%
Aktivasyon
% fonksiyonu
Girdi Cikt
Sinyalleri (D() — Y
Toplayici
X
o
Sinaptik
agirliklar

Sekil 2.2. Dogrusal olmayan néron modeli.

Sekil 2.2" de gosterilen néron modeli ayni zamanda harici olarak uygulanan
bir sapma da igerir ve b, ile gosterilir. Sapma b, aktivasyon fonksiyonu net
girdisini pozitif veya negatif olmasina bagli olarak artirma veya azaltma etkisine
sahiptir.

Matematiksel terimlerle, bir k ndronunu asagidaki denklemler ciftini
yazarak ifade edebiliriz.

U = 2 WX, (2.1)
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ve

Y =@, +b) (2.2)

burada x,X,,..., %, girdi snyaleri; W, W,,...,W, Kk noronunun sinaptik
agirliklari; u, girdi sinyallerine bagli dogrusal birlestirici ¢iktisi; b, sapma; ¢(.)
aktivasyon fonksiyonu; ve y, ndronun cikti sinyalidir. b, sapmasinin kullanimi ,
Sekil 2.2° de modeldeki dogrusal birlestiricinin ciktisi u,’ya afin dontsimu
uygulama etkisine sahiptir ve asagidaki sekilde gosterilebilir.

Vi =U + bk (2-3)

Sapma b, yapay néron k’nin harici bir parametresidir. Denk olarak, 2.1-2.3
denklemlerinin kombinasyonunu asagidaki gibi formile edebiliriz.

Vi = i WX, (2.4)
ve
Yv = (/7(Vk) (2.5

Esitlik 2.4" e, yeni bir sinaps ekledik. Girdisi,

X =+1 (2.6)

veagirligl ise

Weo = h< (2.7)
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Aktivasyon
fonksiyonu

()

Vi

Girdiler

Toplayici

Sinaptik agirliklar
(sapmayi da iceren)

Sekil 2.3. Bagka bir dogrusal olmayan néron modeli.

Boylece k néronunun modelini sekil 2.3 deki gibi yeniden formule
edebiliriz. Bu sekilde, sapmanin etkisi iki sey yapilarak gergeklestirilmis oldu. (1)
+1" de sabitlenen yeni bir girdi sinyali ve (2) b, sapmaya esit yeni bir sinaptik
agirhik. Sekil 2.2 ve .2.3' deki modeller farkli goriinmel erine ragmen matematiksel

olarak denktirler.
2.1.4. Aktivasyon Fonksiyonu Cesitleri

Aktivasyon fonksiyonu, ¢(v) ile gosterilir ve nbronun v’ ye gore ciktisini

tanimlar. Buradatemel aktivasyon fonksiyon cesitlerini belirtecegiz.
1. Esik Fonksiyon: Bu tip aktivasyon fonksiyonu genel olarak su sekildedir.

1, egerv>0

0, egerv<O0 (28)

p(V) = {
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Paralel olarak boyle bir esik fonksiyon kullanan k ndronunun ciktisi asagidaki
sekilde ifade edilehilir.

1 egerv >0
yk = {0 . K (29)
, egerv, <0
burada v, néronunun net ¢iktisidir yani
Vi = Zwkj X; +h, (2.10)
j=1
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Sekil 2.4.

sigmoid fonksiyonu.

15

T (V)

-2 1.5 1 .5 \(; 1 2
(@)

o(v)

-2 1.5 1 .5 \[} 1 2
(b)

o r (V) -

artan

a | a |

-10 8 6 -2 \0/ 4 10
(€)

(8) Esik fonksiyonu. (b) Parcali-dogrusal fonksiyon. (c) Degisken a egim parametreli



Bdyle bir noron literatirde Mc Culloch ve Pitts (1943) tarafindan yapilan
onci calismanin hatirina Mc Culloch-Pitts modeli olarak adlandirilir. Bu modelde,
eger noronun girdisi negatif degilse néronun ¢iktisi 1 degerini air, diger durumda
ise O degerini air. Bu ifade Mc Culloch-Pitts modelinin ya hep ya hi¢ 6zelligini
aciklar.

1. Parcali-Dogrusal Fonksiyon: Sekil 2.4b’ de anlatilan par¢ali dogrusal fonksiyon

icin,

1
V>—
a 2
1 1
o(V) =1V, §>V>_§ (2.12)
0, vs-1

2. Sigmoid Fonksiyon: Sigmoid fonksiyonun grafigi s seklindedir ve yapay sinir

aglarinin olusturulmasinda kullanilan aktivasyon fonksiyonlarinin iginde en
yaygin olanidir. Dogrusal ve dogrusal olmayan tavirlar arasinda zarif bir denge
gosteren ciddi artan bir fonksiyon olarak tanimlanir. Sigmoid fonksiyonun bir

ornegi asagidaki sekilde tanimlanan lojistik fonksiyondur.

(V)= 1 2.12
P expcav) (2.12)

burada a sigmoid fonksiyonun egim parametresidir.
2.2. Ag Mimarileri

Bir sinir aginin noronlarinin yapilandiriimasinda izlenen yol siki bir sekilde
agin egitimi icin kullanilan egitim algoritmasina baglidir. Bu ylzden
yapilandirlacak sinir aglarinin tasariminda kullanilan egitim agoritmalarindan

(kurallardan) bahsedecegiz. Ogrenme algoritmalarini  sonraki  bolimde

siniflandiracagiz. Bu bolimde ag mimarilerine (yapilarina) odaklanacagiz.
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Genel olarak ag mimarilerini G¢ ana siniftatoplayabiliriz:
Tek Katmanli Ileri Beslemeli Aglar

Katmanli bir sinir aginda ndronlar katmanlar halinde organize olmustur.
Katmanli bir agin en basit seklinde, noronlarin cikti katmanina (hesaplama
diugumleri) yansiyan bir kaynak digimlerin girdi katmanina sahibiz ama tersi
gecerli degildir. Baska bir deyisle, bu ag ciddi bir ileri besdemeli veya cevrimsel
olmayan bir tiptir. Sekil 2.5 de girdi ve cikti katmanlarinda dort digiim bulunan
durum gosterilmistir. Boyle bir ag tek katmanli ag olarak tanimlanir, buradaki tek
katman hesaplama dugumlerinin (néronlarinin) ¢iktl katmanini ifade eder. Kaynak
dugimlerin girdi katmani sayilmaz ¢linkl burada herhangi bir hesaplama
gerceklesmez.
Cok Katmanli Ileri Beslemeli Aglar

Bir ileri bildirimli sinir aginin ikinci sinifi hesaplama dugumleri karsilikli
olarak gizli ndronlar veya gizli birimler olarak adlandirilan bir veya daha fazla
gizli katmanin varligiyla digerlerinden ayrilir. Gizli néronlarin fonksiyonu dis

girdi ile agin ¢iktisi arasinda faydali bir aracilik yapmaktir.

Kaynak
dugumlerin
girdi katmani

Noronlarin
cikti katmani

Sekil 2.5. Tek katmanli ileri beslemeli veya cevrimsel olmayan ag.
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Bir veya daha fazla gizli katman ekleyerek, ag Ust dizey istatistikler
cikarsama yetenegine sahip olur. Daha acik bir tanimla ag, lokal bagliligina
ragmen ekstra sinaptik baglantilar kiimesi ve sinirsel interaksiyonlarin ekstra
boyutu sayesinde global bir perspektif kazanir (Churcland ve Senowski 1992).
Gizli noronlarin Ust duzey idtatistikler cikarsama yetenegi Ozellikle girdi
katmaninin boyutu biyUk oldugunda degerlidir.

Agin girdi katmanindaki kaynak dugumler, ikinci katmandaki (ilk gizli
katmandaki) néronlara uygulanan girdi sinyalerini  olusturan aktivasyon
orneklerini (girdi vektoruni) saglar. ikinci katmanin c¢ikti sinyalleri Gglincl
katmanin girdi sinyalleri olarak kullanilir ve agin geri kalan katmanlari igin bu
sekilde devam eder. Tipik olarak, agin her bir katmanindaki néronlar girdi olarak
sadece kendilerinden 6nce gelen katmanin ¢ikti sinyallerine sahiptirler. Agin ¢kt
(son) katmanindaki noronlarin ¢ikti sinyalleri kimesi, girdi (ilk) katmanindaki
kaynak dugumler tarafindan saglanan aktivasyon drneklerine verilen agin toplam
(net) yanitini olusturur. Sekil 2.6" daki mimari grafik tek gizli katmanli durumicin
cok katmanli ileri beslemeli sinir aginin gérinimant gosterir. Sadelik icin Sekil
2.6’ daki ag 10-4-2 bir ag olarak tanimlanir ¢linkt 10 adet kaynak digtime, 4 gizli
ndrona ve 2 ¢iktl néronuna sahiptir. Baska bir 6rnek vermek gerekirse m kaynak

dagumld, ilk gizli katmaninda h, noron, ikinci gizli katmaninda h, ndron ve cikti
katmaninda g ndron bulunan ileri beslemeli bir a m—-h —h,—q ag olarak

tanimlanir.
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Kaynak Gizli Cikti
dagumlerin noéronlarin ~ ndronlarinin
girdi katmani katmani katmani

Sekil 2.6. Bir gizli katmanli ve bir ¢ikti katmanli tam baglantili ileri beslemeli ag.

2.3. Ogrenme Siiregleri

Bir sinir ag1 icin birincil 6neme sahip 6zellik, agin bulundugu cevreden
Ogrenme yetenegi ve Ogrenme suresince de performansini  gelistirmesidir.
Performansdaki gelisme onceden belirlenmis bir oOlcliye uygun olarak zaman
icerisinde gerceklesir. Bir sinir ag1 cevres hakkindaki bilgiyi sinaptik agirliklarina
ve sapma diizeylerine uygulanan (interaktif) diizeltmeler siireciyle ogrenir. Ideal
olarak ag, 6grenme sirecinin her iterasyonundan sonra cevresi hakkinda daha
bilgili hale gelir.

Ogrenme kavramini tam anlamiyla tanimlamak icin bu konuylailgili birgok
calisma vardir. Hatta 6grenme siireci, kesin bir tanimin tzerinde anlasiimasi zor
olan bir konudur. Ornegin, bir psikolog icin 6grenme bir sinifta gerceklesen
ogrenmeden farkli gordlUr. Bizim ilgimizin 6zellikle sinir aglarindaki 6grenme
oldugunu hatirlarsak Mendel ve McClaren (1970) den ainan bir tanimi
kullanacagiz. Sinir aglarn kapsaminda 6grenme asagidaki sekilde tanimlanir:
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Ogrenme bir sinir aginin serbest parametrelerinin, agin gémalt oldugu
cevre tarafindan uyarilmasl siireci boyunca diizenlendigi bir siirectir. Ogrenme
surecinin bu tanimi asagidaki olaylar dizisini ima eder.

1.  Sinir agi bir gevre tarafindan uyarilir.

2. Sinir aginin serbest parametreleri bu uyarilma sonucu degisiklige
ugrar.

3. Sinir agl cevreye i¢ yapisinda olusan degisikliklerden dolay yeni bir
sekilde cevap verir.

Ogrenme probleminin ¢dzimu icin iyi tanimlanmis bir belirli kurallar
kimesine 6grenme algoritmasi denir. Beklenildigi Uzere, sinir aglarinin tasarimi
icin tek bir dgrenme algoritmasl yoktur. Bunu yerine her biri kendi avantajlarini
Oneren degisik 6grenme algoritma tipleri olarak sunulan bir araclar kitine sahibiz.
Temel olarak, 6grenme algoritmalari bir néronun sinaptik bir agirligina yapilan
duizenlemenin formtile edilisi bakimindan birbirinden ayrilir.

2.3.1. Hata Duzeltmeli Ogrenme

Sekil 2.7a daki gibi bir k noéronunun ileri beslemeli bir sinir aginin cikti
katmanindaki tek hesaplama digumunt olusturdugu basit durumu distinelim. k
noronu her biri sinir aginin kaynak dugimlerine (6rnegin girdi  katmani)
uygulanan bir girdi vektort (uyarici) tarafindan uyarilan bir veya daha fazla gizli

katmanin ndronlari tarafindan Gretilen bir x(n) sinyal vektoriyle uyarilsin. n
ifades kesikli zamani gosterir veya daha acik olarak, k néronunun sinaptik
agirhiklarinin diizenlenmesi bir iteratif stirecin zaman adimiyla iliskilendirilmistir.
k noronunun cikti sinyali y, (n) ile gosterilir. Bu ¢iktl sinyali sadece sinir aginin
ciktisini gosterir ve d, (n) ile gosterilen arzu edilen bir cevap veya hedef ikt ile
karsilastirilir. Devaminda ise ¢ (n) ile gosterilen bir hata sinyali Uretilir.

Tanimdan asagidaki ifade yazilabilir.

& (n) =d, (n) -y, (n) (2.13)
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Hata sinyali e(n), amaci k noronunun sinaptik agirliklarina dizeltici
dizenlemeler dizis uygulamak olan bir kontrol mekanizmasini ortaya cikarir.
Duzeltici dizenlemeler, cikti sinyali y, (n)’ i adim adim arzu edilen cevap d, (n)’
e yakin yapmak icin tasarlanmistir. Bu ama¢ hata sinyali e (n) terimleri ile

asagidaki gibi tanimlanmig bir maliyet fonksiyonunu veya performans indeksini

£(n)’ i minimize ederek gercgeklestirilir,

/
o o Gizli
Girdi Vektora néronlarin X(n) Cikti yk(n) d, (n)
q bir veya q noronu > Z
daa el : ) i
&.(n)

Cok katmanli ileri
beslemeli ag

a) Cikti katmanindaki tek bir néronu
inceleyen bir sinir aginin blok diyagrami

XM

%0

x(n)

dM
XM

&0

XN

b) Cikti néronunun sinyal diizeyindeki grafigi

Sekil 2.7. Hata-duzeltmeli dgrenmenin gosterimi.
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() =2 n) (2.14)

Oyle ki &(n), hata enerjisinin anlik degeridir. k noronunun sinaptik
agirliklarinayapilan adim adim diizenlemeler, sistem kararli (duragan) bir duruma
ulasana kadar devam eder (yani sinaptik agirliklar temel olarak kararli hale
getirilir ). Bu noktada 6grenme slireci durdurulur.

Burada anlatilan 6grenme siireci acikca hata-dizeltmeli 6grenme olarak

tanimlanir.  Ozellikle  &(n)  maliyet  fonksiyonunun  minimizasyonu,
gelistiricilerinin hatirina genellikle Widrow-Hoff veya Delta kurall olarak
adlandirilan bir 6grenme kuraliyla sonuclanir (Widrow ve Hoff 1960). w, (n)"in

n. zaman adiminda girdi vektord x(n) 'in x;(n)’ci elemani tarafindan uyarilan k

ndronunun w’ inci sinaptik agirliginin degerini gostersin. Delta kuraina gore

W, sinaptik agirligina n. zaman adiminda uygulanan Aw, (n) dizenlemes

asagidaki sekilde tanimlanir.
Aw; (n) =& (N)x; (n) (2.15)

burada 7 6grenme stirecinde bir adimdan diger bir adima gegtigimizdeki 6grenme
oranini belirleyen pozitif bir sabittir. Bu ylizden 7’ yi1 grenme orani parametresi

olarak adlandiririz. Diger bir deyisle, Delta kurall su sekilde ifade edilebilir:
Bir noronun sinaptik bir agirligina yapilan dizenleme hata sinyaliyle,

islenen sinapsin girdi  sinydinin carpimiyla orantilidir.  Aw;(n)  sinaptik
duzenlemesi hesaplandiktan sonra w,; sinaptik agirhiginin gincellenmis degeri

asagidaki sekilde belirlenir.
W, (n+12) = w,; (n) + Aw, (n) (2.16)

Adlinda w, (n) ve w,(n+1) sinaptik agirlik w,’ nin sirasiyla eski ve yeni

degerleri olarak gorulebilir.
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Sekil 2.7b k noéronu cgevresindeki aktivite Uzerine odaklanarak hata-
duzeltmeli 6grenme stirecinin bir sinyal-akis grafiginin gosterimidir. Girdi sinyali
X; ve k noronunun net ciktisi v, siraslyla k ndronunun j. singpsinin pre-

sinaptik ve post-sinaptik sinyalleri olarak bilinir. Sekil 2.7b’ den hata-duzeltmeli
Ogrenmenin bir kapali donguli geri beslemeli sistemin bir 6rnegi oldugunu
gorurtiz. Kontrol teorisinden biliyoruz ki boyle bir sistemin kararliligl sistemin
geri besleme dongulerini olusturan parametreler tarafindan belirlenir. Bizim
durumumuzda tek bir geri besleme dongusine sahibiz ve bu parametrelerden

ozellikle bizi ilgilendireni 6grenme orani parametress 7’ dir. Bu ylzden
gerceklestirilen iteratif Ogrenme slrecinin kararlhiliginin veya yakinsamasinin
saglanmasl icin 7’ nin dikkatli bir sekilde segilmesi 6nemlidir. 7’ nin segimi ayni
zamanda 6grenme stirecinin dogrulugu ve diger 6zellikleri Gzerinde de cok buyuk
bir etkiye sahiptir. Kisaca, pratikte 6grenme orani parametres n hata dizeltmeli

Odgrenmenin performansini belirlemede anahtar bir rol oynar.

2.4. Tek Katmanli Perceptronlar

Sinir aglarinin gelistigi yillarda (1943-1958) cesitli arastirmacilar dncii olan
katkilari ile bilinirler.

o McCulloch ve Pitts (1943) hesaplama makineleri olarak sinir aglari
fikrini ortayaattiklari igin.

o Hebb (1949) kendi kendine organize 6grenme icin ilk kurali onerdigi
icin.

o Rosenblatt (1958) Ogreticili 6grenme igin perceptron’ u ilk model
olarak onerdigi icin.

Bu bolimde bizim esas olarak ilgilenecegimiz Rosenblatt’ In
perceptronudur.  Perceptron, dogrusal olarak  ayrilabilen  Orneklerin
siniflandiriimas igin kullanilan bir sinir aginin en basit seklidir (Ornegin bir
hiperdizlemin zit taraflarinda bulunan 6rnekler). Temel olarak duzenlenebilir
sinaptik agirliklarr ve sapmasl olan tek bir néron icerir. Bu sinir aginin serbest
parametrelerini dizenlemek icin kullanilan agoritma ilk defa Rosenblatt’ 1n

(1958, 1962) perceptron beyin modeli igin gelistirdigi bir 6grenme yordami iginde
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gorunur. Gercekten Rosenblatt, eger perceptronu egitmek icin kullanilan érnekler
(vektorler) dogrusal olarak ayrilabilen siniflardan  secilirse  perceptron
algoritmasinin  yakinsayacagini ve karar yuzeyini iki sinif arasindaki bir
hiperdiizlem seklinde konumlandiracagini ispatlamistir.

Algoritmanin yakinsamasinin ispatl perceptron yakinsama teoremi olarak
bilinir. Bir noron etrafinda insa edilmis perceptron sadece iki sinifli (hipotezli)
ornek siniflandirma gerceklestirebilme ile sinirlidir. Cikti (hesaplama) katmanini
bir nérondan fazla noron icerecek sekilde genisleterek iki siniftan daha fazla
sinifin siniflandiriimas gerceklestirilebilir. Yinede, perceptronun dogru calismasi
icin siniflarin dogrusal olarak ayrilabilir olmasi gerekir. Burada 6nemli nokta bir
ornek siniflandirici olarak dustnildiginde perceptronun temel teorisinde sadece
tek noron oldugu durum dusundldr. Teorini bir nérondan daha fazla néronun

bulundugu durum i¢in genisletilmes siradan bir konudur.

2.4.1. Perceptron

Onceki boluimlerde anlatildigr  Uzere ogrenme  siirecinde bahsedilen
algoritma bir dogrusal néron etrafinda olusturulmustu, perceptron ise dogrusal
olmayan bir ndron etrafinda olusturulur ve McCulloch-Pitts modeli olarak
adlandirilir. Boyle bir sinirsel model Sekil 2.8 de gosterildigi gibi bir kati
kisitlayici ( signum fonksiyonu gerceklestirilerek ) tarafindan takip edilen bir
dogrusal birlestirici icerir. Sinirsel modelin toplayict  digimi, modelin
sinapslarina uygulanan girdilerin dogrusal bir kombinasyonunu hesaplar ve ayni
zamanda harici uygulanan bir sapmayi birlestirir. Olusan toplam kati bir
kisitlayiciya uygulanir. Uygun olarak néron eger kati kisitlayicinin girdisi pozitif
ise +1, negatif ise -1’ e esit olan bir ¢ikti Uretir.
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1 QO{V}

S 2 Cikh
Kati y

kisitlayici

Girdiler <

Sekil 2.8. Perceptron sinyal akisl grafigi

Sekil 2.8 in sinya-akis grafik modelinde, perceptronun agirliklari

W, W,,..., W ile gosterilir. Buna karsilik perceptrona uygulanan girdiler

X, %o, X, 1l€ gOsterilir. Harici olarak uygulanan sapma b ile gosterilir.

Modelden noronun kati kisitlayicisinin girdisini veya net ciktisini asagidaki
sekilde buluruz.

V:Zvvpg +b (2.17)

Perceptron’ un hedefi harici olarak uygulanan uyarici X, X,,..., X, Kumesini
dogru olarak o, ve ¢, siniflarindan birine uygun olarak siniflamaktir.
Siniflandirma igin karar kurali x;,X,,..., X, girdileriyle ifade edilen noktay! eger
perceptronun ciktisl y +1 ise o, sinifinave -1 ise o, sinifina atamaktir.

Bir 6rnek siniflandiricinin tavrina bir bakis gelistirmek icin, m girdi
degiskeni X, X,,...,x, tarafindan gerilen m boyutlu sinyal uzayinda karar

bolgelerinin bir grafigini ¢cizmek geleneksel bir durumdur. Perceptronun en basit
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halinde asagidaki gibi tanimlanan bir hiperdiziem tarafindan ayrilmis iki karar
bolges vardir.

M-

1]
UN

wx +b=0 (2.18)

Bu, x, ve x, gibi iki girdi degiskeninin oldugu ve karar sinirinin diiz bir
dogru seklini aldigli durum icin Sekil 2.9 da gosterilmistir. Sinir dogrusunun

ustiinde yer alan bir (x;,x,) noktasi o, sinifina atanir ve sinir dogrusunun altinda
yer aan bir (x,x,) noktasi da o, sinifina atanir. b sapmasinin etkisi ise karar

sinirini orijinden uzaga kaydirmaktir.

%

o, sinifi
0, sinifi

WX +W,X, +b=0

Sekil 2.9. Bir iki boyutlu, iki-sinifli patern-siniflandirma problemi igin hiperdiiziemin gosterimi

(bu 6rnekte diiz bir cizgi).

2.5. Cok Katmanli Perceptronlar

Bu bdlimde sinir aglarinin 6nemli bir sinifi olan c¢ok katmanli ileri
bedemeli aglar inceleyecegiz. Tipik olarak ag girdi katmanini olusturan bir
sensor birimleri (kaynak dugumler) kimesini, bir veya daha fazla hesaplama
dugumleri gizli katmanlari ve hesaplama dugtimlerinin bir ¢ikti katmanini igerir.
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Girdi sinyalleri ag boyunca bir katmandan diger katmanaileri yonde yayilirlar. Bu
sinir aglari onceki bolimdeki tek katmanli perceptoronun bir genellestirilmesi
olarak sunulan cok katmanli perceptronlar (CKP) olarak tanimlanir.

Cok katmanli perceptronlar, hata geri-yayilim algoritmasi olarak bilinen
oldukca populer bir algoritmayla 6greticili bir sekilde egitilerek bazi zor ve cesitli
problemleri ¢ozmek icin basarili bir sekilde uygulanmaktadir. Bu algoritma hata-
diizeltmeli 6grenme kuralina dayanir. Oyle ki, bu algoritma yine ayni derecede
populer olan ve cok sk rastlanan en kiglk kareler agoritmasinin bir
genellestirilmesi olarak gorulebilir. Temel olarak hata geriye yayilimli 6grenme
agin farkl katmanlari boyunca iki gecisi icerir: Bir ileri ve bir geri gecis. Ileri
gegiste, bir aktivite ornegi (girdi vektord) agin sensor digumlerine uygulanir ve
bu girdinin etkis agda katmandan katmana yayilir. leri gecis Sirasinda agin
sinaptik agirliklart  belirlidir. Diger taraftan geri gegis sSirasinda sinaptik
agirhiklarim tima bir hata-dizeltme kurali ile uyumlu olarak dizenlenir. Spesifik
olarak, bir hata sinyali Uretmek icin agin gergek ciktisi arzu edilen (hedef) bir
ciktidan gikartilir. Bu hata sinyali sinaptik baglantilarin tersi yoniinde agda geriye
dogru yayilir- bu ytizden ismi “hata geriye-yayilim” dir.

Sinaptik agirliklar agin gercek ciktisini istatistiksel anlamda arzu edilen

ciktiya yakin hale getirmek icin dizenlenir. Hata geriye-yayilim agoritmasi
literatirde ayni zamanda geriye-yayilim algoritmasl olarak bilinir. Bundan sonra
geriye-yayilim olarak adlandiracagiz. Bu algoritmayla gerceklestirilen 6grenme
sireci geriye-yayilimli 6grenme olarak adlandirilir. Bir cok katmanli perceptron
U¢ tane ayrt edici 6zellige sahiptir.
1. Agdaki her néron modeli bir dogrusal olmayan aktivasyon fonksiyonu igerir.
Burada vurgulanmasi gereken onemli nokta dogrusal olmama nin Rosenblatt’ in
perceptron’ undaki kati kisitlayicinin aksine yumusak (purtizsiiz) (yani her yerde
turevlenebilen) olmasidir. Bu gerekliligi saglayan ve sikga kullanilan bir dogrusal
olmama formu lojistik fonksiyonla tanimlanan bir sigmoidsel dogrusal olmamal
dir.

1

~Tremy) (2.19)

Yi
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burada v;, j. ndronun net giktisi (yani, tim singptik girdilerin agirliklandiriimig
toplami arti sapma) ve y; néronunun ciktisidir.

Dogrusal olmayan iliskilerin varligi énemlidir ¢uinkii aksi halde agin girdi-
ciktl iliskis tek katmanli bir perceptron durumuna indirgenir. Hatta, lojistik
fonksiyonun kullanilmasi biyolojiksel olarak motive edilmistir, ¢clinkd lojistik
fonksiyon gercek noronlarin kontrol edilmesi veya basa ¢ikilmasi zor safhasini
gerceklestirmeye calisir.

1. Ag, agin girdi veya ciktl bolimlerine ait olamayan bir veya daha fazla gizli
noron katmanlarini icerir. Bu gizli néronlar, girdi érneklerinden (vektorlerinden)
gittikce daha fazla anlamli Ozellikler cikarsayarak agin karmasik gorevleri
Ogrenmesine olanak saglar.

2. Ag, agin sinapdari tarafindan belirlenen Ust dizeyde bir iliskisellik gosterir.
Agin iligskisalligindeki bir degisiklik sinaptik baglantilar veya onlarin agirliklar
populasyonunda bir degisiklik gerektirir.

Iste bu 6zelliklerle beraber egitim siiresince tecriibeyle 6grenme yeteneginin
kombinasyonu gok katmanli perceptron’ un hesaplama gucunu turetir. Bu benzer
Ozellikler, buna ragmen ayni zamanda agin tutumu hakkindaki su anki bilgi
durumumuzdaki yetersizliklerden de sorumludur. Oncelikle, dogrusal olmamanin
dagitilmis bir sekildeki varligl ve agin Ust duizeydeki iliskiselligi ¢ok katmanli bir
perceptron’ un teorik analizini Ustesinden gelinmesi zor bir durum yapmaktadir.
Ikinci olarak, gizli néronlarin kullanimi 6grenme siirecini canlandirilmasi zor bir
durum yapar. Daha aclk olarak, Ogrenme sirecinin girdi 6rneginin hangi
ozelliklerinin gizli néronlar tarafindan ifade edilecegine karar vermesi gerekir. Bu
yuzden Ggrenme sireci daha zor bir sekle gelir c¢unkl olasi fonksiyonlarin
aranmasi daha genis bir uzayda gerceklestirilmelidir ve girdi 6rneklerinin
alternatif goruntuleri arasindan bir secim yapilmaktadir (Hinton 1989).

Geriye-yayllim teriminin kullanimi, 1985 yilinda yeni ufuklar acan Paralel
Dagitilmis  Isleme Rumelhart ve McClelland (1986) adli  kitabin
yayimlanmasindan sonra populer olmus ve gelismistir.

Geriye-yayilim algoritmasinin gelisimi yapay sinir aglarinda bir donim
noktasidir, 6yle ki gok katmanli perceptronlarin egitimi igin oldukca verimli bir
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metot saglar. Buna ragmen geriye-yayilim agoritmasinin tim ¢ozilebilir
problemler icin optimal bir ¢ozim sagladigini iddia edemeyiz ama geriye yayilim
algoritmasi Minsky ve Papert (1969) kitabinda gozlenen c¢ok katmanli
makinelerde 6grenme hakkindaki karamsarliktan bizleri kurtarir.

2.6. Geriye Yayilim Algoritmasi

n. iterasyondaki (n. egitim orneginin aga sunumu) ciktli ndéronunun hata

sinyali asagidaki sekilde tanimlanir.

e (n)=d;(n)—y,;(n), j ndronu bir ¢iktr dGgumuddr. (2.20)

(2.20) j noronu icin hata enerjisinin anlik degeri %ejz(n) olarak tanimlanir.
Karsilik olarak, toplam hata enerjisinin anlik degeri, cikti katmanindaki tim
noronlar tzerinden % ]2 lerin toplami alinarak elde edilir; ki sadece bunlar hata

sinyallerinin  dogrudan hesaplanabilecegi “gorunir”  ndronlardir. Bdylece

asagldaki ifade yazilabilir.

£(n) = §Zef<n) (221)

jeC

burada C kimes agin ciktl katmanindaki tim néronlari igerir. Varsayaim ki N
egitim kimesindeki orneklerin toplam sayisini gostersin. Hata kareler ortalamasi
g(n)’ i tm n’ ler icin hesaplayarak ve sonra kime genisligi N’ ye gore

normalize ederek asagida gosterildigi gibi elde edilir.

Et = %ZN] e(n) (2.22)
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Anlik hata enerjis ¢(n) ve boylece ortalama hata enerjis ¢, agin tum serbest

ort
parametrelerinin - (yani  sinaptik agirliklarin  ve sapma duzeylerinin) bir

fonksiyonudur. Verilen bir egitim kiimes igin, ¢

ort

Ogrenme performansinin bir
olgtimui olarak maliyet fonksiyonunu ifade eder. Ogrenme slirecinin amaci ¢, yI

minimize edecek sekilde agin serbest parametrelerini  dizenlemektir. Bu
minimizasyonu gercgeklestirmek icin, HKO agoritmasinin turetiminde kullanilan
mantiga benzer bir tahmin kullanilir. Ozel olarak, agirliklarin bir tur tamamlanana
kadar drnekten drnege guncellendigi basit bir egitim metodu dusinelim, dyle ki,
dikkate alinacak olan tim egitim kimesinin bir kez tam olarak aga sunumudur.
Agirliklara yapilan dizenlemeler aga sunulan her 6rnek icin hesaplanan hatayla
uyumlu olarak yapilir.

Mdron j

(fj(H)

y.(r) _
f(':' O ;! O— O(’J-(H)

Sekil 2.10. j. ¢iktt néronunun ayrintilarint belirten sinyal-akis grafigi.

Bu ylUzden egitim kimes Uzerinden gerceklestirilen ayri ayri agirlik
degisimlerinin aritmetik ortalamasi, egitim kimesi Uzerinde gerceklestirilen hata

fonksiyonunun minimizasyonu Uzerine dayanan agirlik dizenlenmesinden
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kaynaklanan gercek degisimin bir tahminidir. Sol tarafindaki ndronlar katmani

tarafindan Uretilen fonksiyon sinyalleri kiimesiyle beslenen | néronunu gosteren
Sekil 2.10 dusuntlirse, ndron | ile iliskilendirilmis aktivasyon fonksiyonunun

girdisinde Uretilen net ¢iktl v, (n) asagidaki sekilde hesaplanir.

v () =Y w, )y () 223

burada m néron j’ ye uygulanan girdilerin toplam sayisidir (sapma haricg).
Sinaptik agirhik w,, (y,=+1 sabit girdisine karsilik gelen) j noronuna
uygulanan b, sapmasina esittir. Bu sebepten n. iterasyonda j ndronunun

ciktisinda gortinen fonksiyon sinyali y; (n) asagidaki sekilde hesaplanir.

Yi (n) = ?; (Vj (M) (2.24)

HKO algoritmasina benzer olarak, geri-besleme agoritmasi, sinaptik agirlik

w; (n)’ e kismi tirev ds(n)/ow;(n)’ le orantili olan bir Aw;(n) duzeltmes

uygular. Analizdeki zincir kuralina gore bu gradyani asagidaki sekilde ifade
edebiliriz:

de(n) _ de(n) o (n) dy;(n) ov;(n)
ow, (n) e, (n) dy, (n) v, (n) ow (n)

(2.25)

oe(n)
ow;; (n)

kismi turevi, sinaptik agirlik w;; icin agirlik uzayindaki aramanin yontnu
belirleyen bir duyarlilik faktérind gosterir.

(2.21) esitliginin her iki tarafinin €, (n)’ e gore turevini airsak,

oe(n)
oe, (n) -

e (n) (2.26)
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(2.20) esitliginin her iki tarafinin y;(n) " e gore tlrevini alirsak,

oe(n)
oy;(n)

-1 (2.27)

Sonra, (2.24) esitliginin v, (n)’ e gore turevini alirsak,

ay;(n)

v () 9'(v;(n) (2.28)
Son olarak (2.23) esitliginin w;;(n)" e gore turevi alinirsa asagidaki esitlik elde
edilir.

3= Y (n) (2.29)

(2.25)" de (2.26) ve (2.29) esitlikleri kullanilirsa,

de(n)
aWji (n)

=—€,(N¢'(v;(n)y;(n) (2.30)

w; (n) " euygulanacak Aw; (n) dizeltmes deltakurali ile tanimlanir:

oe(n)

Aw; (nN)=-n ow. ()

(2.31)

burada 7 geri besleme algoritmasinin 6grenme orani parametresidir. (2.31)
esitligindeki eks isaretinin kullanimi agirlik uzayindaki gradyan azalani ifade
eder (yani, ¢(n)’ in degerini dustren bir agirlik degisimi igin bir yon arayan).
Karsilik olarak, (2.30) ve (2.31) esitliklerinin kullanimi
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Aw, () =75, (n)y, (n) (232)
Uretir. Burada ¢, (n) lokal gradyan asagidaki sekilde tanimlanir:

__0s(n) o¢/(n) oy, (n) (2.33)
g () ay, (M) ov, (n)

=& (N, (v, (n)

Lokal gradyan sinaptik agirliklardaki gerekli degisiklikleri isaret eder.
(2.33) ssitligine gore, j noronunun ciktisi icin lokal gradyan &;(n), o ndron igin

karsilik gelen hata sinyali e, (n) ve ilgili aktivasyon fonksiyonunun turevinin

@;(v;(n)) carpiminaesittir.

(232) ve (2.33) ssitliklerinden, agirlik duzenlemes Aw;(n)’ nin
hesaplanmasinda kullanilan anahtar bir faktorin j noronunun ciktisindaki hata
sinyali e (n) olduguna dikkat edelim. Bu anlamda j ndronunun agda nerede
bulunduguna bagli olarak iki ayri durum belirleyebiliriz.

1. durumda j ndronu bir ciktl digimuddr. Bu durumun ele alinmasi

kolaydir giinkti agin her bir ¢iktl diguimi kendi arzu edilen cevabiyla beslenir, bu
da ilgili hata sinyalinin hesaplanmasini kolay hale getirir. Durum 2' de ise, |

noéronu gizli bir digimddr. Gizli néronlar dogrudan erisilebilir olmamasina
ragmen agin ciktisinda yapilmis herhangi bir hatadaki sorumlulugu paylasirlar.
Buradaki esas soru, gizli ndronlarin sorumluluk paylasimlart icin nasil
cezalandirnlacagini veya odullendirilecegini bilmektir. Bu problem kredi-atama
problemidir ve ag boyunca hata sinyallerini geri yayarak zarif bir sekilde ¢zl Or.

Durum 1- j noronu bir ¢ikti dugimuadur.

j néronu agin cikti katmaninda yer aldiginda, kendi arzu edilen cevabiyla

beslenir. Bu noronla ilgili hata sinyali €;(n)’ i hesaplamak igin (2.20) esitligini
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kullanabiliriz (Sekil 2.10). e (n) belirlendikten sonra lokal gradyani 6,(n)’ i

(2.33) ssitligini kullanarak hesaplamak ¢ok agik bir yoldur.
Durum 2 - j néronu bir gizli dugimaddr.

j néronu agin gizli katmaninda yer aldiginda, bu néron icin belirlenmis
arzu edilen bir cevap yoktur. Bu nedenle, gizli bir néron icin hata sinyali, o gizli
noronun dogrudan bagli oldugu tim noronlarin hata sinyalleri anlaminda
yinelemeli olarak belirlenmek zorundadir; bu da geriye yayilim algoritmasinin
gelistirilmesinin karmasiklastigi yerdir. | ndronunun agin gizli bir digimu
oldugu Sekil 2.11' deifade edilen durumu distinelim.

(2.33) ssitligine gore lokal gradyan o,(n) gizli j ndronu igin yeniden
asagidaki sekilde tanimlayabiliriz.

5. (n) = oe(n) oy, (n)
! oy; (n) ov, (n)
__oe(n) ,

“(v.(n)), jnoronugidi
ayj(n)co,(J()) j g

(2.34)

buradaki ikinci satirda (2.28) esitligini  kullandik. oz(n) kismi tdrevini

ay;(n)

hesaplamak icin, asagidaki sekilde devam ederiz. Sekil 2.11" den su goéruldr:

£(n) =%qu(n), K noronubir cikti dgtmiidir (2.35)

keC

buda j’ ninyerine k indeksinin kullanldigl (2.21) esitligidir. Bunu yapmaktaki
amacimiz, durum 2 deki gizli bir néronu belirten j indeksinin kullanimindan

dogacak karmagikliktan kurtulmaktir. (2.35) esitliginin fonksiyon sinyali y;(n)’ e

gore turevini alirsak,

o&(n) _Z og (n)

oy () 4%y (n) (2:36)



Maran j Maran j

O g,{n)

Sekil 2.11. Gizli néronj’ ye bagli k ¢iktl néronunun ayrintilarini belirten sinyal akis grafigi.

Daha sonra, %&.(n) kismi tdrevi icin zincir kuralini kullaniriz ve (2.36)

ay; (n)

esitligini denk olarak asagidaki gibi yeniden yazabiliriz.

ag(n) _ ZeK(n) aq (n) avk (n)

= 2.37
oy () & dv (n) oy, (n) (231)
Bununlaberaber, Sekil 2.11" den sunu belirtelim:
%(n):dk(n)_yk(n) (2.38)
=d, (n)— (v, (n)), knoronubir ¢ikti diigtimudir '
og(n) _
5 —> = =—p (v (n
Boylece (") o (Vi () (2.39)
Ayni zamanda Sekil 2.11’ ten k néronunun net ciktisi,
Vi (M) =D w, (N)y;(n) (2.40)
j=0
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burada m, k noéronuna uygulanan girdilerin toplam sayisidir (sapma haricg).
Tekrar burada, sinaptik agirlik w,,(n), k ndronuna uygulanan sapma b (n)’ e
esittir ve karsilik gelen girdi +1 degerinde sabitlenmistir. (2.40) denkleminin

y;(n)’ egore tlrevini arsak,

=W, (n) (2.41)

(2.37)" de (2.39) ve (2.40) denklemlerini kullanirsak arzu ettigimiz turevi elde
edebiliriz:

050) _ o o
8yj (n) = Zk: & (M@ (Vi (n))ij (n) 242

=25 (Mw (n)

burada ikinci satirda, (2.33) denkleminde j indeks k indeks ile degistirilmis
0, (n) lokal gradyan tanimini kullandik.
Son olarak, (2.42) denklemini (2.34)" de kullanarak, lokal gradyan &;(n)

icin geriye yayilim formultint elde ederiz:

5;(N) = (v, (N)D_ 8, (Nw; (n), j néronu gizidir. (2.43)

Sekil 2.12 (2.43) denkleminin sinyal akis grafigini gosterir, ¢ikit katmaninin
m_ ndron icerdigini varsayarak. (2.43) denklemindeki &,(n) lokal gradyanin
hesaplanmasinda kullanilan ¢/ (v;(n)) faktort tamamen | gizli ndronunun ilgili

aktivasyon fonksiyonuna baglidir. Bu hesaplamadaki geriye kalan faktor, kisaca

k Uzerinden toplam, iki terimler kiimesine dayanir. ilk terimler kiimesi, 5, (n), j

gizli néronunun hemen sagindaki katmanda yer alan ve direkt j néronuna bagli
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tim néronlar icin g (n) hata sinyallerinin bilgisini gerektirir (Sekil 2.11). Ikinci
terimler kiimesi, w, (n), builiskilerleilgili sinaptik agirliklardan olusur.

Simdi geriye yayihim algoritmasi icin tirettigimiz iliskileri 6zetleyelim. i1k
olarak, i ndronunu j noronuna baglayan sinaptik agirliga uygulanan Aw; (n)

duzeltmes delta kuraliyla tanimlanir:

Agirlik Ogrenme- orani lokal j nGronunun
dizeltmes |=| parametress || gradyan |.| girdisinyali (2.44)
o 7 5,(n) yi(n)

Sekil 2.12. Hata sinyallerinin geri yayilimiylailiskili olan eslenik sistemin bir bolUminun sinyal
akis grafigi.
ikinci olarak, 6;(n) lokal gradyani j ndronunun bir ¢kt duglimi veya

gizli bir digim olmasina baglidir.

1. Eger j ndronu bir cikti dugimu ise 6;(n), her ikisi de j néronuylailgili olan
@;(v;(n)) tureviyle e (n) hatasinyalinin carpiminassittir; bak denk. (2.33).

2. Eger j ndronu bir gizli digumise 6,(n) ¢;(v,(n)) ilgili tirevi ile sonraki gizli
veya ¢iktl katmandaki j ndronuna bagli néronlar icin hesaplanan &' larin agirlik

toplaminin carpimina esittir; denk. (2.43).
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2.7. Hesaplamanin iki Gegisi

Geriye yayilim agoritmasinin uygulanmasinda, hesaplanan iki ayri gecisi
birbirinden ayrilir. Ik gegis, ileri gecis olarak bilinir ve ikinci ise geri gecis olarak
bilinir.

Ileri geciste sinaptik agirliklar ag boyunca diizenlenmemis olarak kalir ve

agin fonksiyon sinyalleri ndrondan nérona temelinde hesaplanir. j néronunun

ciktisinda ortaya ¢ikan fonksiyon sinyali asagidaki sekilde hesaplanir.
y; (n) = p(v;(n)) (2.45)

v;(n), j ndronunun net ciktisidir ve su sekilde tanimlanir:

v, (M) =3 w, (M, () (2.46)

m, j ndronuna uygulanan girdilerin toplam sayisidir (sapma harig) ve y.(n), j

noéronunun girdi sinyalidir veya denk olarak, i néronunu ciktisinda ortaya cikan
fonksiyon sinyalidir.
Eger j néronu agin ilk gizli katmanindaysa, m=m,’ dir ve (2.47) esitligi

icin i indeksi agini. girdi terminaini gosterir.
y;(n) = x(n) (2.47)

Burada x (n) girdi vektorinun i. elemanidir. Diger yandan, eger j ndronu
agin ciktl katmaninda ise, m=m,_’ dir ve (2.48) ssitliginde j indeks agin j.

ciktl terminalini gosterir.

y;(n)=0,(n) (2.48)
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0,;(n) ciktl vektorinun j . elemanidir. Bu cikti, j. cikti ndronunun hata
sinyali e;(n)’ i elde etmek icin arzu edilen cevap d, (n) ile karsilastirilir. Boylece

hesaplamanin ileri asamasi ilk gizli katmanda girdi vektora sunularak baslar ve
ciktl katmaninda her ndron icin hata sinyali hesaplanarak sona erer.

Diger taraftan geri gecis ciktli katmaninda hata sinyallerini ag boyunca
katmandan katmana sola dogru gecirerek ve her noron icin 6’ yi (yani lokal
gradyani) 6zyinelemeli hesaplayarak baslar. Bu 6zyinelemeli slire¢ agin sinaptik
agirhiklarinin (2.44) denklemiyle uyumlu olarak degisiklikler gecirmesine izin
verir. Cikti katmaninda yer aan bir noron icin 6 basit olarak, néronun hata
sinyaliyle dogrusal olmayan transfer fonksiyonunun birinci derece tirevinin
carpimina esittir. Boylece (2.44) denklemini, cikti katmanini besleyen tim
baglantilarin  agirliklarindaki  degisimleri hesaplamak icin kullaninz. Cikti
katmanindaki noronlar icin 6 * lar verilirse, (2.43) denklemini sondan bir 6nceki
katmandaki tum néronlar icin 6’ larl ve bdylece onu besleyen tim baglantilarin
agirliklardaki degisimi hesaplamak icin kullaninz. Ozyinelemeli hesaplama,
katmandan katmana agdaki tim sinaptik agirliklara degisiklikleri yayarak devam
eder.
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3. SAYISAL OPTiMiZASYONDA GRADYAN YONTEMLERI

BolUm 2' de sinir aglarinda 6grenme problemi, bir hata fonksiyonu &’ nun
minimizasyonu anlaminda formule edilmisti. Bu hata, w,,w,,...,w, bilesenleriyle

tek bir n-boyutlu agirlik vektorinde uygun olarak gruplayabilecegimiz agdaki
uyarlanabilir parametrelerin (agirliklar ve sapmalar) bir fonksiyonuydu.

Ikinci bolimde cok katmanli bir perceptron icin hata fonksiyonunun ag
parametrelerine gore turevlerinin geriye yayilim agoritmasi kullanilarak verimli
bir sekilde elde edilebilecegi gosterildi. Genis 6lgekli uygulamalar icin pratik
kullanimda yeterince hizli olan ag egitim algoritmalarinin bulunmasinda boyle bir
gradyan bilgisinin kullaniminin esas 6neme sahip oldugu gorulebilir.

Cok degiskenli sirekli turevienebilen fonksiyonlarin  minimizasyon
problemi yaygin olarak calisilmis problemlerdendir ve bu probleme olan
geleneksel yaklasimlar sinir aglarinin egitimine direkt uygulanabilirdir. Bu
boliimde pratik algoritmalarin en 6nemlilerinden bazilarini ele alacagiz. ilk olarak
bunlarin en temeli ve basit formu olan gradyan disimi ile baslayacagiz ve sonra
eslenik gradyanlar konseptine dayanan ve bu konseptin oldukga yakin bir
zamandaki varyanti olan olgeklendirilmis eslenik gradyani (scaled conjugate
gradient) da iceren geleneksel optimizasyon agoritmaarinin énemli bir sinifini
inceleyecegiz.

Burada anlatacagimiz algoritmalar genis bir uygulama araliginda iyi
performans gosterdigi bilinen algoritmalardir. Buna ragmen, farkli algoritmalar
farkll problemlerde iyi performans gosterebilir ve bu yuzden bir tek gene
optimizasyon algoritmasi 6nermek olasi degildir. Bunun yerine, algoritmalarin
karsilastirmal1 avantgjlarini ve kisittamalarini belirtecegiz.

Bazi bilinmeyen agirlik (parametre) vektoria w’ nin sirekli tlrevienebilen

fonksiyonu olan bir maliyet fonksiyonu &(w)’ yi disinelim. g(w) fonksiyonu,
w’ ye karsl gelen bir gergel sayi eslestirir. (w), algoritmanin optimum sekilde
calismasl icin agirhik (parametre) vektord w’ nin nasil secileceginin bir

olgusiidiir. Asagidaki kosulu saglayan bir optimal ¢ozim w bulmak istiyoruz.

£(W) < &(w)
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Yani, asagidaki sekilde ifade edilen bir sinirsiz optimizasyon problemini
cOzmek istiyoruz:
& -purizsiz, surekli turevlienebilen fonksiyon oldugunda, &(w) maliyet

fonksiyonunu, agirlik vektéri w’ ye gére minimize et;

mine(w).

weR"

Optimallik icin yeterli kosul:

Ve(w)=0

olmasidir ve burada V ile gradyan operatorii gosterilir:

3.1. Gradyan Dusimu
Ag egitim algoritmaarinin en basitlerinden biri bazen dik inis (steepest
descent) olarak bilinen gradyan distmtdur. Dik inis metodunda, agirlik vektori

w’ ye uygulanan ardisik dizeltmeler dik-inis yonindedir, yani gradyan vektori
Ve(w)’ ye zit yondedir. Anlatimdaki uyumluluk icin asagidaki esitlik yazilir.

g=Ve(w) (3.1

Uygun olarak dik-inis algoritmasi asagidaki sekilde ifade edilir.
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W1 = W =779 (3.2

burada n adim buyuklUgl veya 6grenme-orani parametresi olarak bilinen pozitif
bir sabittir ve g, ise hata fonksiyonunun w, noktasinda hesaplanan gradyan

vektoradur. k. adimdan k+1’ inci adima gecildiginde algoritma asagidaki
duzeltmeyi uygular:

AW = W, =W = =770, (3.3

(3.3) ssitligi adlinda bolim 2 de anlatilan hata-diizeltme kuralinin dizgin bir
ifadesidir.

Dik inis algoritmasinin iteratif olarak azalma sagladigini gostermek icin,
birinci duizey Taylor serisini kullanilarak, (w,.,), W, etrafindatahmin edilir:

kKiglk 77 igin e(w,,,) = &(W, )+ g; Aw, saglanir.
Bu tahmin iliskisinde (3.3) esitligini kullanirsak:

e(W,.,) = e(W) ~ 7797 g, = e(w) — 7] 9| (34)

ainz. (3.4) poztif bir O0grenme orani parametresi icin algoritmanin bir
iterasyondan sonrakine ilerlediginde maliyet fonksiyonunun azalacagini gosterir.
Buradaki diusunce tahminidir, 6yle ki bu son sonug¢ sadece yeterince kiguk

Ogrenme oranlari icin dogrudur.
Dik-inis metodu optimal ¢ozilm w ' a yavas yakinsar. Ogrenme orani

parametresi 77 yakinsamatavri Uzerinde 6nemli bir etkiye sahiptir:

e 7 kiguk oldugunda algoritmanin gegici yaniti asiri sonumlenmistir, dyle

ki w,’ ninizledigi yol w duizleminde purizsiz bir yoldur.
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e 7 biyuk oldugunda algoritmanin gegici yaniti az sontimlenmistir, dyle ki
w, " ninizledigi yol bir zig zag (dalgal) bir yoldur.

e 7 bdirli bir kritik degeri astiginda, agoritma kararsiz hale gelir (yani
Iraksar).

3.2. Momentum

Oldukca farkli 6zdegerlere sahip problemlerin tstesinden gelebilmek igin
basit bir teknik, gradyan disimi formuline bir momentum terimi eklemektir
(Plaut ve ark. 1986). Bu agirlik uzay! boyunca gerceklesen harekete eylemsizlik
katar ve dalgalanmay1 hafifletir. Dlzenlenmis gradyan disumi formult asagidaki
sekilde verilir.

AW, = -1V e(W) + AW, , (3.9

burada ¢ momentum parametresi olarak tanimlanir.

Momentum teriminin etkisini anlamak icin, oncelikle Sekil 3.1' de
gosterildigi gibi hata yizeyinin oldukga disuk bir egime sahip oldugu bir agirlik
uzay! bolges boyunca hareketi diustnelim. Eger gradyanin degismedigini
tahminini yaparsak, o zaman (3.5)" i uzun bir agirlik gincellemeleri serisine

iteratif olarak uygulayabiliriz ve sonra olusan geometrik serileri

n
1-p

AW=-—nVe{l+u+py°+..}=— Ve (3.6)

seklinde toplayabiliriz ve momentum teriminin verimli 6grenme oranini 7’ dan
nl(1— )’ yeyukselttigi sonucunu gorariz.

Tersi durumda, Sekil 3.2' de gosterildigi gibi gradyan distimunin dalgali
oldugu bir yuksek egrisel alanda, momentum teriminden gelen basarili katkilar

yok olma egilimi icindedir ve verimli 6grenme orani 7’ ya yakin olacaktir.

Boylece, momentum terimi 1iraksak dalgalanmalara yol agmadan minimuma dogru



hizli yakinsama saglayabilir. 3.6 dan g’ nin 0< <1 araliginda olmasi
gerektigi goruldr.

\

—
—
—>

Aw,  Aw,  Awg

Sv

Sekil 3.1. Sahit bir 6grenme orani parametresiyle, diisik egimli bir ylzeyde gradyan diistimi
ardisik kiiclk adimlara yol acar (dogrusal yakinsama). Boyle bir durumda, momentum

teriminin etkisi, verimli 6grenme orani parametresindeki bir artisa benzerdir.

A
Aw,

Aw,

v

Sekil 3.2. Gradyan dustiminin ardisik adimlarinin dalgall oldugu bir durum igin, momentum

terimi verimli 6grenme orani parametresinin degeri Uzerinde ¢ok az etkiye sahiptir.

Momentum teriminin eklenmesi gradyan disUmUnin performansinda
onemli bir gelismeye yol acar. Yine de, algoritma hala verimsizdir. Momentum

teriminin eklenmesi, 0grenme orani parametresi 7’ ya ek olarak degerinin

secilmesi gereken ikinci bir parametre ortaya gikarir.



3.3. Dogru Arama

Bu bdlimde anlatilan algoritmalar agirlik uzayinda ainan bir adimlar
surecini icerir. Bu adimlarin her birini iki asamada distinmek uygun olur.
Oncelikle hareket edecegimiz yone karar vermemiz gerekir ve ikinci olarak bu
yonde ne kadar ilerleyecegimize karar vermemiz gerekir. Basit gradyan
dusUminde her adimin yonl hata fonksiyonunun lokal negatif gradyaniyla verilir
ve adim buyuklugl keyfi bir dgrenme orani parametresiyle belirlenir. Negatif
gradyan yonu boyunca hareket ederek hatanin minimum oldugu noktay1 bulmanin
daha iyi bir yordam olacagl beklenebilir. Daha genel olarak agirlik uzayinda
belirli bir arama yonu distinebiliriz ve sonra bu yén boyunca hata fonksiyonunun
minimumunu buluruz. Bu yordam dogru arama olarak bilinir ve gradyan
dusuminden oldukca daha gucli olan cesitli algoritmalar icin temel olusturur.
Dogru aramalar pratikte asagidaki sekilde gergeklesir.

Belirli bir algoritmanin k. adimindaki agirlik vektorinin w, oldugunu

disunelim ve agirlik uzayr boyunca 6zel bir arama yoni p,’ y1 dislinmek

istiyoruz. O zaman arama yonundeki minimum agirlik vektorinin yeni degerini

Veir:

W = W 4 By (3.7)

burada «, parametresi asagida (3.8) esitligi ile verilen tek degiskenli &(x)

fonksiyonunu minimizasyonu probleminin ¢c6zUmu olarak secilir.

e(a)=e(W +ap) (3.8)

Bu bize, arama yonunt sectigimizde adim uzunlugunu belirlemek icin otomatik
bir yordam verir.

Dogru arama bir-boyutlu minimizasyon problemini ifade eder. Basit bir
yaklasim, hata fonksiyonunu her yeni pozisyonda hesaplayarak ve hata artmaya
basladiginda durarak arama yoni boyunca ufak adimlarla ilerlemektir (Hash ve
Salas 1988). Buna ragmen daha verimli yaklasimlar bulmak olasidir (Press ve ark.
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1992). Oncelikle bir dogru arama gerceklestirirken gradyan bilgisini kullanma
konusu dusunulsin. n-boyutlu agirlik uzayinda hata fonksiyonu ¢’ nun
minimumunu arama genel problemi icin gradyan bilgisini kullanmanin énemli bir
avantg oldugu genel olarak sdylenebilir. Ama dogru aramanin alt problemi igin
durum biraz farklidir. Bu bir boyutlu bir minimizasyon problemi oldugu icin hem
hata fonksiyonunu degeri hem de hata fonksiyonunun gradyaninin degerinin her
biri sadece tek parca bilgiyi ifade eder. Bir hata fonksiyonu hesaplamasi bir ileri
yayilim gerektirir ve ~ 2Nn islem gerektirir, burada N veri kimesindeki 6rnek
sayisidir. Bir hata fonksiyonu gradyani hesaplamasi bir ileri yayilim, bir geriye
yayllim ve turevleri olusturmak icin bir carpimlar kimesi gerektirir. Bu ylzden
~5Nn islem gerektirir. Bununla birlikte hata fonksiyonunun kendisinin de
hesaplanmasina olanak verir. Sonu¢ olarak, dogru arama eger sadece hata
fonksiyonunun hesaplamalarini kullanirsa biraz daha verimli olur. Dogru arama
belirli avantgjlara sahip olmakla beraber, sonraki bdlimlerde deginilecek bir
takim problemleri de beraberinde getirir.

Her dogru arama iki asamada gerceklesir. ilk asama Sekil 3.3 de
gosterildigi gibi ¢(a) > (b) ve &£(c) > ¢(b) olacak sekilde arama yonl boyunca
U¢ nokta a < b < ¢ bularak minimumu sikistirmaktir.

Hata fonksiyonu strekli oldugu icin (a,c) araigindabir yerde bir minimum
oldugu garantilenir (Press ve ark. 1992). ikinci asama minimumun kendisini
konumlandirmaktir. Hata fonksiyonu purlzsiz ve surekli oldugu icin, bu
parabolik interpolasyonla gerceklestirilebilir. Bu U¢ ardisik noktada hesaplanan
hata fonksiyonuna bir kuadratik polinom uydurmayr ve bu parabolin
minimumuna hareket etmeyi icerir (Sekil 3.4). Bu slireg, hata fonksiyonunu yeni
bir noktada hesaplayarak ve sonra bu nokta ve onceki iki noktaya yeni bir parabol
uydurarak tekrarlanabilir. Pratikte ¢cok glcll Brent’'s algoritmasina ulasan cesitli
lyilestirmeler de vardir (Brent 1973). Dogru arama algoritmalari ve durdurma

kriterleri Luenberger (1984)’ de ayrintili sekilde incelenmistir.
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Sekil 3.3. (@) > &(b) ve g(c) > &(b) olacak sekilde iig nokta a<b < C.

Sekil 3.4. Dogru-arama minimizasyonunu gerceklestirmek icin kullanilan parabolik interpolasyon

strecinin bir gésterimi.

3.4. Eslenik Gradyan M etodu

Eslenik gradyan (Conjugate Gradient Method — CGM) metodu karmasik
dogrusal denklem sistemlerinin ¢6zUmu icin en uygun tekniklerden birisidir ve
dogrusal olmayan optimizasyon problemlerini ¢dzmek icin uyarlanabilir. Bu
temel yaklasimin siraslyla dogrusal ve dogrusal olmayan eslenik gradyan metotlar
olarak tanimladigimiz iki varyantinin, bu bélimde anlatilacak dikkate deger

ozellikleri vardir.

Dogrusal eslenik gradyan metodu pozitif tanimli katsayr matrisli dogrusal
sistemleri ¢ozmek icin bir iteratif metot olarak 1950’ lerde Hestenes ve Stiefel
tarafindan Onerilmistir. Karmasik problemleri ¢ozmek icin ¢ok uygun olan
Gaussian eleme yontemine alternatifdir. Dogrusal eslenik gradyan metodunun

performansi katsayr matrisinin 6zdegerlerinin dagilimina baglidir. Dogrusal
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sistem donusturilerek veya 6n kosullandirilarak bu dagilim daha uygun yapilabilir
ve metodun yakinsamasini belirgin olarak gelistirilebilir. On kosullandirma pratik
eslenik gradyan stratgjilerinin tasariminda hayati bir rol oynar. Bizim dogrusal
eslenik gradyan metodunu ele alis bicimimiz, optimizasyonda o6nemli olan
metodun bu Ozelliklerini belirtecektir.

Ilk dogrusa olmayan CGM, Fletcher ve Reeves tarafindan 1960’ larda
sunulmustur. Genis 6lgekli dogrusal olmayan optimizasyon problemlerini ¢ozmek
icin yakin zamanda bilinen tekniklerden birisidir. Yillar boyunca bu orijinal
tasarimin  bircok varyantt Onerilmistir ve bazilar1 pratikte genis olarak
kullanilmigtir.  Bu algoritmalarin  anahtar 6zellikleri matris kaydedilmesini

gerektirmemesi ve dik inis metodundan daha hizli olmasidir.
3.4.1. Dogrusal Eslenik Gradyan Metodu

Bu bolimde dogrusal eslenik gradyan metodunu tiretecek ve onun gerekli
yakinsama Ozelliklerini tartisacagiz. Sadelik igin dogrusal nitelendirmesini

kullanmayacagiz.
CGM,

Ax=b (3.9)

dogrusal denklem sistemlerini ¢ozmek icin iteratif bir metottur. Burada A, nxn
boyutlu simetrik ve pozitif tanimli bir matristir. (3.9) problemi asagidaki
minimizasyon problemine denk olacak sekilde ifade edilebilir:

¢(X)=% T Ax—b'x, (3.10)

oyle ki (3.9) ve (3.10) ayni tek ¢coziime sahiptir. Bu esitlik CGM’ yi hem dogrusal
sistemleri ¢bzmek icin bir algoritma hem de konveks kuadratik fonksiyonlarin
minimizasyonu icin bir teknik olarak yorumlanmasina izin verecektir. ileri

referans icin ¢’ nin gradyaninin dogrusal sistemin artigina esit oldugunu not

edelim,



Vé(X) = AX—b=-r(X) (3.11).
Eslenik Yon Metotlar1 (Conjugate Direction M ethods)

CGM’ nin dikkate deger ozelliklerinden biris onun ekonomik anlamda
esleniklik (conjugacy) olarak bilinen 6zellige sahip bir vektorler kimes Uretme
yetenegidir.

Tanim 3.1. Bir sifir-olmayan n boyutlu { p,, p,,..., p} vektorler kiimesine,

nxn boyutlu simetrik pozitif tanimli A matrisine gore esleniktir denir eger,
timi # j icin, p"Ap, =0 ise (3.12).

Bu 0zelligi saglayan vektorler kiimesinin ayni zamanda dogrusal bagimsiz sistem
olusturdugu gorulebilir. Eslenikligin dnemi, ¢(.)’ y1 bir eslenik kiime igerisindeki
bagimsiz yonler boyunca ardisik azaltarak n adimda minimize edebilmesinde
yatar. Bu iddiayl onamak icin asagidaki eslenik yon metodu dusundlir. Verilen
bir x, € R" baslangic noktasinda ve eslenik {p,, p,,..., P, ,} Yonler kiimesinde

asagldaki iterasyon sureciyle bir {x } dizis Uretilsin.

X1 = X T Py (3.13)

a, katsayisl, kuadratik ¢(.) fonksiyonunun, X + e, p, boyunca ¢, ' ya gore bir

boyutlu minimizasyonu probleminden bulunabilir:

T
_ N B

o = 3.14
k ka Apk ( )

Asagidaki sonugc elde edilebilir: (Nocedal ve Wright 1999; Greenbaum 1997).
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Teorem 3.1. Herhangi x, € R" baslangi¢ noktasi icin (3.13), (3.14) eslenik yon
agoritmasi tarafindan tretilen {x } dizisi, (3.9) dogrusal sisteminin X ¢dzimiine
en fazla n adimdayakinsar.

Ispat. {p} yonleri dogrusal olarak bagimsiz oldugu igin, tim R" uzayini
olusturmalidir. Boylece x, ve X arasindaki fark, o, skalerlerinin belirli bir

secimi icin asagidaki sekilde yazilabilir:
X =X, = 0Py + 0,0, + et Gy Prss (3.15)

Bu ifadeyi p, A ile soldan carparsak ve (3.12) esleniklik ozelligini kullanirsak
asag|daki esitlik elde edilir:

_ PAX —%)
Pe AP,

Oy

(3.16)

Simdi, bu o, katsayilarinin, (3.14) formulyle Uretilen o, adim uzunluklariyla

cakistigini gostererek sonug elde edilir.
Eger X, (3.13) ve (3.14) algoritmas! tarafindan Uretilmisse, 0 zaman

X =X+ P+ ayp +...+a P, i
Bu ifadeyi p{ A ile soldan carpar ve esleniklik 6zelligini kullanirsak, sunu elde

ederiz;
Pe A%, — %) =0, (3.17)
ve bu nedenle

P AKX %) = PCAX = %) = Py (b= AX) = Pt (3.18)
Bu iliskiyi (3.14) ve (3.16) ile karsllastirirsak, sonucu veren o, =, &sitligi

bulunur. m
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Eslenik yonlerin ozellikleri su sekilde yorumlanabilir; Eger (3.10)" daki A
matrisi kdsegen matrisise, ¢(.) fonksiyonunun seviye egrileri, eksenleri koordinat
yonlerine goére ayarlanmis paralel dipderdir (Sekil 3.5). Bu fonksiyonun
minimum noktasl, koordinat yonleri boyunca bir boyutlu minimizasyonlar

gerceklestirilerek bulunabilir.

Sekil 3.5. Koordinat yonleri boyunca ardisik minimizasyonlar gerceklestirilerek, bir kdsegen

Hessian (A) matridli bir kuadratik fonksiyonun minimumu N iterasyonda bulunur.

A kosegen olmadiginda, kontirleri héla eliptiktir ama artik koordinat
yonlerine gore ayarlanamazlar. Bu yoOnler boyunca sirasiyla yapilan ardisik
minimizasyonlar stratgjisi arttk n iterasyonda ¢bzime ulasmaz (hatta sinirli
sayidaiterasyonda). Bu fenomen Sekil 3.6" daiki boyutlu olarak gosterilmistir.

Eger problem A’ yi diagona yapmak Uzere donUstUrulirse, koordinat
yonleri boyunca minimize edilerek Sekil 3.5° deki durum geri getirilebilir. Bu
durumda problemi yeni degiskenler tanimlayarak, dogrusal olarak asagidaki
sekilde donustirmek gerekir:

=S7x (3.19)

x>
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X
X B Y

Sekil 3.6. Koordinat eksenleri boyunca ardisik minimizasyonlar gerceklestirilerek, genel konveks

kuadratik bir fonksiyon i¢in minimum N iterasyonda bulunamaz.

(8.15) ifadesinde S, nxn matris su sekilde tanimlanir:
S=[Py Py Pyl (3.20)

Burada {p,, p,,.-» P}, A’ ya bagl eslenik yonler kimesidir. (3.10) la

tanimlanan ¢ fonksiyonu simdi su sekle gelir:

3(R) = H() :%RT(STAS)R—(STb)T % (3.21)

(3.12) esleniklik ozelligi sayesinde, STAS matrisi kdsegendir. Boylece X’ nin
koordinat yonleri boyunca bir boyutlu minimizasyonlar gerceklestirerek ¢3 yI
minimize eden degeri bulabiliriz. Buna ragmen (3.19) iliskis nedeniyle X-
uzayindaki her koordinat yoni x-uzayindaki p, yonune karsilik gelir. Bdylece
¢’ ye uygulanan koordinat arama stratejisi eslenik yon algoritmasi (3.13), (3.14)’
e esdegerdir. Sonug olarak Teorem 3.1' deki gibi eslenik yon agoritmasi en fazla
n adimda sonaerer.

(3.9)" ageri donersek, bir baskailging 6zelligi not ederiz: Hessian matrisi kdsegen
oldugunda her koordinat minimizasyonu X ¢OzUmunin bir bilesenini dogru
olarak belirler. Diger bir deyisle, k kadar bir boyutlu minimizasyondan sonra,
kuadratik ¢ fonksiyonunun, g,e,,...,€ ileolusturulan alt uzayda minimize edilir.
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Asagidaki teorem, kuadratik ¢ fonksiyonunun Hessian' inin kdsegen olmasi
gerekmedigi genel durum icin bu 6nemli sonucu ispatlar Burada ve sonra,

tabar{ p,, p,,..., B} notasyonu, p,, P;,..., P, NN tlim dogrusal kombinasyonlarini
belirtmek icin kullanilir:

taban{ py, P,s--.» P} :{a0p0+alpl+...+ak P & eR :]71} (3.22)

Sonucu ispat ederken, (3.9) ve (3.11) iliskilerinden kolayca onanan asagidaki
ifadeyi kullanilir:

M =N — 24 AR, (3.23)

Teorem 3.2. (Altuzay minimizasyonunun genisletilmesi) (Nocedal ve Wright
1999).

X, € R" herhangi bir baslangic noktasi olsun ve {x} dizis eslenik yon

algoritmasi (3.13), (3.14) tarafindan Uretilmis olsun. O zaman

i=0,..,k=1 igin, r,"p =0 (3.24)
ve X, #(X) :% " Ax—b'x kuadratik fonksiyonunun

{X]x=x, +taban{ p;, Py, P} } (3.25)

alt uzayinda minimum noktasidir.

Ispat. Bir X noktasinin (3.25) kilmesinde yalniz veyalniz, her i =0,1,...,.k -1 icgin
r(X'p=0 olur ise ¢’ yi minimize edecegini gostererek baslayalim,
h(c) = ¢(X, + o, Py +---+ 0, ,P,) tanimlayaim, burada o =(c,,0,,....0,)" .
h(c) ciddi konveks kuadratik oldugu icgin, asagidaki esitligi saglayan bir tek

minimum noktasl ¢’ asahiptir. Optimum igin gereklilik kosuluna gore
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M) g 101 k-1 (3.26)

0o,

Zincir kuralindan (3.26) asagidaki esitligi ifade eder.
V(X +0uPy+.t0, 1P) P =0 i=01..,k-1. (3.27)

(3.12) “ i hatirlarsak, arzu edilen sonug elde edilir. x.' nin (3.24)" yi sagladigini
gostermek icin timevarim kullanilir. ¢, her zaman bir boyutlu minimum oldugu
icin, ;' p, =0 hemen elde edilir. Simdi timevarim hipotezini kuralim; séyle ki,

rl,p =0, i=0,..,k-2 (5.9) dan,

r,=r.,—a.,Ap ,, buradan ¢, ,’ in (3.14) tanimindan.

Lt =Pl —a P AP, =0 eldeedilir.

Ayni zamanda diger vektorlericin p, i =0,1,...,k—2 asagidaki ifade saglanir,

plT N = plT Dl 2 piT Ap._,=0 (3.28)

tlimevarim hipotezinden ve p’ nin eslenikliginden i =0,1,....k-1 icin, r/ p =0
sonucuna ulasiriz, bdylece ispat tamamlanir. m
Teorem 3.2' ye gore cari artik r, Onceki arama yonlerinin timine ortogonaldir
(diktir).

Buraya kadar anlatilanlar geneldi, c¢unki herhangi bir eslenik yon
{ Py, Ppse-s P, o} KUmMesinin segimine dayanan eslenik yon metodunu ele amisti.
Eslenik yonler kiimesi secmenin birgok yolu vardir. Ornegin, A’ nin 6zvektorleri

v, V,,...,V. A’ yagore eslenik oldugu gibi ayni zamanda karsilikli ortogonaldir,



bdylece bu 6zvektorler { p,, p,,.... P, o} Vvektorleri olarak kullanilabilir. Ama buna

ragmen, genis-Olcekli uygulamalar icin Ozvektorler kimesinin tamamini
hesaplamak pratik olmaz, bunun igin buyuk olgiide hesaplama gerekir. Bir
aternatifte Gram-Schmidt ortogonallestirme siirecini ortogonal yonler kimes
yerine eslenik yonler kimesi Uretmes icin duzenlemektir (Bu dizenlemeyi
olusturmak kolaydir, zaten esleniklik ve ortogonallik birbirleriyle yakin
iliskilidir). Bu yaklasim da oldukga maliyetlidir ¢inkid tim yon kimesini
kaydetmemizi gerektirir.

CGM’ nin Temd Ozdlikleri

CGM cok 6z€el bir nitelige sahip bir eslenik yon metodudur: CGM eslenik

vektOrler kimes olustururken sadece onceki p, , vektorinu kullanarak yeni
vektor p,’ yi hesaplayabilir. Bu metodun, eslenik kimenin k. elemani p,’ yi
hesaplamak i¢in daha onceki elemanlarini, p,, p,..., P, bilmesine gerek yoktur;
P, Vektorlyle belirlenen p, otomatik olarak bu vektorlere eslenik olur. Bu

dikkate deger Ozellik metodun az saklama alani ve hesaplama gerektirdigini
aciklar.
Simdi CGM’ nin detaylarini inceleyelim. Bu metotta her p, yonu dik inis

yoninin -Vé(x.)’ nin (artik r, ile ayni olan; (3.11)" den) ve bir 6nceki yonin

P,  indogrusa kombinasyonu olarak segilir ve asagidaki sekilde yazilir:

P =T+ BcPcs (3.29)

S, katsayisi, p,, ve p,’ nin A’ ya gore eslenik olmasl kosulundan belirlenir.
(3.29) u p¢, ile carparsak ve p, ,Ap, =0 kosuluna dikkat edersek asagidaki

ifade bulunur:

T

Ny Apk—l

ﬂ — K~ Tk
© PLAPL

(3.30)
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Baslangic noktasl x,’ da ilk arama yonu p,’ 1 dik inis yonu olarak segmek
sezgisel olarak bir anlam ifade eder. Genel CGM’ deki gibi her bir arama yoniinde
ardisik bir-boyutlu minimizasyonlar gerceklestirilir. Bylece tam bir algoritma
belirlenmis olur ve asagidaki sekilde gosterilir.

Algoritma 3.1 (CG).

X, verilsin.
fy < A%, —b, p, < —r,, K< 0;
r, =0 iken
A
a < — ; (3.31a)
P APy
X € X T Py (3.31b)
Mo < N+ AD,; (3.31c)
fgaalic
Bea =13 (3.31d)
rk rlk
Pt < ~Teia + Biia P (3.31¢)
K<« Kk+1 (3.31f)
son (iken)

Verilen herhangi bir noktada x,r ve p vektorlerini son iki iterasyondan daha
fazla bilmemiz gerekmez. Bdylelikle algoritmanin uygulamalarinda saklama
alanindan kazanmak icgin vektorlerin yeni degerleri eski degerleri Uzerine yazilir.
Esas hesaplama isleri her adimda yapilan matris-vektor carpimlaridir. Ap,, i¢
carpimlarin p; (Ap,) ve r..r,., hesaplamasi ve li¢ vektor toplaminin hesabidir. ig
carpim ve vektor toplamlart kicuk coklu n-kayan nokta islemi ile gerceklestirilir.
Matris-vektor carpimi ise tabii ki probleme baglidir. CG metodu buyutk
problemler icin tavsiye edilir, diger hallerde ise Gauss elemesi veya tekil deger
dekompozisyonlari gibi diger faktorlestirme algoritmalari tercih edilir ki onlar
yuvarlama hatalarina daha az duyarlidir. Blyik problemler icin CG metodunun
avantgjl katsayr matrisini degistirmemesidir ve faktérizasyon teknikleri gibi
matris saglayan dizilerde doluluk Uretmez. Bir diger anahtar ¢6zellik ise CGM

cozime bazen cok hizli ulasir. Kesin aritmetik CGM’ nin ¢dzime en fazla n
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adimda ulasacagini sdylemistik. Daha dikkat ceken ise A’ nin 6zdegerlerinin
dagilimi ciddi faydali 6zelliklere sahip oldugunda, algoritma n adimdan ¢ok daha
Once ¢ozime ulasir. Asagidaki teorem ispatlanabilir (Nocedal veWright 1999 ).
Teorem 3.3. Eger A sadece r tane ayrik Ozdegere sahipse 0 zaman CG
iterasyonu en fazla r iterasyonda ¢zime ulagir.

Sekil 3.7. CG' nin bes tane biyuk 6zdegerle beraber tim kugik 6zdegerleri
0.95 ile 1.05 arasinda kiimelenmis bu tip bir problemdeki tutumunu gosterir ve bu
tutumu 6zdegerlerinin dagilimi belirli bir rassal dagilimi saglayan bir problemdeki

tutumuyla karsilastirir. Her iki durumda da her iterasyondan sonra ¢’ nin

logaritmasinin grafigi cizilir.

5= kiim elenmig dzdederler

unifonm dadiima sahip
Gzdederler

_12 1 I I 1 1 1

Sekil 3.7. Eslenik gradyan metodunun performansi (a) bes 6zdegeri blyik olan ve kalan
Ozdegerlerin 1 etrafinda kiimelendigi bir problem ve (b) uniform dagilmis 6zdegerlere
sahip bir matris

Kumelenmis 6zdegerler problemi icin yakinsama oraninin daha hizlidir, tersine

rasgele dagilmis 6zdegerli problemin yakinsama orani daha yavas ve uniform’

57



dur.CG icin yakinsama oranina bir tahmin de Euclidean kosul sayisi Gzerine

kurulur ve bu kosul asagidaki sekilde tanimlanir.
«(A) = AL |AY, =412, (3.32)

Burada gosterilir ki (Nocedal ve Wright 1999),

* A-1 .
-l <[ B2 -,

(3.33)

Bu sinir genellikle hatanin buyudk agsiri tahminini verir, ama A hakkinda sahip
oldugumuz tek bilginin ug 6zdegerler A, ve A," nin tahminleri oldugunda faydali

olabilir.
3.4.2. Dogrusal Olmayan Eslenik Gradyan M etodu

CG metodunun, Algoritma 3.1 (3.10)' la tanimlanmis konveks kuadratik ¢
fonksiyonu icin minimizasyon algoritmasl olarak gordlebilir. Bu yaklasimi genel
konveks fonksiyonlara veya genel dogrusal olmayan fonksiyonlara uyarlanabilir

mi diye sormak dogaldir.
Fletcher-Reeves M etodu

Algoritma 3.1’ de iki basit degisiklik yaparak bu tipin bir genisletilmesinin
mimkin oldugunu Fletcher ve Reeves gostermistir. Oncelikle (3.31a) segimi igin,
adim uzunlugu ¢, icin ( p, arama yonu boyunca ¢’ yi minimize eden ), p,
boyunca dogrusal olmayan fonksiyonunun yaklasik minimumunu bulan bir dogru
arama gerceklestirmemiz gerekir. ikincisi, Algoritma 3.1' de basitce ¢’ nin
gradyani olan artik r, dogrusal olmayan ama¢ fonksiyonu f’ nin gradyaniyla
degistirilmesi gerekir. Bu degisiklikler dogrusal olmayan optimizasyon icgin
asagidaki algoritmayi agiga gikarir.
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Algoritma 3.2 (FR-CG)

X, verilsin.

fo = T(x,)" hesapla , Vf, = Vf (x,);

p, =—Vf,, k<0

Vi, #0 iken
a, 'y hesaplave X, = X+, p,;
Vi,.. "1 hesapla;

FR kaT+1ka+1 .

X 3.34a

k+1 kaTka ( )
Pa < _ka+1 + ﬂkFS Px (3-34b)
k< k+1; (3.34c)

son (iken)

Eger f’' yi kesin konveks kuadratik ve ¢, y1 da kesin minimizer olarak
secersek, bu algoritma dogrusal CGM’ ye indirgenir; Algoritma 3.1. Algoritma
3.2 buylk dogrusal olmayan optimizasyon problemleri icin uyarlanabilirdir clinki
her iterasyon sadece ama¢ fonksiyonu ve gradyanin hesaplanmasini gerektirir.
Herhangi bir matris operasyonu gergeklestirilmez ve sadece birkag vektor kaydini
gerektirir.

Polak-Ribiére metodu

Fletcher-Reeves metodunun temelde S, parametresinin segiminde farklilasan

bircok cesidi vardir. Bunlarin en énemlisi Polak ve Ribiére tarafindan 6nerilmistir.

Bu parametreyi asagidaki sekilde tanimlar:

T (ka+1 — ka)

PR — Vf
ﬁk+1 k+1 ||ka ”2 (335)

(3.35)" in (3.34a)’ nin yerini adigl agoritmay PR-CG olarak adlandiracagiz ve
algoritma 3.2" yi Algoritma FR-CG olarak tanimlayacagiz. f ciddi konveks

kuadratik fonksiyon ve dogru arama kesin oldugunda bunlar aynidir. Genel
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dogrusal olmayan fonksiyonlara kesin olmayan dogru arama uygulandiginda iki
algoritma belirgin olarak farkli davranir. Sayisal tecriibe gosterir ki PR-CG
algoritmasi daha gticlt ve verimlidir.

Amac fonksiyonun kuadratik ve dogru aramanin kesin oldugu durum igin

Fletcher-Reeves B/ formillyle gakisan, birgok baska /A, secimi vardir.

Hestenes-Stiefel formili

HS _ kaTu(kau — ka)
k+1 (vkarl _ ka) (336)

PR-CG agoritmasina benzer bir algoritmanin olusmasini saglar; hem teorik
yakinsama ozellikleri anlaminda hem de pratikteki performans anlaminda. Diger

Onerilen g, tanimlarindan higbiri Polak-Ribiere seciminden daha verimli

oldugunu ispatlayamamistir.

3.5. Olgekli Eslenik Gradyan (Scaled Conjugate Gradients)

Eslenik gradyan algoritmasindaki adim buyukltgl, dogru aramanin
yardimiyla Hessian matrisinin hesaplanmasina gerek kalmadan secilebilir. Buna
ragmen, dogru aramanin kendisi bazi problemleri beraberinde getirir. Ozellikle,
her dogru minimizasyonu her biri hesaplama olarak masrafli olan ¢esitli hata
fonksiyonu hesaplamalarini icerir. Ayni zamanda dogru arama yordaminin
kendisi, her dogru arama icin durdurma kriterini belirleyen bazi parametreler
icerir. Algoritmanin genel performansi bu parametre degerine duyarli olabilir
cunk yeterli derecede kesin olmayan bir dogru arama ¢, degerinin dogru olarak
belirlenmedigini ifade ederken asiri kesin bir dogru arama bosa harcanmis bir
hesaplama anlamina gelebilir.

Mgaller (1993) geleneksel eslenik gradyanlarin dogru arama yordaminda
kurtulmanin bir yolu olarak o6lgekli eslenik gradyan algoritmasini sunmustur.

Oncelikle Hessan matrisinin, (3.31a) ¢, formlline Hessian ile bir p,

vektorunin carpimi seklinde girdigine dikkat edelim.
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Cesitli hata fonksiyonu hesaplamalarini iceren dogru minimizasyonu

kullanmanin yerine yukarida bahsettigimiz yontemleri kullanarak basitgce Hp,

hesaplanir. Ama bu basit yaklasim basarisiz olur ¢lnki kuadratik olmayan hata
fonksiyonu durumunda, Hessian matrisi pozitif tanimli olmayabilir. Bu durumda
ise (3.3la) daki payda negatif olabilir ve agirlik gincellemesi hata
fonksiyonunun degerinde bir artisa yol agabilir. Hessian matrisini, pozitif tanimli
olmasini saglayacak sekilde diizenleyerek bu problemin Ustesinden gelinebilir. Bu
Hessian’ a birim matrisin belirli bir carpimi eklenerek gerceklestirilir ve bdylece

Hessian
H+Al (3.37)

sekline gelir. Burada | ; birim matrisve 4 >0 bir 6lgeklendirme katsayisidir. 1
yeterince blydk olursa, bu dizenlenmis Hessian® In pozitif tanimli olmasi

garantilenmis olur. Adim uzunlugu icin formil asagidaki sekilde verilir:

e P (3.38)
PcHP+ A Rl

A, parametresinin segimi ve algoritmanin adim adim ayrintili olarak anlatimi

Magller (1993b) ve Williams (1991)" da bulunabilir.

3.6. Uygulama

Intrasitoplazmik sperm enjeksiyonu (intracytoplasmic sperm injection-
ICSlI), erkeklerde nonobstriktif azoospermi’ yi de (nonobstructive azoospermia —
hastada sperm bulunmamasi) iceren ciddi kisirlik problemleri icin bir ¢tzim
Onermektedir. Nonobstruktif azoospermi’ ye sahip erkeklerin degerlendirilmesinin
bir bolimu, testiserdeki spermatozoa y1 yani hastada sperm hicrelerinin var
olup olmadigini tahmin etmek igin kullanilan bir algoritmadir. Algoritma fiziksel
incelemeyi ve laboratuar verisini birlestirir ve 6zellikle serum hormon diizeyleri
Uzerine odaklanir (Samli ve Dogan, 2004).
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Bu bolimde (nonobstructive azoospermia ya sahip erkeklerde testicular
biopsy’ ye dayanan spermatozoa tahmini icin bir yapay sinir agi olusturuldu.
Olusturulan yapay sinir agi 6nceki bolumlerde anlatilan ve teorik agidan incelenen
degisik egitim algoritmalariyla egitildi. Agin performansi, egitim algoritmalarinin
yakinsama hizlari karsilastiriimali olarak degerlendirildi. Calismada kullanilan
veriler ,1997 ve 2000 yillari arasinda fiziksel nonobstructive azoospermia ya
dayanan kisirlik sorunu yasayan, Afyon Kocatepe Universites Arastirma
hastanesindeki 303 hastanin medikal kayitlarindan ve fiziksel incelemelerinden
elde edilmistir.

Girdi degiskenleri hastanin yasi, kisirlik stresi, serum follicle-stimulating
hormone (serum follikdl uyarici hormon), luteinizing hormone, total testosterone,
proluctin ve sol ve sag testis hacmi olarak ainmistir. Yapay sinir agi testikuler
sperm ekstraksiyonu (testicular sperm extraction-TESE)' de spermatozoa nin
goruldigi ve gorilmedigi durumlardaki veri temel alinarak egitilmistir.

Veri seti rassal olarak asagidaki sekilde Uc gruba ayrilmistir:

e Egitimkimesi: 152 hasta
o Gecerlilik kimesi: 75 hasta
o Test kimes: 76 hasta

Egitim kimesi ag1 egitmek icin kullanilan girdi érneklerinin bulundugu kiimedir.
Ikinci kiime olan gecerlilik kimesine agin verdigi cevaplar egitim siresince
izlenir. Bu kimede bulunan oOrnekler egitimde kullanilmaz. Egitim sirasinda
egitim kumesinin hatasi azalirken gegerlilik kiimesinin hatasi da azaliyorsa
egitime devam edilir. Egitim kiimesi icin olusan hata azalmaya devam ederken
gegerlilik kimesi i¢in olusan hata belirli bir adim sliresince artarsa egitim sona
erer. Bu isleme capraz-gecerlilik (cross-validation) denilmektedir. Test kiimesi
agin performansini 6lgmek igin kullanilir.

Ag mimarigi, farkli denemeler sonucunda asagidaki sekilde olusturulmustur.

Girdi Katmani: 8 yapay sinir hiicresi

1. Gizli Katman: 13 yapay sinir hiicresi

Cikti Katmani: 1 yapay sinir hiicresi

Gizli katmanlarda ve cikti katmaninda kullanilan aktivasyon fonksiyonlari

Tangent Sigmoid olarak secilmistir.
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Cizelge 3.1. Geriye yayilim egitim agoritmalari

GD Gradyan azalan.

GDM Momentumlu gradyan azalan.

GDA Degisken dgrenme oranli gradyan azalan.

GDX Degisken 6grenme oranli ve momentumlu gradyan azalan.
CGF Eslenik gradyan (Fletcher-Reeves metodu).

CGP Eslenik gradyan (Polak-Ribiére metodu).

SCG Olgekli eslenik gradyan.

Cizelge 3.2. Geriye yayilim egitim algoritmalarinin yakinsama ve siniflandirma performanslari.

Epoch Gecgen Dogru Dogru
(Déngu Sayisl) | Sure Siniflandirma | Siniflandirma
(saniye) Orani (Egitim) | Orani (Test)
GD 1349.4 10.225 0.67105 0.76316
GDM 424.42 3.3276 0.65789 0.82895
GDA 54.774 0.47365 0.63816 0.78947
GDX 47.387 0.42213 0.64474 0.77632
CGF 17.613 0.29648 0.67105 0.76316
CGP 11.968 0.23319 0.63816 0.76316
SCG 14.161 0.19726 0.67105 0.80263

Cizelge 3.2 ye bakildiginda algoritmalarin dogru siniflandirma oranlarina
bakildiginda test grubu icin elde edilen degerlerin egitim grubuna goére daha iyi
oldugu agikca gorulir. Bu calismada bizim dikkate aldigimiz dogru siniflandirma
orani esas olarak test grubununkidir. Bunun sebebi yapay sinir agl egitim slreci
agin genellestirme performanst iyi olacak sekilde tasarlanmistir. Cunku, gerek
siniflandirma problemlerinde gerekse tahmin problemlerinde bir tercih yapmak
zorunda kaliriz. Arzu edilen agin genellestirme performansinin iyi olmasl ise, agin
egitimi bir gegerlilik kimesine dayanarak sonlandirilir (bizim uygulamamizda
oldugu gibi) ve boylece agin yeni veriye tepkisi daha iyilestirilir. Diger taraftan
agin egitim verisini daha iyi tahmin etmes isteniyorsa (interpolasyon) egitim
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sireci istenilen hata degerine ulasincaya kadar surdirdlebilir ama bu gercek
hayatta istenmeyen bir durumdur. Bizim istedigimiz agin yeni gincel veriyi iyi
tahmin edebilmesidir.

Algoritmalarin dongil sayilarina ve yakinsama sirelerine bakildiginda
eslenik gradyana dayanan yontemlerin diger gradyan azalan yontemlere gore daha
Usttin oldugu rahatlikla sdylenebilir. Ama momentumlu algoritmalardan GDA, ve
GDX’ in diger gradyan azalan yontemlerden GD ve GDM’ den daha Ustiin oldugu
gorulmektedir. Hatta, yakinsama sireleri ve dogru siniflandirma oranlarinin da

neredeyse eslenik gradyan yontemlere yakin oldugu sdylenebilir.



4., KUADRATIK HATA FONKSIYONU ICIN MOMENTUMLU
GRADYAN DUSUMU ALGORITMASININ KARARLILIGI

2. ve 3. bdlumlerde geriye yayilim y.s.a. egitim metodu ve onunla bagli olan
gradyan terimli optimizasyon algoritmalari hakkinda bilgi verildi. Momentum
teriminin gradyan dusumi algoritmasinin kararliligt ve hizli  yakinsamasi
problemlerinde etkili oldugu gorilmektedir. Bu bdlimde hata fonksiyonunun
kuadratik olmasl durumunda momentumlu BP (BPM) agoritmasinin kararliligi ve
yakinsama hizi incelenmistir. Ogrenme orani ve momentum katsayisinin dinamik
secimi halinde BPM agoritmasinin  CG agoritmasi  gibi calisabilecegi
gosterilmistir. Bir tutucu kuvvet alani icinde yapiskan bir ortamda hareket eden
Newton parcaciginin hareket denkleminin BPM sirecine benzer oldugu
aciklanmistir. Elde olunan teorik sonuglar deneysel ¢calismal arda gosterilmistir.
BPM probleminde x agirlik vektorinin kuadratik fonksiyonu olan ve minimize

edilen hata fonksiyonunun asagida verilen sekilde oldugunu varsayal im:
1+ T
F(x)=§x Ax—-Db' x+c. 4.0

Burada A nxn boyutlu simetrik pozitif tanimli matris, B n boyutlu vektor, ¢

verilmis bir sabittir. F fonksiyonunun x noktasindaki gradyani VF(x) = AX—b
olur. Ax=b dogrusal denkleminin ¢ozUml agisindan b— Ax=r artik olarak

dusundlebilir ve VF(X)=-r olur. (4.1) ile verilen fonksiyonun minimum

degerini veren x* agirlik vektord,

Ax=b (4.2
dogrusal denkleminin ¢ozim vektorudur. Boylece, (4.1) ile verilen fonksiyonunun
minimumunu bulan bir iteratif siireg, (4.2)' de verilen denklemin ¢6zimu igin de

bir iteratif stirec olarak kabul edilebilir. Standart BP algoritmast,

X1 — X = —nVF(X) =1, (4.3)
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seklindedir. Bu algoritma n 6grenme orani ile A matrisinin en biyik 6zdegerinin

carpimi, 2' den kigik oldugundakararlidir (Hagan ve ark. 1996).
(4.3) ile verilen algoritmaya momentum terimi eklendiginde algoritma
asagidaki gibi yazilabilir;

Xep = X = (X =% 1) — (L= )nVF (%) (4.9

burada # momentum katsayisi olarak tanimlanir. x negatif oldugunda
algoritmanin yakinsama hizi ¢cok yavastir (Phansalkar ve ark. 1994), u>1
oldugunda ise algoritma kararli degildir (Torii ve ark. 1996). Bu nedenle
incelemelerimizde u parametresinin degerleri O<u <1 araliginda goz onine
alinacaktir. (4.4) ile verilen BPM algoritmasinda x ve n katsayilari zamana gore

degismezdir. Bu parametrelerin her iterasyon adiminda degismesi durumunda ise
BPM asagidaki sekilde yazilir (Amit ve Kaszkurewicz, 2004).

X — X = 24 (% =% 1) — Q= 2, VE (X, ) (4.5
Sabit katsayill BPM agoritmaarinin analiziyle ilgili literatirde cok sayida
calisma yapilmistir (Haykin, 1999). Katsayilarin zamana bagli olarak degismesine
yonelik calismalarda az degildir (Qian, 1999).
4.1. Sabit Katsayili BPM Algoritmasinin Karar g
Bu bolimde (4.4) ile verilen sabit katsayill BPM algoritmasi ele alinacaktir.
VF(X) = Ax—b ifadesini gbz Online alindiginda, (4.4) ile verilen algoritma

asagidaki sekilde yazabilir;

Xa = [+ )1 = Q= )nAIX, — px,y + (1= )b (4.6)
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(4.6) ile verilen esitlik X, :[X)k(kl}, 2n boyutlu bir vektor gibi distnulerek

asagidaki sekilde gosterilebilir;

X1 = QX+, (4.7)

0 I
burada Q:{ } 2nx2n boyutlu bir matris,
—ul QA+ @)l = A= )nA

0
q:{ }Zn boyutlu bir vektordur. (4.7) ile verilen dogrusal dinamik
(= w)nb

denklem, (4.6) denklemi ile x, = x, denkliginin birlestiriimesidir. Bdylece, (4.7)

ile verilen dogrusal dinamik denklem, BPM algoritmasinin degisik bir sekilde
yazilmasidir.

(4.7) ile verilen dogrusal dinamik sistemi, Q matrisinin Ozdegerlerinin
blyUkl gl (modu) bir’ den kiigtk oldugunda kararli olur (Brogan, 1991). Boylece
(4.4) BPM algoritmasinin kararliligli problemi ile Q matrisinin 0zdegerlerinin
modu arasinda bir iliski kurulabilir. Ozdeger ve 6zvektor tanimina gore,

Qz=1z, z+#0 veya

0 | z|_ =
{— ul o 1+ )l - (1—;1)77A}{zj B ﬂ“[zj (4.8)

yazilabilir. Burada z,,z, n boyutlu vektorler, z:ﬁj 2xn boyutlu vektordur

ve z=0'dir.Asayisi Ozdeger, z ise ona uygun Ozvektordir. (4.8) ifades
asagidaki bicimde yazilabilir;

2, = Az, - uz, +[(1+ w)l -(1- w)nAllz, = 22,. (4.9)
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A # 0 olmalidir, aks halde z= 0 kosulu bozulur. Buna gore de esitlik (10)' dan

1
2="% ve

(@ )1 = W= wyAlz, = (24 D)z, (4.10)

elde edilir. Ozdeger — 6zvektor taniminagore,
Az,=x2,,2,#0 (4.11)

yazilabilir. Burada x sayisi z, Ozvektorine uygun bir 6zdegerdir. (4.10) ve

(4.11) denklemlerini saglayan A’ nin bulunmasi icin;

(1+m—(1—u>m<:z+§

veya
2 =@+ p) = Q= K] A+ =0 (4.12)

kare denklemini incelemek gerekir. A nxn pozitif tamimli bir matris oldugundan,
n sayida pozitif x,,x,,...,kx, ©Ozdegere sahiptir. Her bir «,.'ye (i=12,...,n)
karsilik, (4.12) ile verilen denklemin iki koku (gercel veya kompleks) vardir.
Boylece Q,,.,, matrisinin 2n sayida 6zdegeri olur.

(4.7) ile verilen dogrusal iteratif surecinin kararliligi igin (4.12) ile verilen
denklemin her bir kokinin modu 1' den kugik olmalidir. Bu nedenle (4.4)
momentumlu gradyan disumt algoritmasinin - kararliligi  problemi  (4.12)
denkleminin incelenmesi problemi haline gelir. (4.12) denkleminin kokleri

asagidaki gibi hesaplanabilir:

[ 1) = (U pr)pae] [ @+ ) = A= )] = e (4.13)
: |

A
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Simdi (4.12) denkleminin diskriminantini yazalim.
D = [+ u) - (- p)nx]® — 4. (4.14)

D<0 oldugunda, her bir x, (i=12,...,n) degeri igin (4.12) denkleminin kokleri
eslenik kompleks sayilardir.

Lemma 4.1. O0< u<1 kosulu saglandiginda, (4.12) denkleminin herhangi bir
kompleks kokinin modu 1’ den kicuktdr.

Ispat: A’ nin esitlik (4.13) ile verilen denklemin kompleks kokii oldugunu
varsayalim. Bu durumda D<0O’ dir. (4.13) ve (4.14) ssitliklerine gore ve D<0
olduguigin

1= =i, J‘Z_D i 1 (4.15)

olur. Buradan, kompleks sayinin modunun tanimina gore;

|ﬂ,|2 _ [+ 1) - (i—ﬂ)fﬂf]z " _4D = 1 veya |/1| - \/; (4.16)

olur.0< 4 <1 olduguicin || <1 oldugu goriltr. m

Simdi esitlik (4.14) ifades ele alinirsa, diskriminantin negatif veya pozitif
olmasi, i ve n katsayilarina bagli olarak belirlenebilir. (4.14) ile verilen ifadeyi
A’ nun derecelerine gore yazalim;

D(u) = A+ nx)? 1® = 20+ n°k*) u + (1=1x)*. (4.17)

(4.17) u degiskenine gore kare formdur. £’ nin Katsayisi (1+7x)* >0 dir ve

bu formun diskriminanti,
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d =4 (1+n°c*)* - (1-n°x*)?] =16n°x" > 0.

(4.18)

Bunun icinde, (4.17) ile verilen kare formun grafigi sematik olarak asagidaki gibi

cizilebilir (Sekil 4.1).

4.5
4,
35¢
3,
2.5¢
D |
1.5
l,
0.5-
o
K
_05 | | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 1.2 1.4 16 18 2
il
Sekil 4.1. (4.17) ile verilen kare formun sematik grafigi.
Sekil 4.1’ den goruldagu gibi,
<0 , My < <y
D(u)1=0 , u=mveyau=p,. (4.19)
>0, u>pveyau<u
Simdi (4.17) kare formunun koklerini bulalim;
20+n°x?)+d  (L+7°k?)x2
_ 207’k $Nd _ (L nx?) £ 2 (4.20)

Huz 21+ nx) 2 1+ nx) 2
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(1-7x)*

Buradan y, = At 70)?

4, =1 koklerini buluruz. Bunun igin de (18) ifadesini

su sekilde yazahiliriz;

2
<0 ,(1_77K)2<,u<1

(L+nx)

(1-7x)?

D =0 Ju=lveya y=—"—-—. .
(w) wu=1veya u (e ) (4.21)
>0 ,y>1veya,u<(1_77K)
(L+nx)

_ 2
(4.21) ifadesinde kullanilan % ifadesinde n Ogrenme orani, ¥ A
+nK

matrisinin - 0zdegeridir (x; >0,i=12,..,n). & Ozdegerleri A matrisinin

verilmesiyle kesin olarak belirlenebilir. 7 6grenme orani ise degistirilebilen bir

parametredir. Boylece, verilen A matrisi icin

(1-nx)?
(L+nx)?’

S(nx) = (4.22)

n degiskeninin bir fonksiyonudur. Simdi bu fonksiyonu inceleyelim. (4.22)

denkleminin (7x) degiskenine gore 1. ve 2. dereceden turevlerini bulalim.

NS S N S

S(mc){ (1+m<)2} = 8(1“7’()3 (4.23)
" _ (2_77K)
S'(nx) =16 L0’ (4.24)

(4.23) ve (4.24) ssitliklerine dayanarak asagidaki ifadeler yazilabilir;
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>0 ,nx>1

S(nx) <= =1 (4.25)
<0 ,0<nx <1
<0 K> 2

S'(nx) <= K =2 (4.26)
>0 ,0<nx <2

(4.25) ve (4.26) ifadeleri esasinda, S(r7x) fonksiyonu ve onun grafigi hakkinda

kesin fikir sdyleyebiliriz. S(nx) fonksiyonu, 0<nx <1 araliginda 1l degerinden O

degerine kadar azalir ve nx =1" de minimum ‘0" degerini alir. nx >1 araliginda

ise bu fonksiyon artandir. 0<npx <2 araiginda S(yx) fonksiyonu konveks,

(2,+0) araigindaise konkavdir. nx =2, donim noktasidir (Sekil 4.2).

S(nx)
1

0.9

0.8

0.7

0.6+

0.5+

0.4+

0.3r

0.2r

0.1+

Sekil 4.2. S(nx) fonksiyonunun grafigi.
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(4.21) ifadesini simdi su sekilde de yazahiliriz;

<0 ,S(px) < u<1

D(u)y=0 ,u=1veya u=s(x) (4.27)
>0 1 >1veya u < S(nx)

Teorem 4.1.  0grenme orani ve A matrisinin tim «; , (i=12,...,n) 0zdegerleri
icin O<7nx, <2 kosulu saglandiginda (4.4) esitligi ile verilen momentumlu BP
algoritmasi, O< u<1 araligindaki herhangi x momentum katsayisl icin

kararlidir.

ispat. (4.4) veya (4.7) ssitligi ile verilen algoritmanin kararlihgini ispatlamak icin,
Q matrisinin 6zdegerlerinin modunun 1’ den kicik oldugunu gostermek gerekir.
Lemma 3.1' e dayanarak, kompleks Ozdegerler icin bu kosulun saglandigini
kolaylikla sdyleyebiliriz. Geriye herhangi bir gergel 6zdegerin mutlak degerinin 1’
den kicUk oldugunu gostermek kalir.

(4.12) ile verilen kare denklemin sol kismindaki kare fonksiyonu ¢(A1) ile

belirtelim;

@(2) =A% = [(A+ )~ A= w)xl A+ (4.28)

Burada « sayisi A matrisinin herhangi bir 6zdegeridir (x > 0). (4.28) ile verilen

kare fonksiyonunu inceleyelim. Burada
p(0)=u>0 (4.29)

“dir ve ¢(A1) fonksiyonunun minimum noktasl,

A= A+ p) - ;1— DL

(4.30)

olur. Minimum degeri ise
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b

gp(ﬂ“min) == 4

(4.31)

olur. (4.31) ile verilen esitlige dayanarak, D(x)>0 durumunda ¢(4

min

)<0

oldugu sdylenebilir. nx sayisinagore A 6zdegerlerini inceleyelim;

a) nx =1 durumunda, O< <1 icin D(u) <0’ dir ve uygun A 06zdegerleri
kompleks sayilardir. Lemma4.1’ e gore bu durumda 4| = Ju <1

b)O<nx <2, nx=1 durumunda ise, O< <1 katsayisinin segimine bagli
olarak, D(x) sifirdan kicik, sifirdan blyik ve sifir olabilir. Bu durumda (4.30)

ifades ile tanimlanan A_  sayisini degerlendirelim;

min

Su-1_, _Q+u)-Q-pnx _1+u

min 5 > (4.32)
olur. 1 katsayisi (0,1) araliginda degistigi icin,
_71 < Ayin <1 (4.33)
oldugunu gérurtz. Diger yandan,
o) =@-w)nx >0, (0<u<lolduguicin) (4.34)
ve
(=1 =1+ A+ p) - A )i + p = 2L+ ) — (1= )k (4.34)

(4.34) ye gore (1), O<nx <2 ardiginda (n7x)’ nin azalan fonksiyonudur ve
nx =2 oldugunda,
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o(-1) =2(1+ 1) - (1-1)2=4u>0 (4.35)

olur. Buna gore de O0< 7nx <2 kosulu saglandiginda herhangi 0< x <1 katsayisi
icin ¢(=2) >0 olur.

?(0), p(D, p(-1) >0 ve _71</1mm <1 degerlendirmelerine esasen, D(w)>0

oldugu durumlarda ¢(A) fonksiyonunun grafigi sematik olarak asagidaki iki
sekilden birine benzer olur (Sekil 4.3).

0.1 q
15¢

0.05F 1
1k

00)

05F

-0.2

I I I I I I I I I 05 I I I I I I I I I
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 -1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

3 I3

Sekil 4.3. @(A) fonksiyonunun sematik grafikleri.

Her iki durumdada || <1 oldugu gortilebilir.m
Teorem 4.2. n 6grenme orani ve A matrisinin «;,i=12,...,n 6zdegerleri igin
nk, >2,1=12,...,n kosulu saglandiginda (4.4) momentumlu BP algoritmasi

L_Z</J<l araligindaki tim & momentum katsayilari icin kararlidir. Burada

nK+2

K=min{x}.

Ispat  Teoremde verilen kosullara dayanarak (4.12) denkleminin koklerinin
modunun 1’ den kictk oldugunu gostermeliyiz. Eger A’ nin bir x 6zdegeri icin
D(u) <0 ise lemma 4.1' e gore bu 6zellik saglanir. Buna gore de D(u) >0

durumu incelenmelidir. Bu durumda (4.12) denkleminin uygun kokleri gercel
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sayllardir ve mutlak degerlerinin 1' den kiguk olmasi icin (4.30) formdli ile

tanimlanan A, € (-11) ve ¢(-1) >0 kosullari saglanmalidir. (4.34)’ e gore

o(-1) = (nx + 2 u— (nx - 2).

Buradan nx > 2 oldugunda ' nin

nK—2

1> (4.36)

nK+2

esitsizligini saglayan degerlerinde ¢(—1) >0 oldugunu goririz. Diger taraftan,
(4.21) formUlu ile tammlanan D(x) icin, D(x) > 0 kosulu saglandiginda

~-1)° . K— .
< M oldugunu goruriz. Buradan M <1 olduguicin

(nx+1) nk+1

-1
A“<UK+1 (4.37)

yazabiliriz. (4.30) ve (4.37) formullerinden, 7« >1 durumunda
1
- =§[(77’<+1)ﬂ—(77’f—1)] <0 (4.38)

sayisinin negatif oldugunu bulunur. Diger yandan (4.30) ve (4.36) e gore

O<(x+2Qu—-(nx-2)=[(nx +Yu—-(nx -]+ u+1=24,, +(u«+1). Buradan,

u “0" ve“1” arasinda degerler alabileceginden 4, > —”Tﬂ >-1

oldugunu buluruz. Bodylece A, ,€(-10) ve ux momentum Kkatsayisi

nK—2
nK+2

< u <1 araigindadegistiginde (4.4) iteratif streci kararli olur. m

Not 4.1. 4.1 ve 4.2 teoremlerinin ispatlarina dikkat edilirse asagida belirtilen
ifadelerin dogrulugu gorulebilir:
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a) O<nx <1 ve D(u)>0 oldugunda (4.12) denklemini uygun kokleri (0,1)
araigindayerlesir.
b) 1<nx <2 ve D(u)>0 durumundaise (4.12) denkleminin uygun kokleri
(-1,0) araligindayerlesir.
4.1 ve 4.2 teoremleri birlestirilerek asagidaki sekilde ifade edilebilir:
Teorem 4.3. n 6grenme oranl ve simetrik pozitif tanimli A matrisinin tim
K,i=12,..,n Ozdegerleri oldugunda (4.4) esitligi ile verilen momentumlu BP

agortimasl O<nx; <2 kosulu saglandiginda (0,1) araligindaki herhangi u

. -2
momentum faktorli, nx >2 kosulu saglandiginda ise maxL<,u<1

oK +2
araligindaolan ¢ momentum faktorleri icin kararlidir.
Sekil 4.4 de nx’ nin degerine karsilik # momentum faktorinin (4.4) slrecinin

kararliligini  saglayan degisim araliklari geometrik olarak agik olarak
gosterilmektedir.

D<0 -

D<0

S(nx)

Sekil 4.4, S(px) ve TE=2
nK+2

fonksiyonlarinin grafikleri ve gegerli 4 araliklari.
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A matrisinin «.,i=12,...,n 6zdegerlerinin buyukten kiclge dogru siralandigini

varsayaim,

K 2K, 2. 2K, 2K, (4.39)

Bu durumda nx, = maxnx, ve nk,=minnk, olur. Buna gore de nx, <2 ise
. nK, ,—2 . e s
ue(01) ve nx,>2 ise pue|—=—,1| adiginda degistiginde (4.4)
Nk, +2

algoritmasi kararli olur.

4.2. Ogrenme Orani ve Momentum Faktér iintin Dinamik Segimi ve Eslenik
Gradyan Metodu

Bir onceki alt bolimde (4.1) kuadratik hata fonksiyonu icin (4.4) denklemiyle

verilen momentumlu BP algoritmasinda 7 -0grenme orani ve x-momentum

katsayisi iterasyon slreci boyunca sabit olarak ele alinmaktaydi. Simdi Amit,
(2004) makales goz onune alarak asagidaki BPM algoritmasini ele alalim:

X — X = £ (X = % 1) — (A= 240 VE (X)) . (4.41)

Burada 7, ve g, sraslyla k. adimdaki 6grenme ve momentum Kkatsayilart,
VF(x.) kuadratik F  fonksiyonunun X, noktasindaki  gradyanidir;
VFE(X)=Ax —b=-r, . r, k.adimdaki artiktir.

(4.41) denklemi (4.4) e benzemektedir. Farklarl ise (4.41) de Ogrenme ve
momentum katsayilarinin her adimda degismesidir. Tabii ki, katsayilarin dinamik
olarak uygun bir sekilde segimi algoritmanin yakinsama hizini ¢ok yukseltebilir.
Bu bakimdan eslenik gradyan (CG) yontemleri optimizasyon agoritmalari
arasinda belirli avantgjlara sahiptir. (4.41) algoritmasinin yani sira, eslenik
gradyan algoritmasini ele aalim. Bu amagla dnce
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X1 = X T oyl o =b—Ax (4.42)

gradyan disumu formultnt yazalim. Yeni bir algoritmada, r, -disim vektdriine

bir 6nceki x, — X, , degisiminin asagidaki sekilde verildigini varsayaim:

X1 — X :ak[rk+7k(xk_xk—l)] (4.43)

(4.43) denkleminde Ax, =Xx,,—X  Vvektord r, ve Ax _, =X —X_, Vvektorlerinin
bir dogrusal kombinasyonu gibi dustnulebilir. (4.43) formult sdyle yazilabilir:

X = X T4 Py (4.44)

burada p, asagidaki sekilde tammlanir.

P =M+ 7 (X =X 1) =L+ 7 1 Py (4.45)

=N+ BBy (4.46)

burada p, , = 7., ,. Buformuller birlestirilerek asagidaki sekilde yazilabilir:

Xk+1 = Xk + ak pk
M = T =0 AR, (4.47)
Pt =N T BcPe 5 B = Vi

(4.47)" deki r,,, =1, — o, Ap, formlll asagidaki sekilde agiklanabilir:

o1 =b—AX_; =b—A(X +a,.p,)=(b-AX) - Ap, =1, — AP, (4.48)
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(4.47) formdlleri standart CG formulleridir (Greenbaum 1997). Burada gecen o,
ve p, katsayilari, CG agoritmasini bolim 3’ de agiklandigl gibi asagidaki sekilde
hesaplanirlar (Greenbaum 1997; Nocedal ve Wright 1999).

_ (rk’rk) B, _M (4.49)

Q= ,
(Pes ARy) (A

(Bhaya ve Kaszkurewicz, 2002) makalesinde (4.47)’ de son iki satirin olusturdugu

{rk+1 =T, — o, Ap

(4.50)
P = Ner + Bi Px

bilineer sistemi igin ¢, ve S, katsayilari, kontrol teorisine uygun olarak, r, ve
p.’ nin geri besemeli bir fonksiyonu gibi ele ainmis ve sonug olarak bu

katsayilar asagidaki sekilde bulunmustur:

0. = (re, Py) B, :_(pk’Ark+1)

“ (AP, P’ (P AR (451)

(4.51) ve (4.49) formulleri denk formullerdir (Greenbaum 1997). Bhaya ve
Kasckurewicz (2002) makalesinde katsayilarin secimi icin  kontrol teorisi
yaklasiminin uygulanabilirligi énerilmistir.

Simdi (4.41) BPM ve (4.43) CG formillerini karsllastirarak 7, , x4, ve o, ,

B, parametreleri arasindaki denklik iliskilerini yazalim. (4.41) ve (4.43) ifadeleri

sirastyla su sekilde yazilabilir:

X — % = 24 (X = X 1) + A= 1 )mn,

452
X1 = % = 7, (X = X ) o T ( )

Buradan

o, == g )n, ve A J = My (4.53)
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oldugunu buluruz. (4.53) esitliklerinden x, ve n, katsayilariigin

ol a4

ﬂk_l ve N =

fhe = S .
Q4 1~ By

(4.54)

formalleri bulunur. (4.54) formdlleri ile belirlenen x, momentum ve 7, 6grenme

orani katsayilar (4.41) algoritmasinin CG algoritmasl gibi ¢alismasini sagliyor.
Y ukaridaki agiklamalar 1s1ginda Teorem 4.4 sdylenebilir.

Teorem 4.4 Bhaya (2004). f(x) = % X" Ax—b" x+ ¢ kuadratik hata fonksiyonunun

minimallestirilmesi igin 7, 6grenme orani ve x4, momentum faktorl

Xerr — % = i (X = %) + (A= )T, (4.55)

geriye yayllim BP agoritmasini ele aaim, burada A simetrik pozitif tanimli
matris ve -1, =Vf(x )= Ax —b gradyandir (Ax =b denkleminin ¢tzim

bakimindan artiktir). Ayrica, o, ve S, parametreli

X = X oy By
M = T — 2 ARy (4.56)
Pr =T T BB s B = Vi

CG metodunu €le alalim, burada

_ (rk’rk) =(rk+1’rk+1)
W) A (s 1) (457)

Bu durumda 6grenme orani ve momentum faktorld dinamik olarak asagidaki
sekilde secilebilir.
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a, a4

Bia A=

He =
a G~y

(4.58)

ve baslangic kosullari uygun secildiklerinde her iki metot ayni x ve r,
vektorlerini Uretir. 7, ve u, parametrelerinin bu sekilde segilmesiyle, her
iterasyonda r, ve p, vektorlerinin 2-normunun azalmasl anlaminda, BPM

metodunun optimum duizeltildigi sdylenir.

(4.53) ve (4.54) ifadeleri optimum 6grenme orani ve momentum faktdrinin
(r,p) durum degiskenlerinin fonksiyonu gibi hesaplandigini gosterir. (4.54)
formullerinde daha ¢ok i¢ carpim islemleri yapilmaktadir. Buna gore de “optimal
duzeltilmis” BPM algoritmasi yerine ona denk olan CG algoritmasinin
uygulanmasi onerilir (Amit 2004). Ayrica CG agoritmasinin farkli hizlandirilmis
versiyonlarinin da oldugu bilinmektedir. (bkz. bolim 3)

(4.54) formultndeki g, ' nin ifades ilk olarak Yu&Chen (1997) makalesinde

optimum momentum faktort olarak bulunmustur. Uygun 7, ifadesi ise ilk olarak

Amit (2004) de yazilmistir.

4.3. Tutucu Kuvvet Alani icinde Newton Partikillerinin Hareketi ve

Momentum. Yakinsama Hizi.

Qian (1999) makalesinde gradyan dusUmi algoritmasindaki momentum
etkeniyle bir tutucu kuvvet aani icinde hareket eden Newton partikilleri
arasindaki benzerligi gosterilmistir.

Bir m nokta-kitlenin E(w) potansiyel enerjisine sahip bir tutucu kuvvet
alani etkis atinda v slrtinme katsayili yapiskan ortamda hareketinin Newton
denklemini yazalim:

o°'W  ow

+v—=-V_E(W 4.59
P P wE(W) (4.59)

m

Burada m-kdtle, w-parcacigin koordinat vektord, V E(w) - E potansiyel enerji
fonksiyonunun w -degiskenine gére gradyanidir.

Eger m=0 olursa, (4.59) denklemi basit gradyan distimt denklemine donusur:
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oW 1
—=—pV.EW), n== 4.60
p nvV.EW), 7 y (4.60)

(4.59) denklemini kesikli durumda asagidaki sekilde yazilabilir:

Wt AL - 2w(t —At) | W(t+ A —w(t) _ V. E(w) (4.61)
At At

(4.61) denklemini w,,,,, W, w,_, terimlerine gore yazilirsa
W, —W = ﬁv E(w) + (w—-w_,) (4.62)
tA T (mavAt) m+vAt Y '
veya
m
Wy =W === VEW) + - (W~ W) (4.63)

(4.62) ifadesinde, ,7=E, U= esitlikleri kullanilarak asagidaki sekilde
v

m+v
yazilabilir:

W, =W =—1- )nVE(W) + s(w, — W ;) (4.63)
(4.63) momentumlu gradyan dusUmu iteratif strecinin aynisidir. Buna gore de
momentumlu gardyan disimi tutucu kuvvet aani etkis atinda yapiskan bir
ortamdaki Newton partikilinin hareketine denktir.
Burada momentum etkeni kitle rolini oynar. Cunkii m=0 ise #=0 olur, ve
tersine (4.63) momentumlu gradyan disima ifadesinde E(w) potansiyel enerjisi
hata fonksiyonu olarak algilanabilir. Oyle ki, w-hareket vektoriiniin secimi E(w)
fonksiyonunun minimallestiriimesi problemiyle baglanmis olur. Kararlilik

durumunda w agirlik vektorunin degisimi (veya denk olarak, partikilin hizr)

sifirayaklasmis olur.
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w,” In  E(w) fonksiyonunun Ilokal minimumu oldugunu varsayalim

(V,E(w) =0). Budurumda w,’ 1n yakin komsulugunda
VE(W) = VE(W,) + H (W—wg) = H (W—w) (4.64)
yazabiliriz, burada H simetrik ve pozitif tanimli Hessian matrisidir;

_ O°E(w)
owow,; |

0

H=(h) . h (4.65)

(4.64)" y1 (4.63) ifadesinde goz Onune alarak, (w, = 0) lokal minimumu civarinda
(4.63) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir:

Wy — W = —(1= ) HwW, + (W, — W) (4.66)

veya

Wy = [@+ )1 = (A=) H W — g, (4.67)

H simetrik ve pozitif tanimli matris oldugundan belirli bir Q ortogonal
matrisinin yardimiyla (Q matriss H’ in ortonormal 6zvekttrlerinden olusturulan

bir matristir) kosegenlestirilebilir:

H=QKQ" , QQ"=I (4.68)

burada K matris H '’ 1n 6zdegerlerinde olusan kGsegen bir matristir;



K = . . (k. >0) (4.69)

w = Q"w doniistimiinii uygulamakla, (4.67) denklemini
W, =[(+ )] = (@— ) KW, — ], (4.70)

veya koordinatlarlayazilirsa

W =1+ u— Q= W, — W, i=1n (4.72)

W, =W, yapay denklemini dahil etmekle, (4.71) denklemini matris formunda

yazabiliriz:
W, =QW, , W =£W"”] (4.72)
1t+1 It 1t Vvi"t .
0 1 _ : _
burada Qz( j seklinde 2x2 boyutlu bir matristir. Bu
1 1+ p— Q1= p)nx

matrisin karakteristik denklemini yazip, 0zdegerlerinin bulunmasl icin uygun

denklemi bulalim:

) 1
—Al|= =
Q=41 —u 1+ p— (- p)x —/1‘ #.73)
(4.73) denkleminin kokleri ise su sekilde hesaplanir:
i e (1+y—(1—u)mq)iJ(21+u—(1—u)mq)—4p 474
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(4.73) denklemi (4.12) denkleminin aynisidir ve bu denklemlerin koklerini
hesaplayan (4.74) ve (4.13) formulleri ayni formallerdir.
Simdi Qian (1999) makalesinde bulunan sonuclari ve formilleri yorumlayal im.

Bu bdlimde agikladigimiz gibi (4.63) momentumlu iterasyon stirecinin kararlilig
icin (4.73) denkleminin (4.74) formdlu ile verilen 4,,4, i=1n koklerinin
modlart 1’ den kugik olmalidir; max(‘ﬂ,lyl‘,‘ﬂ,hz‘) <1.

Sonugc 3. Qian (1999). (4.71) denklemi ile ifade edilen sistem ancak ve ancak

-1<p<lve O<ex <2+2p (4.75)

oldugunda yakinsaktir. Burada p bizim isaretlerde 4’ ye, ¢ ise (1-u)n’ ya
uygun gelmektedir. x momentum katsayisinin (0,1) araliginda degerler
amasinin avantgj1 hakkinda yukarida tartisiimisti. Buna gore de (4.75) ifadesinde
1, O<pu<l ardigindan secilebilir. Simdi (4.75) ifadesinin bizim isaretlerle
uygun donUsimuna yapalim. (4.75)" de 2. ssitsizlik O0< <1 oldugunda soyle

yazilabilir:
0<(@-nx, <2+2u (4.76)
Buradan O0< 7nx; < 2+ 2u veya
1-pu
-2 5o
>———  i=1n
H e +2 1 (4.77)

alinz. (4.77) kosulu Teorem 4.2' de (4.4) sisteminin kararliligl igin z -momentum
katsayisinin sagladigl kosulun aynisidir.

(4.77) ifadesinde nx, <2 ise u parametres icin alt sinir sifir olur ve O< <1

kosulunu saglamalidir. (4.77) da nx; > 2 durumunda x parametresi igin alt sinir
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m_axu_g olur. Bu durumda (4.71) sisteminin “yakinsak” olmasl icgin

UL 1 <1 kosulunu saglamalidir.
G +2

Baoylelikle, Qian (1999) makalesindeki Sonug 3 asagidaki sekilde yazilabilir.

Sonug 3. (4.71) denklemi ile ifade edilen sistem ancak ve ancak &‘; <1,
nK +

i =12,...,n kosulu saglandiginda kararlidir.

Qian (1999) da (35) formultu ile en iyi yakinsamay! saglayan durum
aciklanmistir. Bu 4, =4, gercel koklerinin esit oldugu durumdur, yani (4.73)
kare denkleminin diskriminantinin sifira esit oldugu durumdur.

Qian (1999) makalesinde (35) formult asagidaki sekildedir:
p=Q1-/ex )’ (4.79)

Bizim isaretlerde u=p , e=(Q-x)n oldugunu gbéz onine aarak (4.78)

ifadesinin donldsumunt yapal im.

H= (1—\/(1— HONK; )2 (4.79)

Bu ifadeden sonug olarak ' yU bulabiliriz:

(A=)’

e )’ (4.80)

_ 2
(4.80) formiil tindeki % ifadesi (4.22) ifadesinin aynisidir, yani S(17x)
+ 1K

fonksiyonudur. (4.21)' e gore (4.80) saglandiginda D(x) =0, yani (4.12) veya
(4.73) kare denkleminin diskriminanti sifir olur ve = S(nx) degerini alir.

Boylelikle asagidaki sonug soylenebilir:
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n Ogrenme orani ve k; Ozdegeri icin 4 momentum katsayisl (4.80)
esitligini sagliyorsa (4.71) denkleminin i . Bilesenine uygun W' degiskenine gére
en hizl yakinsama gerceklesmis olur.

Bu sonuca dayanarak, ayri ayrt W , i=1...,n bilesenlerine uygun adim

adim gz’ lerin segimi fikri ortaya ¢ikabilir. Ancak bizim amacimiz (4.67)

sisteminin hizli yakinsamasini  gergeklestirmektir. Bu durumda w=Q''w

donistimi w  bileseninin W/’

/ .* in lineer kombinasyonu oldugunu gosterir. Bu

nedenle (4.80) formullne uygun £ secimi mimkin degildir.

4.4. Deneyler

Sabit Parametreli Momentumlu Gradyan Digtmi. Teorem 4.1 de sunulan
Onerilerin uygulamadaki gecerliligini gostermek icin keyfi problemler olusturmak
gerekir. (4.4) agoritmasinda keyfi simetrik pozitif tanimli A matrisi ve b vektoru
Uretilerek  cesitli  problemler  olusturulabilir.  A=KAKT KK =1, esitligi
kullanilarak rassal A matrisleri elde edilebilir. Burada K ortogonal matris, A ise
A matrisinin 0zdegerlerini iceren kbsegen matristir. Calismadaki deneylerde 5
boyutlu problemler ele alinmistir. Uniform dagilimdan rasgele sayilar Uretilerek 5
farkli A matris ve b vektord olusturulmustur. 7={0.0,0.02,..,0.99 Ve
©£={0.010.02,..,099 olacak sekilde secilmis ve (4.4) iterasyonu tim
kombinasyonlar icin calistiriimistir. Her farkli A matrisi ve b vektori icin 9801

deneme yapiimistir. Bu denemelerden elde edilen en iyi  ve ux secimleri

asagidaki tabloda Ozetlenmistir.
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Cizelge 4.1. Farkli 6zdeger dagilimina sahip Hessian matridi problemler icin optimum sabit

parametre secimleri.

No | A matrisinin 6zdegerleri () | Ogrenme Momentum | iterasyon
orani katsayisl sayisl

{1,2,3,4,5} 0.44 0.16 19

{0.9, 2.7, 3.5, 13, 20} 0.24 0.45 40

{0.1,0.2, 0.3, 0.6, 0.9} 0.99 0.68 77

{0.5, 12, 53, 105, 300} 0.08 0.85 246

G WIN|IEF

E) 05_1%30:3’2.}2610, 0.4453, 0.51 0.80 137

S(mx)
1

0.9 R

0.8+ i

0.7- -

0.6+ -

0.5F

0.4+

0.3F

0.2-

0.1

0

Sekil 4.5. 1 nolu matrisigineniyi n ve x4 degerleri dagilimi.

Cizelge 4.1' deki 1 nolu matris icin en iyi n ve ux secimleri igin 7nx;
degerleri ve bu degerlere karsilik gelen x katsayilarinin dagilimi Sekil 4.5' de
gosterilmistir. Sekildeki her bir renk farkli 6zdegere karsilik gelen nx ve u
degerlerini gostermektedir. Sekilden de goruldigi Uzere nx; degerlerinin ve bu
degerlere karsilik gelen 4 katsayisi segimlerinin Teorem 4.3’ de belirtilen sinirlar

icerisinde oldugu gorinmektedir.
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Sx)
1

Sekil 4.6. 2 nolu matrisigineniyi n ve u degerleri dagilimi.

Cizelge 4.1' deki 2 nolu matrisicin eniyi » ve x segimlerinde uygun 7x;
degerleri ve bu degerlere karsilik gelen » katsayilarinin dagilimi Sekil 4.6.” da
gosterilmistir. «, degerleri buyuduikce algoritmanin kararli oldugu x katsayisinin
secim araligl daralmaktadir. Bu da x momentum katsayisinin segimini daha
duyarli hale getirir. Denemelerde farkli K ortogonal matrislerinin kullanimi
algoritmanin yakinsama oOzelliklerini etkilemedigi gorulmustir. Fakat Ozdeger
dagilimini belirleyen A matrisi algoritmanin yakinsama Ozelliklerini ve katsay!
secimlerini 6nemli derecede etkilemektedir.

Ogrenme Orani ve Momentum Katsayisinin Dinamik Secilmesi:
Denemelerde 10x10 boyutlu farkli 6zdeger dagilimina sahip simetrik pozitif
tanimli A matrisleri olusturulmustur. (4.57) ve (4.58) formdllerinin yardimiyla

k. Adimdaki 7, , 4 parametreleri hesaplanmis ve her bir «, 6zdegeri icin uygun

| 451, 14% | modlari bulunmustur. Sekil 4.7 ve 4.8 de modlarin iterasyon siireci
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boyunca dagilimi gosterilmistir. 4, ve 4, 6zdegerlerinin modunun tim «; ’ler
icin stireg ilerledikce belirli bir deger etrafinda toplandigi goriinir. Hatta siirecin
bazi adimlarinda 4, ve 4, 0zdegerlerinin modlari esit olur ve bu durumda kokler
kompleks sayilardir ve modlari \/x ' ye esittir.Qian (1999) makalesinde gradyan
dustim egitim a goritmasindaki momentum parametresi ile tutucu bir kuvvet alani
altinda yapiskan bir ortamda hareket eden Newton partiklllerinin kitles arasinda
benzerlik gosterilmistir. Bu galismadaki sonuglar, Qian (1999)° da momentum
teriminin mantikli araliktan secildiginde, sistemdeki ¢cogu 6z bileseni kritik

sonimlenme noktasina yakin bir konuma getirerek yakinsamay1 hizlandirdigi

yorumuna uygundur.
20 g g
0.8r . ., . .
0.7 * * * L4 . T
0.6 . |
05} ) . o
° ° d
0.4r ° . e b
. L4 .

03F . . .-
0.2- . ° _
0.1r ¢ ° . : ° . * —

b H L] A . .

0 o | | | ] . | | |  t

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Sekil 4.7. Dinamik segimli iterasyon icin 6rnek 41 modlari dagilimi.
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Sekil 4.8. Dinamik segimli iterasyon icin drnek 4, modlari dagilimi.
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5. SONUC VE TARTISMA

Geriye yayilim yapay sinir agi egitim algoritmalari tahmin ve siniflandirma
problemlerinde istatistik yontemlere alternatif olarak oOnerilmektedirler.Geriye
yayilim, sinir aginin agirliklarinin fonksiyonu olan hata kareler toplaminin
minimumunun bulunmasina yonelik gradyan disimi optimizasyon metodudur.
Momentumlu geriye yayilim algoritmasinin kararliligi ve yakinsama hizi gibi
onemli ozellikleri, 6grenme ve momentum katsayilarinin secimine bagli olarak
degisim gostermektedir. Momentum katsayisinin gradyan disum algoritmasina
dahil edilmesi, algoritmanin bu 6zelliklerini gelistirmektedir.

Genelde gizli katmana sahip ¢ok katmanli yapay sinir aglarinda hata kareler
fonksiyonu dogrusal olmayan bir fonksiyondur. Ancak her adimda uygun bir
nokta komsulugunda bu fonksiyon yaklasik olarak kuadratik bir fonksiyondur. Bu
durumda, hata fonksiyonunun uygun iterasyon noktasindaki Hessian matrisi
kullanilir. Bu nedenle calismada kuadratik hata kareler fonksiyonunun
minimizasyonu probleminde momentumlu gradyan azalan algoritmasinin
yakinsak oldugu momentum ve 6grenme katsayilari sinirlari tiretilmistir (Teorem
4.1-4.3). Elde edilen sonuclar algoritmaya uyarlanarak, optimum parametre
secimlerinin dagilimi gbzlemlenmistir.

Oncelikle yapay sinir aglarinda 6grenme problemi ifade edilmis, 6grenme
oranl ve momentum parametrelerinin sabit oldugu durumda agoritmaya
momentum teriminin eklenmesi, diger calismalardan farkli bir yaklasimla teoride
incelenmis ve yakinsamanin saglanmasi icin gerekli kosullar verilmistir.
Simulasyon calismasinda degisik karakterli rassal problemler olusturulmus ve
algoritmanin yakinsama 6zellikleri gozlemlenmistir. Bu gozlemler iki 6nemli
noktada yogunlasir; algoritmanin bir ¢dziime yakinsamasl ve yakinsama orani.

Parametrelerin “optimal dizeltilmis” dinamik secimli oldugu durumda ise
algoritmanin eslenik gradyan algoritmasina denk oldugu gosterilmistir. Eslenik
gradyan algoritmasl ayrintili olarak ele alinmis ve momentumlu geriye yayilim
algoritmasiyla karsilastiriimistir. Giincel bir siniflandirma problemi tzerinde de
geriye yayillim egitim algoritmasinin, hem eslenik gradyan metoduna dayanan
hem de gradyan azalana dayanan farkli tirlerinin yakinsama performandari, yine

bir smilasyon calismasi ile degerlendirilmistir.
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Similasyon calismasinda nonobstriktif azoospermi  (gjakulatta sperm
bulunmamasi) * ye sahip erkeklerde testis biopsisine dayanan spermatozoa (sperm
hicres) tahmini icin bir y.sa gdlistirilmistir. Egitim agoritmaarin
performanslari degerlendirilirken yakinsama sureleri, devir sayilari ve dogru
siniflandirma oranlari dikkate al inmistir.

Parametrelerin  dinamik olarak secildigi durumda algoritmanin  slrec
boyunca onemli bilesenleri incelenmis ve Qian (1999)" da gecen “momentum
teriminin mantikli araliktan secildiginde, sistemdeki cogu 6z bileseni Kkritik
sonimlenme noktasina yakin bir konuma getirerek yakinsamayi hizlandirdigr”
yorumuna paralel sonuclar elde edilmistir.

Bu calismadaki denemelerde keyfi rassal problemler Uretilerek
simulasyonlar gergeklestirilmistir (0rnegin simetrik pozitif tamimli Hessian
matrisinin rassal olarak olusturulmasl). Pratikte Hessian matrisini hesaplanmasi
mUmkin olmayabilir veya pratik olmayabilir. Diger yandan bu bilginin kullanimi
algoritmay1 6nemli derecede hizlandirmaktadir. Bu ylzden Hessian matrisini
kesin olarak hesaplamak yerine, degisik tahmin yaklasimlariyla bu 6nemli bilgiyi
en azindan Ozdeger veya Ozvektor derecesinde algoritmaya katmak faydall
olabilir. Dinamik secimli algoritmada ise stire¢ daha degisik agilardan incelenerek,
ornegin fiziksel bir sistemle Kkarsilastirilarak, fiziksel sistemin yakinsama
prensipleri, bu calismada tartistigimiz algoritmalarin yakinsama prensipleriyle
karsilastirilabilir.
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EKLER

EK 1. Uygulamaicin yazilan Matlab similasyon kodu.

function [tr_results,oran,net,tt,testp]=uygulama3(p,t)

[ pn,minp,maxp,tn,mint,maxt]=premnmx(p,t);

%] pn,meanp,stdp,tn,meant,stdt]=prestd(p,t);

[R.Q]=size(p);

[ptr,ttr,val.P,val.T test.Ptest. T] = sample2(p,t,152,75,76);
testp=test.P;

tt=postmnmx(test. T, mint,maxt);
tt1=postmnmx(ttr,mint,maxt);
tt2=postmnmx(val.T,mint,maxt);

%tt=poststd(test. T,meant,stdt);

algorithm=strvcat('traingd

" 'traingdm’,'traingda,'traingdx’, traincgf’,'traincgp’, trainscy’);

for alg=1:7

net = newff(minmax(ptr),[13 1] ,{tansig’,'tansig’},");
net.trainFcn=deblank(algorithm(alg,:));
net.trainparam.epochs=10000;
net.trainparam.goal=0.01,

for k=1:31
net=init(net);

[net tr]=train(net,ptr,ttr,[],[],val ,test);
% [net,tr]=train(net,ptr,ttr);
an=sim(net,test.P);

a=postmnmx(an,mint,maxt);
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bn=sim(net,ptr);
b=postmnmx(bn,mint,maxt);
vn=sim(net,val.P);
v=postmnmx(vn,mint,maxt);
%a=poststd(an,meant,stdt);
[R,Q]=size(tr.epoch);
trr(k,:)=[tr.epoch(Q),tr.perf(Q),tr.vperf(Q),tr.tperf(Q),tr.ttime(Q)];
for i=1:76

if a(i)>0.5 c(k,i)=1; else c(k,i)=0; end
end
fori=1:152

if b(i)>0.5 c1(k,i)=1; else c1(k,i)=0; end
end
fori=1:75

if v(i)>0.5 c2(k,i)=1; else c2(k,i)=0; end

end

end

for i=1:76
t=0;
f=0;
for k=1:31
if c(k,i)==1t=t+1; elsef=f+1; end
end
if t>=f d(i)=1; else d(i)=0; end

end

fori=1:76
s(i)=d(i)-tt(i);

end

dogru=0;
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fori=1:76

if s(i)==0 dogru=dogru+1; end
end
oran(alg,1)=dogru/76
tr_results(alg,:)=mean(trr) ;

fori=1:152
t=0;
f=0;
for k=1:31
if cl(k,i)==1t=t+1; elsef=f+1; end
end
if t>=f d1(i)=1; else d1(i)=0; end

end

for i=1:152
s1(i)=d1(i)-tt2(i);

end

dogru=0;
fori=1:152
if s1(i)==0 dogru=dogru+1; end
end
oran(alg,2)=dogru/152

end

for i=1:75
t=0;
f=0;
for k=1:31
if c2(k,i)==1t=t+1,; elsef=f+1; end

end
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if t>=f d2(i)=1; else d2(i)=0; end
end

fori=1:75
S2(i)=d2(i)-tt2(i);

end

dogru=0;
for i=1:75
if s2(i)==0 dogru=dogru+1; end
end
oran(alg,3)=dogru/75
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EK 2. Dinamik secimli momentumlu gradyan azalan programi.

function [a pha,momentum,x,r,p] = momentum(x,Hessian,d,max_itr)
r(:,1)=d-Hessian*x(:,1);
p(:,1)=r(:,1); %ilk yon gradyanin tersi olarak secildi.
a(;,1)=(r(:,1)*r(:,1))/(p(:,1)"* Hessian* p(:,1)); % ilk adim uzunlugunun
belirlenmesi
alpha(:,1)=a(:,1);
X(:,2)=x(:,1)+a(:,1)*p(:,1); % iterasyon yapilir.
for k=2:max_itr
r(:,k)=r(:,k-1)-a(: ,k-1)*Hessian*p(:,k-1);
if (abs(r(:,k))<le-24), break, end;
b(:,k-1)=(r(;,K)™*r(;,K)/(r(:,k-1)"*r(:,k-1));
p(;,K)=r(:,k)+b(:,k-1)*p(:,k-1);
a(:,k)=(r(:, k)™ r(:,K))/(p(: k)™ Hessian* p(:,k));
momentum(:,K)=(a(:,k)/a(:,k-1))* b(: k-1);
alpha(:,k)=(a(:,k)*a(: k-1))/(a(:,k-1)-a(:,K)*b(:,k-1));
X(:,k+1)=x(:,k)+momentum(k)* (x(:,k)-x(:,k-1))+(1-
momentum(:,k))*apha(:,k)*r(:,k);
end;
itr=k;
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EK 3. Egitim, gegerlilik ve test veri gruplarinin olusturulmasi icin Matlab kodu.

unction [tr_pn,tr_tn,val_pn,va_tn,test pntest tn] =

sample2(p,t,tr_size,val_sizetest size)

[ pn,minp,maxp,tn,mint,maxt]=premnmx(p,t);

%] pn,meanp,stdp,tn,meant,stdt]=prestd(p,t);

for i=1:tr_size
index=ceil(rand* size(pn,2));
tr_pn(:,i)=pn(:,index);
tr_tn(:,i)=tn(:,index);
pn(:,index)=[];
tn(:,index)=[];

end

for j=1l:val_size
index=ceil(rand* size(pn,2));
val_pn(:,j)=pn(:,index);
val_tn(:,))=tn(:,index);
pn(:,index)=[];
tn(:,index)=[];

end

for k=1:test_size
index=ceil(rand* size(pn,2));
test_pn(:,k)=pn(:,index);
test_tn(:,k)=tn(:,index);
pn(:,index)=[];
tn(:,index)=[];

end
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EK 4. Dinamik secimli momentumlu gradyan azalan algoritmasinda iterasyon
sureci boyunca 6zdegerlerin modlarini hesaplayan Matlab kodu.

function [11,12,ul,u2]=modsim(a,m,lis)
for i=1:1 %size(a,2)
alpha=a(:,:,i);
momentum=m(:,:,i);
for j=1:size(alpha,2)
[11(:,1,)),12(:,1,j)]=ca cevs(a pha(j),momentum(j),lis);
ul(:,i,j)=abs(l1(:,i,)));
u2(:,i,j)=abs(12(:,ij));
figure=plot(1:size(lis,1),ul(:,i,j));
t=sprintf("%d nolu Hessian matrisi, %d. adim',ij);
title(t);
hold on;
plot(1l:size(lis,1),u2(:,i,j),'r-");
dosya=sprintf("(H%d_Step%d',i,j);
hold off;
Yopause;
%saveas(figure,dosya);
end;

end;
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