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Damisman: Yard. Dog. Dr. Zerrin ASAN
2005, 93 sayfa

Bu tezde, oncelikle olasiliksal bir sistemde var olan belirsizligin
olciimiinii ifade eden entropi kavrami ve buna bagh olarak Shannon Entropi
Olciitii ile Kullback-Leibler Entropi Olciitii tanimlarina yer verilmistir. Bu
iki entropi oOlciitiiniin ozellikleri ile bu olgiitleri optimize etme
yontemlerinden Jaynes’in Maksimum Entropi Prensibi (MaxEnt) ve
Kullback’in Minimum Capraz Entropi Prensibi (MinxEnt) ele alinmistir.
Sozii edilen ilkelerin mantii ve matematigi ayrintilariyla gosterilmis,
aralarindaki iliski ve farkhihklara deginilmistir. Her iki ilke, istatistiksel
problemlere uygulanarak elde edilen denklem veya denklemler sistemi
Yariya Bolme Yontemi ve Newton Yontemi kullamilarak Visual Basic
programlama dilinde hazirlanan programlarda coziilmiis ve iki prensibin
sonuclar  karsilastirilarak  sunulmustur. Ayrica Devlet Istatistik
Enstitiisi’'nden alman 2003-2004 elektrik tiiketimi verileri iizerinde
Minimum Capraz Entropi Prensibi kullamlarak 2004 tiiketim oranlan

tahmin edilmis ve gerc¢ek degerlerle yakinhg1 ortaya konulmustur.

Anahtar Kelimeler: Shannon Entropi Olgiitii, Maksimum Entropi Prensibi,
Kullback-Leibler Entropi Olgiitii, Minimum Capraz
Entropi Prensibi, Olasihik Dagilimi Tahmini
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In this thesis, first of all the concept of entropy as an expression
measuring the uncertainty in probabilistic system and depending on this
concept the definitions of Shannon Entropy Measure and Kullback-Leibler
Entropy Measure are given. The properties of these two entropy criterions
and their optimization principles, Jaynes’s Maximum Entropy Principle
(MaxEnt) and Kullback’s Minimum Cross-Entropy Principle (MinxEnt), are
dealt. The idea and mathematical base of mentioned principles are shown in
details, existing relationships and differences between these principles are
also discussed. Equations which are obtained by applying both principles on
statistical problems are solved via Visual Basic by using the Newton’s
Method and Bisection Method. Results of these two principles are compared.
Furthermore, an estimation procedure is shown by using Minimum Cross-
Entropy Principle on the data of 2003 rates of electric consumption taken
from State Institute of Statistics. Moreover, the closeness of estimated and

real rates is shown.

Keywords: Shannon’s Entropy Measure, Maximum Entropy
Principle, Kullback-Leibler Entropy Measure, Minimum
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1. GIRIS

1.1. Giris

Son yillarda termodinamikte, istatistiksel mekanikte ve informasyon
teorisinde kullanilan temel bir kavram olan entropi ilk olarak termodinamigin II.
yasasinda ortaya ¢ikmustir. I. yasa evrendeki toplam enerjinin sabit oldugunu ve
enerjinin yok edilemeyecegini sdyler. Diger bir tanimlama ile enerjinin korunumu
yasasi olarak da bilinir. Bu yasaya gore enerji degisik formlarda bulunabilir ve bu
enerji ¢esitleri yine birbirlerine doniistiiriilebilir. Bir¢cok enerji formu kayipsiz olarak
1s1 enerjisine doniisiirken, 1s1 enerjisinin disardan destek olmaksizin, 6rnegin mekanik
enerjiye kayipsiz olarak doniisiimii miimkiin degildir. Kayipsiz olarak enerji
dontigimii geri dontisiimlii (tersinir) siire¢ olarak adlandirilir. Ist enerjisi, sicakligi
ylksek olan cisimlerden diisiik olanlara dogru akar. Bu silire¢ geri doniistimsiizdiir
(tersinmez). Bir bagka deyisle disardan yardim olmadan diisiik sicakliktaki cisimden
yiiksek sicakliktaki cisme 1s1 aktarmak miimkiin olmaz ve de 1s1 enerjisinin diger
enerji formlarina doniistimii %100 olamaz. II. yasaya gore tiim dogal ve teknik enerji
dontisiim siirecleri geri doniistimsiizdiir ve bu siireglerin yonii hep olasilig1 yiiksek
olan duruma dogrudur. Enerji farklarinin azaldigi ve ortadan kalktigi durum olas1
durumdur.

19. yiizyilda sanayi devriminin bas aktorii olan makineleri daha miikemmele
ulastirma istegi ile yapilan ¢alismalar sirasinda bilim adamlarmin 6niinde beliren
“Hangi tiir bir makine en cok verimle calisir?”, “Kayiplar sifirlanabilir mi?”,
“Kayiplarin  kaynagi nedir?” vb. sorulara yanit bulmaya ¢aligilirken yapilan
arastirmalar neticesinde yiizde yiizliik verimle ¢alisan bir makine iiretmenin imkansiz
oldugu sonucuna varilmistir. Ciinkii ne tiirlii bir makine yapilirsa yapilsin makineye
verilen enerji ile makineden baska bir sekle doniistiiriilmiis olarak elde edilen enerji
arasinda sifirlanamaz bir kayip mevcuttur ve verilen enerjinin bir kismu makine i¢i
siirtiinmeler vasitasiyla 1siya doniismektedir. Kaybolan 1s1 ise hi¢ bir zaman enerji

olarak tekrar elde edilemez. ifade edilen enerji kaybi, I. yasanmn ihlali seklinde



anlasilmamalidir. Kayiplardan kasit, vardan yok olma seklinde olmayip, enerjinin 1s1
sekline dontisiip kullanilabilir olmaktan ¢ikmasi, sistemin (makine. ortam, ara¢ vb.)
yapisina katilmasidir. Bir siire¢ icinde gerekli toplam enerji sabit kaldigi halde,
stirtlinme ve benzeri temaslar yliziinden kullanilabilir enerji azalmaktadir ve bunun
sonucu olarak yiizde yiizlik verimle ¢alisan bir makine yapilamamaktadir. Iste,
kalitesi diisen enerji i¢in kullanilan &lgiiye "entropi" ad1 verilir. Is {iretme yeteneginde
olmayan enerjinin evrende geri kazanimi miimkiin olmayan bi¢imde artis1 entropi ile
Olctlir.

Termodinamigin II. yasasi, fizige geri donilislimsiiz olaylar diisiincesini
getirmistir. Bu kanuna gore fiziksel hadiselerde geri dondiiriilemez belirli bir egilim
vardir. Ornegin, bir bardak sicak cay etrafina 1s1 vererek sogur ve hig bir zaman
caymmiz verdigi 1siya kendiliginden toplayip eski haline gelmez. Yukaridan serbest
birakilan bir top yerden sekip birakildig: yiikseklige kadar ¢ikmayi bagsaramaz. Bir
pervane ne kadar hizli ¢evrilirse g¢evrilsin, ¢cevirme islemini biraktiktan bir miiddet
sonra durur ve hi¢ bir zaman da siirtlinmeye harcadig1 enerjisini toparlayip tekrar
donmeye baglamaz. Bir odaya sikilan parfiim ilk 6nce yakin g¢evresi tarafindan
hissedilir, bir siire sonra kars1 kdsedeki kisi bile kokuyu alir, ama daha sonra koku
gittikce etkisini kaybeder ve parfiim zerrecikleri atmosferde dagilip gider, geri
doniissiiz evrensel egilimin etkisinde bir harekete mecbur kalir. Biitiin bu sayilan
siireclerin ortak yani; belirli bir dogrultuda, diizenden diizensizlige, biitiinden
yayilmaya, kullanilir olabilirlikten kullanilamazliga dogru yol almalaridir.

19. yiizyilda ilk kez R.Clausius bu evrensel egilime entropi ismini vererek
matematiksel bir ifadesini olusturmayi basarmistir. II. yasa, kisaca entropi artisi
olarak Ozetlenebilir. Biitiin varliklarin, eninde sonunda entropisi artmaktadir.
Kainattaki olaylarin tiimii yukarida saydigimiz gibi geri donilisiimlii olmayan
olaylardir. Giines bir bardak sicak ¢ay gibi 1sisi1 tiiketmektedir. Icinde
bulundugumuz Samanyolu Galaksisi ve diger galaksiler bir odaya sikilan parfiimiin
zerrecikleri gibi birbirlerinden hizla uzaklasmaktadir. Boylelikle istatistiksel fizik

“Evrenin entropisi siirekli olarak artmakta midir?” sorusunun yanitin1 arastirir ve ona



gore doga, gelisi giizelligi, 1s1l esitligi ve organizasyonun olmadigi, bilesenlerin
birbirine karistig1 bir tek diizeligi tercih eder.

Istatistiksel fizikte entropi kavraminin gelisimi ona yeni anlamlar
kazandirmistir. Buna gore entropi artik sadece enerjinin tiiketimi esnasinda kalitesinin
diismesinin bir dlgiisii degildir. Istatistiksel fizikte entropi aym zamanda, sistemlerin
diizenliligi (organize olmuslugu) ile ilgili bir 6l¢ii olmustur. Buna gore dogal siiregler,
termodinamik olarak meydana gelme olasiligi daha yiiksek olan durumu tercih
ederler. Sadece 1s1 degil, ayn1 zamanda Ornegin havayr olusturan oksijen, karbon
dioksit, azot gibi molekiiller de mekan iginde homojen bir bigcimde birbirine
kanigirlar. Herhangi bir bileseninin, bir dis etki olmaksizin yani kendiliginden bir
mekanin belli bir béliimiinde birikmesi olasiligi son derece zayiftir ya da yok denecek
kadar azdir.

Bu bakis acistyla Ludwig Boltzman Istatistiksel fizikte entropiyi, olasilik
kavrammi da giindeme getirerek dogal ve teknik siiregclerde gecgerli olan

termodinamik diizensizlik denklemini ortaya koymus, linlii Boltzmann bagimntisini

S =klnw olarak elde etmistir ( S : Entropi, k : Boltzman sabiti, W : Termodinamik
olasilik). Bir sistemde entropinin artisiyla sistemdeki diizensizligin artacagi
(organizasyonun kaybolacagil) ve tiim dogal ve fiziksel siire¢lerde tersinmezlik
yiizinden diizensizlik ve karmasanin olasiliginin hep en yiiksek oldugu sdylenebilir.

Entropi kavraminin istatistiksel fizikte Boltzmann bagntisi ile gelisiminin
ardindan Claude Shannon tarafindan “Iletisimin Matematiksel Teorisi’nde
informasyon ile entropi kavrami arasinda iligski kurulmastyla bu kavramin kullanimi
hemen hemen tiim bilim dallarina yayilmistir (Kapur ve Kesavan 1992).

Informasyon; nesne, olay ve/ya kisilerle ilgili veri ve gerceklerin isleme tabi
tutulmus bir formudur ve alict durumunda olan kisinin s6z konusu sistem veya siire¢
hakkindaki bilgisini artirir, i¢inde bulundugu belirsizligi azaltir. Ancak basit bir
ornekle otobiis duraginda yagmur altinda bekleyenlerden birinin "yagmur yagiyor"
seklindeki iletisinin, ayni yagmurun altinda bekleyen diger insanlar i¢in higbir
informasyon degeri yoktur. Informasyon bir eylem igin kullanima hazir duruma

geldiginde "bilgi" ye doniisiir. Giinliik kullanimda yararli veya ise yarar bilgi ile es



deger tuttugumuz informasyonun anlamu fizikgi, iletisim uzmani ve matematikciler
icin biraz daha farklidir. Onlar informasyonun 6lgiilme, iletilme ve depolanma
boyutlariyla ugrasir.

[letisim siirecinde informasyon, mesajlar aracilig1 ile iletilir. Mesajlar resim,
sozciik, nota vb. olabilir. Dr. Claude Shannon'un 1948'de hazirladigi "The
Mathematical Theory of Communication" adli kitabinda anlatilan iletisim teorisi,
entropi ve informasyon kavramlari arasinda kurulan niceliksel iliskiye
dayandirilmaktadir. Ik bakista termodinamikte sik sik gecen entropi kavramimin
iletisim teorisi ile ne iligkisi olabilir diye bir soru akla gelebilir ancak bu iliskinin
sezgisel degil tlimiiyle matematiksel kanitlara dayandigi ve ozellikle bilgi islem,
otomasyon ve yapay zeka vb. teknik uygulamalar i¢in bugiine kadar ¢ok biiyiik
basarilara katkida bulundugu sdylenebilir. Bu teori, tiim informasyonun (mesajlarin
anlamsal yoOnii hari¢) acik/kapali, evet/hayr veya 1/0 gibi Dbigimlere
dontstiiriilebilecegini  gostermektedir.  Shannon'un  teorisinde  informasyon
belirsizlikle es tutulmaktadir. Biraz yanlis ¢agrisimlar yapsa da bu tespit dogrudur.
Informasyon Miktar: = Baslangigtaki belirsizlik-Informasyon alindiktan sonraki belirsizlik
olarak ifade edilmistir.

1948 yili entropi alanindaki ¢aligmalarin baslangi¢ yili olarak kabul edilir.
Informasyon teorisinde Shannon’un, bir bilgi kaynagimin belirsizliginin dl¢iimii olan
H niceligini kesfetmesinin ardindan matematiksel formlarin ve fiziksel degerlerinin
benzerliginden dolay1 bu H niceligi de istatistiksel mekanik ve termodinamikteki S
gibi entropi olarak adlandirilmistir. Shannon, bir fiziksel sistemdeki durumlarin sayisi

n iken ve sistemin bu durumlarda bulunma olasiliklart p =(p,,p,,..., p,) olmak

lizere entropiyi H,(p) = —Z p; In p, olarak tanimlamistir. Bunun iizerine entropi H’a

=)
aciklik getirmek i¢in bu kavram “Shannon’un entropisi” ad1 ile anilmigtir (Wu 1997).

Shannon (1948)’un ¢aligmasini temel alan Jaynes, bir 6l¢ek tizerinde yapilan
Olciimlere dayandirilan sistemin durumlarini tanimlamak igin bir olasilik dagilimi
tiiretmenin metodunu Shannon entropi Olgiitiinii maksimum yapan prensibi ortaya

koyarak miihendislik ve fizikteki problemlerin bir ¢ok c¢esidine bu sonuglar



uygulamistir. Bu prensip Jaynes’in Maksimum Entropi Prensibi (MaxEnt) olarak
adlandirilir. Bilgi olarak sadece ortalama degerleri verilmis oldugunda uyumlu
dagilimlar genelde sonsuz sayidadir. MaxEnt, Shannon entropi 6l¢iitiinii maksimum
yapan ve ortalama deger kisitlartyla eszamanli tutarlt dagilimi segmeyi onerir (Kapur
ve Kesavan 1992).

1951°de Kullback ayni kisitlar1 saglayan ve belirli bir Onsel olasilik
dagilimimin bilinmesi durumunda bu dagilima en yakin dagilimi se¢meyi 6ngoren ve
Kullback-Leibler 0lgiitiinii minimize eden Minimum Capraz Entropi Prensibi
(MinxEnt) ¢alismasini ortaya koymustur.

Entropi Optimizasyon Prensipleri ve Uygulamalar1 c¢alismasinin ikinci
boliimiinde entropi kavrami ve bir rassal degiskenin entropisi tanimlanmistir.
Shannon entropi 6l¢iitiiniin 6zellikleri ile bilesik ve kosullu entropi kavramlarinin
yan1 sira nispi entropi ve karsilikli informasyon ele alinarak formiilasyonlarina yer
verilmistir.

Calismanin t¢lincli boliimiinde Entropi Optimizasyon Prensipleri, Shannon
entropi Ol¢litiinii maksimum yapan Jaynes’in Maksimum Entropi Prensibi (MaxEnt)
ile Kullback-Leibler dl¢iitiinii minimize eden Kullback’in Minimum Capraz Entropi
Prensibi (MinxEnt) ayrintilartyla ele alinarak aralarindaki iliskiye deginilmistir.

Calismanin 6zgiin yanini olusturan dordiincii boliimde alti duruma sahip
kesikli rassal degiskenlerin verilen iki kisit ile MaxEnt dagilimi1 bulunmustur. Bu
dagilim bulunurken kosullu ekstremum probleminin ¢éziimii i¢in Langrange
carpanlart yonteminden yararlanilmistir. Bu durumda ortaya c¢ikan carpanlar
matematiksel olarak tam bulunamadigr icin yaklasik metotlarin uygulanmasi
gereksinimi ortaya ¢ikmistir. Bu nedenle de iki kisitli problemin niimerik ¢oziimii ele
alimmistir. Bu amacla 6nce bu denklemin ¢éziime sahip oldugu matematiksel analiz
ve analitik geometri yontemleriyle gosterilmistir. S6z konusu denklemin iki yontemle
ayr1 ayr1 niimerik ¢oziimii gerceklestirilmistir. Bu yontemlerden birisi Yariya Bolme
Yontemi’dir ki bu yontemle tanim araliginin orta noktasinda fonksiyonun isaretini
belirlemekle denklemin ¢oziimiiniin hangi alt aralikta bulundugu belirlenir. Daha

sonra siire¢ devam ettirilir. Denklemin ¢6ziimii Visual Basic programlama dilinde



hazirlanan bir programda istenilen hassasiyet ol¢iisiinde bulunmustur ve verilen 11
farkli ortalama degere gore olasilik dagilimlar1 hesaplanmistir. Hazirlanan program n
duruma sahip istenilen X degiskeni degerleri i¢in de gegerlidir.

Daha sonra ise ad1 gegen denklemin ¢oziimii i¢in diger bir metot Newton
Yontemi uygulanmigtir. Bu yontemin Yariya Bolme Yontemi’nden istiinliigii ise
koke daha hizli yaklagmasi bir baska deyisle daha az sayida iterasyon gerektirmesidir.
Bu defa Newton Yontemi ile Visual Basic programlama dilinde hazirlanan, yine keyfi
n sayida duruma sahip kesikli rassal degisken icin de gegerli olan bir programda
olasilik dagilimlart hesaplanmigtir. Ardindan verilen ii¢ kisit ile MaxEnt dagiliminin
bulunmas1 ele alinmustir. Iki kisit séz konusu oldugunda tek denklem ortaya
¢ikmasina ragmen bu problemde iki denklemden olusan bir denklem sistemi ortaya
cikmigtir. Bu nedenle Onceki problem icgin gegerli olan Yariya Bolme Yontemi
kullanilmamig, denklemler sisteminin niimerik ¢oziimii i¢in Newton Yontemi
sec¢ilmis ve olasilik dagilimi elde edilmistir.

MaxEnt prensibi ile 6nce inceledigimiz iki kisitl problem 6nsezi ve tecriibeye
dayali onsel bir dagilim verilmesiyle yeniden ele alinmig, MinxEnt prensibi ile bir
Visual Basic programlama dilinde hazirlanan programda olasilik dagilimi
hesaplanmis, MaxEnt ile bulunan dagilimla karsilastirilmistir. Belli bir Onsel
dagilimin verilmesiyle entropideki azalig gosterilmistir.

Ayrica DIE (Devlet Istatistik Enstitiisii)’den alinms 2003-2004 elektrik
tiiketimi verileri iizerinde MinxEnt Prensibi uygulanarak 2004 tiiketim oranlari
tahmin edilmis ve sonuglar 2004 ger¢ek oranlarla karsilastirilarak yakinligi

gosterilmistir.



2. ENTROPI VE iLGIiLi KAVRAMLAR

Bu bolimde entropi kavrami agiklanarak, entropi birimi ve rassal
degiskenlerin entropisi tanimlanmig, entropi fonksiyonunun Ozellikleri ve
ekstremumu lizerinde durulmus, Shannon entropi Ol¢iitiiniin 6zellikleri ile bilesik,
kosullu, nispi entropi ve karsilikli informasyon kavramlar1 ele alinarak, onemli

formiilasyonlara yer verilmistir.

2.1. Entropi
Entropi tanimi en genel deyimiyle diizenden diizensizlik big¢imine bir
dontisiimdiir. Cok eski bir kavram olan entropi ilk olarak termodinamikte 19. ylizyilin

ortalarina dogru Clausius tarafindan gelistirilmistir. Daha sonra Boltzmann entropi

ifadesini istatistiksel mekanikte S =&k1nw jle elde etmistir. Termodinamikteki ya da
istatistiksel mekanikteki entropi bir termodinamiksel sistemde var olan diizensizlik
diizeyinin bir Slglimiidiir (Wu 1997). Termodinamikteki entropi bilgi sisteminin
momentumu veya ortalama enerjisi hakkinda bilgi verir. Eger bu bilgi bedel, fiyat,
kira gibi ekonomik degiskenler hakkinda ise o zaman ekonomik entropi, cografi
dagilim hakkinda ise mekansal entropi olarak adlandirilir (Kapur ve Kesavan 1992).

Entropi Yunanca kokenli bir kelime olup sozliikteki anlami belirsizliktir.
Gergeklestirilen ¢alismayla 1ilgili olan “olasiliksal belirsizlik durumu” ele alindiginda
entropi “bir sisteme ait belirsizlik diizeyinin 6l¢iimii” olarak ifade edilecektir. Bir
baska deyisle herhangi bir olaym ortaya ¢ikma olasiligi, belli seviyede bu olayin
gergeklesip gergeklesmeyecegi hakkinda belirsizligin gostergesidir. Ornegin bir para
atisinda Yazi ya da Tura gelip gelmeyecegi, bir zar deneyinde 6 gelip gelmeyecegi bir
belirsizlik tasir. Ayni sekilde bir adayin bir se¢imi kazanmasi, ya da maksimum pazar
payina sahip olacak {irlin markas1 da belirsizlik igerebilir.

Entropi; anlamina, tiirine, degerine veya diger herhangi bir siibjektif
ozelligine bakilmaksizin, iletisim yaratan sembol, sinyal ya da sayilar dizisinin
istatistiksel yapisini analiz eden Bilgi Kurami’na dayanmaktadir. Bilgi Kurami’nin

temel prensipleri, iletisim hatlarindan sinyal génderilmesi islevini stokastik bir siire¢



olarak ele alan Shannon tarafindan gelistirilmistir. Shannon’a gore bir olay hakkinda
bilgi edinilmesi, o olayin belirsizlik icermesi halinde s6z konusu olabilir. Buna gore,
ortaya ¢ikma olasilif1 yiiksek olaylarin meydana gelmesi fazla bilgi getirmemekte;
aksine, olasilig1 diisiik olaylarin olusmasi daha fazla bilgi tasimaktadir. Bu ¢ergevede,
belli bir alternatif durumun olusma olasiligi, o durumu olusturan isaret, sembol ya da
sayimin belirsizlik derecesini temsil etmektedir. Bu nedenle, kazanilan bilgi giderilen
belirsizlik miktarinin dolayli bir 6l¢iitiidiir. Shannon yukaridaki yaklasimla entropi
kavramini, bir olayin alabilecegi ¢esitli alternatif durumlarin (degerlerin) beklenen
degeri olarak matematiksel bir bagintiyla tanimlamigtir. Bu tanima gore de entropi
belli birimlerle (bit, napier, desibel gibi) Ol¢iilebilen niceliksel bir biiyiiklik
olmaktadir. Boylelikle, bir rasgele siirecin entropisi hesaplanabilmekte ve s6z konusu
birimlerle ifade edilebilmektedir (Ozkul 2001).

Sonuglarmin olasiligr ile iligkilendirilmis belirsizlik “olasiliksal belirsizlik”
olarak adlandirilir. “Olasiliksal belirsizlik” durumunda belirsizligin 6lgiitii olarak
olayin gerceklesme olasiligi dikkate alimir (Kapur ve Kesavan 1992). Bu durumda
farkli olasilik dagilimlarinin onlarla iliskilendirilmis farkl belirsizliklere sahip oldugu
sOylenebilir. Olasiliklarin yogunluklar1 arttik¢a ilgili olasilik uzaymin belirsizligi
azalir. Ornegin kolayca goriilebilir ki yazi ya da tura i¢in (0.5,0.5) olasilik dagiliminin
entropisi, bir piyangoda kazanmanm (0.00001,0.99999) olasilik dagiliminin
entropisinden ¢ok daha fazladir (Papoulis 1991).

Bu durum sdyle de ifade edilebilir. Bir olasilik deneyinin a;,a,,...,a, olasi
sonuglari, p1,pa,... ,pn olasiliklariyla

Zn:pi =lve p,20i=12,...,n

i1
kosullarin1 saglamak suretiyle ortaya ¢iksin.

Bu olasilik deneyinde olasilik i. sonugta yogunlagmis ise ve p, =0 ise (V

i # ji¢in) bu durumda deneyin sonucu kesindir, belirsizlik yoktur ve yogunluk en

biiyiiktiir. Tersi durumda, eger deneyin tiim sonuglari esit olasiliklara sahip ise



1 . el
(p,=—, i=12,...,n) yogunluk en kiigiik, deneyin sonuglarinin belirsizligi ise en

biiylik olacaktir (Kapur ve Kesavan 1992).

2.1.1. Rassal Degiskenin Entropisi

Shannon, “bir olasilik uzaymin belirsizliginin 6l¢lisi” olarak tanimladigi
entropi igin, bir deneyin sonuglarinin igerdigi ortalama bilgi miktarin1 Onermistir
(Kapur ve Kesavan 1992 ).

Bu tanimdan yola ¢ikarak yukaridaki olasilik deneyinde i. sonucun ortaya
cikip ¢ikmama belirsizliginin bir dl¢limiinii atama problemi dikkate alindiginda i.

oo

sonuca karsilik gelen p; olasiliginin herhangi bir nedenle degistigi varsayilir. Bu

DPi velli bir sleiimiin

D;

degisim dp; kadar oldugunda bu degisimin ortalamasi olan

degisimini ifade eder ki bu Ol¢lim entropidir. Entropi 4, ile isaret edildiginde

d
dh, = i esitligi elde edilir. Esitlikteki negatif isaret olasiliktaki pozitif degisimin
b

entropide negatif degisime sebep olmasindandir. Baska deyisle i. sonucun ortaya

cikma olasiligindaki artis, entropinin azalmasina neden olacaktir.

Bu dh, = % esitliginin her iki yanim1 1’ den p;’ ye kadar integrali
Pi

alindiginda;
fan -
1 1 4
h.(p;) = h (1) = =In(p,) + In(1)
h(p;) = h,(1)=In(p,)
h(p;) =—In(p,) 2.1
formiilii elde edilir. Burada h(l)zOOlma51, gerceklesme olasiligi bir olan olayin

entropisinin sifir oldugunu ifade eder.



Esitlik (2.1), olasilik deneyinin yalniz i. sonucunun entropisi olarak
yorumlanir. Goriildiigii gibi entropi her p; olasiligia karsilik gelen bir say1, yani bir
rassal degiskenin aldig1 degerdir. Bu rassal degiskenin degerleri Cizelge 2.1.’deki
gibidir.

Cizelge 2.1. Bir rassal degisken olarak her p; olasiliina karsilik gelen entropi degeri

Rl L e

p
h ’ -Inp, ‘ -Inp, ’ -Inps ‘ . ’ -Inp,

S6z konusu degiskenin matematiksel beklentisi deneyin tam entropisi olarak

adlandirlir;

-p 1 -p,l —..—p, 1
H(P): pl npl p2 an pn npn.
ppt+p,+...tp,

Yukaridaki  matematiksel beklenti formiilinde p, +p, +...+p, =1

oldugundan,

H(P)=-p/Inp —p,Inp,—--=p, Inp,

H(P)= —Zn;‘ p;Inp, (2.2)
formiilii elde edilir.

Esitlik (2.2), n tane duruma sahip bir deneyin entropisidir. Rassal degisken
tanim1 dikkate alinirsa her bir x, durumuna karsilik gelen bir say1 atandiginda (2.2)
formiili X rassal degiskeninin belirsizliginin bir 6l¢iimii, yani entropisi olarak
tanimlanir (Cover ve Thomas 1991).

Ornek olarak bir zar deneyinde ortaya cikabilecek 6 duruma atanan sayilar
x;=10i olsun. Bdylece x;=10, x,=20,..., xs=60 degerlerini alan bir X rassal
degiskeninden s6z edilirken, ayni deneyde ¢ift gelme olayina 1, tek gelme olayima 0
sayist atanirsa x; =x; =x; =0 x, =x, =x, =1 degerlerini alan bir X rassal

degiskeni olarak ele alinabilir.

10



Entropinin tanimini deneyin degil de X rassal degiskeninin belirsizliginin bir

Olctimii olarak ele aldigimizda (2.2) formiili,

H(X)=-) P(x).log P(x) (2.3)

xeX
ile ifade edilir (Cover ve Thomas 1991).
Burada P(X), X rassal degiskeninin olasilik kiime fonksiyonudur. Bu

durumda P(x) = P{X = x}, x € X ’tir ve H(X), H(P) ile de gosterilebilir.
H(p) entropi fonksiyonu hem belirsizligin 6l¢iisii hem de bilgi miktarinin bir

olgtisidiir. p,, p,,..., p, olasiliklar1 ile n olast sonucu olan bir deney yapilmadan

once bulunan H(p) entropisi deney sonuclari ile ilgili belirsizligi Olger. Deney

yapildiktan sonra bulunan H(p,, p,,..., p,) entropisi ise deneyden elde edilen bilgi

miktarini dlger.
Orneklem uzayinin siirekli veya kesikli olmas1 durumuna gore entropi ifadesi

degisecektir. Orneklem uzayi siirekli ise, siirekli entropi fonksiyonu

H(f) =~k [ f(x)log f(x)

biciminde tanimlanmaktadir. Burada f{x) deney sonuglarinin siirekli olasilik yogunluk
fonksiyonudur.
Orneklem uzay1 kesikli ise; kesikli entropi fonksiyonu (2.3) esitligi ile ifade

edilen fonksiyon olacaktir (Kapur ve Kesavan 1992).

2.1.2. Entropi Birimi
Entropi formiiliinde farkli logaritmik tabanlar farkli entropi birimine neden
olur (Wu 1997). Eger logaritma tabani e olarak alinirsa entropi birimi nat (natural
kelimesinin kisaltmasi) olarak belirtilirken, logaritma tabani 2 olarak alindiginda ise
entropi birimi bit olarak ifade edilecektir (Cover ve Thomas 1991).
Bir para deneyini ele alirsak, bu deneyde yazi ve tura olmak iizere iki durum

s6z konusudur ve bu durumlarda bulunma olasiliklar1 P{Yaz}= P{Tura}=1/2"dir.

Dolayistyla bu deneyin entropisi;

11



1 1
H P :__10 1/2__10 1/2
(P) 5108, "~ log,

olacaktir.

Yukaridaki esitlikte logaritmik taban 2 kabul edildiginde ise entropi;
H(P) — _llogl/Z_llogl/Z
277 27

H(P)=1
bit olarak elde edilir.
O halde iki duruma sahip ve bu durumlarda bulunma olasiliklar1 esit olan
deneyin belirsizligi, entropi birimi olarak kabul edilir ve buna bit denir.
Baska tiirlii ifade edilmedik¢ce matematiksel islemlerde kolaylik olmasi

acisindan logaritmik taban e olarak kabul edilecektir.

2.1.3. Entropi Fonksiyonunun Temel Ozellikleri
Bir rassal degiskenin aldigi iki degerin olasiliklar1 esit olmadigi yani

P(X =x)=p, P(X =x,)=1- p oldugu durumda,

H(P)=~plogp—(1-p)log(l-p)
entropi fonksiyonu elde edilir.

H(P) entropi fonksiyonunun grafigi Sekil 2.1.”de gosterilmistir. Bu grafik bize
entropi fonksiyonun bazi temel 6zellikleri hakkinda fikir verir. Entropi fonksiyonu
konkav bir fonksiyondur ve p=0 ya da p=1 iken H(P)=0 degerini alir. Zaten bilindigi
gibi olasiligin sifir ya da bir olmasi durumunda rassallik dolayisiyla da belirsizlik
yoktur. Benzer olarak entropi fonksiyonu maksimum degerini p=0.5de alir ki bu
durumda belirsizlik maksimumdur ve Sekil 2.1.’den de goriilecegi gibi entropi
fonksiyonu X rassal degiskeninin aldig1 degerlere degil sadece olasiliklarina baghdir

(Cover ve Thomas 1991).

12



H(P)

0 0s 1 p

Sekil 2.1. H(P) entropi fonksiyonu grafigi

Entropiyi log ’in - matematiksel beklentisi olarak da tanimlamak

X

miimkiindiir. Boylece X~P(x) ise g(x) rassal degiskeninin beklenen degeri,
E,g(x) =Y g(x)p(x)

xeN

olarak yazilabilir.

O halde X’in entropisi log > in beklenen degeri olarak da yorumlanabilir.

X

Bu tanimin bazi hazir sonuglarini ¢ikarabiliriz;

Sonu¢.1 H(X)=0

0< p(x)<1 olmas1 ile log >0 oldugu gorilir ve dolayisiyla

p(x)
H(X)>0"d,

Sonug.2 H,(X) = (log! JH,(X) dir. (log} =log! log”)
Entropinin bu ikinci 06zelligi tanimdaki logaritma tabanin1 degistirmeyi
olanakli kilar. Yani entropi uygun c¢arpanla c¢arpilarak baska bir tabana

dontstiiriilebilir (Cover ve Thomas 1991).

13



2.1.4. Shannon Entropi Olgiitiiniin Ozellikleri

Mevcut verilerle elverilen maksimum entropiye (belirsizlige) sahip olasilik
dagilimi eksik bilgi ilizerine dayanan c¢ikarimlar yapmada kullanilmalidir. Onun
maksimumundan kiigiik herhangi bir entropi, saglam bir temele dayanmayan ek bilgi
igerdiginden diger her dagilim bazi davranislara egilimli olacaktir. Bu yiizden bir
olasilik dagilimin belirsizliginin bir dl¢limiine sahip olmak gerekir. Bu belirsizligin

Ol¢iimii icin Shannon tarafindan tek bir fonksiyon tanimlanmistir.

Her 1 i¢in p, 20 ve Zpi =1 olmak iizere p =(p,,p,,...,p,) bir olasilik

i=1

dagilimi olsun. Bu dagilim i¢in entropinin Shannon 6l¢iiti,

A n
H,(p)==)_p,Inp,

)
olarak verilir. Bu sekilde tanimlanan Shannon entropisi i¢in asagidaki ozellikler s6z
konusudur:
i) Entropi negatif olamaz.
H, (P)=0’dur.

Eger 0<p, <1 1iselnp, <0 ve -In p,>0 olur.

Eger p, =0 veya p, =1 ise p,In p,=0 olur.

Buradan goériiliiyor ki - p;In p, >0 olacaktir. Bu da H,(p) 'nin hi¢gbir zaman

negatif deger almayacagini gosterir (Kapur ve Kesavan 1992).

ii) H, (p) yer degistirme Ozelligine sahiptir. Yani p,, p,,..., p, olasiliklari

kendi aralarinda yer degistirse de entropi dl¢limii degismez. Rassal degiskenin aldig1
degerlerin entropi lizerinde etkisi olmadigina gére bu beklenilen bir 6zelliktir.

iii) H,(p); 0 ile 1 arasindaki tim p,’ler i¢cin p,,p,,..., p,’ in sirekli bir
fonksiyondur. Yine ayni aralikta p, ve Inp, de p, nin siirekli fonksiyonlaridir.
Boylece p,In p, ayni aralikta her yerde siireklidir.

Eger p, =0 ise p,In p, tammsizdir, fakat limit alindiginda;

14



In p,

lim p;Inp. =1 !
) p;np, plfnml/p

- lim /P

ri=0—1/ p;

= lim(-p,)

p;i—0

=0

elde edilir.

A
Boylece 0ln0=0 olarak tanimlanabildiginden p,In p,, p, = 0’da siirekli olur.
Bu tanimla p, — 0 olarak fonksiyonun limiti, p, =0 ’da fonksiyonun aldig1 degere
esittir. Bu durumda H (p)’nin 0 ile 1 arasindaki tim p,’ler icin siirekli bir

fonksiyon oldugu sdylenebilir. Bu ozellikle birlikte, bazi olasilik degerlerindeki
kiiciik bir degisimin, entropide de kiigiik bir miktarda degisime neden oldugu
sOylenebilir.

iv) Olanaksiz bir olaym yani olasilig1 sifir olan bir olaym ifadeye dahil

edilmesiyle entropi degismez.

Hn+1(p17p2""7pn90) = _Zp, lnpi —Oln()

i=1

= _z piInp,
im1

= Hn(pl?pZ?""pn)

A, = (1,0,...,0)
A, =(0,],...,0)

A, =(0,0,....,0)

seklinde verilen n tane sonuglar bilinen dagilim her biri i¢cin 4, (p) = 0 dur.

15



vi) Yukaridaki 6zellikte verilen dagilimlar disindaki diger dagilimlar i¢in

H (p)> 0’dir. Yani sonuglari kesin olmayan her dagilim i¢in entropi pozitif

olacaktir.

vii) H,(p), (p,, P,>---, p, )’in konkav bir fonksiyonudur. Eger ¢(p)=—-plnp
alinirsa ¢@'(p)=—(1+1Inp) ve ¢"(p)= 1 olur.
P

Kolayca goriilebilir ki ¢(p) konkav bir fonksiyondur. Konkav
fonksiyonlarin toplam1 da konkav bir fonksiyon oldugundan H,(p), (pl, Dy D, ) ’in

konkav bir fonksiyonudur. Lineer kisitlara konu olan konkav bir fonksiyon i¢in lokal
maksimum ayni zamanda global maksimum da olacagindan bu o6zellik ¢ok
kullanishdir (Kapur ve Kesavan 1992).

viii) Entropi fonksiyonu, biitiin olasiliklarin birbirine esit oldugu durumda (V
1 icin pi=1/n) maksimum degerini alir. Daha sonra ispatlayacagimiz bu ozellik

H (p)<H, (l,l yeees l) ifadesi ile verilebilir.
non n

ix) p1 ve p, olasiliklan birlestirildiginde entropi ifadesi;

H,  (p+pyse.sp,)=—(p + py)In(p, +p2)_zpi In p,

i=3

=~(py + p)I(p, + p2)+ pi I py+ pyInp,= Y pyInp,
l:lHn(P)
H,(p1sPysesPy) = H, (P1 pysees ) + (1 + p2) I0(p) + )
-p/Inp, —p,Inp,
=H,,(p1»Psys--> D))

+(p1 +p2)[ — D In D, P In D, ]
pr+p, ptp, pt+tp, ptp,

p )4
Hn(pl,pz,...,pn):Hn_l(pl+p2,...,pn)+(p1+p2)H{ L 2 ](2.4)
btp, PtPp;

esitligi elde edilir.
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Entropinin pozitif olma ozelligi de dikkate almarak

H, ,(p,+py,pss--sp,)<H,(p,,Pys-..,p,) sonucuna varilir. Yani iki sonucun
birlestirilmesiyle entropi indirgenir. Bir baska deyisle iki sonucun birlestirilmesiyle

belirsizlik artmaz. Eger (2.4) esitliginde H,(p,, p,)1fadesi biliniyorsa, n=3 alinarak
H,(p,,p,,p;) elde edilebilirken, n=4almakla da H,(p,,p,,p;,p,)bulunur.
Boylelikle yineleme yoluyla herhangi bir n degeri i¢in H, (p,,p,,...,p,)eclde

edilebilir. Bu 6zellik ¢ok elverisli ve kullanish bir 6zellik olup “yineleme 6zelligi”
olarak adlandirilir.

H,(p,,p,»..-,p,) in elde edilmesi iki asamada gergeklesir. ik asamada

H, (p, +p,,...,p,) ¢ ulagilir, ikinci asamada ise p, ve p,, p, +p, olasiligina

boliinerek H 2( Py , P j entropisi elde edilir. Aslinda bu 6zellik “dallanma
PrtpP, PrtD,

prensibi” olarak da adlandirilir.
Esitlik (2.4), bir tek dallanma s6z konusu ise gerekli olan formiilii ifade eder.
Simdi birden fazla dallanma durumu ele alinsin ve gerekli formiil ¢ikarilsin.

Ornegin ilk iki sonug ile p,ve p, sonuglarinin birlestirilmesiyle iki dallanma

durumunda olusturulacak formiil agagidaki gibi olur.

H, ,(p,+ Py P+ Pyse-5p,) =—(p + p)In(p, + p,) —(p; + py) In(p; +p4)_zpi In p,

i=5

Bu formiilde gerekli islemler yapildiginda,

H, ,(py+pysPs+ D455 p,)=—(p +p2)1n(p1 +p2)_(p3 +p4)ln(p3 +p4)

+pInp, +p,Inp,+p,Inp,+p,Inp,—> pInp,
i=1

H,(P)
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H,(p,pyssD,)=H, (P, + Py D3+ Dys Psseees Py)

+(p1+p2)(_ P In D, P In P, ]
pr+p, ptp, pt+tp, ptp,

+(ps+p, )(_ Ps In Py __Pa In Py J
pstpy, pPstpy, pPstp, Pstp,

H,(pspyssD,)=H, (P, + Dyy D3 + Dys Pssees D)

p p
+(p, + py)H,( ., :
Py +p, bt P, 2.5)
P D,

+(ps + py)H,( ) )
Ps+py Pyt Dy

formiilii elde edilir. Boylelikle asagidaki Sekil 2.2.” den de goriildiigii gibi istenilen

kadar sonug birlestirilebilir ve entropi degeri indirgenebilir.

Sekil 2.2. Entropinin dallanma prensibi
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2.1.5. Entropi Fonksiyonunun Ekstremumu
H(p):_zpi In p, (2.6)
i=1

entropi  fonksiyonu (pl, Daseees pn) olasiliklarina  bagli ¢ok degiskenli bir

fonksiyondur ve burada ( DisDyse-es pn) degiskenleri arasinda,

p+p,+...+p, =1 2.7)
seklinde bir kosul vardir.
Fonksiyon (2.6), (2.7) kisit1 altinda kosullu ekstremumunu incelemek i¢in

Lagrange Yontemi kullanildiginda Lagrange fonksiyonu;

L=-3pnp - ﬂ(ipi - lj (2.8)
i=1 i=1

kurulur. Fonksiyon (2.6), (2.7) kisit1 altinda ekstremuma sahipse (2.8) esitliginin
kismi tiirevleri sifira esit olmalidir. Kosullu Ekstremum’un varlik teoremine goére bu
fonksiyonun kismi tiirevlerinin sifira esit oldugu noktalar kritik noktalardir. Ancak
daha once ispatlandi ki entropi fonksiyonu konkav bir fonksiyondur ve dolayisiyla
elde edilen kritik noktalar entropi fonksiyonunu maksimize edecek degerler olacaktir.

Kritik noktalar1 elde etmek amaciyla kismi tiirev alindiginda,
S—L:—(l+lnpi)—/120

i

—lnp,-1-4=0
—Inp, =1+4
Inp, =-4-1
p,=e (2.9)
sonucuna varilir.
Boylece p,=p,=...=p, =e " degerlerini (2.7) kisitinda yerine yazmakla

A degeri asagidaki gibi elde edilebilir.
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—A—-1=-In(n)
A=1In(n)-1
Bulunan 4 degerinin p,’de yerine konulmasiyla da ;

-1-1

p;=e€
— e—ln(n)+l—l
1 .
pi=— i=12,...,n (2.10)

kritik noktalart1 bulunmus olur. Kritik noktalarin entropi fonksiyonunda yerine

yazilmasi ile

H(p)= ﬁlln(%) - —n%ln(%)
ol
n
H(p) =In(n) (2.11)

ifadesi elde edilir. Esitlik (2.11), (2.6) fonksiyonunun (2.7) kosulu altinda maksimum

degeri olarak tanimlanabilir. Bu durumda H  (p)entropi fonksiyonu maksimum

degerine tiim olasiliklarin esit oldugu U (l,l,...,l) ile ifade edilen kesikli diizgiin
n n
dagilim halinde ulasir.
2.2.Bilesik Entropi
Daha onceki konularda tek bir rassal degiskenin entropisini

—Z p(x)log p(x) olarak tanimlanmisti. Simdi aymi olasilik uzayir {izerinde
xXey

tanimlanmis 1ki bagimsiz X ve Y rassal degiskenlerinin kosullarinda tanimlanabilen

bir olasiliksal sistem ele alinsin. X rassal degiskeninin aldig1 degerler {xl,xz,...,xn },

Y rassal degiskenin aldig1 degerler ise {yl, Vyserns ym} gibi yazilabilir. Bu durumda X

20



ve Y bagimsiz rassal degiskenlerinin bilesik olasilik dagilimi Cizelge 2.2.’deki gibi

olusturulabilir.

Cizelge 2.2. X ve Y rassal degiskenlerinin bilesik olasilik dagilimi

yl yz y3 * ¢ * ym Px

Xy P | Pu P13 Pim | Py

Xy, | Pu | Pxn P Pon | Dy

X3 P31 | P P33 P3| P3

xn pnl an pn3 pnm pn

P, g q, q; q.,

Burada,

piZZpy.:P(X:xi), i=12,....n p +p,+-+p, =1
=1

qj:ZpU.=P(Y=yj), j=L2,....m q,+q,+--+q, =1
i=1

ve
p,=p(x,y,)=P(X=x,,Y=y)=P(X=x)PY=y,)=pq,=p;

olmak tizere X ve Y rassal degiskenlerinin bilesik entropisi

H,,(X,Y)==>> p,logp, (2.12)
j=1 i=1
olarak tanimlanir. Bu iki rassal degiskenin bagimsizlik kosulunu saglamalari

nedeniyle p, yerine p,q,yazilabilir.
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Bu durumda bilesik entropi formiiliinden;

H,, (X,Y)= _zzpiqj log(piqj)

j=1 i=l

=->.>.p:q;(logp, +logq,)

j=1 i=1

==>"> g, logp, =D > pq;logg,

j=1i=1 J=1 =l

(S grome {5 Eomm)

m n

H,,(X,Y)=Y q,HX)+Y pH®)

j=1 i=1
esitligi elde edilir ve Zq ;=1ve Z p, =1 oldugu dikkate alinirsa,
j=1 i=1

H, (X, Y)=H (X)+H,Y) (2.13)
sonucuna varilir. Boylelikle entropinin “toplamsallik 6zelligi” ispatlanmig olur. Bir
baska deyisle X ve Y rassal degiskenleri bagimsiz iken bilesik entropi, bu iki rassal
degiskenin entropileri toplamina esittir. Ayni1 sekilde r sayida karsilikli bagimsiz
(X1,X2,...,.X;) vektor rassal degiskenlerinin bilesik entropisi, bunlarin ayri1 ayri

entropileri toplamina esittir ve asagidaki (2.14) esitligindeki gibi ifade edilir.

mn

H (Xl,Xz,...,Xr)=Zr:H(Xk) (2.14)

2.3. Kosullu Entropi
Bir onceki konuda bahsedilen bagimsizlik kosulu saglanmadigi takdirde

kosullu entropi s6z konusu olacaktir. Y rassal degiskeni i¢in y, degeri gbzlendiginde

X rassal degiskeni hakkindaki belirsizligin  miktarii = gOstermek  i¢in

H(X | y,)entropisi tanimlanir.

Hmn(lej)=—Zn:p(xi |y ) logp(x; | y;) (2.15)

i=1
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Esitlik (2.15) X rassal degiskeninin kismi entropisi olarak ifade edilir.
Simdi H, (X |Y)kosullu entropisini, yani Y rassal degiskeninin tim
degerleri gerceklenebilir oldugunda X rassal degiskeninin belirsizlik miktari

hesaplanabilir. Bu ifade ise (2.15) esitliginde tim y; ’lerin ortalamas ile asagidaki

gibi elde edilir (Karmeshu 2003).
H,,(X|Y)==>>q(y;,)p(x | y)logp(x;|y;)
i=1 j=1

bu esitlikte kosullu olasilik tanimindan p, = p(x;,y;) = p(x; | y,)q(y,) yazlabilir.

Bu durumda kosullu entropi,

Hy (X7 == p(x,.y)log p(x, | ¥,)

P
Hou(X17)=-3 3 p, o8 (3,1 ) (2.16)
gy
seklinde yazilabilir. Ayni sekilde,
Hon (V1) = =33 pls,v)log p(y, | x) (2.17)
gy
olarak tanimlanabilir.

Esitlik (2.16) ve (2.17) sirasiyla X’in ve Y nin kosullu entropisini verir.

Teorem 2.1. (Zincir Kural): Iki rassal degiskenin bilesik entropisi, birinin
kosullu entropisi ile digerinin entropisi toplamina esittir.

Ispat: Kosullu olasilik formiilii

P(X,Y)=P(X)P(Y | X)
dikkate alinirsa ve her iki tarafin logaritmasi alindiginda,

log P(X,Y)=log P(X)+logP(Y | X)
esitligi elde edilir.

Son esitlikte her iki yanin beklenen degeri alindiginda da

H(X,Y)=E{-log P(X)-log P(Y | X)}

= E{~log P(X)}+ E{~log P(Y | X)}
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H, (X, Y)=H (X)+H,,(Y|X) (2.18)
sonucu ile zincir kurali ispatlanmis olur. Bu teoremin bazi sonuglari elde edilebilir.
Sonu¢ 1) X ve Y rassal degiskenleri bagimsiz ise yani P(Y | X) = P(Y)ise bu
takdirde 4, (Y| X)=H, (Y) olur ve (2.18) esitligi
H (X, Y)=H (X)+H,Y)
olarak (2.13) esitligine doniisiir.
Sonug 2) Esitlik (2.18) ayn1 zamanda

H (X, Y)=H, (Y)+H,,(X|Y) (2.19)
gibi de yazilabilir. Esitlik (2.18) ile (2.19)’dan

H (X)+H, Y| X)=H, (Y)+H,,(X|Y) (2.20)
elde edilir.

Sonu¢ 3) X rassal degiskeni Y rassal degiskenini tamamen agikliyorsa, bir

baska deyisle P(Y|X)=1 ise X var oldugunda Y kesin vardir ve bu durumda
H, (X,Y)=H, (X)olur.

Ornek: X ve Y sistemlerinin bilesik olasiliklar1 Cizelge 2.3.’de verilmis iken
H(Y|X) ve H(X |Y) degerleri hesaplansin.

Cizelge 2.3. X ve Y degiskenlerinin bilesik olasiliklar

i V) Vs P,
X, 0.1 0 0 0.1

X, 0.2 0.3 0.2 0.7

x, |0 0 02 |02

P 0.3 0.3 0.4 1

P(x,,y,
P(y;|x) =% oldugu dikkate alinarak kosullu olasiliklar Cizelge 2.4.’deki
xi
gibi hesaplanir.
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Cizelge 2.4. X ve Y degiskenlerinin kosullu olasiliklar

N2 Vs V3

X P(y1|x1)20%.1:1 P(yz|x1)200'1:() P(y3|x1):00.1:0

X 2 3 2
P PO =0%0 0= | POs L) =030 =2 | PO, 1) =020 =2

X3 P(y1|x3)200’2:() P(yz|x3):00.2:0 P(y3|x3)20'%.2:1

Kosullu olasilik formiilii ile

s (& PGy, (PG,
H(Y|X)=—le,{2 ﬁxﬁ’)log[ if(xy) )J}

=

olarak hesaplanir. Burada entropi fonksiyonunu & ile isaret edilirse islemler

asagidaki gibi olur ve

R 3. (P(x;,y;)
- ;p’{;‘s{ P(x) ]}

0.1(K(1) + 9(0) + H(0))
=—+ 0.7[19(£j + 9(£j + S[ED
0.7 0.7 0.7
+0.2(9(0) + 9(0) + K(1))
e 0 =0af{22)93) o 22)
=0.3280 bit

olarak kosullu entropi degeri bulunur. Benzer islemler yaparak ta H(X |Y)’de elde
edilebilir.
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2.4.Nispi Entropi ve Karsihkli informasyon

Bir X rassal degiskeninin entropisi H(X), bu degiskenin hangi deger
alacaginin belirsizligini ifade eden bir biiyiikliiktiir. X rassal degiskeni hakkinda
onemli bilgiler elde edilmesi, H(X) ’in yani belirsizligin azalmas1 anlamina gelir. Bu
acidan dikkate alindiginda informasyon, belli bilgiler sayesinde H (X)entropisinin
degisiminin bir Ol¢iitiidlir denilebilir. Béyle oldugunda informasyon pozitif veya
negatif olabilir. Informasyonun negatif olmasi sistemin entropisinin artmasi anlamina
gelir. Onemli olan sistemin belirsizligini asmak oldugu igin informasyonun pozitif
olmasi s6z konusudur.

Yukarida bahsedilenler soyle de ifade edilebilir. X rassal degiskeni hakkinda

informasyon [, ile isaret edilsin. Rassal degiskenin entropisi H(X) iken, belli
etkiler sayesinde sonraki entropisi H(X)olsun. HX)-H(X)=1 « tir. Buradan
gorilliir ki eger H(X) > H(X)ise yani fiziksel sistemin belirsizligi artmus ise / + <0
olacaktir ki bu durumda negatif informasyon s6z konusudur. Eger H(X) < H(X) ise
I, >0 olacaktir. Baska deyisle sistemin entropisi azalmis ise informasyon pozitiftir.

Ancak H(X)=0 ise H(X)=1 + olacaktir. Bu durumda bir X rassal degiskeninin
belirsizligini agmak i¢in gereken informasyon miktari, sayisal olarak
H (X) entropisine esittir.

Bu durumda

I, =H(X)==) plogp, (2:21)
i=1
esitligi tam informasyonu yani tiim belirsizligi asmak i¢in gereken bilgi miktarini
ifade eder. X rassal degiskeninin x; degerini alma olasilig1 P(X=x;)=p; iken;
I, =-logp, (2.22)
ile de kismi informasyon tanimlanir.

Esitlik (2.22) den de goriiliiyor ki p; kiigiik bir degere sahip oldugunda 7

biiylik bir degere sahip olacaktir. Bu su anlama geliyor ki gerceklesme olasiligi ¢cok
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kiiciik olan olayin igerdigi informasyon miktari, ger¢eklesme olasilig1 biiyiik olan
olayin igerdigi informasyon miktarindan ¢ok daha biiyiiktiir.
Informasyon kavrammimn tanimindan ve formiilinden anlasildigi gibi

informasyon da entropi kavramu ile ayn1 birimle, bit ile dl¢iiliir.

2.4.1.Nispi Entropi

Nispi entropi iki olasilik dagilimi arasindaki uzakligin bir 6l¢iimii olarak ifade
edilebilir. Istatistikte bu terim likelihood oranmin logaritmasmin beklenen degeri
olarak ortaya cikar. Nispi entropi D(p|| q)ile gosterilir ve gercek dagilim p iken
varsayilan q dagilimmn yetersizliginin bir dl¢iimiidiir. Ornegin ger¢ek dagilim p
bilinseydi, ortalama tanim uzunlugu H(P) ile kodlanabilirdi. Ancak gercek dagilim
yerine varsayillan bir q dagilimi icin bir kod kullanildiysa, rassal degiskeni
tanimlamak icin H(P)+D(p| g)bit kadar bilgiye ihtiya¢c olacaktir (Cover ve
Thomas 1991).

X rassal degiskeni iizerinde tamimlanmis p(x) ve g(x)olasilik dagilimlar £, ,
p 'ye gore beklenen degeri ifade etmekte iken, iki dagilim arasindaki uzaklik

p(x)
D(pllg)= ;p(x) log (2.23)

p(x)
q(x)

=FE,log

olarak tanimlanir.
Nispi entropi negatif deger almaz ve sadece p=q halinde sifir olur. Bununla
birlikte nispi entropi dagilimlar arasindaki uzaklik olarak tanimlansa da simetri

ozelligi yoktur ve liggen esitsizligini saglamaz (Cover ve Thomas 1991).

Ornek: x,=1 ve x, =0 degerlerini alan X rassal degisken iizerinde

tanimlanmis iki olasilik dagilimi p ve q olsun.
p(0)=1-1, p(1)=r; q(0)=1-s, q(1)=s ise iki dagilim arasindaki uzakligin 6l¢iimii
olan D(p || g) nispi entropisi hesaplandiginda:
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D(pllg)=(1-r) log(i_—rj + rlog(lj
—g P
veE

D(q|l p)=01-ys) logG:—jj +s logﬁﬁj

r

olarak elde edilir. Eger r =5 ise D(p||q)=D(q || p) =0 olur.

1 .
r=—,s=—ise
2707
1(12) 1. (1/2
D N e I e T
Pl =7 Og(3/4j 2 Og(1/4j
1
=1——log3
Jlog

=0.2075 bit iken,

3 (3/4) 1. (1/4
D — 0 2144 Lol 114
@lipy=7 Og(l/zj 4 Og(l/zj

3
=—log3-1
4 g

=0.1887 bit

olarak hesaplanir.

Genelde D(p || q) # D(q || p) yazilabilir (Cover ve Thomas 1991).

2.4.2. Karsihkh informasyon

Karsilikli informasyon, bir rassal degiskenin diger rassal degisken hakkinda

icerdigi informasyon miktarmin bir dl¢limii olarak tanimlanabilir (Cover ve Thomas

1991). Bir baska deyisle, Y rassal degiskeninin gézlenmesiyle X rassal degiskeninin

entropisinde gerceklesen azalma miktaridir. X rassal degiskeninin belirsizliginin

asilmasi i¢in gereken bilgi miktar1 /(X)= H(X) kadardir. Y rassal degiskenin X

hakkinda icerdigi entropi (informasyon) miktar1 da H(X |Y)olacaktir. O halde X

yerine Y rassal degiskeni gozlendiginde X’de kalan entropi miktar1 ya da X’i

tanimlamak i¢in gereken informasyon miktari,
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I(X;Y)=HX)-H(X|Y) (2.24)
olarak ifade edilir. Y’nin gozlenmesiyle, X’in entropisi H(X)’teki azalma,
H(X | Y)kosullu entropisi kadar olacagindan (2.24) formiilii kalan entropi miktarin
ifade eder.

Teorem 2.2. Y rassal degiskeninin X rassal degiskenine verdigi informasyon
miktar1, X rassal degiskeninin Y rassal degiskenine verdigi informasyon miktarina
esittir:

1 =1

Y->X X-oY*

Ispat: Kosullu entropi konusunda elde edilen (2.20) esitligi ele alindiginda,

HX)+HY | X)=HXY)+H(X|Y) (2.25)
HX)-HX|Y)=HXY)-H(Y | X) (2.26)
Iy oy =1y

oldugu goriiliir.

2.4.3.Karsihkh informasyon Formiiliiniin Incelenmesi
Esitlik (2.19)’da H(X |Y) cekilerek (2.24)’de yerine yazildiginda;
HX,Y)=HY)+H(X|Y)
H(X|Y)=-H{Y)+H(X,Y) (2.27)
Iy =HX)+HY)-H(X.Y) (2.28)
karsilikli informasyon formiilii elde edilir.
Sonuc.1 X ve Y rassal degiskenleri bagimsiz ise;
HX,Y)=H(X)+H()
oldugundan
I,.,,=0
sonucuna varilir.
Sonugc.2 Y rassal degiskeni X rassal degiskenini tamamen agikliyor ise ;
H(X,Y)=H(X)=H()

olacagindan
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Iyoy =H(X)=H()
elde edilir.

Karsilikli informasyon formiilii beklenen deger ile de ifade edilebilir. P(x,y)
bilesik olasilik fonksiyonu, P(x) ve P(y) sirasiyla X ve Y rassal degiskenlerine ait
marjinal olasilik fonksiyonu olmak iizere karsilikli informasyon formiilii:

Iy =HX)+HY)-H(X.Y)

==Y p(x)log p(x) =Y p(»)log p(»)+ Y p(x,y)log p(x,y)
P B Yy

= E{~log P(X)}+ E{~log P(Y)}+ E{log [;(X, )}

veya
I,., = E{log- L1 (2.29)
P(X)P(Y)
seklinde ifade edilebilir. Buradan (2.29) esitligi
P(x,»)
o p(x,y)log——=—— (2.30)
Tror =2 p(x)p(y)

olarak belirtildiginde goriiliiyor ki karsilikli informasyon 7, ,, bilesik dagilim

p(x,y)ile ¢arpim dagilim p(x).p(y) arasindaki nispi entropiyi ifade eder.

Esitlik  (2.30)’da  P(X=x,Y=y,)=p;, PX=x)=p, i=ln,

PY=y)=q, j= =1,m oldugu dikkate alinirsa;
Lyoy = ZZP,, log 21 2.31)
i=1 j=1 P,f]]
seklinde ifade edilebilen esitlikte,
P
plx [ y;)=—
q;
P :qu(xi |yj) (2.32)
yerine yazildig: takdirde,
q,p(x;|y;)
Ty :zzq p(x, ’y )log———"—

i=l j=1 i1j
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i p(x;1y;)
g, p(x; | y,)log——=

m
j=l =l D;

(2.33)

IX<—>Y

Iy Ly
elde edilir ki formilasyondaki /7, ,, ifadesi Y rassal degiskeninin y; degerini

almasiin, X rassal degiskeni hakkinda icerdigi kismi informasyonu ifade eder.

Karsiliklt informasyon ile kismi informasyon arasindaki iligki
Loy =2.0,1, o« (2.34)
j=1

ile gosterilir.
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3. ENTROPI OPTIMiZASYON PRENSIPLERI

Bu béliimde Entropi Optimizasyon prensipleri; Shannon entropi oOl¢iitiinii
maksimum yapan Jaynes’in maksimum entropi prensibi (MaxEnt) ile Kullback-
Leibler’in ¢apraz entropi Olgiitiiniin baz1 6zellikleri ve bu Olciitii minimize eden
Kullback’in minimum c¢apraz entropi prensibi (MinxEnt) ayrintilariyla ele alinarak

aralarindaki iliskiye deginilmistir.

3.1. Jaynes’in Maksimum Entropi Prensibi:MaxEnt

Genis kapsamli bir 6l¢ek lizerinde yapilan Slglimlere dayandirilan sistemin
durumlarini tanimlamak igin bir olasilik dagilimi tiiretmenin metodu, bagimsiz olarak
Ingarden, Jaynes ve Kullback tarafindan tespit edildiyse de baglica Oncii Jaynes’tir.
Jaynes, miihendislik ve fizikteki problemlerin bir ¢ok ¢esidine bu sonuglari
uygulamigtir. Bu metottan genellikle maksimum entropi prensibi (MaxEnt),
maksimum belirsizlik prensibi, maksimum entropi metodu ya da Jaynes’in formiili
olarak soz edilir. Maksimum belirsizlik prensibi olarak bahsetmek tercih edilse de,
kullanim alaninin genis olmasi nedeniyle maksimum entropi prensibi deyimi
kullanilir.

Bilgi olarak sadece ortalama degerleri verilmis oldugunda uyumlu dagilimlar
genelde sonsuz sayidadir. MaxEnt, Shannon entropi dlgiitiinii maksimum yapan ve
ortalama deger kisitlartyla eszamanli tutarli dagilimi segmeyi Onerir. MaxEnt; her bir
olasiligin negatif olmamasi ve olasiliklarin toplaminin bir olmasi diginda rassal
degisken hakkinda hi¢ bir sey bilmedigimizde, iiniform dagilimi bizim bilgimizin en
tatmin edici temsilcisi oldugunu varsayan Laplece’in {inlii “yetersiz sebep ilkesi’nin
dogal bir uzantisidir. Bu bolimde MaxEnt prensibinin matematigine ayrintili bir
sekilde deginilecektir (Kapur ve Kesavan 1992).

X, X,,...,X, degerlerini p,,p,,..., p, uygun olasiliklar1 ile alan bir X rassal
degiskeni ele almsin. Bu rassal degiskene bagh g, (X),g,(X),...,g,(X)
fonksiyonlarmin beklenen degerleri

E{g,,(xi)}:plg,(xl)+p2g,,(x2)+...+pngr(xn) =n, r=12,....m (3.1)
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seklinde ifade edilsin. Burada 7,, X rassal degiskenine bagli g, (X) fonksiyonun
beklenen degerini gosteren bir say1 olmak {izere, matematiksel beklentiler seklinde

verilen kosullar altinda p,, p,,..., p, olasiliklarinin bulunmasi MaxEnt prensibi ile

yapilabilir. Esitlik (3.1) ile verilen kisitlar,
Zpl.g, (x,)=n, r=12,..m (3.2)
i=1

gibi gosterilebilir. Ayrica  p, ’ler arasinda

Yp =1 (3.3)
i=1

seklinde bir dogal iliski de mevcuttur. Bunun yaninda
p, >0, i=12,.,n (3.4
esitsizligini Shonnon’un entropi Ol¢iitii otomatik olarak saglayacaktir.

Boylece p,,p,,...,p, arasinda m+1 tane iligski bir baska deyisle, kisit elde
edilmis olur. Eger m+1 < n ise genelde Esitlik (3.2) ve (3.3) p,, p,,-.., p, ’lerin tek
bir degeri icin belirlenemez. Ger¢ektende p,’lerin n—m —1 tanesine herhangi keyfi

bir deger verilebilir ve (3.2) ve (3.3) esitliklerini kullanarak kalan m +1olasilik i¢in
¢oziilebilir. Boylece esitlik (3.2) ve (3.3)’lin sonsuz sayida ¢dziimiine sahip olunur ve

elbette bu ¢oziimlerden sadece her p, >0 olanlari alinir.

Sonsuz sayida ¢oziimler arasindan makul bir se¢cim yapmak i¢in yaygin fikir
ve bilimsel prensiplere dayanan argiimanlara basvurulur:
e Dogruyu ve yalniz dogruyu sdylemek
e Verilen tiim bilgileri kullanmak ve elde edilemeyen bilgiler
hakkinda varsayimlarda bulunmaktan kaginmak.
O nedenle (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullanilmali fakat miimkiin olan eksik bilgi
hakkinda varsayimlar yapilmamalidir. Genelde bu iki esitlik ile tutarli olan sonsuz
sayida olasilik dagilimlar1 vardir ve bunlarin her biri farkli bir belirsizlik miktarina

sahiptir.
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Jaynes bu esitliklerle tutarli olan tiim dagilimlar arasindan maksimum
entropiye sahip olaninin secilmesi gerektigini Onermistir. Onun yiiriittiigii mantik
oldukg¢a basittir. Eger maksimum entropiden daha az entropisi olan bir dagilim
secilirse, entropideki bu indirgeme bilingli ya da bilingsiz kullanilmis olan bazi ilave
edilen bilgiden gelmis olabilir. Ancak bdyle bilgiler verilmediginden onlari
kullanmak dogru olmayacaktir. Béylece sadece maksimum entropiye sahip olani
kullanilmalidir (Kapur ve Kesavan 1992).

Giidiilen amag belirsizligi indirgemek iken maksimum belirsizlige sahip olan
dagilimi segmek bir paradoksmus gibi goriinebilir ancak Oyle degildir. X rassal
degiskenine bagl verilen her bir kosul, rassal degisken hakkinda belli miktarda
informasyon igerir. Ancak bu kosullar X rassal degiskeni hakkinda bulunan
belirsizligi asmaya yetmez. Bu belirsizlik bize verilmeyen informasyona uygun
olandir ve bunun hakkinda kesinlik yoktur. Bu nedenle verilmis rassal degiskenin
entropi fonksiyonunu bilinen kosullar altinda maksimize etmek gerekir ki, belirsizligi
yok etmek (agmak) i¢in gereken informasyonun maksimum miktar1 bilinsin.

Matematiksel olarak yapilmasi gereken ise;

Hp)=-3pnp, (3.5)

entropi fonksiyonunu,

21&& (x;) = ip,gn« =, r=L12,...m (3.6)
ve

2.p =1 (3.7)

kosullar1 altinda maksimum yapan p, ’leri bulmaktir.
Kosullu ekstremum ¢0ziimiine gore verilmis kosullart A,,4,,...,4

*2 7 "m+1

Lagrange carpanlari ile ¢arparak , yardimci L fonksiyonu

=->.p/Inp, —Z%(Zg,. (x; )pij—imﬂz P (3.8)
i=1 r=1 i=1 i=1
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seklinde kurulur. Ekstremumun varlik teoremine gore yardimer (3.8) fonksiyonunun

p,;’lere gore kismi tiirevlerinin sifira esit olmasi gerekir. Boylelikle p,,p,,...,p,

degiskenleri A4,,4,,...,4,,, Lagrange carpanlarina bagh elde edilir. 4,,4,,...,4

s Yim+1 > ¥m+1
carpanlari ise (3.6) esitligi yardimiyla bulunur.

L yardime1 fonksiyonunun p,’lere gore kismi tiirevleri;

1
LP[ =_[lnp[ +p_pij_ﬂ’lgl(‘x[)_2’2g2('x[)_”'_ﬂ’mgm(xi)_/lmﬂ

i

=—(Inp, +1)-> 2,8,(x,) = 4,, i=12,...,n (3.9)

r=1
elde edilir. Esitlik (3.9)’un sag tarafi sifira esitlenerek,
lnpi = _Z/lrgr(xi) _/,i’erl _1
r=1

bulunur. Buradan

pi =exp{_zﬂ’)gi(‘x1)_ﬂ'm+l_l} (3'10)
r=1

veya

pi = e\ _;v””l_l/ exp{_ z ﬂ’rgr (‘xi )}
r=1

pi = AeXp{—i&g, (xl-)} (3.11)

ile p,,p,,...,p, degiskenleri, 4,4,,4,,...,4, cinsinden yazilmis olur. Bilinmeyen
A, A, A,,..., A, degerleri ise (3.6) ve (3.7) esitliklerinden bulunabilir.

Esitlik (3.11) esitlik (3.7)° de yerine yazildiginda, bir baska deyisle
i=1,2,...,n degerleri vererek toplandiginda

l=p +p,+ps+-+p,

oldugundan

1= A(exp{—iﬂ,g,(xl )}+exp{—i&g,<x2 >}+-~-+exp{—iﬂ,g,<x,, )}j

r=1 r=1
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ifadesi elde edilir. Bu ifade asagidaki gibi
= A[Z::eXp{— 2%& (xi)}j
veya
%:Z:gexp{—g%gr(xi)} (3.12)

seklinde yazilir. Esitlik (3.12)’de A, ’lere gore kismi tiirevler alindiginda:

572=(—g,(x1 exp{ Zzgul} -g,(x,) exp{ Zzg(xz}
+..+(- gr(x)exp{ Zzg(m}

8/1 —lan‘,g (x)eXP{ éﬂ,g,(xi)}

bulunur. Bu esitlikte her iki taraf A ile carpildiginda,

aZ n m
AaT =-A) g, (x)) eXP{— 248 (x, )} ’
i=1 r=l

6/1 —Zn:g (x; )AeXp{ i&gr(xi)},

pi

- A— =2.2.(x)p,
=
n.
elde edilir.
Esitlik (3.6) kosullar1 dikkate alinirsa;
oz
—-A—= r=L12,.,m 3.13
o (3.13)
veya
1 0Z
=~ _p 3.14
a1 (3.14)
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oldugu ortaya cikar ve m tane A carpanlar (3.6) yada (3.14) denklem sisteminden

belirlenir (Papoulis 1991). Bu c¢arpanlarin elde edilmesi dordiincii boliimde

ayrintilariyla ele alinmustir.

3.2. Kullback’in Minimum Capraz Entropi Prensibi:MinxEnt

Kullback’in minimum ¢apraz entropi prensibi (MinxEnt), bir entropi
optimizasyon prensibidir ve daha once de ifade edildigi gibi teorik anlamlar1 ve
uygulama alanlarinin tagidigi 6nem agisindan MaxEnt prensipsiyle rekabet eder. Bu
prensip ayni zamanda minimum dogrultulmus sapma prensibi ya da minimum
informasyon ayirma prensibi olarak da bilinir. MinxEnt’de belirsizlik kavrami
MaxEnt’te oldugu gibi temel bir rol oynamamasina ragmen, MaxEnt ile iligkisi
kurulabilir. MinxEnt’de vurgulanan konu, bir olasilik dagilimi olan P nin baska bir
olasilik dagilim1 Q dan olan, “capraz entropi”si ya da “dogrultulmus sapma”sidir.
Yapilan bu calismada 6nemli olan bir uzaklik, belirlenen bir olasilik dagiliminin,
tiniform dagilim U’dan olan uzakligidir. Bu uzakligin 6nemli olmasinin sebebi,
U’nun belirsizligi en biiyiik dagilim olmasidir. Bu yiizden bir dagilim U’ya ne kadar
yakin olursa belirsizlik de o kadar ¢ok olur. Boylece bu uzaklik, P dagiliminin
belirsizliginin boyutu hakkinda fikir verir. Daha sonra ortaya ¢ikacak ki, aslinda baz1
kisitlamalar g6z Oniinde tutularak bu uzakligin kii¢tiltiilmesi, ayn1 kisitlamalara bagl
kalarak entropinin en yiiksek seviyeye cikartilmasiyla 6zdes olacaktir (Kapur ve
Kesavan 1992).

Bu prensibin igerigine gegcmeden once iki kavramin iizerinde durmak gerekir.
Birincisi Q’ya bagl olarak P’nin olasiliksal uzaklig1 ya da capraz entropisi, ikincisi
ise onsel olasilik dagilimidir. Oncelikli olarak bu iki kavram incelenecektir.

Daha onceki konularda bilgi, olasilik dagilimina ait dogrusal momentlerin

belirlenen degerleri tizerine kurulmustu. Higbir kisitlama olmadig: taktirde,
_zpilnpi (3-15)
i=1

fonksiyonunun
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pi =1 (3.16)

i=1

kisitina bagl olarak maksimizasyonuyla

1
p1:p2:"'=pn:; (3.17)

olasilik degerleri elde edilir.

Buradan anlagilacagi iizere, higbir kisitlamanin olmadigi durumda, tiim
sonuglar ayni olasilik degerine sahiptir. Bu “Laplace in yetersiz sebep ilkesi’dir. Bu
ilke hicbir sebebin olmamasi durumunda tiim sonuglarin esit olasilikli kabul edilmesi
gerektigini ifade eder.

Bununla birlikte higbir kisitlamanin olmamasi durumunda bile, tim
sonuglarin esit olasilikli olmadigini gosteren n tane sonucun olasiliklarinin, 6nsel

olasilik dagilimin1 ifade eden ¢,,q,,...,q,0lduguna inanmay: gerektiren ¢esitli

sebepler bulunmaktadir. Bu sebepler tecriibeye, Onseziye yada teoriye dayalidir.

Onsezi yada tecriibeleri dogrulamak i¢in istenen dagilimin bazi moment degerleri

i pi =1 (3.18)
i1

ve
Zn:p,-g,.(xi)=77, r=12,..,m (3.19)
)

seklinde elde edilir.

Olasilik dagilimt ¢,,¢,,...,q, bu kisitlamalardan Esitlik (3.18)’1 saglar. Fakat

diger m tane kisitlamay1 saglayamayabilir. Olasilik dagiliminin m tane kisitlamay1 da
saglamasi durumunda, yapilan incelemelerin 6nsezisel tahmini pekistirdigi sonucuna
varilabilir. Ote yandan, bu dagilim baz1 yada tiim kisitlamalar1 saglamazsa, 6nsezi ile
arastirmalardan elde edilen bilgi arasinda bir ¢eliski var demektir. Buradaki problem,
bdyle bir durumda nasil devam edilecegini belirlemektir.

Esitlik (3.18) ve (3.19) kisitlamalarin1 saglayan olasilik dagilimlar1 sonsuz

sayidadir. Bunlarin arasindan ¢ ile catismayan bir dagilim se¢mek gerekir. Boyle bir
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durumda en 1iyisi, (3.18) ve (3.19) kisitlarin1 saglayan ve de bir anlamda ¢’ ya, yani
Onsezi ve tecriibelere dayali dagilima en yakin dagilimi segmektir. Bunun i¢in p’ nin

¢’ ya olan yakinligim1 bilmek gerekmektedir. Asagidaki metrik Olgiiler bu amag i¢in

kullanilmaktadair.
n 2
Dl(p:q){ (p,-—q,-)z} (3.20)
i=1
1
n 2m
Dz(p:q>=[ (p,»—qi)z} - (3.21)
i=1

Aslinda agagidaki kosullar1 saglayan herhangi bir diger metrik D(p : g) da segilebilir:

1. Negatif olmama: D(p:q) =0,
2. Ozdeslik: Ancak ve ancak p=qise D(p:q)=0,
3. Simetri: D(p:q)=D(q: p)D(p:q) ve
4. Ucgen esitsizligi: D(p:q)+D(qg:r)>D(p:r).
Ik iki kosul tiim fark olgiimlerinde 6nemli olmasma ragmen metrik

uzakliklara uygulanan diger iki kosul asagida belirtilen sebeplerden dolay1r 6nemli

degildir:

o Esitlik (3.18) ve de (3.19) kisitlamalarint saglayan her bir dagilimin 6nsel
dagilim g’dan sapmasiyla yani p,, p,,..., p, ’in ¢g’dan sapmasiyla yani sadece
tek yonli bir farkla ilgilenilmektedir. Sonug olarak, metrik 6l¢limlerin simetri
kosullari, su anki konuyla ilgisiz kalmaktadir.

e Su an i¢in, ayn1 anda sadece iki dagilimla ilgilenildiginden 4.kosul da

aranmamaktadir.
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Sekil 3.1. P, P,,...,P,’lerin Q’dan dogrultulmus sapmalar1 (Kapur ve Kesavan 1992)

Bu sebeplerden dolay1 dort kosuldan 3 ve 4 numarali kosullar g6z Oniinde
tutulmayacaktir. Bununla birlikte 1 ve 2 numarali kosullar1 saglayan uzaklik dl¢iisiine
ek olarak, metrik Olciisii i¢in yukarida gerekli gdsterilmemis baska kosullara ihtiyag
duyulabilir. Bu ek ihtiyag¢lar1 bulmak i¢in problemin tekrar incelenmesi gerekir.

Sabitlestirilmis bir ¢ icin D(p : ¢)’yu minimum kilmak amaglanmakta ve bu
minimumlastirma islemi farkli p; ler icin yapildiktan sonra global minimum elde
edilmek istenmektedir.

Ayn1 zamanda Lagrange metodu kullanarak Esitlik (3.18) ve (3.19)’e bagh
olarak D(p:q) mimimize edildiginde elde edilen hig¢bir olasilik sonucunun negatif
olmamas: istenir. Aksi taktirde, metrigin negatif olmamasi kisitlamalarin1 ¢6zmek
gibi ekstra bir ig daha ortaya ¢ikacaktir ki boyle bir durumda da minimize etme
problemi gereksiz bir sekilde giiglestirilmis olacaktir.

Minimize etme problemimizi saglayabilmesi icin D(p:¢q) i¢in iki tane daha

kosul bulunmaktadir:
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5. D(p:q), p,,P,,---»p, inkonveks bir fonksiyonu olmalidir.
6. D(p:q), Lagrange carpanlart metodu kullanarak, kisitlara bagli olarak

minimize edilirken elde edilen higcbir olasilik sonucunun negatif olmamasi

gerekmektedir.

Yukarida ifade edilen 1, 2, 5 ve 6 numarali kosullar1 saglayan olgiitler
bulunmaktadir. Bunlarin en onemlisi ve en basiti 1951°de Kullback ve Leibler

tarafindan belirlenmistir. Bir sonraki konuda bu 6l¢timiin 6zellikleri incelenecektir.

3.2.1. Kullback-Leibler’in Capraz Entropi Olgiitiiniin Ozellikleri

Kullback-Leibler’in ¢apraz entropi olgiitii, bir 6nceki konuda bahsedilen dort
kosulu saglayan diger oOlgiitler arasinda en Onemli olanidir. Diger Olglitler bazi
terminolojiler tarafindan referans gosterildigi halde, capraz entropi ya da
dogrultulmus sapma terminolojilerine bagli kalinacaktir. Kullback-Leibler ol¢iiti,
MaxEnt prensibinde, Shannon 6l¢iitii ile ayn1 merkezi rolii oynar. Bu 6nemli 6lgiitii
ayrintilt bir sekilde agiklamak miimkiin olmakla birlikte, bunun yerine sadece 6nemli
ozelliklerinin lizerinde durulacaktir.

p=(p,,Pys-->P,) Ve q=(q,,9,,---,q,) 1ki olasihik dagilimi olsun.
Kullback-Leibler o6lgiitii,

D(p:q)= Zn:pi In 2t (3.22)

i=1 i

seklinde tanimlanir. Burada ¢, =0 oldugu durumlarda, bu ¢,’ye bagli p, ’nin de sifir

A
oldugu varsayilarak 0 ln% =0 esitligi tanimlanir.

Capraz entropi Ol¢iitiinlin baz1 6nemli 6zellikleri agagida siralanmugtir:
1. D(p:q), p,,Py»s---»P, V€ q,,9,,--.,q, 1n slirekli bir fonksiyonudur.
2. D(p:q), permiitasyonel olarak simetriktir; yani sonuglar cesitli sekillerde

smiflandirilirsa, (pi:qi), (p2:q2),...,(Pniqn) seklindeki  bu ¢iftler kendi
aralarinda yer degistirse de bu dl¢limiin degeri degismez.

3. D(p:q)=0’dir ve ancak ve ancak p = ¢ iken sifira esit yani yok olur.
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Tim i’ler igin (1+ ¢&,) > 0 oldugu durumlarda, ¢, = p,(1+¢;) olsun.

iqi =1, ipi =1
il i1

olduguna gore

D p& =0 (3.23)
i=1
esitligine de sahip olunur. Bu son esitlik kullanilarak,

n p
D(p:q)=Q p/In———
; pi(1+gi)

= _zpi ln(l + gi)
i=1

=3 b, ~In1+,)) (3.24)

sonucuna ulasilir.
Boylece f(x)=x—In(l1+x) fonksiyonu ele alindiginda;
1+x>0, f(0)=0,

F@=1-— =X ry=—L fo)=0 (3.25)
1+x 1+x 1+x

oldugu goriiliir. Asagidaki Sekil 3.2.’de de gosterildigi gibi x < 0 iken f'(x) <0 ve
de x>0 iken f'(x)> 0 oldugu durumlarda f(x) bir konveks fonksiyondur. Bu
yiizden x > -1 iken f(x) >0 ve de buna bagh olarak &, > -1 iken

g —In(l+¢) =0 dr.

Esitlik (3.24) ele alindiginda D(p:¢q) >0 oldugu goriliir. Ayrica yalniz ve
yalnmz x=0 1se f(x)=0 ve de yalmz ve yalmz ¢ =0 iken
g, —In(1+ ¢,) = 0 olmaktadir. Bagka bir deyisle yalniz ve yalniz her i i¢in p, = ¢, ise,
D(p:q)=0 olur. Boylelikle bir onceki konu da bahsedilen 1 ve 2 kosullari

saglanmis olur.
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Sekil 3.2. f(x) fonksiyonu grafigi

4. Bir onceki 6zellikten, D(p : g) 'nun alabilecegi minimum degerin sifir oldugu

sonucu ¢ikarilabilir.
5. D(p:q) hem p hem de ¢’nun konveks bir fonksiyonudur. Bu sonug, global

minimumun &zelliklerini belirlemek i¢in Oonem tagimaktadir. Bu o6zelligi
ispatlamak i¢in;

D(FQ) =f(pl,p25---7pn;ql,qza-“aqn)

n p
= InfL
;p’ nq,»

olsun. D(p:g)’nun p’nin konveks bir fonksiyonu oldugunu gostermek icin f

fonksiyonunun ikinci tiirevleri asagidaki gibidir:

A & __m
op; q, aq, q,
of _ 1 oO°f _pi
apiz b ’ aqiz qi2 ’
2 2
o =0 ve o/ =0 iLj=12,...,n, i#].
p,9p; 04,09

D> Pss---» P, € bagl ikinci tiirevlerinden olusan Hessian matrisinin

pozitif tanimli oldugu goriliir. Benzer olarak g¢,,q,,...,q,1le ilgili ikinci
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tiirevlerinden olusan Hessian matrisi de pozitif tanimli oldugundan D(p:q),
hem p,,p,,...,p, inhemde ¢q,,q,,...,q, in konveks bir fonksiyonudur.

6. D(p:q) , p,,p,,-..,p, 1n bir konveks fonksiyonu oldugu icin, belirlenen
bir ¢ i¢in bu fonksiyonun alabilecegi maksimum deger, sonucu belli

dagilimlardan birinde bulunmalidir. Maksimum deger;

max(-Ing,,~Ing,,...,~Ing,) = lnL (3.26)
qmin

olmalidir. Burada ¢, = min(q,,q,,...,q,) dir. Ayni sekilde D(p:q), ¢’nun bir
konveks fonksiyonu oldugu i¢in, bazi ¢, degerleri yeterince kiigiiltiilerek,

belirlenen bir p i¢in alabilecegi maksimum deger istenildigi kadar biiytiltiilebilir.

7. Bir 6nceki boliimde bahsedilen 6. kosulun saglanmasini garantilemek i¢in;

3 pnft (3.27)
i=1 q;

fonksiyonu
>.pi=1 (3.28)
i=1
Zpl.g, (x)=n, r=112,..,m (3.29)
i=1

kosullarina tabi tutularak minimize edilir ve

P =q;xp(=Ay = A&y = A&y = = 4, 8) (3.30)
elde edilir. Boylece her p, >0 olur ve ¢apraz entropi olglimii i¢in 6 nolu kosul
otomatik olarak saglanmis olur.

Bu noktada p,’ nin istel fonksiyonel formunun dogasmna dikkat etmek

gerekir. p. aym kisitlamalar i¢in ¢, kere MaxEnt degeri seklinde ortaya ¢ikar.

b

Bununla birlikte, MaxEnt’in aksine burada A;; 4,,4,,...,4,,’¢ ve ¢,,q,,...,q,’¢

baglidir.

n

8. Y p, ln&;‘éiqi in i (3.31)

i-1 q; i-1 ;
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oldugundan, D(p:q) # D(q: p)olur.
Bir 6rnek D(p : g) 'nun simetrik olmadigini ispatlamak i¢in yeterli olacaktir.

Eger u liniform dagilim ise,

D(p:u
(piu)= lzlpl 1
=lnn+2pi In p,
i=1
olmasina ragmen
D(u:p)= lenl/—”
i=1 i
=—Inn- —Zh’l D;

i=1
olarak elde edildiginden bu iki esitligin farkli oldugu goriilmektedir.
D(p : q) simetrik olmadig1 halde,

J(p:q)=D(p:q)+D(q:p)
= Zpl ln Ly Zq, ln (3.32)
esitligi simetrik bir ol¢limii ifade eder ki, agikca J(p:q)=J(gq: p)oldugu goriliir.
J(p:q)simetrik capraz entropi Ol¢iiti ya da simetrik sapma Ol¢iiti olarak
adlandirilir.

9. Kullback-Leibler olgiitii toplanabilirlik 6zelligini de saglar. Eger p, ve p,,

g, ve g, gibi iki bagimsiz dagilm ise, p,’nin ortak olasilig: ifade ettigi

durumda,
m n plp )
D(p, * p, 3‘11*‘]2)222171[172_/ In ==/
=1 =l URLEY
_ C - pll
_Z Zpll n—- +Zpltzp2/
9, i=1 2j
=D(p,:q,)+D(p,:q,) (3.33)
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olarak elde edilir ve toplanabilirlik 6zelligini sagladig1 ispatlanmis olur.
10. Bagimsiz olmas1 ¢ok da gerekli olmayan iki dagilim igin;

I IITED WA I I e

j=1 i=l q; 4, =1 = Py qy/qz
esitligi elde edilir Burada p, = z p; Ve q, = Zqij “dir.
Jj=1 j=1
11. Simdi ¢ok temel bir sonug¢ kanitlanabilir.Bu sonug, Kullback tarafindan
ileri siiriilen ¢apraz entropinin, yani Kullback-Leibler 6l¢iitiiniin minimize edilmesi
ile MaxEnt arasindaki iliskidir. Uniform dagilim u ile p arasindaki Kullback-Leibler
ol¢iitli dikkate alindiginda,

D(p:u)= Zp,ln
i=1

1/n
= lnn—(—Zpi lnpl.]
i=1
=Inn=S,(p.,py»sp,) (3:34)

esitligine ulasilir ki, buradan entropinin Shannon 6l¢iitiiniin belirlenen kisitlamalara
bagli kalinarak maksimize edilmesi ile ayn1 kisitlamalara bagli kalinarak p’nin capraz
entropisinin iiniform dagilimdan uzakliginin minimize edilmesinin 6zdes oldugu
goriliir.

12. Eger ¢ bir 6nsel olasilik dagilimu ise p Esitlik (3.28) ve (3.29)
kisitlamalarina bagli kalinarak capraz entropiyi minimize eden olasilik dagilimidir ve

r aynm1 kisitlamalar1 dogrulayan baska bir dagilimdir. Bu durumda Esitlik (3.30) su

sonucu verir:

D(p:g)=Y pntt
i=1

i

:Zpi(_io ~ A& A&y~ A &m)

=1
==Ay—Am =, == 4,1, (3.35)

Ve
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D(r: p) :ii’ilni:iifi Int 4o
i=1 i=1

pi = q; P;
n 7. n p
=>»rln—-)» rln—
2y a2y
=D(l" : Q)+Z’3(_/10 _ﬂ’lgli _ﬂ”zg% _”'_ﬂ’mgmi)
i=l1
:D(I”Q) + ( _/10 _ﬂ’lnl _12772 _.”_ﬂ’mnm)
=D(r:q)-D(p:q) (3.36)
esitligi elde edilir ki, boylece
D(r:p)+D(p:q)=D(r:q) (3.37)

sonucuna varilir.
Bu sonug, D(p:q) < D(r:q) esitsizligini ispatlar. Dahasi, esit olma durumu
sadece ve sadece r = p oldugunda s6z konusu olabilir. Bu yilizden, bu 6zel durum

icin, bir dejenere olmus iliggen esitsizligi gecerlidir.

3.2.2. Kullback’in MinxEnt Prensibinin Bicimsellesmesi

MinxEnt prensibi, MaxEnt ile ayni ¢izgiler lizerinde gelistirilmistir. Bu
prensibi MaxEnt’den ayiran &zellik, Sahannon 6l¢iitiinii maksimize etmek yerine
Kullback-Leibler 6lc¢iitiinii minimize etmekle ilgileniliyor olmasidir. Her iki durumda
da kisitlamalar aynidir. MinxEnt prensibinin formiilasyonu, elde edilen olasilik
dagiliminin ¢odziimiiniin analitik seklini gostermek icin ve de minimize etme
probleminin bdyle bir ¢éziimiinlin her zaman var oldugundan emin olmak i¢in énem

tasimaktadir. Bunun icin
> p 2t (3.43)
i=1 q;

Kullback-Leibler ol¢titii
2P =1 (3.44)
i=1

ve
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Zpl.g, (x,)=n, r=12,..,m (3.45)
i=1

kisitlarina bagl olarak minimize edildiginde,
P =g, exp(—4g 4,8, 4,8y = —4,8,.:) (3.46)
sonucu elde edilir. Burada A,4,,...,4, degerleri, kisitlar kullanilarak belirlenebilir.

Bu asamada, bu sonug, daha 6nce MaxEnt icin elde edilen olasilik dagiliminin

analitik sekliyle karsilastirilabilir. Esitlik (3.46)’da, ¢,’nin ¢arpim faktorii harig,
sonucun tamami MaxEnt’le aymidir. Aym1 zamanda, A degerleri, 7,,7,,...,1,’in
yanl sira ¢,,4,,...,q, ¢ de bagli olacaktir. Bu sayede, her iki optimizasyon

problemleri igin bilgisayar algoritmalar1 gelistirilmesi oldukc¢a kolaylagsmistir. Ayni1
zamanda suna da dikkat etmek gerekir ki, MinxEnt prensibi olasilik dagilimlarinin
iistel ailesi olarak ortaya c¢ikar. Bu da, MaxEnt’de oldugu gibi, dagilimlarin iistel
olmayan olasilik ailelerine yol acan olasilikli sistemlerin bu yaklasim i¢in uygun
olmadig1 anlamina gelir. Neyse ki, pratikte bu sorun yaratan bir kisitlama degildir,
fakat istisnalarin olabilecegi de unutulmamalidir.

p; 1icin belirlenen (3.46) esitligini (3.44) ve (3.45) kisitlarinda yerine

yazmakla,

exp(Ay) =D g, exp(=A,8; = A28 == A& )s (3.47)

i=l1

ve

1, exp(4,) = zq[gri exp(—4 g, — A&y — =4, 8m)

i=l1

elde edilir. Buradan

Zqigri exp(—4,g; =4 &y = = 4, &)
n, = ‘=1n (3.48)
Z% exp(—4 g, — A&y = = 4, 8&)

i=1
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esitligi ¢ikarilabilir. Esitlik (3.47)’den anlasildigr gibi 4,; 4,,4,,...,4,’in bir
fonksiyonudur ve (3.48) esitliginden de A4,,4,,...,4, degerlerinin 7,,7,,...,1, ’n

birer fonksiyonu oldugu anlasilir.

Esitlik (3.47)’de diferansiyel almakla;

i=1

aﬂ/ n m
exp(4, )j = _z &4 exp(— Z/ljgji} (3.49)
r Jj=1

elde edilir ve burada (3.45) ve (3.46) esitlikleri kullanilarak,

n

O _ _ 5
on, = ;pigri_ ;pigr(xi)

=—Elg. (X)]=-n,, r=12,....m (3.50)
sonucuna varilir.

Esitlik (3.49)’da tekrar A ’ye gore diferansiyel alirsak,

0 o1,) <& n
exp(4 O trexp(A)| —2| = 2gexpl—Y A.g. |,
Xp( 0) 6/13 Xp( 0)(6/1r] ;grth Xp( ; jgjtj
veya
82/10 + % ’ _Zn: 2 _Zn: 2(x)
a/lf aﬂ,r o pigri p= pigr i/

= E[g; (X)]

elde edilir ve son esitlikte % =-F [gr (X )] yazmakla da nihayet
0’4,

. Elg>0))-{Ele, 0]}

=varlg, (X)] (3.51)

esitligine varilir. Yine (3.49)’da A, ’ye gore diferansiyel alindiginda,

0’4 0Ay 02y z
A Ctexp(d,)—2—2 = g g, ~SNig. |
exp( O)airﬁls exp( 0)82" 8/13 ;grthIQ1 exp( ; ‘]gﬂJ

0’4, 04y 0dy < g
+ = o o = A A |
04,04, 04, 04, ;p (8l ;p 8, (x1)8,(x;)
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=E[g, (X)g,(X)]

olarak bulunur ve % =F [g,, (X )] ile % =FE [gs (X )] esitlikleri yerine yazildiginda

r s

da
Th_ e, (v, (0] Elg, ()Elg, (0]
811,8/15 r K ¥ K
= kov[g, (x).g,(x)] (3.52)
esitligi elde edilir.
Boylece ozetle (3.50), (3.51) ve (3.52),
04,
20— _Ele (X))
o (g, ()]
2
; j ~varlg, ()] (3.53)
ve
04,
= kov[g (X),g (X
Y] ovg, (X).g,(X)]

esitliklerinden goriilmektedir A,; 4,,4,,...,4,,’in bir fonksiyonu olarak ele alinirsa,

ona uygun Hessian matrisi;

012, 94, 0?2,
o2 0Ad4, A0,
0’4, 84, 0’2,
00,04, 0k 0,04, (3.54)
o4, o', o',
04,04, 0A0h, oA

gibi olur ve (3.54)’lin yardimiyla da tekrar asagidaki gibi yazilabilir.
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varlg, (X)] kovlg,(X),g,(X)] - kov[g,(X).g, (X)]

kovlg, (X).g,(0)]  varlg, (O] kog, (X). g, (X)] (3:55)

kovg, (X),g,(X)] kovlg, (X),g,(X)] - varg, (X)]

Bununla birlikte varyans-kovaryans matrisi daima pozitif tanimlidir ve ayni

sekilde A,’mn A4,,4,,...,4, "ye bagl ikinci derece kismi tiirevlerinin Hessian matrisi
de pozitif taniml olacaktir. Buna goére A,’m, A4,,4,,...,4, nin konveks bir

fonksiyonu oldugu kanitlanmis olur. D(p:q)’nun minimum degeri;
D min = z p i h’l&
i=1 q;
Olciitiinde (3.46) esitligi dikkate alinirsa,

:Zpi(_ﬂo ~ A& gy = = A,8,)
i=1
elde edilir, burada da (3.45) kisit1 goz Oniine alinirsa,
D,y =—A =iy — Ay, == 4,1, (3.56)

esitligine ulasilir. Bu esitlikte 7. ’ye gore tiirev alindiginda,

min

Doy _ 20204, %, 04
877,» s=1 a/ls 877, s=1 anr

) (3.57)

”

esitligi bulunur ve bu esitlik tizerinden de 7,’ye ve 7, ’ye gore tiirevler ayr1 ayri

alindiginda da
2 2
0 Drznin _ oA, e 0°D,.. _ oA, (3.58)
on, on, onon,  0n,

elde edilir. Boylece 7,,7,,...,77,,’ye bagl olarak, D, ’in ikinci derece kismi

tiirevlerinin Hessian matrisi asagidaki gibidir:

—0A /on,  —0A4/on, --- —04/0n,
_ —8/12:/6771 —6/12:/8772 —%:/aﬂm (3.59)
_6/1;11 /6771 _a/lm /6772 _6/1’” /677’"
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D, in Hessian matrisinin pozitif tanimli oldugunu gésterebilmek igin ™'

matrisi ele alinir. A~ matrisi asagidaki gibidir,

—om, /0, —0n, /04, - —0n 104,
o —6772:/811 —6772:/8/12 —6772:/8/1,,, (.60)
—on, /0, —0m, 104, - —0n, /04,

¢linkii yukaridaki bu iki matrisin ¢arpimi birim matristir.

Buradan (3.48) esitligi dikkate almarak A ’ye gore tirev alinirsa,

ZQigri exp(—4 g, — A&y — = 4,8m)
n, = izln (3.48)
Z‘L’ exp(-4,g; — A&y — = 4, &)
i=1
a n n n n
l/a = _zpizpjgr('xi)gs(xi)+ zpigr(xi)zpjgs(‘xi)
6/15 i=1 j=1 i=1 j=1
=—{Elg, (X)g, (0]~ Elg, (D) ]E[g, (0]}
= —kov[g,(X),g,(X)] (3.62)
Z% ~ —varlg, ()] (3.63)
elde edilir.

Esitlik (3.59)’daki Hessian matrisinin tersi olan /A~ matrisinin varyans-
kovaryans matrisi oldugu, bunun i¢inde pozitif tanimli oldugu goriliir. Boylece
pozitif taniml1 bir matrisin tersi de pozitif tanimli olacagindan, H matrisi pozitif
tanimlanir ve de dolayisiyla D_, ’in 7,,7,,...,17, 'nin konveks bir fonksiyonu oldugu
ortaya ¢ikar.

Ozetle, MinxEnt ile MaxEnt’i su sekilde karsilastirabiliriz:
1. MaxEnt’de p, =exp(-4, — A4, &, =485 — " —4,,&n) iken

MinxEnt’de p; = g, exp(=4, = 4,8, = 4,8, —-- = 4,8,,) "dir.
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2. Hem MinxEnt’de hem de MaxEnt’de A,; A4,,4,,...,4, in konveks bir

fonksiyonudur.

3. MaxEnt’de Hiax, 7,,7,,...,17,, 'nin konkav bir fonksiyonu iken, MinxEnt’de
Duin, 7,,7,,...,7,, nin konveks bir fonksiyonudur.

4. MaxEnt’de H_, /0n, = A iken, MinxEnt’de 0D . /0n, =-A,  dir.

3.3. MinxEnt Prensibi ile MaxEnt Prensibi Arasindaki Iliski
Kullback’in minimum ¢apraz entropi prensibine gore, bir 6nsel dagilim ¢
icin, verilen kisitlamalar1 saglayan ve de ayni1 zamanda ¢’ya en yakin olan p dagilimi

secilmelidir. Bu demektir ki;

D(p:q)= ip,» In £t (3.38)

i=1 i

Kullback-Leibler o6l¢iitii

i p =1 (3.39)
i=1

ve
Zp,.g, (x)=n, r=12,..,m (3.40)
i=1

kisitlar1 altinda her 1i¢in p, > 0 olarak minimize edilir.

Eger g verilmezse, ¢’nun yerine maksimum entropiye sahip olan dagilim

secilir. Higbir kisitlama yok iken u dnsel dagilim olarak kabul edilir ve

D(p:u)=3 p, 1n1’% (3.41)
i=1 n

esitligi minimize edilir. Bagka bir deyisle,

-> pInp, (3.42)
i=1

ifadesi maksimize edilir.
Boylece, bu bakis agisiyla, Jaynes’in MaxEnt prensibi, Kullback’in MinxEnt

prensibinin 6zel bir durumu olarak kabul edilebilir.
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Bununla birlikte, iki prensibin kavramsal temelleri arasindaki farka dikkat
edilmelidir. MaxEnt prensibi, bir belirsizlik Olglisii olan Shannon’in entropi
Olciitiiniin maksimize edilmesi lizerine kurulmustur. Baska bir deyisle MaxEnt’e
gore, bize verilen tiim bilgilere bagl kalarak, bize verilmeyen bilginin belirsizligi
maksimize edilir. Buradaki temel kavram belirsizliktir.

Ote yandan, MinxEnt’de, belirsizlik kavrami iizerinde durulmaz. En 6nemli
kavram, bir dagilimin diger bir dagilima olan olasilik uzaklig1 ya da dogrultulmus
sapmasidir. Burada amag, verilen kisitlar1 saglayan dagilimlar arasindan, Q’ya en
yakin olan P dagilimini bulmaktir.

Bu noktada, MaxEnt ve MinxEnt prensiplerini birbirinden ayiran 6zellik
yinelenirse MinxEnt’de, verilen bir dagilimdan olasilik uzakligi minimize edilirken,
MaxEnt’de, belirsizlik maksimize edilmektedir.

Bununla birlikte, 6nsel olasilik dagilimi en belirsiz dagilim olarak karsimiza
c¢ikan bir iiniform dagilim ise, bu iki prensip arasinda yakin bir iliski vardir. Verilen
kisitlara gore, en belirsiz dagilima en yakin olmak, ayni kisitlamalara bagl olarak en
biiylik belirsizlige sahip olmak demektir.

Daha 6nce belirtildigi gibi MinxEnt’in kavramsal avantaji, MaxEnt prensibine
temel olusturan ve ¢ok daha zor bir kavram olan belirsizlik yerine , uzaklik ya da
uyusmazlik ile ilgileniyor olmasidir.

MinxEnt’in MaxEnt’ gore bir avantaj1 da siirekli degisken durumunda ortaya
¢ikar. Shannon Ol¢iitii, koordinat doniisiimleri ig¢in sabit degildir, ve de MaxEnt’i
kullanirken oldugu gibi, farkli koordinat sistemleri {izerinde, farkli degerler
maksimize edilir. Ote yandan, Kullback-Leibler 6lciitii, koordinat ddniisiimlerinde
sabittir ve de burada, farkli koordinat sistemleri iizerinde, ayni deger maksimize
edilir.

Ozel bir durum olarak, x’in 0’la 1 arasinda degisen siirekli bir rassal degisken
oldugunu ve bunun diginda baska bir bilgi olmadig1 varsayildiginda MaxEnt’e gore

f(x)=1 elde edilir, boylelikle x’in tiim degerleri esit olasiliklidir. Bununla birlikte,

eger y = x° ’nin dagilimi bulunursa, yogunluk fonksiyonu
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gy)=1/2y7", 0<y<l,
seklinde elde edilir ki, bu yiizden y nin higbir degeri esit olasilikli olamaz. Bununla
birlikte x* hakkinda x’in 0’la 1 arasinda degisen rassal bir degisken oldugu disinda

? dagilmma dogrudan

hicbir bilgi yoktur; ancak MaxEnt prensibinin x
uygulanmastyla x* nin tiniform dagilima sahip oldugu bulunmalidir. Bu durum bizi
bir ¢eliskiye gotiiriir ki bu celiski siirekli degisken durumu icin MaxEnt prensibinin
kullanimin1 engellemektedir.

MinxEnt icin ise benzeri bir ¢eliski bulunmamaktadir. Eger, baz1 kisitlamalar
altinda x i¢in iki dagilim birbirlerine en yakin durumda ise, bunlara uygun olan ilgili
y dagilimlar1 da ayni1 kisitlamalar altinda birbirlerine en yakin olacaklardir.

MaxEnt i¢in biraz Oonce bahsedilen celiski, kesikli degiskenler durumu ig¢in

s0z konusu degildir. Eger rassal degisken x, 1,2,...,n degerlerini alirsa ve bunun
disinda baska bir bilgi yoksa, olasilik dagilimi (1/n, 1/n,...,1/n) seklindedir. Bu
durumda x2, 17,2%,...,n" degerlerini alir ve de eger bunun disinda baska bir bilgi

yoksa olasilik dagilimi yine de (1/n, 1/n,...,1/n) seklindedir.

Stirekli degisken durumu i¢in, MaxEnt prensibi kullanildiginda, dogal
kisitlama disinda higbir kisitlamanin olmadigi durumda, degiskenin {iniform dagilimi
oldugunu varsaymak gibi bir yontem izlenebilir ve de diger kisitlamalar oldugunda
bu dagilimin nasil etkilendigi MaxEnt prensibi kullanilarak incelenebilir. Buna
alternatif olarak da, MaxEnt kullaniminda, {iniform dagilima gore ¢apraz entropiyi
minimize ettigimiz sdylenebilir.

Bununla birlikte pratikte, cesitli alanlarda MaxEnt’in basarist sunu gosterir ki,
stirekli degisken durumunda bile, dogal kisit disinda higbir kisitlamanin olmadiginda

tiniform dagilima sahip degisken diizgiin bir sekilde tanimlanabilir.
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4. ENTROPI OPTIMIZASYON PRENSIPLERININ UYGULAMALARI
Cadismanin  6zgln yanini olusturan bu bolimde entropi optimizasyon
prensip leri Jaynes'in meksimum entropi prensibi (MaxEnt) ile Kullback’in Minimum
capraz entropi prensibi (MinxEnt) iki ve U¢ sayida kisit atinda ati duruma sahip
kesikli rassal degisken Uizerinde ele alinarak problem kosullu ekstremum problemine
donustardlmus, ¢ozima igin ise lagrange arpanlari yontemi kullanilmistir. Lagrange
carpanlarinin  bulunmasinda ise Yariya Bolme YoOntemi ve Newton Y o&ntemi
uygulanmis, her iki yontemin esadari ve isleyideri anlatilmistir. Jaynes' in maksimum
entropi prensibi (MaxEnt) ile Kullback’in Minimum capraz entropi prensibi temel
alinarak Visual Basic programlama dilinde hazirlanan programlarda elde edilen
sonuglarla birlikte verilmistir. Ayrica DIE' nden alinmis 2003-2004 elektrik tuketimi
verileri Uzerinde MinxEnt Prensibi uygulanarak 2004 tiketim oranlari tahmin edilmis

ve sonuclar 2004 gergek oranlarla karsilastirilarak yorumlanmistir.

4.1. Verilen Iki Kisit ile MaxEnt Dagilimi

Bir X rassa degiskeni 12,...,n degerlerini asin ve bu degerlere uygun
olasliklar p,, p,,..., p, ile gosterilsin. Tayin edilmis bir h ortalamas oldugunda
maksimum entropili olasilik dagilimi bulunsun (1£h £ n).

H(p)=-A pnp (4.)

i=1

entropi fonksiyonunu,

Eg} =& 9(¢)p, =N @2)
& p =1 3)

ve p, 20, i =12,...,n kisitlari atinda maksimize edilmelidir.

Estlik (4.2)'de g(x) =i (X, =1 x, =2,...,X, =n) oldugu dikkate alinirsa,

n

E{g(x)} =4 ip, =h

i=1



seklinde yazilabilir.

Su halde H(p) = —z p, In p, entropi fonksiyonunu,

i=l1

pitpytpytotp, =1 (4.3)
ve

E{g(x)}:pl +2p, +3ps+-4mp, =1 (4.4)
kisitlar1 altinda maksimum yapan p, ’leri bulmakla, problem ¢6ziilmiis olacaktir.

Ucgiincii béliimde belirtildigi gibi yardime1 L fonksiyonunu asagidaki gibi
yazilabilir:

E_zpi lnpi _/l[zpi _lj_ﬂ[zipi _77}- (4-5)
i=1 i=1 i=1

Bu fonksiyonun p;’lere gore kismi tiirevleri sifira esitlenerek p;’ler, 4 ve u

Lagrange carpanlarina bagh elde edilir:

a_L = _(lnpi _ipij_ﬂ“_ﬂi =0
p; D

1

buradan

Inp,. =—-ui-4-1

p; = exp{— Mi—A— 1}
veya

p; = e e

p.=e "4
elde edilir. Burada 4 =e*"’dir. Bu son esitlikte e ™, w ile isaret edilsin. Bu
durumda,

D, = W' A, i=12,...,n (4.6)
esitligine ulasilir.

Esitlik (4.6), p;’lerin toplaminin bir olmasi kisiti olan (4.3) esitliginde yerine
yazildiginda,
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Ve

(4.7)

sonucuna varilir. Esitlik (4.7) ile ifade edilen A’nin degerini esitlik (4.6)’da yerine
yazdigimizda ise,

p=——, i=12,...,n (4.8)

esitlikleri ile p;’ler tek bir degisken w’ya baglh ifade edilmis olur. Boylece bu p, ’leri

(4.4) esitliginde yerine yazmakla da,

n

S i

=—=7 i=12,...,n (4.9)
2
i=l1

elde edilmis olur. Esitlik (4.9)’dan w degerinin bulunmasi ile p,olasilik degerlerine

ulagilir.

4.2. iki Kisith Problemin Niimerik Coziimii
Arastirma Problemi 4.2. Bu problem bir zar deneyine uygulandiginda, zarin

bir ¢cok kez atilmasiyla zarin {izerindeki noktalarin ortalamasinin 7 oldugu farz
edilerek MaxEnt ile alt1 yiiziin olasiliklar1 p, ’ler belirlenir.

Bir 6nceki konuda ifade edilen n tane degere sahip X rassal degiskenini, n=6
durumunda ele almak yeterli olacaktir. O halde zar deneyinde verilmis bir ortalama

deger 1 var iken her bir yiiziin olasiligy;
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6
H(p)=-) p;Inp,

=)
entropi fonksiyonunu

E{g(x)}: p,+2p,+3p,+4p, +5p, +6p, =1
ve

PPyt Pyt patpstpg =1
kisitlart altinda maksimize etmekle bulunur.

Esitlik (4.8) ve (4.9) dikkate alindiginda;

P =— ile - =7 i=12,...,6
w' w
=1

1

esitlikleri elde edilir.

Buradan;
W[
= i=12,...,6 4.10
Cowrwrew wt+w’ + 0wl (4.10)
w+2w” +...+6w°
Sw)= =7 (4.11)

w+w’ +w +wt +w +u’
ifadelerine ulasilir. Esitlik (4.11)’deki f{w) fonksiyonunun grafigi Sekil 4.1.’de

gosterilmistir. f(w) fonksiyonun da w parantezine alinarak sadelestirme yapildiginda,

1+ 2w+...+5w* + 6w’

fw)=

l+w+w +w' +w' +w’

elde edilir ve son esitlikte f(0) =1 ile lim f(w) =6 noktalariyla grafik ¢izilebilir.

W—>0
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Sekil 4.1. f'(w) fonksiyonunun grafigi

pi’lerin grafigini ¢izebilmek i¢in de yine her p; degeri i¢in:

w 1
P = =
w+w +w +wt+w +w® T+ w+w +w +wt +w’
. . 1 .
> w:Olkenplzl,w=11kenp1:g,w—>001kenpl—>0,
w’ w
Ps = 2 3 4 5 6 2 3 4 SSW
WHwW +w +w +w +w I+ wHw 4w +w +w
. . 1 .
> w=01kenp2=0,w=11kenp2=g,w—>001kenp2—>0,
w’ w? )
ps = = <w

wH+w +w +wt +w +w® Twrwt +w wt +w’
. . 1 .
» w=0iken p, =0, w=1iken p, W w— o iken p, -0,

ve aynt sekilde p,,p; ve p, icin de bu noktalar belirlenerek ¢izilen p, ’lerin grafigi
Sekil 4.2.°de gosterilmistir. Sekil 4.2.°den gorildiigii gibi w=1 olmas1 halinde

p,; degerlerinin hepsi birbirine esit ve degeri % olacaktir.
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0.75T

05T

0257

Sekil 4.2. p, olasiliklarmm grafigi
Esitlik (4.11)’de baz1 diizenlemeler yapildiginda;

gw) =(1=mw+Q2-mw* +B=mw’ +(@@=mw" +(=mw’ +(6-mw’ =0

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii ile yani w’nin bulunmas: ile p,’lere

dolayistyla da olasilik dagilimina ulasilir.

4.2.1. g(w)=0 Denkleminin Yariya Bolme Yontemi ile Coziimii
B. Bolzano ve A.L. Cauchy Teoremi kullanilarak g(w)=0 denklemi
¢Oziilebilir.

gw)=(1=mw+2-mw’ +G=mw’ +@-mw' +S-mw’ +(6-mw’ =0
denkleminde katsayilara dikkat edilirse (1-7),(2-7),...,(6 —7n)seklindedir, yani

katsayilar artandir. Ayn1 zaman da 1<7 <6 oldugu i¢in (1-7) <0 ve (6-77) > 0 dur.
Bir bagka deyisle katsayilarin isaretinde sadece bir kez degisim vardir. Bu nedenle de
g(w) =0 denkleminin Isaretlerin Descartes Kurali ile sadece bir tane pozitif reel
kokii vardir.

Bolzano ve Cauchy teoremine gore de, herhangi bir [a,b] aralifinda f{x)
fonksiyonu siirekli ise ve [a,b] araliginin u¢ noktalarinda zit isaretli degerlere sahip

ise (f(a) <0, f(b) > 0 veyaf(a) > 0, f(b) < 0) o zaman (a,b) araliginda en az bir ¢
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noktast vardir ki, f(c)=0’dir. Asagidaki Cizelge 4.1.’de yartya bolme yonteminin

grafik iizerinde algoritmasi gosterilmistir.

Cizelge 4.1. Yariya Bolme Yontemi grafik gdsterimi ve algoritmasi

YARIYA BOLME YONTEMI (Bisection)

Fla)
Flad

franfie) = @ fie

<0 1ise c=(atb)/2
<0 1se b=c
> () ise a=c

=0 ise a veya b den biri yada herikisi de kok olabilir.

Bu durumda g(0)=0, g()= n(% (n+1)- 77) = 6(% (7)— 77) ve

g(w) >0 =+ oldugundan,

W—>00

i) Eger n >%(n+l) ise yani 7 >3.5 iken; g(1)<0 olur ve bu durumda

teoreme gore kok w, > 1olacaktir. Bir bagka deyisle g(w) fonksiyonunun isaretinin

pozitif olacagi yani degisecegi aralik 1’den biiyiik olan aralik olacaktir.
ii) Eger 17 < %(n +1)ise yani 77 <3.5 iken; g(1) >0 olur ki bu durumda da

kok w, <1 olur. Ayn1 sekilde bu kez g(w) fonksiyonunun isaretinin negatif olacagi,

degisecegi aralik 1°den kiigiik olan 0 < w, <1 aralif1 olacaktir.
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Herhangi bir 77 degeri icin g(w)=0 denkleminin w, kokiine, dolayisiyla da

bu 77 ortalama degerine uygun p, ’lere ulasilabilinir.

Ornegin 7 =1.5 oldugunda, g(1)=6 (3.5 —1.5) =12>0’dir. O halde kok

0 < w, <1 araligindadir. Yariya bolme yontemi ile koke yaklasildiginda;

0<w, <1 araligmin ortasma w=0.5 degerine bakilir, fonksiyonun
w = 0.5"deki degeri g(0.5) =0.39 oldugundan kok 0 < w, < 0.5 arasindadur.
0 <w, <0.5 araliginin ortasina, fonksiyonun w = 0.25'deki degerine bakilir,
2(0.25) = —-0.56 oldugundan koék 0.25 < w, < 0.5 arasindadir.

0.25<w, <0.5 araligmin ortasina fonksiyonun w=0.37'deki degerine
bakilir, g(0.37) =0.04 oldugundan kok 0.25 < w, < 0.37 arasindadr.

0.25 <w, <037 araligmin ortasina fonksiyonun w =0.31'deki degerine
bakilir, g(0.31) =-0.02 oldugundan kok 0.31< w, <0.37 arasindadir.
0.31<w, <0.37araligmin ortasina fonksiyonun w=0.34'deki degerine
bakilir, g(0.34) =0.003 oldugundan kék 0.31< w, < 0.34 arasindadir.
2(0.32) =-0.01 ve g(0.33) =-0.007 degerlerine gore de w, =0.33 yaklasik

kok degeri elde edilir.
Boylece w, =0.33 sonucu (4.10) esitliginde i =1,2,...,6 degerleri i¢in yerine

konuldugunda da 77 =1.5 ortalama deger kisitina uygun p, =0.6708, p, =0.2213,

p; =0.0730, p,=0.0241, p,=0.0079 ve p,=0.0026 olasilhik degerleri elde

edilir.

Ek-1’de kodlar1 verilen Visual Basic programlama dilinde yariya bdlme

yontemi ile hazirlanmig bir programda 77 =3 igin bilgisayar ¢iktis1 Cizelge 4.2.’de ve

n’nin on bir tane degeri i¢in hesaplanan olasiliklarla bu olasiliklar dahilinde

maksimum entropi degeri H

asagidaki Cizelge 4.3.”de gosterilmistir.

max ?
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Cizelge 4.2. Yartya Bolme Yontemi ile olasilik dagilimi hesaplayan program ¢iktisi

. Forml =] 3
ORTALAMA DEGERI
OLASILIKLAR
|3
0.2467785
0.2072385
_ 0.1740337
ITERASYON SAYISI 0.1461432
0.1227324
T 0.1030676
TOLERAMNS DEGERI
0.00001
KEK DEGERI
0.8337751
DURUM DEGERLERI
GIRISI
Ma<EMT DEGERI
=== _ 1.74851
| KOK VE OLASILIKLARI I
= HE SaPLA
Cizelge 4.3. Verilen ortalama degerler i¢in olasilik dagilimlari
n pi p2 Ps3 P+ Ps Ps Hipax
1.0 1.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.00000
1.5 0.6637 | 0.2238 | 0.0755 | 0.0255 | 0.0086 | 0.0029 | 0.95356
2.0 0.4781 | 0.2548 | 0.1357 | 0.0723 | 0.0385 | 0.0205 | 1.36724
2.5 0.3475 |0.2398 | 0.1654 | 0.1142 | 0.0788 | 0.0544 | 1.61373
3.0 0.2468 | 0.2072 | 0.1740 | 0.1461 | 0.1227 | 0.1031 | 1.74843
3.5 0.1666 | 0.1666 | 0.1666 | 0.1666 | 0.1666 | 0.1666 | 1.79176
4.0 0.1031 |0.1227 | 0.1461 | 0.1740 | 0.2072 | 0.2468 | 1.74843
4.5 0.0544 | 0.0788 | 0.1142 | 0.1654 | 0.2398 | 0.3475 | 1.61373
5.0 0.0205 | 0.0385 | 0.0723 | 0.1357 | 0.2548 | 0.4781 | 1.36724
5.5 0.0029 | 0.0086 | 0.0255 | 0.0755 | 0.2238 | 0.6637 | 0.95356
6.0 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 1.0000 | 0.00000
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Cizelge 4.3., n =6 oldugunda 7 ’nin farkli degerleri icin elde edilen MaxEnt
olasilik dagilimlarini verir. Son kolon ise 7’nin farkli degerleri i¢in entropinin

maksimum degerini gosterir.
Boylece n=6 ve %(n +1) =3.5 iken;

e 77=3.5 oldugunda, MaxEnt dagilimi {iniform dur,
e 77>3.5 oldugunda, MaxEnt dagilimi artan bir geometrik dizidir,

e 77 <3.50ldugunda, MaxEnt dagilim1 azalan bir geometrik dizidir.

4.2.2. g(w)=0 Denkleminin Newton Yontemi ile Coziimii

f(x) fonksiyonunun aranilan &£ kokii [a,b] araliginda olsun. Bu araligin bir

ucundan yola ¢ikarak, 6rnegin b’den Taylor Formiilii asagidaki gibi yazilir:
! 1 n
f(&)=0=70)+f (b)(f—b)+§(§—b)2f (c). g<c<b (412

Kalan kisim atilarak yaklasik olarak asagidaki formiil alindiginda
f®B)+ f(b)E-b)=0
esitligi elde edilir ki buradan,

by L0
1)
bulunur. Boylece & kokiiniin yaklasik degeri i¢in agsagidaki esitlik onerilir:
x =b-L0) (.13)
1)

Bu degerin bulunmasini asagidaki Sekil 4.3. yardimiyla geometrik sekilde de

yorumlamak miimkiindiir.
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Sekil 4.3. Newton Yontemi’'nde baslangi¢ noktasini belirleme

Yukaridaki Sekil 4.3.’de y = f(x) egri yaymin apsisi b olan M ' noktasinda
tegeti ele alinsin. Bu tegetin denklemi;

y=f(b)= f(b)(x—b)
olarak yazilir. Burada y =0 alinirsa, 7" tegetinin ox ekseni ile kesisme noktasinin x
apsisi bulunur ki, bu da (4.13) esitligi ile cakismaktadir. Bu yontem Newton Yontemi

olarak adlandirilir. Ancak (4.13) esitligindeki x; kokiiniin nerede bulundugu sorusu

ortaya ¢ikmaktadir. Sekil 4.3.’de goriildigii gibi tegetin ox ekseni ile kesistigi x,
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noktasi araligin disinda da bulunabilir. Gosterilebilir ki f(5)’nin degeri f"(x) degeri
ile aym isarete sahipse ( I. ve IV. Durumlar) x/, &<x/ <b araliginda yer alir.
Gergekten de f(b) ile f'(b)aym isaretlidir ve x| <b oldugu (4.13) esitliginden de
goriilmektedir.

Diger taraftan (4.12) ve (4.13) esitliklerinden

: fb) __1f) 2
—x/=&E-b =—— -b 4.14

esitligi elde edilir. Ancak f"(x) s6z konusu hallerde f'(x)ile aym isaretlidir ve bu
nedenle & < x| olur. Nihayet aranan kokiiné < x; < b araliginda oldugu ispatlanmis

olur. Benzer yontemle a noktasindan yola ¢ikarak apsisi a olan M noktasindan teget

cizildiginde, (4.13) esitligi yerine,

ﬂ=a—l¥2 (4.15)
f'(a)

esitligini aliriz. Degerin bu formiille hesaplanmasi onceki gibidir. Yani, f(a)’nin
isareti f"(x) ile ayni ise ( II. ve III. Durumlar) o zaman a < x; < ¢ araliginda yer
alir.

Boylece verilen dort durumun her biri i¢in hangi degerden baslayarak kokiin
daha bagarili bulunacagi gosterilmis olur.

I ve IV hallerinde ardistk uygulamalar kokler i¢in azalan bir dizi

! ! ! !
b>x>xy>>x >x,,>¢,

IT ve III hallerinde ise artan bir dizi @ <x, <x) <---<x, <x,, <& ortaya
cikarir.
Genellikle & kokiine,
xg=%—ﬁ%) (4.16)
f'(x,)

formiiliiyle ulagilir.
Asagidaki Sekil 4.4. A noktasina tegetlerin ox ekseni ile kesistigi 77,7,,...

noktalarindan yaklagtigini gosterir.
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——_

Sekil 4.4. b noktasindan tegetlerle A noktasina yaklagsma

Her seferinde koke bir onceki yaklasik kokten ulasildigt i¢in Newton Metodu

iteratif bir yontemdir. Sekil 4.5. ise A noktasina kiriglerin ox ekseni ile kesistigi

D,,D,,...noktalarindan yaklastigin1 gosterir.

Sekil 4.5. a noktasindan kirislerle A noktasina yaklagma

Hesaplanan yaklasik kokiin kesinlik derecesi,

f(x;)

m

X =& < (4.17)

> m’dir. Yani | f'(x, )| ’in verilen araliktaki

f'(x,)

formiilii ile hesaplanir. Burada m,

mutlak degerce en kiigiik degeridir.
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Newton yontemi,

gw)=(1-mw+Q2-mw +B-mw’ +(@-mw' +S—mw’ +(6-mw’ =0
denkleminde 7 =1.5 i¢in uygulandiginda g(w) fonksiyonu,

g(w) = (0.5 w+(0.5)w” + (1.5)w’ + 2.5w* + 3.5w’ +(4.5w’ =0
olarak belirlenir.
g(l)=12>0 oldugundan koék 0<w<1 arahigindadir. O halde a=0ve
b =1olur. g(w) fonksiyonunun tiirevinde,
g'W)=—-0.5+w+4.5w" +10w’ +17.5w* + 27w’
w=0 almakla,
|g'(0)| =m=0.5
olarak (4.17) formiilindeki m elde edilir. g"(w) fonksiyonunu,
2" (W) =1+9w+30w”> + 70w’ +162w° >0
ve g(1) ile ayn isaretli oldugundan koke b’den yani 1’den yaklasmaya karar

verilir.

e Ve (4.16) formiiliinde x, =1 yazilir, 0 zaman

x=1-8W 1 12 4798319
g) 595

elde edilir. Elde edilen x; degeri g fonksiyonunda yerine yazilarak,
g(x])=2.127415

bulunur. Elde edilen x; degeri (4.17) formiiliinde yerine yazmakla da,

, 2.12
HdsTs
|x] —&| < 4.24

kokiin kesinlik derecesi bulunmus olur. Ardisik islem siras1 asagidaki gibidir:

o x=079-80T) (99 212 _ 554405
£'(0.79) 4.57

2(x}) = 2(0.55) = 0.682226
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0.68

X, =& <——
. =] 0.5
|x) —&[<1.36
o x=055-80) _g55 908 4 444320
g'(0.55) 6.20
g(x}) = g(0.44) = 0.188652
0.18
! _ S -
=] 0.5
|x) —£[<0.37
o 3204450 o4y 08 415310
g'(0.44) 2.76
g(x}) = g(0.41) = 0.115000
0.11
x, =& <——
o= 0.5
|xy —&[<0.23
o xp=0a1-E09 _041- - 0.356759

g'(0.41)
g(x}) = g(0.35) = 0.0147332

. 0014
SRUE 0.5

|xf — & <0.029

o i =035-8039 _ 435 0014350005
g'(0.35) 1.2

g(x!) = g(0.33) = 0.0004

.. 0.0004
e =l < 0.5

|x¢ —&[<0.0008

=0.337241

v —033_8033) 5, 000049
7 g'(0.33) 1.0821

g(x)) = g(0.33724) =12*107"

70



, 12*1077
T

|x; — & <0.000002
x; degerinin & ile farkinin ¢ok kiiglik bir deger olmasi nedeniyle

w=x, =0.337242 yaklasik kok degeridir denilebilir. Bu w degeri ile

i
w .
p, = i=12,...,6
Cwrw A+ wt e wtwt S

esitliginden elde edilen olasilik degerleri,

p, =0.6637, p, =0.2238, p, =0.0755
p. =0.0255, p. =0.0086, p, =0.0029

olarak bulunur ki, bu degerler Cizelge 4.3.’teki 7 =1.5 satir1 ile aynidir. Ek-2’de

kodlar1 verilen Visual Basic programlama dilinde Newton Yontemi kullanarak

hazirlanan bir programda 77 =1.5 icin elde edilen program c¢iktis1 Cizelge 4.4.”deki
gibidir.
Cizelge 4.4. Newton Yontemi ile MaxEnt dagilimi hesaplayan program ¢iktisi

m. Forml !El E

ortalama degeri

|1.5

1w degeri(kck)

03372383

P OLASILIELARI

06637375
0.22383581
75486 E-02
2.545712E-02
2.585131E-03
2.89524E-03

DURUM SAYISI
WE
kKATSAYILARIM
GIRISI

M ENTROFI -
DEGERI KDKU,\EEL&SILIKL.&FH

[ bA ENTROFIY
09533504 HE SAPLS
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Bu ¢iktidan da goriildiigli gibi sonuglar yine Cizelge 4.3.’teki 7 =1.5 oldugu

satir ile cakigsmaktadir.

4.3. Verilen U¢ Kisit ile MaxEnt Dagilim

Bir onceki konuda iki kisita sahip bir zar deneyi ele alinmis ve MaxEnt
olasilik dagilimi hesaplanmisti. Simdi ise ayn1 deneyde ii¢ kisit s6z konusu oldugunda
MaxEnt olasilik dagiliminin hesaplanmasina iliskin problem asagidaki gibidir.

6
Arastirma Problemi 4.3. H(p) = —Z p,; In p, entropi fonksiyonunun

i=1

6 6 6
Zpi =1, Zipi =4, Zizpi =19
i=1 i=1 i=1
kisitlart altinda maksimumunu veren olasilik dagilimini bulmakla problem ¢6ziilmiis
olacaktir.

6 6 6 6

L= Zpi Inp, + ﬂ’l(zizpij + ZZ(leij+ﬂ3(zpij
i=l i=l i=l i=l

seklinde Lagrange fonksiyonu yazilir. Bu fonksiyonun p,’lere gore tiirevi alinarak

sifira esgitlenmesiyle

Pi
i

L, =[lnpi +Lpl)+izll +id, + 4, =0
Inp, =—i’A, —id, — 1, -1

p, =expl-i*A, —id, — A, —1}

D, = e_iz’11 ek eh!

_il —

-
=w, e 2

elde edilir. Yukaridaki son esitlikte de e =w,, e = 4 olarak ifade
edilirse p, ’ler asagidaki gibi siralanabilir:
P, =ww,. 4,

4 2
D, =w w4,

9.3
Py =w w, A4,
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Pa=w w5 A,
ps =wiw; A,
Do =W Wi .A.
Bu p, degerleri birinci kisitta yerine yazildiginda
A(wl.w2 +wlow? +wows + o) +wwl + wf(’.w;): 1

1

A=
4 2 9 3 16 . 4 25 5 36 6
WW, + W wy W, W wsy Wl w, W) wg,

olarak 4, w, Ve w, cinsinden ifade edilmis olur. Boylelikle

2

i i
Wy W,

pi = 4 2 9 3 16 . 4 25 5 36 . 6
WW, W Wy W, W wy Wl w, W w,

seklinde de p,, w, Ve w, cinsinden ifade edilmis olur. Elde edilen p, degerleri ikinci
ve ticlincii kisitta yerine yazildiginda

wy oWy A+ 2w wl A+3w) wi A+ 4w wi A+ 5wEw A+ 6w wi.A=4
ile

wy Wy A+ 4wt wl A+9w] wi A+16w° wi . A+25w> Wi A+36.w° w.4=19
esitligi elde edilir. 4 yerine 1, ve w, cinsinden ifade edilmis degeri yazildiginda ve
gerekli diizenlemeler yapildiginda ise

(I=dHw,.w, +( 2=Dw! wi + B =W, w; +--+(6—-4H)w W) =0
1=19)w,.w, + (@ =19)w w; + (O =19)w] W] ++--+(36-19).w° . ws =0

seklinde iki bilinmeyenli iki denklem elde edilir. Bu iki denklem agagidaki gibi de
ifade edilebilir:

6
Siwy,wy) ZZ(i_nl)Wll )W;
i1
Ve
6 ) 2 .
fr(wi,w,) ZZ(i — )W w; .
i1

Bu iki denklemi saglayan w, ve w,bulundugunda olasilik dagilimi elde

edilmis olur. Ek-3’te kisit sayisi li¢ oldugunda Newton YoOntemi ile problemi ¢ozen
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Visual Basic programlama dilinde hazirlanan program kodlar1 verilmistir. Programda
baslangic degerler girildiginde Newton Yontemi ile bulunan sonuglar asagidaki
gibidir.

Cizelge 4.5. Newton Yontemi ile (ii¢ kisit altinda) MaxEnt dagilim1 hesaplayan program ¢iktisi

i, Form1 =]

baglangi; degerleri

1

i koklen we olazihklan

p olazllk. degerlen

. Kikler 01441011
f degerleri 01442228
: 01563531
3.94643530784724E 14 1.04076544349057 e
02335438
03217732
511353112631 063615 0,887 785523890011

4.4. Onsel Dagihm Q’nun Verilmesi ile Entropideki Azahs

Onsel dagilim verildiginde entropide indirgeme gergeklesir. Bu durumu
ortaya koyabilmek i¢in asagidaki problem MinxEnt ve MaxEnt Prensipleri ile ayri
ayr1 incelenerek entropi degerlerindeki degisime dikkat edilebilir.

Arastirma Problemi 4.4. Onsel bir olasilik dagihmi Q, ( 0.05, 0.10, 0.15,
0.20, 0.22, 0.28 ) seklinde verilmigken ve alt1 yiize sahip bir zarin atiglar1 sonrasinda
gelen yiizlerin ortalamasi 4.5 oldugunda minimum ¢apraz entropi olasilik dagilimi
bulunsun ve Q 6nsel dagiliminin verilmesiyle entropideki azalis1 gosterilsin.

Coziim 4.3. D(p:q) = i P, Pi fonksiyonunu,

i=1 i
ipl. =1 ve iip[ =4.5
i=1 i=1

kisitlar altinda minimize etmekle
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elde edilir. Bu esitlik Zipi = 4.5 kisitinda yerine yazmakla da;
i=1
qz'wi .
pi: 2 3 4 5 6 l:1,2,...,6
qWtq,w +q;w +q,W +4sw +qcWw

qw+2q,w +...+6q,w°

fw) = =45

qw+ Q2WZ + Q3W3 + q4w4 + QSWS + q6W6
yukaridaki fonksiyonlara ulasilir. f(w) lizerinde diizenlemeler yapildiginda,

gw)=q,(1-mw+q,2—mw’ +q;B=mw’ +q,(4=mw" + 455w’ +¢,(6—mw* =0
denklemi elde edilir. Denklemin ¢ézliimiini saglayan w degerinin Ek-4’te kodlari

verilen Visual Basic programlama dilinde hazirlanan programda 7 =4.5 vermekle

elde edilen olasilik dagilimi ve program ¢iktis1 asagidaki Cizelge 4.6.”daki gibidir:

Cizelge 4.6. Newton Yontemi ile MinxEnt dagilimi hesaplayan program ¢iktisi

. Forml !El E

ortalarma degeri

|4.5

w deqgeri(kok]

1106333

F OLASILIELARI

3.543006E-02

7842492602 DURLIM SAYIS]
01302292 YE

01922006 FATSAYILARIM
0.2340211 GIRIS]

03296341

Moz EMTROFI DEGERI KOKL, OLASILIKLAR

: WE
i M ENTROPITI
HESAPLA,

1606143
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MinxEnt dagilimi1 P;={0.035, 0.078, 0.131, 0.192, 0.234, 0.330} seklindedir.
Ve bu dagilimin entropisi H(F,) =1.606 olarak bulunur.

Eger O dagilimi verilmemis ise Laplace’in yetersiz sebep ilkesi kullaniimali

ve O dagilimi yerine tiniform dagilim U alinarak,

6
p.
In——
;p’ 1/6

minimize edilmeli ya da MaxEnt prensibi ile,

6
- Zpi In p,
i1

Shonnon entropi dlgiitii verilen kisitlar altinda maksimize edilmelidir. Ek-2’de kodlar

verilen bilgisayar programinda 7 = 4.5 almakla elde edilen bilgisayar ¢iktis1 Cizelge

4.7.’de verilmistir.

Cizelge 4.7. Newton Yontemi ile MaxEnt dagilimi hesaplayan program ¢iktisi

w,. Formil !EI E

artalama degeri

45
w deqgeri(kak]
1.449254
P OLASILIELARI
5.435316E-02
FETT1RAE-02 DURLM S?“r’lﬁl
011416
01654463 KATSATILARIM
0.2337745 GIRISI
0.3474941
ké EMTROPI F
DEGERI ! KOKL, OLASILIKLARI
WE
1,613581 i i< ENTROPY
: HESAPLA
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MaxEnt dagilimiP,={ 0.0543, 0.0788, 0.1142, 0.1654, 0.2378, 0.3475}
seklinde bulunur ve bu dagilimin entropisi de H(P,) =1.613 olarak elde edilir.

Boylece 4.5 ortalamaya sahip tiim dagilimlardan P, maksimum entropiye
sahiptir ve ayn1 ortalamayla 6nsel dagilima sahip herhangi bir diger dagilim P; iken

onun entropisi, P, nin entropisine esit ya da daha kii¢iik olmalidir.

4.5. Elektrik Tiiketim Oranlarinin MinxEnt Prensibi ile Bulunmasi ve Gerg¢ek

Oranlarla Karsilastirilmasi

Elektrik Enerjisinin Onemi

Biitiin diinya iilkelerinde oldugu gibi iilkemizin de ekonomik ve sosyal
kalkinmasinin ~ vazgecilmez girdilerinden birisi olan enerjinin ihtiyacimizi
karsilayacak sekilde zamaninda ve giivenilir olarak temin edilmesi biiyiik 6nem arz
etmektedir. Gorev basina gelen hiikiimetlerin en 6nemli hedefi, dengeli ve kalic1 bir
ekonomik biiylimeyi saglamaktir. Enerji tiikketimi ile ekonomik faaliyetler arasinda
yakin bir iliski mevcuttur. Ulkelerin milli hasilalar arttik¢a, enerji iiretimleri de buna
paralel olarak artmaktadir ki bu da bize enerjinin, 6nemli liretim faktorleri arasinda
anahtar rol oynadigim1 gostermektedir. Ayrica ilkelerin gelismislik diizeylerini
belirleyen Ol¢iitler arasina {ilkelerde kisi basina kullanilan enerji miktar1 da
eklenmistir.

Diinyada sanayi devrimi meydana geldikten sonra, ekonomik gelisme ile
enerji ve Ozellikle elektrik enerjisi kullaniminin artmasindan dolayi, giiniimiizde
elektrik enerjisi, ekonomik ve sosyal hayatin ¢ok énemli bir unsuru haline gelmistir.
Elektrik enerjisi sektorii, ekonominin diger sektorlerine biiyiik miktarlarda girdi veren
bir sektordiir ve diger sektorlerdeki gelismelerden etkilenmenin yami sira diger
sektorlerin ~ gelismesine  yardimci  olur. Tarim ve sanayi  sektorlerinin
makinelesmesiyle alt yapinin ve ulasimin gelismesi, elektrik enerjisi kullanan
dayanikli tiikketim mallarinin tiirii ve sayisinin énemli dl¢lide artmasi sonucu daha
fazla elektrik enerjisi talep edilmektedir. Elektrik enerjisinin yetersizligi bir lilkede

sadece bazi bolgelerin karanlikta kalmasi demek degildir. Bunun yani sira tiretimin
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diismesi, issizligin artmasi, tiim sanayi sektoriiniin felce ugramasi, yatirimlarin
gerilemesi ve kisaca milli gelirin azalmasi anlamina gelir.

Iktisadi mal olarak elektrik enerjisinin iki 6zelligi vardir:

1) Elektrik enerjisinin arzi talebine baglidir. Bu sebeple talebi agan bir {iretim
s0z konusu degildir. Depo edilememesi iiretildigi an tiiketilmesi gerekmektedir.

i1) Elektrik enerjisi saf bir enerji tiirti olmas1 nedeniyle diger tiirlere rahatlikla
doniistiiriilebilir. Ayni1 zamanda kolay, temiz, sessiz ve ucuz bir sekilde tiretilmekte
ve istenildigi kadar kiiclik parcalara boliinebilmekte ve birlestirilebilmektedir. Bu
sebeple kullanim alan1 ¢ok genistir (Direm 1998).

Gelismenin 6n kosulu olan enerjinin, oOzellikle de -elektrik enerjisinin
zamaninda, giivenilir ve ekonomik sekilde ve c¢evre faktoriinii de dikkate alarak
tiretilmesi son derece Onemlidir. Gelecek donem i¢in hazirlik yaparken elektrik
enerjisi konusunda iilkenin iginde bulundugu durumu biitiin ¢iplaklig1 ile ortaya
koymak ve mevcut sikintilarin belirlenmesini miiteakip ¢0ziim yollarin1 aramak,
diinya uygulamalarin1 da dikkate alarak sektoriin yeniden yapilanmasini saglamak son

derece dnem arz etmektedir (Yigitgliden 1999).

Arastirma Problemi 4.5.

Firmalar gelecek planlarini yaparken onlerine hedefler koyar ve bu hedefler
genellikle satis hasilatt ve kar gibi firmanin devamliligini saglamaktaki en dnemli
etkenler olurlar. Bunlar genellikle iist yonetimin belirledigi hedeflerdir. Firmalarin
kapasitesi ise yapilacak olan yeni yatirimlara ya da tasfiye edilecek birimlere gore
daha somut bir sekilde hesaplanabilmektedir. Bu kisitlar altinda belirlenen hedeflere
ulagsmak i¢in firmanm hangi {riin ¢esidinden ne miktarda iiretmesi gerektiginin
tahmini istenebilir

Giiniimlizde de en 6nemli enerji kaynagi olan elektrik enerjisi liretimi ve
dagitimmi gerceklestiren miiesseseler de s6zii edilen hedefleri belirlemek ve bu
dogrultuda ilerlemek zorundadir. Ozellikle Elektrik Dagitim Miiesseseleri, iiretim

yapan firmalarin hangi tiriinden hangi oranda iiretmesi gerektigini bilmek istemesi
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gibi arz1 talebine bagli bir iiriin olan elektrigin, kullanim alanlarmma gore tahmini
tikketim oranlarini belirlemesi gerekebilir.

Bu béliimde uygulama olarak DIE’den alinan ve kullanim alanlarina gére
2003-2004 elektrik tiikketim oranlarini iceren veriler ele alinmistir. Problem ise
yukarida belirtilen probleme benzer olarak ortalama birim fiyat tahmin edildiginde
her bir kullanim alanina diisen tiiketim oraninin belirlenmesidir. Kullanim alanlari
sekiz tane olup her birine diisen kullanim miktari, orani ve elde edilen TL. cinsinden

degeri asagidaki Cizelge 4.8.’de gosterilmistir.

Cizelge 4.8. Kullanim alanlarina gore 2003-2004 II. donem elektrik tiiketim oranlari

2003 2004
II. Déonem I1. Donem

(Nisan, Mayis, Haziran) (Nisan, Mayis, Haziran)

Kullanim alanlari Miktar Deger Miktar Deger
Gwh % TL. Gwh % TL.

Toplam 26861 | 100.00 | 2.521.589.153 | 27735 | 100.00 | 2.729.901.228
Resmi Daire 1078 | 401 | 159599025 | 1235 | 445 | 174841720
Sanayi+Otoprodiiktor | 13363 | 49.75 | 897028250 | 13226 | 47.69 | 883636139
Ticarethaneler 2836 | 10.56 | 459703729 | 3403 | 1227 | 553892236
Meskenler 5899 | 2196 | 801992555 | 6202 | 2236 | 814497857
Tarimsal Sulama 423 1.57 | 47500555 538 1.94 | 62426557
Santiyeler 335 125 | 52117136 322 1.16 | 52547468
Sokak Aydinlatmasi 913 3.40 1 826 028 818 2.95 64 359 278
]s);%; TEUAS Direkt 2014 | 750 | 101821875 | 1991 | 7.18 | 123699973

Problemin Kullback’in minimum ¢apraz entropi prensibi ile ¢dziimii i¢in
onsel olasilik dagilimi, X rassal degiskeninin degerleri ve ortalama kisit degeri
belirlenmelidir. Cizelge 4.8.’deki verilerden 2003 elektrik tiiketim oranlari, Onsel
olasilik dagilimi olarak alinir ve 2004 Toplam degerin toplam miktara bdliinmesiyle
ise ortalama birim fiyat olarak E(x) birinci moment kisit1 verilir. Her bir kullanim

alaninin birim fiyat1 (1 Gwh basina diisen fiyat) X rassal degiskeninin aldig1 degerler
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olarak hesaplanir. Bu hesaplama 2003 yil1 verilerinde her bir kullanim yerine karsilik
gelen deger kolonu, miktar kolonuna bdliinerek yapilir. Boylelikle her bir kullanim
yeri i¢in elektrik birim fiyat1 elde edilmis olur. Elde edilen bu veriler dogrultusunda
olusturulan X rassal degiskeninin sirali degerleri ve onsel olasilik degerleri ile E(X)

ortalama deger kisit1 Cizelge 4.9.’da gosterilmistir.

Cizelge 4.9. X ve q Onsel olasilik degerleri

Kullanim alanlar X degerleri (birim fiyatlar) Q onsel dagilim
Diger+EUAS Direkt Satisi 50 557 0.0750
Sanayi+Otoprodiiktor 67127 0.4975
Sokak Aydinlatmasi 2000 0.0340
Tarimsal Sulama 112 294 0.0157
Meskenler 135953 0.2196
Resmi Daire 148 051 0.0401
Ticarethaneler 162 095 0.1056
Santiyeler 155573 0.0125
E(x)=98 428 1.0000

Yukaridaki Cizelge 4.9.’da gosterilen E(X) degeri 2004 donemine ait toplam
degeri toplam miktara bolerek asagidaki gibi elde edilir.

2729901228
27735

E(X)=98428 TL. (ortalama birim fiyat)

E(X)=

Ek-4’de kodlar1 verilen MinxEnt prensibi ile ¢6zliimii elde eden programda, X
degerleri girisi Cizelge 4.10.’da, kisit olarak E(X) degeri verilmesi ve sonucunda elde
edilen tahmini tiiketim oranlarmi gosteren bilgisayar ciktisi Cizelge 4.11.°de

verilmistir.
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Cizelge 4.10. MinxEnt dagilimi hesaplayan programda X degerleri girisi

Iggqgg Tnci durumun degeri..
I Cancel |
w degerifkiak)

{50557

F OLASILIKLARI T ST T
WE
KATSaYILARIM

GIRISI

kOKO, OLASILIKLAR
ki

Mas EMTROFIYI
Mées EMTROPI DEGERI HESaPLA

Cizelge 4.11. 2004 Tiiketim oranlar1 i¢in MinxEnt dagilimi hesaplayan program ¢iktist

w. Forml !El E

ortalama degeri

|98428

v degeri(kiok]

1.05325

P OLaSILIKLARI DURLUM S&v151

WE

E.5003E7E-02 kAT SAYILARIM
0.4563209 GIRISI

3.300326E-02
1.612731E-02
0,2337325
4.613432E-02
01235714
161061 2E-02

| KOKU, OLASILIKLAR
: E

| M ENTROPIY

Mas ENTROPI DEGERI 5 HESAPLA

1.52894
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MinxEnt Prensibi ile bulunan 2004 tahmini tiiketim oranlar ile 2004 gercek
tilketim oranlar1 asagidaki Cizelge 4.12.°de karsilastirilmistir. Gergek degerlerle
tahmini degerlerin birbirine olan yakinliginin ortaya konmasi ile metodun ne dlgiide

dogru calistig1 test edilmistir ve tatminkar sonuglara ulasilmistir.

Cizelge 4.12. 2004 Gergek tiiketim oranlari ile MinxEnt tahmini oranlari

Kullanim alanlarn 2004 Elek. Tiik. Oranlar1 2004 MinxEnt Tiik. Oranlan
Diger+EUAS Direkt Satisi 0.0718 0.0650
Sanayi+QOtoprodiiktor 0.4769 0.4563
Sokak Aydinlatmasi 0.0295 0.0330
Tarimsal Sulama 0.0194 0.0161
Meskenler 0.2236 0.2387
Resmi Daire 0.0445 0.0461
Ticarethaneler 0.1227 0.1285
Santiyeler 0.0116 0.0161
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5. TARTISMA VE SONUC

Entropi, sozliikteki anlamu ile belirsizlik demektir. Belirsizlik ise her yerde ve
her zaman kullanilan bir kavram olup bir sistemi tanimlamak i¢in gerekli olan toplam
informasyondan daha az bir informasyona sahip olundugunda ortaya ¢ikar. Belirsizlik
ve informasyon dyle yakin iki kavramdir ki bir deney hakkinda edinilen informasyon
yok edilen belirsizlik miktarina esittir. Gergeklestirilen calismayla ilgili olan
“olasiliksal belirsizlik durumu” ele alindiginda entropi “bir sisteme ait belirsizlik
diizeyinin 6l¢iimii” olarak ifade edilebilir. Olasilik teorisi sadece gelecekteki olayin
beklentisi ile iligkili olan belirsizlik ile ilgilenir. Bir baska deyisle herhangi bir olayin
bas gosterme olasiligi, belli diizeyde bu olayin gergeklesip gerceklesmeyecegi
hakkinda belirsizligin gostergesidir. Shannon, “bir olasilik uzaymin belirsizliginin
Olciisii” olarak tanimladig1 entropi i¢in, bir deneyin sonuglarinin igerdigi ortalama
bilgi miktarini1 6nermistir.

Shannon entropisi denilen bu dlgiit Jaynes tarafindan, 6l¢timlere dayandirilan
sistemin durumlarin1 tanimlamak i¢in olasilik dagilimi tliretmekte kullanilmistir.
Jaynes, bilgi olarak verilen ortalama degerlerle uyumlu sonsuz dagilim arasindan bu
Olclitii maksimize eden dagilimin se¢ilmesini Onermistir. Belirsizligi indirgemek
amaclanirken maksimum belirsizlige sahip olan dagilimin se¢ilmesinde yiiriittiigii
mantik sdyledir. Maksimum entropiden daha az entropisi olan bir dagilim segilirse,
entropideki bu indirgeme bilingli ya da bilingsiz kullanilmis olan bazi ilave edilen
bilgiden gelmis olabilir. Ancak boyle bilgiler verilmediginden onlar1 kullanmak
dogru olmayacaktir. Boylece sadece maksimum entropiye sahip olan1 kullanilmalidir.
Maksimum entropi prensibi olarak bilinen bu entropi maksimizasyonunu baska
sekilde de agiklamak miimkiindiir. X rassal degiskenine bagli verilen her bir kosul, bu
degisken hakkinda belli miktarda informasyon igermekte ancak belirsizligini agmaya
yetmemektedir. Belirsizligi asmak i¢in gereken informasyonun maksimum miktarinin
bilinmesi i¢in verilmeyen informasyona uygun olan bu belirsizlik maksimize

edilmektedir.
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MaxEnt prensibinde bilgi, olasilik dagilimina ait dogrusal momentlerin
belirlenen degerleri {izerine kurulur ve higbir kisitlamanin olmadigi durumda
belirsizligi en biylk olan tniform dagilimin secilmesini Onerir. Oysa higbir
kisitlamanin olmadigi durumda dahi olasiliklarin esit olmadigini gdsteren bazi
sebepler olabilir. Bu sebepler tecriibeye, Onseziye yada teoriye dayalidir. Bir baska

deyisle ‘n’ tane durumun olasiliklarimin, 6nsel olasilik dagilimmi ifade eden

q,-9,,----q,0lduguna inanmay1 gerektiren sebepler bulunmaktadir. Boyle bir bilginin

varhiginda MaxEnt yetersiz kalmakta ve bu bilgi kullanilamamaktadir. Kullback
tarafindan gelistirilen minimum ¢apraz entropi prensibi ise ayni kisitlar1 saglayan
dagilimlar arasindan verilen Onsel olasilik dagilima en yakin dagilimin secilmesini
onerir ve Kullback-Leibler olgiitii olarak bilinen bir uzaklik OSl¢iitiinii minimize
ederek yakinlig saglar.

Bu bilgiler 15181inda ele alinan sonlu sayida duruma sahip bir sistemde iki ve
tic sayida kisitlara tabi tutulan arasgtirma problemleri incelendiginde, olasilik
dagilimlarini elde edebilmek i¢cin Newton Yontemi ile Yariya Bolme Yontemi’nden
yararlamlmstir.  Iki ydntem icinde algoritmalar gelistirilerek, programlar
hazirlanmistir. Bu programlar da gergeklestirilen ¢ozlimler sonucunda MaxEnt’in
MinxEnt prensibinin 6zel bir hali oldugu anlagilmistir. MaxEnt tiniform dagilima
(belirsizligi en biiylik dagilim) en yakin dagilimi segerken, MinxEnt &zel bir Onsel
olasilik dagilimi bilinmesi halinde bu dagilima en yakin olanini dikkate almaktadir.
Bu agidan 2003 birim fiyatlari lizerinde 2003 tiiketim oranlar1 dnsel olasilik dagilimi
olarak hesaba katilarak ve 2004 ortalama birim fiyat kisit1 géz oniine alinarak 2004
tiiketim oranlar1 MinxEnt prensibi tahmin edilmistir. Birim fiyatlarin degigmis olmasi
yontemin daha hassas sonuglara ulagmasini engellemis oldugu icin, akla gelecek soru
bu iirlin ¢esitlerinin fiyatlarinin 6nceden nasil tahmin edilecegidir. Bu soruya da
enflasyonist ortamdan kaynaklanan fiyat degisimleri, ge¢mis yillardaki verilere gore
tahmin edilen fiyat ya da ayni sektordeki diger firmalarin 6ngdrdiigii fiyatlarin baz
alinabilecegi sdylenebilir. Verdigi duyarli sonuglar sayesinde 2005 tiiketim oranlar1
da tahmin edilerek calisma devam ettirilebilir. Ayrica kisit sayisini arttirabilecek

algoritmalar gelistirilmesi ile de ¢alisma ilerletilebilir.
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EKLER
EK-1

Yariya Bolme Yontemi ile MaxEnt Dagilimi Hesaplayan Program Kodlari
Dim m As Single

Dim w As Single

Dim a As Single

Dim b As Single

Private ¢(1 To 100) As Integer
Dim t As Single

Dim no As Integer

Dim tol As Single

Dim i As Single

Dim k As Integer

Dim p(1 To 16) As Single
Dim s As Single, n As Integer

Private Sub Command!_Click()
no = Val(Text2.Text)
tol = Val(Text3.Text)

k=1:1=0
m = Val(Textl.Text)
Do While (k=1)
If fdegeri(i) > 0 Then
b=1i
k=0
Else
a=i
End If
i=i+1

Loop

i=1

Do While (i < no)
w=(a+b)/2
If fdegeri(w) =0 Or (b - a) / 2 < tol Then
Exit Do

Else
i=i+1
If fdegeri(w) > 0 Then
b=w

Else
a=w

86



End If
End If
Loop

Text4. Text=w
Forj=1Ton
t=t+w"j
Next j

Forj=1Ton
p()=w"j/t
Listl.AddItem p(j)

Next j

Forj=1Ton
If p(j) <> 0 Then
s=s+(p(j) * Log(p(j)))
End If
Next j
TextS. Text=s
End Sub

Private Sub Command2_Click()
n = Val(InputBox("durumlarin sayisi.."))

Forj=1Ton
c(j) = InputBox(Str(j) + "nci durumun degeri..")
Next j
End Sub

Public Function fdegeri(w As Single) As Double
fdegeri =0
Forj=1Ton
fdegeri = fdegeri + (c(j) - m) * w " j
Next j
End Function
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EK-2

Newton Yontemi ile MaxEnt Dagilimi Hesaplayan Program Kodlar
Dim x(1 To 100) As Single
Dim w As Single

Dim q As Single

Dim i As Single

Dim dx As Double

Dim b As Single

Dim a As Single

Dim n As Integer

Dim m As Single

Dim ¢(1 To 100) As Integer
Dim p(1 To 100) As Single
Dim s As Single

Dim h As Single

Public Function ftrev(q As Single) As Double

fturev =0
Forj=1Ton
ftrev = ftrev + (j * (¢c(j) -m)) * (@~ (G - 1))
Next j

End Function

Public Function fdegeri(w As Single) As Double

fdegeri =0
Forj=1Ton
fdegeri = fdegeri + (c(j) -m) * w "
Next j

End Function

Private Sub Command2_Click()
n = Val(InputBox("durumlarin sayisi.."))
Forj=1Ton
c(j) = InputBox(Str(j) + "nci durumun degeri..")
Next j
End Sub

Private Sub Command1_Click()
m = Val(Textl.Text)

k=1:1=0
Do While (k=1)
If fdegeri(1) > 0 Then
b=1i
k=0

88



Else
a=1
End If
i=it+t1
Loop
i=1
x(1)=Db
dx=1
Do While (dx > 0.00001)
w = x(1)
q=x(i)
x(1+ 1) =x(1) - ((fdegeri(w)) / (ftrev(q)))
w=x(1+1)
If ftrev(a) < 0 Then
h=(-1) * ftrev(a)
dx = fdegeri(w) / h
Else
dx = fdegeri(w) / (ftrev(a))
End If
i=it1
Loop

Text3.Text=w
Forj=1Ton
t=t+w?"]
Next j

Forj=1Ton
pG) =W "))/t
Listl.AddItem p(j)
Next j

Forj=1Ton
If p(j) <> 0 Then
s =s+(p(j) * Log(p()))
End If
Next j
Ifs<0Thens=(-1)*s
Text2. Text=s
End Sub
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EK-3

Newton Yontemi ile (ii¢ kisit altinda ) MaxEnt Dagilimi Hesaplayan Program
Kodlar
Dim det As Double
Dim y1 As Double
Dim y2 As Double
Dim b As Double
Dim ¢ As Double
Dim d As Double
Dim e As Double
Dim s As Integer
Dim p (1 To 20) As Single
Dim A As Single
Private Sub Command1_Click()
b = Textl.Text
c = Text2.Text
d=0.2:e=0.2
Do While (s < 10)
s=s+1
d=al(b, )
e=a2(b,c)

det = (all(b, c) * a22(b, c)) - (al2(b, c) * a21(b, ¢))
y1 =((a22(b, ¢) / det) * al(b, ¢)) - ((al2(b, ¢) / det) * a2(b, c))
y2 = (-(a21(b, c) / det) * al(b, c)) + ((al I(b, c) / det) * a2(b, c))
b=b-yl
c=c-y2
Loop
Text5.Text=Db
Text6.Text=c
Text4. Text=e
Text3.Text=d

Forj=1To6
A=b*c+®""4)*(c""2)+(bB" "N *(c"3)+ D" 25 *(c"5)+(b"36)*(c”
6))
pG)=b"("2)*cj/A
Listl.AddItem p(j)

Next j
End Sub

Function al(b As Double, ¢ As Double) As Double

al=(3)*B* ) +(2* O ) * (€ D+ (D * (B9 * (" 3)+(B"25)* (¢"5)
+(2)*(b"36)*(c”6)
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End Function

Function a2(b As Double, ¢ As Double) As Double
2=0-18)*b*c)+(-15)*®"4)*(c*"2)+(-10)* D" "N *(c"3)+(-3) * ("
16) * (c*4)+(6) * (b"25)*(c”5)+(17) * (b~ 36) * (¢ " 6)

End Function

Function al1(b As Double, ¢ As Double) As Double
all=(3)*C)+(-)*D"3)*(c"2)+(-9)* D ) *(c"3)+ (25 *(b"24) *(c
AS5)+(72) * (b 35) * (¢ ™ 6)

End Function

Function al2(b As Double, ¢ As Double) As Double
al2=(3)* B+ (D * G ") * () +(3)* (b9 *(c"2)+(5)*(bd"25)*(c"4)
+(12) * (b~ 36) *(c"5)

End Function

Function a21(b As Double, ¢ As Double) As Double

a2l =(-18) * (c¢) + (-60) * (b~ 3) * (c2)+ (-90) * (b 8) * (¢~ 3) + (-48) * (b~ 15)
*¥(eM4)+(150) * (b 24) *(c5)+ (17 *36) * (b 35) *(c ™ 6)

End Function

Function a22(b As Double, ¢ As Double) As Double

a22=(-18)*(b)+(-30)* b"4) *(c)+(-30)* ("9 * (c*2)+ (-12) * (b 16) *
(c”3)+@B0)* D 25)*(c"4)+(17*6)* (b 36)*(c"5)

End Function
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EK-4

Newton Yontemi ile MinxEnt Dagilim1 Hesaplayan Program Kodlar
Dim x(1 To 100) As Single
Dim w As Single

Dim q As Single

Dim i As Single

Dim j As Integer

Dim dx As Double

Dim b As Single

Dim a As Single

Dim n As Integer

Dim m As Single

Dim c(1 To 100) As Long
Dim p(1 To 100) As Single
Dim s As Single

Dim h As Single

Dim I(1 To 100) As Single

Public Function ftrev(q As Single) As Double
fturev =0
Forj=1Ton
firev = firev + (I() *j * (cG) - m)) * (@ G - 1))
Next j
End Function
Public Function fdegeri(w As Single) As Double
fdegeri =0
Forj=1Ton
fdegeri = fdegeri + ((c(j) - m) * w "~ j *1(j))
Next j
End Function

Private Sub Command2_Click()
n = Val(InputBox("durumlarin sayisi.."))
Forj=1Ton
c(j) = InputBox(Str(j) + "nci durumun degeri..")

Next j
Forj=1Ton

1(j) = InputBox(Str(j) + "nci Onsel olasilik degeri..")
Next j

End Sub
Private Sub Command1_Click()

m = Val(Textl.Text)
k=1:1=0
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Do While (k = 1)

If fdegeri(i) > 0 Then
b=1i
k=0
Else
a=1
End If
i=it+1
Loop
i=1
x(1)=b
dx=1
Do While (dx > 0.00001)
w = x(1)
q=x(i)
x(1+ 1) =x(1) - ((fdegeri(w)) / (ftrev(q)))
w=x(1+1)
If ftrev(a) <0 Then
h=(-1) * ftrev(a)
dx = fdegeri(w) / h
Else
dx = fdegeri(w) / (ftrev(a))
End If
i=it1
Loop
Text3. Text=w
Forj=1Ton
t=t+1G) * (W "))
Next j
Forj=1Ton

p() =(1G) * (Ww"j)/t
Listl.AddItem p(j)
Next j

Forj=1Ton
If p(j) <> 0 Then
s =s+(p(j) * Log(p()))
End If
Next j
Ifs<0Thens=(-1)*s
Text2.Text=s
End Sub
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