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Bu tez c¢alismasinda, ilk Once deterministik kuadratik performans
fonksiyonu durumunda momentumlu gradyan diistimii algoritmasinin kararliligi
ve yakinsama hizt incelenmistir. Teorik incelemeler sonucunda, hizh
yakinsamay1 saglayan etkin 6grenme orant ve momentum faktorii formiilleri,
Hessian’in en biiylik ve en kiicliik 6zdegerlerini kullanarak belirlenmistir. Bu
yaklagim rassal olarak olusturulan kuadratik test problemleri ilizerinde denenmis
ve etkin Ogrenme parametreleriyle c¢alisan algoritmanin diger geleneksel
momentumlu gradyan dlisiimii algoritmalarindan daha dstiin performans
gosterdigi gozlenmistir. Kuadratik performans fonksiyonu i¢in elde edilen etkin
O0grenme parametreleri, hatanin, ag agirliklarinin herhangi bir dogrusal olmayan
fonksiyonu oldugu genel duruma uyarlanmistir. Genel durumda etkin
parametrelerle calisacak momentumlu gradyan diisiimii algoritmasinin dort farkli
versiyonu Onerilmistir. Gelistirilen algoritmalar gergek veri kiimesine sahip
giincel test problemleri {lizerinde diger geleneksel gradyan diisiimii algoritmalari
ile karsilastirilmistir. Etkin 6grenme parametreli algoritmalarin, diger geleneksel
gradyan diisiimii algoritmalara gore genelde daha iyi yakinsama performansi

gosterdigi gozlenmistir.
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In this thesis, at first, stability and convergence speed of gradient descent
with momentum algorithm is analyzed in the case of a deterministic quadratic
performance function. As a consequence of theoretical analyzes, effective
learning rate and momentum factor formulas which improve convergence speed
are determined from the largest and smallest eigenvalue of the Hessian. This
approach is tested on randomly generated test problems and results indicate that
the algorithm with effective learning parameters outperforms other conventional
gradient descent with momentum algorithms. Effective learning parameters
obtained for the quadratic performance function are adapted to the general case
where the performance is any nonlinear function of the network weights. Four
different versions of gradient descent with momentum algorithm which works
compatible with the effective learning parameters are proposed in the general
case. Developed algorithms are compared with other conventional gradient
descent algorithms on the up-to-date test problems. It is observed that algorithms
with the effective learning parameters show better convergence performance than

the other conventional gradient descent algorithms in general.
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1. GIRIS

Geri-yayilim (Backpropagation-BP) algoritmast yapay sinir aglarinda
oldukca sik kullanilan popiiler bir 6grenme algoritmasidir, ¢ilinkii kavramsal
olarak basittir, hesapsal olarak verimlidir ve genelde basarili bir sekilde calisir.
Bununla birlikte, bir sinir agmi tasarlarken ve geri-yayilim algoritmasiyla
egitirken gizli katman sayisi, gizli katmandaki néron sayisi, transfer fonksiyonu,
egitim ve test veri kiimesi, 0grenme orant ve momentum faktorii gibi keyfi
secimlerin yapilmasi gerekir. Bu se¢imler kritik olabilir. Bu seg¢imlerin
yapilabilmesi i¢in kesin bir yontem veya teori yoktur.

Bu nedenle yapay sinir aglar {izerindeki en yogun caligmalar bu aglarin
egitilmesi konusunda olmaktadir. Zira etkin bir algoritma ile egitilebilen, yani
Ogrenebilen aglar, yeni sekilleri taniyabilmekte (sekil tanima) veya verilen bir
girdinin hangi sinifa ait olduguna karar verebilmektedir (siniflandirma).

Ileri beslemeli yapay sinir aglarmin egitimi igin geri-yayilm (BP)
algoritmasi zor problemlerde bile giiclii oldugunu goéstermistir. Ama, BP’ nin
ylksek performansina, ag parametrelerini diizenlemek i¢in gerekli olan uzun
egitim zamani1 maliyetinde erisilir ki bu ger¢ek uygulamalarda caydirici olabilir.
Oldukga basit problemlerde bile, standart BP sikga egitim 6rneklerinin tamaminin
yiizlerce veya binlerce kez islendigi uzun egitim siireci gerektirir. Bu siireci
hizlandirmak igin literatiirde bir¢ok ¢alisma yapilmstir.

Daha hizli algoritmalar {lizerindeki ¢aligmalar kaba olarak iki kategoriye
ayrilir. Birinci kategori sezgisel tekniklerin gelistirilmesini igerir. Sezgisel
teknikler 6grenme oraninin degisimi, momentum kullanimi ve degiskenlerin
yeniden Olceklendirilmesi gibi tekniklerdir (Vogl ve ark. 1988; Jacobs 1988;
Tollenaere 1990; Rigler ve ark. 1990, Brent 1973). Ikinci kategori ise standart
sayisal optimizasyon teknikleri iizerinde yogunlagmistir (Shanno 1990; Barnard
1992; Battiti 1992; Charalambous 1992).

Geri-yayllim, sinir aginin agirliklarinin  fonksiyonu olan hata kareler
toplaminin minimumunun bulunmasina yonelik gradyan diisiimii optimizasyon
metodudur. Momentumlu geri-yayilim algoritmasinin (BPM) kararliligi ve

yakinsama hizi gibi 6nemli Ozellikleri, 6grenme ve momentum katsayilarinin



secimine bagl olarak degisim gdstermektedir. Momentum katsayisinin gradyan
diisiim algoritmasina dahil edilmesi, algoritmanin yakinsama &zelliklerini
gelistirir, ama bunun yaninda se¢ilmesi gereken yeni bir parametre ortaya ¢ikarir.
Bu parametrelerin se¢imi problemi de kendi basina bir optimizasyon problemidir.
Bu konuda literatiirde degisik yaklagimlar bulunmaktadir.

Jacobs (1988) 6grenme oran1 ve momentum faktoriiniin giincellenmesi icin
basit bir metot olan delta-bar-delta kuralimn Onermistir. Bu calismada, hata
sinyallerinin gozlemlerine dayanarak 6grenme orani ve momentum faktoriiniin
dinamik olarak arttirllmasi veya azaltilmasi Onerilmistir. Jacobs’un metodunun
varyasyonlart1 Vogel ve ark. (1988) (bold-driver teknigi) ve Battiti (1989)
tarafindan rapor edilmis, Allred ve Kelly (1990) tarafindan ayrintili olarak
karsilastirilmistir.

Bagka bir sezgisel yaklasim Fahlman (1988) tarafindan quickprop adiyla
verilmistir. Buradaki temel fikir hata yiizeyini her bir agirligin bir fonksiyonu
olarak kuadratik bir polinomla (6rnegin Parabol ile) yaklasik olarak tahmin etmek
ve daha sonra hata fonksiyonunun iki ardisik degerini ve bunlarin gradyanlarini
degerlendirerek polinomun katsayilarin1 belirlemektir. Iterasyonun sonraki
adiminda agirlik parametresi paraboliin minimumuna atanir.

Qian (1999), siirekli zaman limitinde momentum parametresinin, tutucu bir
kuvvet alani icinde yapiskan bir ortamda hareket eden Newton partikiilleri
kiimesine benzer oldugunu gostermistir . Yerel minimum civarinda sistemin
davranisinin, bir esli ve soniimlii harmonik dalgalanicilara denk oldugu
belirtilmistir.

Torii ve Hagan (2002), kuadratik performans fonksiyonlari i¢in dik inis
egitiminde momentum faktoriiniin etkisini analiz etmistir. Momentum katsayisinin
degerinin algoritmanin yakinsama 6zelliklerini nasil degistirdigini gostermistir.

Bhaya ve Kaszkurewicz (2004), kuadratik hata fonksiyonu i¢in 0grenme
orant ve momentum parametrelerinin 6zel se¢imiyle, momentumlu gradyan
diisiimii algoritmasinin eslenik gradyan algoritmasi (Hestenes ve Stiefel 1952,

Greenbaum 1997) gibi ¢alisabilecegini gostermistir.



Giinlimiizde incelenen problemlerin boyutlar1 giinden giine artmakta ve veri
setleri daha da biiylik genisliklere ulagmaktadir. Bu nedenle gradyana dayali
metotlarin 6nemi giinden gline daha iyi anlagilmaktadir. Ciinkii ikinci diizey
bilgiyi de kullanan klasik optimizasyon metotlar1 bu tiir biiyikk 06lcekli
problemlerde hesaplama ve zaman maliyeti agisindan elverigsiz duruma gelir.
Momentumlu gradyan diisiimii algoritmasinin giivenli ve giiclii global yakinsama
ozelliklerinden yararlanmak ic¢in 6grenme parametrelerinin iyi ayarlanmis olmasi
gerekir. Zira bu algoritmanin yakinsama performansi lizerinde kritik bir dneme
sahiptir. Bu nedenle bu doktora tez calismasinda momentumlu gradyan diigiimii
algoritmasi igin etkin 6grenme parametreleri yaklagimi sunulmustur.

Ikinci béliimde geri-yayilim algoritmas1 kisaca anlatilmis ve geri-yayilim
algoritmasinin aslinda temelinde bir gradyan diistimii metodu oldugu ifade edilmis
ve geri-yayillim algoritmasini hizlandirmak i¢in Onerilen sezgisel yaklagimlara
deginilmistir.

Ucgiincii boliimde kuadratik hata fonksiyonu durumunda momentumlu
gradyan digiimiiniin  kararliligi 6nceki caligmalardan farkli bir yaklagimla
incelenmis ve sonu¢ olarak kuadratik hata fonksiyonu i¢in yakinsamay1
hizlandiran etkin ogrenme orani ve momentum faktorii belirlenmistir. Etkin
parametreler rassal olarak olusturulan kuadratik problemlerde denenmistir.

Dordiincii boliimde kuadratik hata fonksiyonu durumunda elde edilen etkin
O0grenme parametreleri hata fonksiyonunun agin agirliklarinin herhangi bir
fonksiyonu oldugu genel durumda ¢alisacak sekilde uyarlanmistir. Etkin 6grenme
parametrelerini temelde iki farkli yontemle belirleyen momentumlu gradyan
diisiimii algoritmasinin dort farkl versiyonu gelistirilmistir.

Besinci boliimde, gelistirilen algoritmalar ve literatiirde popiiler olan
geleneksel momentumlu gradyan diistimii algoritmalar1 yapay sinir aglarinda sikca

kullanilan test problemleri lizerinde karsilastiriimistir.



2.  GERI-YAYILIM VE GRADYAN DUSUMU

Frank Rosenblatt’in (1958) Algilayic1 (Perceptron) 6grenme kurali ve
Bernard Widrow ve Marcian Hoff’un (1960) en kiiciik hata kareler ortalamasi
(EHKO) algoritmast tek-katmanli algilayici-benzeri aglarini egitmek igin
tasarlanmisti. Bu tek katmanli aglar sadece dogrusal olarak ayrilabilen
siiflandirma problemlerini ¢ozebilen kisitlt aglardi. Bunun iistesinden gelebilmek
icin Rosenblatt ve Widrow dogrusal olmayan problemleri de ¢dzebilecek ¢ok
katmanli algilayicilar1 onerdiler. Ama algilayicr icin gelistirmis olduklar1 egitim
algoritmasini bu daha gii¢lii aglar1 egitmek i¢in genellestiremediler.

Cok katmanli aglar1 egitebilen bir algoritmanin ilk agiklamasi Paul
Werbos’un 1974°deki tezinde bulunmaktadir (Werbos 1974). Bu tezde sunulan
algoritma genel aglar i¢indi. Sinir aglar1 ise bunun 6zel bir haliydi ve bu nedenle
sinir aglart toplulugunda yayilmadi. 1980°lerin ortalarina kadar geriye yayilim
algoritmas1 (backpropagation) bagimsiz olarak David Rumelhart, Geoffrey Hinton
ve Ronald Williams (Rumelhart ve ark. 1986), David Parker (1985) ve Yann Le
Cun (1985) tarafindan bulunmustur. Geri-yayilm algoritmas: “Parallel
Distributed Processing” adli kitabta yer aldiktan sonra popiiler olarak sikg¢a
kullanilmaya baglanmistir (Rumelhart ve Mc Clelland 1986). Bu kitabin
yayinindan sonra sinir aglari alaninda bir aragtirma patlamasi yaganmistir. Geri-
yayilim algoritmasiyla egitilen ¢ok katmanli algilayici su an en ¢ok kullanilan

yapay sinir agidir.

2.1 Cok Katmanh Algilayici

Cok katmanli bir algilayict Sekil 2.1°deki gibi gosterilebilir. Her katman
kendi W agirlik matrisine, kendi b sapma vektoriine, bir net girdi vektorii 7 ’ye
ve bir ¢ikti vektorii a’ya sahiptir. Katmanlari belirlemek ic¢in {ist indis
kullanilmigtir. Yukarida tanimlanan herhangi bir degiskenin hangi katmana ait
oldugu iist indisinde katman numarasi ile gosterilmistir. Bdylece, birinci katmanin

agirhk matrisi W' olarak, ikinci katmanm agirhik matrisi W* olarak ve son



katmanin agirlhik matrisi W olarak gosterilmistir. Bu ag ii¢ katmanh bir agdur.
Son katman c¢ikti katmani olarak adlandirilir. Diger katmanlar ise gizli

katmanlardir. Bu notasyon ii¢ katmanli bir ag i¢in Sekil 2.1°de kullanilmistir.

Katman 2 Katman 3
Y {’ Y 'd Y
[ N 5y KN e BN 5 N ey N
b2 b
i ;
G'Jj {!3j a2 ”J:, al
L — D e <l Pl e WAl o 2
: l"’: T lb’
aJSJ ! ”:s: a}: ! F!J'SJ GJ'SJ
ﬁ 2 |Z P fl 3 |Z » fj >
ws“,sl lb:S: ws’,s“ lblsj
1 1
J - vy N J
= {wp+2t) o’ =7 (Wip+5) @ = (Wip+i)

a=f (W W rwpb)+b)+b)

Sekil 2.1 Ug katmanli ag.

Sekil 2.1°den goriilecegi iizere birinci katmanda R girdi, S' ndron, ikinci
katmanda S° néron bulunur vs. Farkli katmanlar farkli sayida néron icerebilir.
Birinci ve ikinci katmanlarin ¢iktisi, ikinei ve tigiincii katmanlarin girdisi olur. Bu
nedenle, ikinci katman R=S' girdili, S=S" néronlu ve S'xS> boyutlu bir
agirlik matrisine sahip tek katmanli bir ag olarak goriilebilir. Ikinci katmanin
girdisi a', ¢iktis1 ise a”’dir. Ciktis1 agin ¢iktis1 olan katman ¢ikt1 katmani olarak
adlandirilir. Diger katmanlar gizli katmanlar olarak adlandirilir. Sekil 2.1°de

gosterilen ag bir ¢ikt1 katmanina (katman 3) ve iki gizli katmana sahiptir (katman

1 ve katman 2) (Hagan ve ark. 1996).



2.2 Geri-Yayilim Algoritmasi

Geri-yayilim algoritmasini gelistirirken Sekil 2.1’in kompakt bir halini
kullanmak daha kolay olacaktir (Sekil 2.2). Cok katmanli aglarda, bir katmanin

ciktist takip eden katmanin girdisi haline gelir. Bu islemi ifade eden denklemler
am+1 =f‘m+1 (Wm+1an1 +bm+1)’ m =0,1,...,M_1 (21)

bigimindedir. Burada M agdaki katmanlarin sayisidir. ilk katmandaki néronlar

dis girdi sinyallerini alirlar:
a’"=p (2.2)
esitligi (2.1)’in baslangi¢ noktasini verir. Son katmandaki néronlarin ¢iktilari
a=a" (2.3)

biciminde agin ¢iktilari olur.

Girdi Katman 1 Katman 2 Katman 3

at=fl{ Wiip+b1) az=F2( Wuiai+b2) as =f7 (LW:zaz+b3)

a3 =3 ( Wa2F2 ( Wafl ( Wup +bij+b2)+bs - y

Sekil 2.2 Kompakt sekilde ii¢ katmanl bir ag (Hagan ve ark. 1996).



2.2.1 Performans indeksi

Cok katmanli aglardaki geri-yayilim algoritmasi performans indeksi olarak

hata kareler ortalamasini kullanir. Algoritmaya

{pl’tl}’{pZJtZ}""J{pQ7tQ}7 (2.4)

ornek ciftlerinden olusan bir veri kiimesi sunulur. Burada p,, ¢=1,.,0 aga
verilen bir girdi, ¢, ise karsilik gelen hedeftir. Her girdi aga uygulandiginda, agin

ciktist hedef ile karsilastirilir. Algoritma agin parametrelerini, hata kareler

ortalamasi
F(x)=E[e’]=E[(t—a)’] (2.4)

minimize edecek sekilde diizenlenmelidir, burada E[-] beklenen degeri gosterir ve

tim girdi/hedef kiimeleri lizerinden alinir, x agin agirliklart ve sapmalarinin

vektoriidiir. Eger ag ¢oklu ¢iktiya sahipse (2.4)
F(x)=E[e'e]=E[(t—a)" (t—a)] (2.5)

ifadesine genellesir. En kii¢iik hata kareler ortalamasinda oldugu gibi hata kareler

ortalamasi

F(x) = (t(k)—a(k)) (t(k) - a(k)) = " (k)e(k) (2.6)

seklinde yaklasik olarak hesaplanir, burada hata karenin beklenen degeri, &
iterasyonundaki hata kareyle degistirilmistir. Yaklasik hata kareler ortalamasi i¢in

gradyan diisiimii algoritmasi



oF

m b
ow; j

W (k+1) =W/’ (k) =7
) 2.7)

oF

ob”

b"(k+1)=b/"(k)-n
seklinde verilebilir. Burada 7 6grenme oranidir (Hagan ve ark. 1996).

2.2.2 Zincir Kurah

Tek katmanli bir agda (2.7) kismi tiirevlerini hesaplamak oldukca kolaydir.
Cok katmanli bir agda ise hata gizli katmanlardaki agirliklarin agik bir fonksiyonu
degildir, bu nedenle bu tiirevler kolay bir sekilde hesaplanamaz. Hata, gizli
katmanlardaki agirliklarin karmasik bir fonksiyonu oldugundan, tiirevleri

hesaplamak i¢in analizdeki zincir kurali kullanilir:

df (n(w)) _ df (n) dn(w) (2.8)
dw dn dw -

Denklem (2.7)’deki tiirevleri bulmak i¢in zincir kurali kullanilirsa

oF _oF  on 29
ow", on" ow, ’ )
oF oF on"

= (2.10)

ob"  on" " ob"

elde edilir. Bu denklemlerdeki ikinci terim kolay bir sekilde hesaplanabilir, ¢iinkii
m katmanima gelen net girdi, o katmandaki agirliklarin ve sapmanin agik bir

fonksiyonudur:



n'" = wf’.a_’ﬁ‘l +b". (2.11)

Buradan

on" . ,.
PR =1 (2.12)

elde edilir.

(2.13)

tanimlamas1 yapilirsa (F’min m katmamndaki net girdinin . elemanindaki

degisime duyarliligr), (2.9) ve (2.10)

A

aF _ Smamfl (2 14)
w1

oF

e =s" (2.15)

ifadelerine sadelesir. Simdi yaklagik gradyan diisiimii algoritmasi

w (k+1)= wfj(k)—nsfa;”_l, (2.16)

b (k+1)=b"(k)—ns" (2.17)

Bi¢iminde verilebilir. Matris formunda:



Wk +1) =W (k)-ns"(@" ™), (2.18)

b" (k +1)=b" (k) —ns" (2.19)

olarak tanimlanir. Burada

oF
on,"
oF
on,’

N
o))
>

9
1l
Il

(2.20)

&)
S
3

oF
on’,

2.2.3 Duyarhliklarin Geri-Yayilim

m

s™ duyarhiliklarii hesaplamak, zincir kuralimin bir bagka uygulamasim
gerektirir. Algoritmaya geri-yayillim ismini veren bu siirectir, ¢linkii m
katmanindaki duyarliligin  m+1 katmanindaki duyarliliktan hesaplanmasini
saglayan bir yineleme iligkisini ifade eder. Duyarliliklar i¢in yineleme iligkisini

tiiretmek i¢in Jakobiyen matrisi kullanilir:

10



_8n1m+l 8nlm+l anlm+l ]
on' omy 0 on,
angnﬂ angnJrl angﬁl
on" omy on’,
8nm+l 3
PR (2.21)
on'yy  on on”’)
on" omy on’,
Bu matrisin 7, j elemani ele alinsin:
6 C {n+1 m +bm+l
an[m+l B (;M}l,l al i j - 8a;n
on’ on’ "~ on”
(2.22)
of"(n) .
_ L m+l _ L m+l rm m
=W, T;n]_wi,j f (nj ),
burada
o my O ()
S (n) = . (2.23)
n;
Bu nedenle Jakobiyen matrisi
m+1
8a7’lnm _ Wm+1Fm (nm) , (224)

bi¢ciminde yazilabilir.

11



ety 0 L L 0 |
0 A9 0
Fr(n™y=| ' ' (2.25)
0 0 N 8]

Duyarlilik i¢in yineleme iliskisi zincir kuralin1 kullanarak matris formunda

A

oF
anm+l

anm anm anm+l :Fm (nm)(Werl)T

o oF _[('?n’””] oF
(2.26)

— Fm (nm)(WWH—I )T Sm+1 )

biciminde yazilabilir. Duyarliliklar son katmandan ilk katmana dogru geriye
yayimlanirlar, geri-yayilim algoritmasi da ismini buradan alir:

D L S L 1 (2.27)

Aslinda geri-yayilim algoritmast temelini sayisal optimizasyondaki gradyan
diislimii metodundan alir. Sadece bir yapay sinir aginda gradyan: hesaplamak
icin oncelikle duyarliliklart geri yaymaniz gerekir. Geri-yayilimin giizelligi,
transfer fonksiyonlarinin Ozelliklerine dayanarak, gradyanin hesaplanmasi i¢in
zincir kuralinin ¢ok verimli bir uygulamasina sahip olmasidir. Son olarak, geri-

yayilim algoritmasinin tamamlanmasi i¢in bir adim daha gerekir. Yineleme iligkisi

i¢in baslangi¢ noktas1 s* bulunmalidir. Bu da son katmanda elde edilir:

~ 65‘ t.—a)’
o OF d(t—a) (t—a) JZ_;(" 2

L oM on onM

1 1 1

0

va;
M

on,

(2.28)

=-2(t,—a,)
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1

oa, oa B of (”,. )=fM(niM) (2.29)

on" on™  on

esitliginden (2.28) esitligi
st =20t —a) [ (n)"). (2.30)
seklinde yazilabilir. Matris formunda ifade edilirse
s =—F"(n" )t -a) (2.31)

olur.

EKHO algoritmasi, 6grenme orani ¢ok biiylik olmadig: siirece hata kareler
ortalamasini minimize eden ¢6ziime yakinsar. Clinkli tek katmanli dogrusal bir
agda hata kareler ortalamasi kuadratik bir fonksiyondur. Kuadratik fonksiyon tek
bir duragan noktaya sahiptir. Ek olarak, kuadratik fonksiyonun Hessian matrisi
sabittir ve bu nedenle fonksiyonun egriselligi verilen bir yonde degisiklik
gostermez ve fonksiyonun seviye egrileri eliptiktir.

Basit geri-yayilm EKHO algoritmasii genellestirilmis seklidir. EKHO
gibi, ayn1 zamanda hata kareler ortalamasini minimize etmek i¢in yaklasik
gradyan diistimii algoritmasidir. Aslinda basit geri-yayilim, tek katmanli dogrusal
bir agda kullanildiginda EKHO algoritmasina denktir. Ama ¢ok katmanli aglara
uygulandiginda, basit geri-yayilimin 6zellikleri oldukga farklidir. Tek katmanl bir
dogrusal agda performans yiizeyi tek minimum noktasina ve sabit egrisellige
sahipken, cok katmanli bir agda bircok yerel minimum noktasina sahiptir ve
egrisellik parametre uzayimin farkli bolgelerinde biiyiik olclide degiskendir.
Ornegin hata fonksiyonu biiyiik bir olasilikla kuadratik degildir. Egrisellik ¢cok
degisken oldugu icin gradyan diisiimii algoritmasi i¢in uygun bir 6grenme orani
segmek zordur. Bazi bolgelerde, yiizey diiz oldugu durumda biiylik bir 6grenme
oranina ihtiya¢ duyulurken, egrisellik yiiksek oldugu diger bolgeler ise kiiclik bir

O0grenme oranimi gerektirir. Ayrica agda sigmoid transfer fonksiyonlar

13



kullanildig1 i¢in performans yiizeyinde diiz bdlgeler mutlaka olusur. Clinkii

sigmoid fonksiyon biiyiik girdiler i¢in ¢ok diizdiir (Hagan ve ark. 1996).

2.3  Geri-Yayihm Algoritmasinda Sezgisel Diizenlemeler

Geri-yayilim algoritmasinin (gradyan diisiimii) bazi dezavantajlar1 daha
once ifade edildi. Geri-yayilim algoritmasini gelistirmek i¢in literatiirde iki

popiiler sezgisel metot Onerilmistir.

Momentum

Gradyan diigiimi algoritmasi 1raksamaya basladigi anda dar bir vadide ileri ve
geri salimimlar yapmaya baslar. Eger algoritmanin performans ylizeyinde izledigi
yolu parametrelerde gercgeklestirilen giincellemelerin ortalamasi alinarak bir
filtreden gegcirilirse, salinimlar yumusatilir ve daha kararl bir yol elde edilir. Bu
gradyan diigiimii algoritmasina momentum terimi eklenerek gerceklestirilebilir.
Geri-yayllim algoritmasina momentum terimi eklendiginde asagidaki denklemler

elde edilir:

AW (k)= AW (k —1) - (1— g)ns™ (@), (2.18)

AB" (k) = pAb"™ (k —1)— (1 - )ys”™, (2.19)

Literatiirde ¢ogu kaynakta (1— )7 ifadesinin tiimii 6grenme orani olarak kabul

edilmistir. Buradaki agik gosterim ise daha sagliklidir (Bu konu Bo6liim 3’de daha
ayrintili olarak aciklanmistir). Momentum faktorii ile algoritmanin kararlilig
korunurken daha biiyiik bir 6grenme oranit kullanilmasina olanak saglanir.
Momentum faktoriiniin baska bir 6zelligi, performans yiizeyinde algoritmanin
izledigi yol tutarli bir yon ise yakinsamayi hizlandirmaya calisir. Diger bir
deyisle, momentum faktorii algoritmaya eylemsizlik katarak salinimlar1 yumusatir
ve algoritmanin belirli bir yonde kararli bir sekilde ilerlemesini saglar (Hagan ve

ark. 1996).
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Degisken Ogrenme Oram

Hata yiizeyinin diiz oldugu boélgelerde 6grenme orani arttirilarak ve egimin
arttig1 bolgelerde ise 0grenme oranini azaltarak yakinsama hizlandirilabilir. Cok
katmanli aglarda hata yiizeyi kuadratik bir fonksiyon degildir. Yiizeyin sekli
parametre uzayimin farkli bolgelerinde ¢ok farkli olabilir. Bu nedenle yakinsama
hiz1, egitim sirasinda 6grenme oranimi ayarlayarak arttirilabilir. Burada dikkat
edilmesi gereken nokta, 6grenme oraninin ne zaman degistirilecegini ve ne kadar
degistirilecegini belirlemektir.

Ogrenme oraninin degisimi icin birgok yaklasim bulunmaktadir. Toplu
giincelleme ile calisan genel bir yaklasim Ogrenme oranmin algoritmanin
performansina gore degistirilmesidir (Vogl ve ark. 1988). Degisken 6grenme
oranli geri-yayilim algoritmasinin kurallar1 asagidaki gibi verilebilir:

1. Eger hata kareler (tim veri kiimesi Tlzerinden) bir agirhik
giincellemesinden sonra belirli bir yiizdeden (tipik olarak yiizde bir ile
ylizde bes arasinda) daha fazla artiyorsa, o zaman agirlik gilincellemesi
iptal edilir, 6grenme orani belirli bir 0< p <1 faktoriiyle carpilir ve
momentum katsayis1 u sifira esitlenir.

2. Eger hata kareler bir agirlik giincellemesinden sonra azaliyorsa, agirlik
giincellemesi kabul edilir ve 6grenme orani belirli bir z>1 faktoriiyle
carpilir. Eger # momentum katsayis1 daha dnce sifira esitlenmisse, kendi
orijinal degerine geri dondiirtliir.

3. Eger hata kareler belirli bir esik degeri ¢ ’den daha az artarsa, o zaman
agirlik glincellemesi kabul edilir ama 6grenme orani degistirilmez. Eger u

daha once sifira esitlenmisse, kendi orijinal degerine geri dondiiriiliir.

Degisken 6grenme oranli algoritma {izerinde gergeklestirilmis daha baska bir¢ok
yaklagim bulunmaktadir. Jacobs (1988) agdaki her parametrenin (agirhik veya
sapma) kendi 6grenme oranina sahip oldugu delta-bar-delta 6grenme kuralini
onermistir. Bu yaklasimda algoritma, herhangi bir ag parametresinin degisimi
belirli iterasyonlar i¢in ayni yonde olursa, o parametrenin dgrenme oranini arttirir.

Parametre degisiminin yonii degisken ise o parametrenin 6grenme orani azaltilir.
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Tollenaere’nin (1990) SuperSAB algoritmasi delta-bar-delta kuralina benzerdir,
fakat 6grenme oranlarini diizenlemek i¢in daha karmasik kurallara sahiptir.

Gradyan diisiimii geri-yayilim algoritmasinda baska bir sezgisel diizenleme
Fahlman’in (1988) quickprop algoritmasidir. Hata yiizeyinin parabolik ve
minimum noktasi civarinda yukar1 konkav oldugunu varsayar ve her agirligin
etkisi bagimsiz olarak dikkate alinir.

Gradyan diistimii geri-yayilim algoritmasinda gerceklestirilen sezgisel
diizenlemeler baz1 problemler i¢in ¢ok daha hizli yakinsama saglayabilir. Buna
ragmen, bu metotlarin iki temel sorunu vardir. Birincisi, gradyan disimii geri-
yayilim algoritmasi i¢in gereken tek parametre sadece O0grenme orani iken bu
diizenlemeler ¢esitli parametrelerin se¢imini gerektirir (6rn. ¢, p ve u). Bazi
karmasik sezgisel diizenlemelerde bes veya alti parametrenin segilmesi gerekir.
Genellikle algoritmanin performansi bu parametrelerdeki degisikliklere duyarlidir.
Ayrica, parametrelerin se¢imi problem bagimlidir. Bu diizenlemelerdeki ikinci
sorun, bazi problemlerde standart algoritma sonu¢ olarak bir ¢éziim bulup
yakinsamasimna  ragmen  diizeltilmis  algoritmalar =~ bazt  durumlarda
yakinsamamaktadir. Bu tiir sorunlar, daha karmasik algoritmalar kullanildiginda

daha ¢ok gerceklesme egilimindedir.

2.4 Dogru Arama Yontemleri

Bu kesimden itibaren agin agirliklart (w) ve sapmalart (b ), toplu olarak x ile
gosterilecektir. Ogrenme oranini belirlemek icin baska bir yaklasimda dogru

arama yontemlerini kullanmaktir. Dogru arama stratejisinde, algoritma bir p,
yonil secer ve su anki x, noktasindan daha diisiik fonksiyon degerine sahip yeni
x,,, adimma gegmek i¢in bu yon boyunca arama yapar. p, yonii boyunca ne
kadar uzaga gidilecegi yani bir ¢, adim uzunlugu bir-boyutlu minimizasyon

problemi

215)1 f(x, +a,p,) (2.20)
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yaklasik olarak ¢oziilerek bulunabilir. Denklem (2.20) kesin olarak ¢oziilerek, p,

yonlinden maksimum fayda elde edilebilir, ama kesin bir minimizasyon hem
pahalt hem de gereksizdir. Bunun yerine, dogru arama algoritmasi (2.20)’nin
minimumunu ¢ok da hassasiyet gostermeden yaklasik buluncaya kadar belirli
sayida deneysel adim uzunluklari tiretir. Yeni iterasyon noktasinda yeni bir arama
yonili ve adim uzunlugu hesaplanir ve siire¢ bu sekilde tekrarlanir. Dogru arama

iterasyonu

X1 =X T Dy (2.21)

seklinde verilir, pozitif skaler ¢, adim uzunlugu olarak tanimlanir. Dogru arama
yontemlerinin basarisi p, yonii ve adim uzunlugunun birlikte etkin seg¢imlerine

dayanir.

L0 ()

/ .

S ik 1Dka1/// /
T, A minimum \ .
\;‘& / ' : o

— i

\ ’
; A /
i1k duragan \
nokta \\

global
minimum

Sekil 2.3 Global minimumdaki ideal adim uzunlugu.

Cogu dogru arama algoritmast p, ’nin azalan yon olmasim gerektirir;

piVf, <0 olmasi, giinkii bu oézellik f fonksiyonunun bu yonde azalacagini

garanti eder. Ayrica, arama yonii

17



P, = —B;ZIka , (2.22)

seklinde verilebilir, B, simetrik ve tekil olmayan (yani tersi olan) matristir. Dik
inis (Steepest descent) metodunda B, sadece birim matris / , Newton metodunda

ise kesin Hessian V’f(x,) ve quasi-Newton metotlarinda ise B, diisiik-rankl1 bir
formiil yardimiyla her iterasyonda giincellenen Hessian matrisinin bir tahminidir.

p, (2.22) ile tammlandiginda ve B, mutlak pozitif ise, p,Vf, =-Vf, B,'Vf, <0

olur ve bdylece p, azalan bir yondiir (Nocedal ve Wright 1999).

2.4.1 Adim Uzunlugu

Adim uzunlugu ¢, hesaplanirken, bir se¢imle karsilasilir. ¢, secimi, f’ye
belirli bir azalma verecek sekilde ama ayni1 zamanda ¢ok fazla zaman harcamadan
yapilmak istenir. Ideal se¢im asafida tanimlanan tek degiskenli ¢@(.)

fonksiyonunun global minimumudur.

pla)=f(x,+ap,), a>0 (2.23)

Ama genellikle bu degeri bulmak c¢ok maliyetlidir (Sekil 2.3). ¢’nin yerel
minimumunu bulmak bile genellikle amag fonksiyonunun ve gradyan Vf ’nin ¢ok
fazla hesaplanmasini gerektirir. Daha pratik stratejiler, f ’de yeterli azalmalar
gerceklestirecek adim uzunlugunu bulmaya yonelik kesin olmayan dogru aramay1
minimum ¢abayla gerceklestirirler.

Siradan dogru arama algoritmalari, belirli kosullar1 saglayan degeri kabul
edinceye kadar « icin aday degerler serisini denerler. Dogru arama iki asamada
yapilir. Bir simirlandirma asamasi arzu edilen adim uzunlugu degerlerini igeren
bir aralik bulur ve bir ikiye bolme veya interpolasyon asamasi bu aralikta iyi bir

adim uzunlugu hesaplar.
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a, lzerine koyulabilecek basit bir kosul f ’de bir azalmanin saglanmasidir,
ornegin f(x, +a,p,)< f(x,). Ama tek basma bu kosulun uygun olmadig1 Sekil
2.4’de gosterilmistir, minimum f =-1 iken fonksiyon degerlerinden olusan
stireg {5 / k}, k=0,1,..., sonu¢ olarak 0’a yakinsar (Nocedal ve Wright 1999).

Burada karsilagilan sorun f ’de yeterli azalmanin garanti altina alinmamasinda

kaynaklanir (Nocedal ve Wright 1999).

) f(x)

Sekil 2.4 £ ’de yetersiz azalma.

2.4.2 Wolfe Kosullar:

Popiiler bir kesin olmayan dogru arama kosulu, ¢, 'nin her seyden once

amagc fonksiyonu f ’de

e +ap) < f(x)+aavfp, ¢ e(0.]) (2.24)

esitsizligiyle Olctilen sekilde yeterli bir azalma vermesini sart kosar:
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Baska bir deyisle f ’deki azalma hem adim uzunlugu «, hem de yonsel tiirev

Vf/! p, ile oranli olmahdir. (2.24) esitsizligi bazen Armijo kosulu olarak da
tanimlanir. Yeterli azalma kosulu Sekil 2.5°de gosterilmistir. (2.24)’ilin sag tarafi,
dogrusal bir fonksiyon /(«) ile ifade edilebilir. /(.) fonksiyonu negatif egime
sahiptir. ¢,Vf, p,, ¢ €(0,1)oldugundan ¢ *nin kiigiik pozitif degerleri i¢in ¢ nin
grafiginin lizerinde yer alir. Yeterli azalma kosulu « 'nin sadece ¢()<I(«x)
kosulu saglanirsa kabul edilebilecegini belirtir. Bu kosulun saglandigi araliklar
Sekil 2.5°de gosterilmistir. Pratikte, ¢, oldukga kiigiik segilir, 6rnegin ¢, =10~

(Nocedal ve Wright 1999).

b0 =.,fi‘.tﬁ+f!pﬁ_,l
- ffce) N
. —— - :Ir/_.f .\\
b i :\ Wk
— / E |
N z | /
. o Jf'
e . . ;', ,.?; ¥
: -
kS
kabul edilebilir . ) kabul Edﬂebih'r_

Sekil 2.5 Yeterli azalma kosulu.

Yeterli azalma kosulu tek basina algoritmanin kabul edilebilir bir ilerleme
kaydetmesini saglayamaz, ¢iinkii Sekil 2.5’den goriildiigii gibi, o 'nin yeterince
kiigiik tiim degerleri i¢in saglanir. Kabul edilemeyecek kadar kiiciik adimlar
elemek icin, egrisellik kosulu adi altinda ikinci bir gereksinim eklenir bu da

2
o, ’nin
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Vi (x, + akpk)Tpk > CZkaTpk, (2.25)

kosulunu belirli bir ¢, € (¢;,1) sabiti i¢in saglamasini gerektirir. ¢, ise (2.24)’ten
gelen sabittir. Sol taraf sadece ¢'(¢,) tiirevidir, boylece egrisellik kosulu
¢(c,) 'nin egiminin gradyan ¢'(0)’dan ¢, kat daha biiyiik olmasini saglar. Bu
mantiklidir ¢linkii ¢'(«) egimi ¢ok negatif ise, secilen yon boyunca ilerleyerek
/f 'nin 6nemli derecede azalacagi bilgisine sahip olunur. Diger yandan, eger egim
biraz negatifse veya hatta pozitifse, bu yonde f’de daha fazla bir azalma
beklenemeyeceginin bir gostergesidir ve bu nedenle dogru aramay1 sona erdirmek
mantikll olur. Egrisellik kosulu Sekil 2.6’da gosterilmistir. ¢, ’nin tipik degerleri
p, arama yonii Newton veya quasi-Newton metoduyla secildiginde 0.9 ve

dogrusal olmayan es gradyan metoduyla secildiginde 0.1°dir (Nocedal ve Wright
1999).

| o =fix+ap, )
N P
1 - -ff \\
. N A S
I|II \-\. II. ' I. Y ...I-'
Ao * . arzu ! ;I ,f'f
N \__edilen / -
} I.I :\ W MH‘\L Eg] m - | l.-"
tﬂn.]ﬂnt \ - . \ // ' II "
| \ S o / o
J-= : 1 J/ ;
1 ' -/ -
\\ rd
NS
kabul edilebilir - kabul edilebilir

Sekil 2.6 Egrisellik kosulu.

Yeterli azalma ve egrisellik kosulu beraberce
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fx, +a.p) < f(x)+ea, Vf b,

Vf(x, + akpk)Tpk 2 CZkaTpk )

seklinde ifade edilir ve Wolfe kosullar1 olarak bilinir. Sekil 2.7°de gorildiigi gibi

Wolfe kosullarini saglayan bir adim uzunlugu 6zellikle ¢ 'nin minimumuna yakin
diismeyebilir. Buna ragmen egrisellik kosulu, ¢, ’y1 en azindan ¢ 'nin bir yerel

minimumuna veya duragan noktasmnin yakin komsuluguna diisecek sekilde

diizenlenebilir.

0<¢<e <1

- Ib{{U=ﬂ:l.'ﬁ_+D!pk)

A AR
~ | dariu
X ~edilen

[ -
o

\\\\eg-im/

-,
.
—
.ff \\
{ "
/

=)

- + o )

yeterli azalma
dogrusu

~ - !

| kabul edilebilir |

T

kabu1 edl1eb1l1r

Sekil 2.7 Wolfe kosullarin1 saglayan adim uzunluklari.

Ciddi Wolfe kosullar1 ¢, 'nin

S +ap) < f(x)+ ClakvfkTpk 5

Vi(x, +a,p,) p|<c, VS, b,
| RARA
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kosullarin1 saglamasini gerektirir. Wolfe kosullarindan tek farki ¢'(e,) tiirevinin
biiylik pozitif olmasina izin verilmez. Bu durumda, ¢’nin duragan noktalarina

uzak noktalar ¢ikartilmis olur (Nocedal ve Wright 1999).
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3. KUADRATIK FONKSIYON ICIN KARARLILIK VE YAKINSAMA
HIZI

Momentumlu gradyan diisimii algoritmasinda 6grenme parametrelerinin,
yani 0grenme orant ve momentum faktoriiniin se¢imi algoritmanin yakinsama
tavri iizerinde 6nemli bir etkiye sahiptir. Eger bu parametreler dikkatli se¢ilmezse
algoritmanin yakinsama siiresi oldukca uzayabilir ve hatta belirli bir sinirin
disinda segildiginde algoritma yakinsamayabilir. Bu nedenle momentumlu
gradyan diisiimii algoritmasinin kararliligi ve yakinsama hizi iizerine literatiirde
cok sayida calisma yapilmistir ve halen devam etmektedir (Plaut ve ark. 1986,
Williams 1991, Yu ve Chen 1997).

Yapay sinir aglarinda da performans fonksiyonu olarak kullanilan hata
kareler fonksiyonu yerel minimum civarinda yaklagik olarak kuadratik oldugu i¢in
son zamanlardaki caligmalar kuadratik hata fonksiyonlarmin analizi {izerinde
yogunlagmistir. Bu bolimde, agin hata fonksiyonu kuadratik oldugunda
momentumlu gradyan diistimii algoritmasinin kararhiligir farkli bir yaklagimla
incelenmistir. Algoritmay1 kuadratik hata fonksiyonu durumunda kararli kilan ve
yakinsama hizini ¢ok iyi derecede iyilestiren etkin 6grenme parametrelerinin
hesaplanmast i¢in gerekli formiiller elde edilmistir. Daha sonra hata
fonksiyonunun kuadratik oldugu kiiciik boyutlu rassal problemlerde hesaplanan
etkin parametrelerin gergekteki optimum Ogrenme parametreleriyle ne kadar
Ortiistiigii incelenmistir. Orta boyutlu kuadratik hata fonksiyonlu problemlerde ise
etkin parametrelerle calisan momentumlu gradyan diisimii algoritmasinin
performanst diger geleneksel momentumlu gradyan diistimii algoritmalariyla

karsilastirilmistir.

3.1 Momentumlu Gradyan Diisiimii Algoritmasinin Fiziki Yorumu

Qian (1999) momentumlu gradyan diisiimii algoritmasi ile tutucu bir kuvvet

alani etkisi altinda v siirtiinme katsayisi ile yapigkan bir ortamda hareket eden bir
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nokta kiitlenin Newton denklemi arasindaki benzerligi gostermistir. Ayrica
momentum ile Newton partikiillerinin kiitlesi arasindaki iliskiyi de ifade etmistir.

E(x) potansiyel enerjisine sahip bir tutucu kuvvet alani altinda v

siirtinme katsayisi ile yapigkan bir ortamda hareket eden bir m nokta kiitle i¢in

Newton denklemi
m—+v—=-V E(x 3.1

biciminde verilebilir, burada m hareket eden nokta kiitle, x partikiiliin koordinat

vektorii ve V _E(x), E potansiyel enerji fonksiyonunun x’ e gore gradyan

vektoriidiir. m =0 oldugunda (3.1)

dx B
=V () (32)

momentumsuz temel gradyan disiimii algoritmasi haline gelir, 7 0grenme
oranmnin (3.1)’deki 1, ye esit olduguna dikkat etmek gerekir. (3.1) kesikli
v

sekilde

| X(t+AD) —zx(t ZAD L XUHADZXD) g gy (3.3)
At At

gibi yazilabilir. (3.3), x,,,,, x,, x,_,, terimlerine gore yazilirsa,
At)? m
Xeene =X = vaE(x) +—('xt _xt—At)
(m+vAt) (m+vAt)

veya At =1 alarak
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1 m

X =X =~ VvE(X) + ('xt - xt—l) : (34)
m+v m+v
elde edilir. u= terimi momentum faktorii ve 77 = 1 O0grenme orani olarak
m+v v
kabul edilirse, (3.4)
X=X, =—(1=nV E(x)+ p(x, —x,_,). (3.5)

seklinde yazilabilir. (3.5) denklemi, Torii ve Hagan (2002) tarafindan kullanilan

momentumlu gradyan diisiimii iterasyon siirecidir. Qian (1999), c¢alismasinda

1 : . . )
(1-pyn=——-"y1 ¢ ile gostererek, tim ifadeyi Ogrenme oran1 olarak
m+v

algilamigtir (momentum faktorii ilgili caligmada p ile gosterilmistir):
X, =X, ==& VEX)+ u(x,—x,_,) (3.6)

Yapay sinir aglar1 hakkinda ¢ogu kitap ve makalede momentumlu gradyan
diisiimii algoritmasi (3.6) ile verilmistir (Kamarthi ve Pittner 1999; Haykin 1999;
Bishop 1995). (3.6)’da, ¢ (7) Ogrenme oraninin, momentum faktoérii g den
bagimsiz olarak secilebilecegi goriiliir. Ama (3.5)’de, x ’niin degisiminin &1
etkileyecegi aciktir. Belirli bir 7 i¢in, momentum faktorii 0< 4 <1 araliginda

degistiginde (3.5) iterasyonu uygulanirsa, (¢ +1) zamaninda sistemin durumu x,,,,

(x, +Ax,_,) ve (x, —n-g,) noktalarinin konveks kombinasyonu ile belirlenir, (3.6)
uygulandifinda ise sistemin durumu x,, (x,+Ax,_, -7-g,) ve (x,-71-g,)
noktalarinin konveks kombinasyonu ile belirlenir (g,, ¢ adimindaki hata
fonksiyonunun gradyanidir) (sekil 3.1). (Qian 1999)’daki fiziki yorum
momentumlu gradyan disiimi algoritmasinin (3.5)’deki seklinin daha uygun
oldugu fikrini ortaya koyar. Sekil 3.1°den goriilecegi iizere, geometrik agidan da

(3.5) algoritmasinin yeni x

t+1

durumu i¢in daha genis bir olusum imkani sagladigi

agiktir.
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——» Algoritma (3.5)

, ------ » Algoritma (3.6)

X, +Axt—1 —-ng,

Sekil 3.1 Momentumlu gradyan diislimii algoritmasinin iki farkli parametrik

tipinin geometrik gosterimi.

Denklem (3.5)’de, momentum faktorii kiitle rolii oynar, eger m =0 ise =0 olur

ve ayni sekilde bu ifadenin tersi de gecerlidir. (3.5)’deki potansiyel enerji

fonksiyonu E(x) hata fonksiyonu gibi diisiiniilebilir, yani koordinat vektorii x ’in
se¢imi, FE(x) fonksiyonunun minimizasyonu problemi ile iliskilidir. Kararl

durumda, agirlik vektérii x’in (veya denk olarak, partikiilin hizinin) degisimi
sifira ulasir.

x, 1, E(x) fonksiyonunun yerel minimumu oldugu varsayilsin (V _E(x,)=0), o

zaman x,’1n komsulugunda,

27



VE(x)=VE(x,)+H(x—x,)=H(x—-Xx,), 3.7

burada

OE(x)
H=) , h =2E
() - by Ox,0x, |

0

B

simetrik pozitif tanimli Hessian matrisidir. (3.5)’de (3.7)’yi diisiinerek, yerel

minimum x, civarinda, (3.5)

X =% = (=) Hx, + p(x, = X, ) + (1= )b (3.8)
bi¢ciminde yeniden yazilabilir veya
X = [(1+ﬂ)1_(1_ﬂ)77H]xt —HX +(1_1u)77b (39)

seklinde ifade edilebilir, Hx, ifadesi (3.8) ve (3.9)’da b ile gosterilmistir
(Hx,=b). Momentum parametresi —-1<u<1 araliginda oldugunda,
momentumlu gradyan diistimii algoritmasi kararli olur. g ’niin negatif degerleri
yakinsamay1 yavaslattigi i¢in (Phalsankar ve Sastry 1994) momentumun 0 < <1

araligindan secilmesi daha uygundur (Torii ve Hagan 2002).

3.2 Kuadratik Hata Fonksiyonlar1 icin Momentumlu Gradyan Diisiimii

Algoritmasimin Kararhhgi

(3.5)’deki gradyan diisiimii algoritmasi, V _E(x) fonksiyonunun x, yerel

minimum civarindaki (3.7) yaklasimi kullanilarak (3.8) veya (3.9) seklinde
yazilabilir. (3.8),

F(x):%xTHx—bTx+c (3.10)
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kuadratik hata fonksiyonunun minimize edilmesi i¢in momentumlu gradyan
diistimii algoritmasidir. H , nxn simetrik pozitif tanimli bir matris; b, n-boyutlu
bir vektdor ve ¢ ise bir sabittir. F kuadratik fonksiyonunun x noktasindaki
gradyan1 VF(x)=Hx—-b’dir. b—Hx=r, Hx=5b dogrusal denkleminin ¢oziimii
acisindan artik gibi diisiiniilebilir ve VF(x)=—-r esitligi alinabilir. (3.10)’un

minimumunu veren agirhik vektori x°,

Hx=b. (3.11)

dogrusal denkleminin ¢6ziim vektoriidiir. Bu nedenle (3.10)’un minimumunu
bulan herhangi bir iteratif siireg, (3.11)’de verilen denklemin ¢6zlimii i¢in de bir
iteratif siire¢ olarak kabul edilebilir. A simetrik ve pozitif tanimli oldugu i¢in,

uygun bir O ortogonal matrisi ile kosegenlestirilebilir (Q, H ’nin ortonormal

Ozvektorleri ile olusturulan bir matristir):

H=0K0" , 00"=1,

K, H'nin k,, i=1,n Ozdegerlerinden olusan bir kdsegen matristir. x’ =0"x

doniisiimii uygulanirsa, (3.9) asagidaki gibi yazilabilir,

X =[A+ 1 == wnKx) — px;  + (- p@nd’, (3.12)

burada b'=Q"b. (3.12),

!

X =0+ p == pni1x}, — pxi, + (A= pnb] , i=1n. (3.13)

bigiminde koordinatlara gore yazilabilir. Boylece x vektoriiniin koordinatlari, x’
vektoriiniin koordinatlarinin dogrusal kombinasyonu olarak elde edilir. Yapay

denklem x/, = x/, eklenerek (3.13) matris formunda yazilabilir:
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’
X.
~r ~r ~r i1 .
xi)t+1 = Pixi’t +dl N xi)t :[ }7 1= 192,-'-7’17 (3.14)

0 1 0
burada B:( ], 2x2 bir matris ve d, :{ }, iki
4 1+ p=(1-wnk, (1= gmb,

boyutlu bir vektordiir (i =1,2,...,n).
(3.13) veya (3.14) ile verilen dogrusal dinamik sistem, P matrisinin

0zdegerlerinin biiyiikliigii (modu) bir’den kiigiik oldugunda kararli olur (Brogan
1991). Bu sayede, (3.9) momentumlu gradyan diisiimii algoritmasinin kararlilig

ile P matrisini 6zdegerlerinin biiyilikliigii arasinda bir iliski kurulmus olur.
P (i=12,..,n) matrisinin 0zdegerlerini bulmak i¢in karsilik gelen

karakteristik denklem yazilirsa:

-1 1
7~ 21]-

=0, i=1,2,..,n.
—u 1+ u—-(1-pwnK, -2

Buradan, P matrisinin A 06zdegerlerinin, asagidaki kuadratik denklemlerin

kokleri oldugu bulunur (Qian 1999):
A=+ )= wnx]A+u=0, i=1,2,..,n, (3.15)

Kk, (i=12,..,n), nxn H simetrik pozitif tanimli1 matrisin 6zdegerleridir. Her bir
x.’ye(i=1,2,...,n) reel veya kompleks iki kok karsilik gelir.

Dogrusal iteratif siire¢ (3.14)’lin kararlilig1 i¢in, (3.15)’in her bir kokiiniin
bliyiikliigliniin (modunun) 1°den kiigiik olmasi1 gerekir. Bu nedenle, (3.8) veya
(3.9) gradyan diigiimii algoritmasmin kararliligi problemi (3.15) denkleminin
incelenmesi haline gelir. (3.15)’in A matrisinin herhangi x 06zdegerine karsilik

gelen kokleri
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[(1+ 1) — (1= gynr] = [ + 1) — (1 — ) —4p (3.16)
; .

l:

seklinde hesaplanir, (3.15) in sol tarafindaki kuadratik fonksiyon ele alinirsa (A
ya gore)

()= 2" =[(1+ )~ (1= pnxlA+ u . (3.17)
Bu kuadratik formun diskriminant1
D=[(+u)- (- mnx]* —4u,
veya momentum faktdrli ¢’ ye gore yazilirsa
D(u) = (14+7x) 12 =201+ K+ (1= i)’ (3.18)

seklinde elde edili. D<0 oldugunda (3.15)"in kokleri, biyikligi [4|=+/u "ye
esit olan eslenik kompleks sayilardir. (3.18) kuadratik formu [0,1] araliginda iki
farkli koke sahiptir:

ve bu nedenle D(u) 'niin isareti asagidaki gibi belirlenir:

<0 , S(nx)< u<l1
D(u) 3= . u=1 veya p=SnK). (3.19)
>0 , u>1 veya u<S(nx)
, (-nx)’ .. L L
(3.19)’da S(nx) =m, n O0grenme orani ve x, H matrisinin herhangi bir
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0zdegeridir. S(nx), nx ’ nin bir fonksiyonu olarak asagidaki 6zelliklere sahiptir:
S(nx), 0<nx <1 araliginda 1°den 0 a azalandir ve nx =1’'de 0 minimum
degerini alir, nx >1 oldugunda iseQ 'dan +o’a artandwr. S(nx), 0<nx <2

araliginda konveks, (2,+») araliginda ise konkavdir. nx =2 dénme noktasidir

(Sekil 3.3) (Tas 2003).
Asagida (Torii ve Hagan 2002)’deki kararlilik sonuglarina benzer bir teorem

verilmistir ve bu tez ¢aligmasinda ispat farkli bir yoldan gerceklestirilir.

Teorem 1 (Kararhhk). 7’ nin 6grenme orani ve x,’nin (i=1,2,...,n) simetrik
pozitif tanimli A matrisinin 6zdegerleri oldugunu varsayilsin. Eger 0 <7k, <2,
(i=12,...,n) ise, o zaman (3.8) momentumlu gradyan diisiimii algoritmasi, (0,1)

aralifindaki herhangi bir x4 momentum faktorii igin kararli olur. maxnx, >2

oldugunda ise, (3.8) algoritmas1 max e 5 < pu <1 arahigindaki herhangi bir u
ionK +

momentum faktorii i¢in kararli olur.

Ispat. Algoritma (3.8)’in kararliligini ispatlayabilmek igin, P matrisinin

Ozdegerlerinin biiyiikligiinlin 1’den kii¢iik oldugunu gostermek gerekir. (3.15)’in
herhangi bir kompleks kokiiniin biiytikligi |/1| :\/; "diir ve0 < <1 kosulu

saglandiginda 1’den kiiciiktiir. O zaman geriye (3.15)’in veya (3.17) kuadratik
fonksiyonunun herhangi bir reel kokiiniin mutlak degerinin 1’den kii¢lik oldugunu
gostermek kalir.

(3.17) ile tanimlanan ¢(A) kuadratik formu i¢in
P(0)=p>0. (3.20)
¢(A) fonksiyonunun minumumu,

Lt =(-pnx
min 2

(3.21)
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ve minimum degeri

D
D)=~ 2L, (3.22)
Esitlik (3.22)’ye dayanarak, D(x)2=0 oldugu durumda, ¢(A4)<0 oldugu

goriiliir. 4 6zdegerleri 7k ’ya gore incelenirse;

a) eger O<u<l1 igin px=1 ise, o zaman D(u)<0’dir, A O6zdegerleri
kompleks sayilardir ve bu durumda |/1| = \/; <1°dir.

b) eger O0<npx<2 ve nx#1 ise, o zaman O< <1 araligindaki u
momentum faktorii secimine bagl olarak, D(u) sifirdan kiigiik, sifirdan biiytik
veya sifira esit olabilir. Bu durumda, (3.21) ile tamimlanan A, asagidaki gibi

degerlendirilebilir

3ﬂ—l</1mm:(l+ﬂ)—§1—ﬂ)771<<1+2ﬂ_

(3.23)

u, (0,1) araliginda degistigi i¢in, A _. ’in st ve alt smirt (3.23) kullanilarak

bulunabilir:

_71</1min <I. (3.24)
Diger taraftan,
p()=(1-nx >0, (glnki x<I) (3.25)
Ve
(=D =1++ ) —(A—nx + p =20+ p)—(1- p)nx (3.26)
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Denklem (3.26)’ya gore ¢(—1), 0 <nx <2 araliginda (7x)’ya gore azalandir ve

bu nedenle,
o(-D)22(1+ ) —(1-pw)2=4u>0 (3.27)

olur. Boylece, 0 <nx <2 kosulu saglandiginda, 0 < x <1 araligindaki herhangi
bir momentum faktorii i¢in ¢(—1) >0 olur.

Simdi, D(x)>0 oldugu durumda (3.20), (3.25) ve (3.27) ye gore,
»(0), p(1), p(-1)>0 ve (3.24)’den _71<ﬂmm <1 oldugu goriiliir. Bu nedenle,

@(A) 'nin grafigi sekil 3.2’ deki sematik grafiklerden birine benzer olacaktir ve her

iki durumda da |/1| <1 oldugu goriiliir.

0.1 ,
0.05}
0
-0.05}
01}
0.15
02y 02 04 06 08 1

A

Sekil 3.2 (1)’ nin sematik grafikleri.

nK—2

¢) Simdi 7nx >2 kosulunun saglandig1 varsayilsin. O zaman

<u<l
nK+2 #

araliginda olan momentum faktorleri i¢in (3.17) kuadratik formunun reel
koklerinin mutlak degerinin 1’den kiiclik olacagi gosterilebilir. Bunun igin,

A, €(=1,0) ve ¢(-1)>0 kosullarinin saglanmasi yeterli olacaktir. (3.26)’ ya

gore,
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p(=D)=mx+2)u—(nx-2).

elde edilir, bu sayede, 7x > 2 durumunda, ¢(—1) >0 olabilmesi i¢in

nK—2

o> (3.28)

nK+2

esitsizliginin saglanmasi gerekir. Diger taraftan, 0 < gz <1 araliginda D(u) icin

(3.19) ile tanimlanmis D(x) > 0 kosulu

U< (=) (3.29)

(i +1)*

oldugunda saglanir. 7x >1 oldugu durumda (3.21) ve (3.29) dan

1-nx
1+nKx

Awin = %[(nml)u—(mr—l)] = <0 (3.30)

oldugu bulunur. Buradan (3.21) ve (3.19)’a gore
0<(mx+2)u—(nx=2)=[(mx+Du—mx—D]+ p+1=24, +(u+1)

esitligi elde edilir. x, 0 ile 1 arasindan degerler aldig: i¢in, A_. >—’UT+1> -1

oldugu bulunur. Bu nedenle, (3.15) in kokleri 4, €(~1,0) oldugu siirece (-1,0)

. -2 .
araliginda yerlesir ve ¢ momentum faktorii /3 5 <u<1 araliginda degisir.
nK +
. . . =2
Sonug olarak, (3.8) iteratif siireci max i 5 <u<l1 kosulu saglandiginda
ionK, +

kararlidir. m

35



Not 1. Teorem 3.1’in ispatina dikkat edilirse, asagidaki ifadelerin dogru oldugu
gortliir:

Eger 0<nx <1 ve D(u)>0 ise (3.15)” in uygun kokleri (0,1) araliginda
yerlesir;

Eger 1<nx <2 ve D(u)>0 ise (3.15)’ in uygun kokleri (-1,0) araliginda
yerlesir.
Not 2. Teorem 3.1 kisa sekilde asagidaki gibi ifade edilebilir:

n Ogrenme orant ve k,, i=1,2,..,n simetrik pozitif tanimli A matrisinin

0zdegerleri olsun, o zaman (3.8) momentumlu gradyan diisiimii algoritmasi
asagida verilen araliktaki momentum faktorleri i¢in kararlidir.
nK, —2

max {0, max ———} < u <l
oK, +2

i

Not 3. Teorem 1’in ispatindan su agiktir: x# momentum faktorii —1< u<1

nK, —2

<u<1 kosulu (3.8) algoritmasinin kararl
nK, +2

araliginda degistiginde, max

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosuldur.

Sekil 3.3°de, (3.8) iteratif siirecinin kararlilifi i¢in x momentum

katsayisinin 7k ’ya gore degisim araliklar1 geometrik olarak gosterilmistir.
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Sekil 3.3 S(nx), m(_i fonksiyonlarmin ve gegerli x4 araliklarin grafigi
nK +

3.3 Onceki Calismalarla Karsilastirma

(Qian 1999) ve (Torii ve Hagan 2002) c¢aligmalarinda elde edilen sonuglar
arasinda benzerlikler bulunmaktadir. Bu tez calismasinda ise (3.15)’in kokleri
onceki caligmalardan farkli bir yaklasimla incelenmistir. Bunu agik olarak
gorebilmek i¢in Oncelikle (Qian 1999)’da elde edilen sonuglari yorumlamaya
calisalim.

Daha once aciklandigi iizere, (3.8)’in kararliligr i¢cin (3.16)’da verilen

AysAss 1=Ln koklerinin blyikliginin 1’den kiigiik olmasi gerekir. (Qian

1999)’da sayfa 148’deki sonug 3’e gore

Max(‘/li’1

/11.,2‘) <1 ve bu nedenle (14) ile ifade edilen sistem ancak ve ancak

b
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—l<p<lve O<ex, <2+2p (3.31)

kosullar: saglandiginda yakinsar.

Denklem (3.31)’de p ve ¢, bu calismada sirasiyla g4 ve (1—u)n’ya karsilik

gelir. Eger (3.31)’1 bu ¢alismada kullanilan terimlere donistiiriiliirse, (3.31)’deki
ikinci esitsizlik asagidaki gibi yazilabilir;

O0<(=ynx, <2+2u. (3.32)

Buradan 0 <7k, < 2424 esitsizligini veya

=2
L B

, i=Ln
e +2 (3.33)

elde edilir. (3.31) bu ¢aligmada Teorem 1’de verilen, (3.8) sisteminin kararlilig1

icin momentum faktoriiniin saglamas: gereken kosula denktir. (3.33)’de nx, <2,

i=1,n oldugunda u parametresi i¢in alt siir sifir olacaktir (0 < u# <1 oldugu

diisliniiliirse) aksi halde eger nx, >2 ise o zaman x parametresinin alt sinir

maxL_z olacaktir. Bu durumda, (3.8) sisteminin yakinsak olmasi i¢in
ionK,+
nk,—2

5 <u <1l kosulunun saglanmasi gerekir. Bu nedenle (Qian 1999)’daki
nk, +

sonug 3 su sekilde yazilabilir:

Aciklama 1: (3.14) ile tanimlanmig sistem ancak ve ancak

38



kosulu saglandiginda kararhidir.
Iyi bir yakinsama saglayan durum (Qian 1999)’daki (35) formiilii ile reel
koklerin birbirine esit oldugu 4, =4,

7,22

yani (3.15) kuadratik denkleminin

diskriminantinin sifira esit oldugu durum olarak ifade edilmistir.

(Qian 1999)’daki (35) formiilii

p=(-\fexy (3.34)

seklinde verilmistir.

u=p, &=0-u)n esitlikleri dikkate alinirsa, (3.34) asagidaki sekilde yazilabilir

=1 =) (339)
(3.35)’den

1_ : 2

2

bulunur. (3.36)’daki g_i’) ifadesi (3.19)’da tanimlanmis S(77x;) ’dir. (3.19)’a
+n

2
i

gore, (3.36) saglandiginda D(u)=0 olur, diger bir deyisle (3.15) kuadratik
denklemin veya (3.17) kuadratik formun diskriminant1 sifir olur ve ux=S(n«)
degerini alir. Buna gore de asagidaki agiklama yapilabilir.
Aciklama 2. Eger ¢ momentum faktorii verilen bir 7 6grenme orani ve «;,
ozdegerleri i¢in (3.36)’y1 saglarsa, o zaman (3.13) Gn x; bileseni i¢in iyi bir
yakinsama hizi elde edilmis olur.

Bu sonuca dayanarak, her x/, i=1,..,n bileseni igin uygun bir g
secilmesi fikri akla gelebilir. Ancak, buradaki amag¢ (3.8) sisteminin hizli

yakinsamasini gergeklestirmektir. Bu durumda, x = Ox’ doniisiimii, x, bileseninin
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x;’lerin (j=1,2,..,n ) bir dogrusal kombinasyonu oldugunu gdsterir ve bu
nedenle (3.36) ya uygun g se¢imi zorlasir.

Agiklama 2’ye benzer oneriler (Torii ve Hagan 2002)’de de yer alir. Torii
ve Hagan (2002) verilen bir 6grenme orani i¢in, A 0Ozdegerlerinin kompleks
kalmasimni saglayan en kiigik momentum faktdriiniin iyi bir yakinsama
saglayabilecegini aciklamistir. Oyle ki, Torii ve Hagan (2002) momentum

faktoriinii genel olarak asagidaki gibi segmeyi Onerir

_ 2
= max% = max S(n7k.).

S (k)

Bu aslinda Qian’1in (1999) vermis oldugu 6neriye benzerdir.

3.4 Yakinsama Hizi

(Torii ve Hagan 2002)’de agiklandigi gibi, momentumlu gradyan diisiimii
algoritmasinin yakinsama hizi, A 06zdegerlerinin biiyiikligiine baghdir; A
ozdegerleri kompleks oldugunda, biiyiikliikleri ne kadar kiiciik olursa yakinsama o
kadar hizlh olur. Bu verilen bir O0grenme orani icin

(1-17%,)°
(1+7K.)

1

4 =max S(7x,) = max seciminin genelde daha iyi bir yakinsama

saglayacagini gosterir. Torii ve Hagan (2002),  6grenme oraninin uygun se¢imi
izerine herhangi bir inceleme yapmamustir. Aslinda, 7 6grenme oraninin daha 1yi
bir se¢cimi kompleks A 6zdegerlerin biiyiikliiklerini daha da kiigiiltecektir. Bu tez
calismasinda uygun 7 =7°’in asagidaki minimax probleminden belirlenmesi
Onerilir:

_0..\2 _ 2

= . 3.37
i A+n’x) w0 i (14k,) (3.37)

0. \2
Bu durumda, momentum faktorii u = u° = maxw

R olarak seg¢ildiginde 1yi
! +K;
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bir yakinsama hizi elde edilmis olur.

Simetrik pozitif tanimli A matrisinin 6zdegerlerinin x, en kiiglik ve «, en

biiylik olmak iizere su sekilde siralandig1 varsayilsin: 0<x, <k, , <..<k, <k.

Bu durumda, S,(7)=S(nx,)=

1-nx,)’ -
(lll) =1,2,...,n foknsiyonlarinin 7’ya gore

, 0
(1+7x,)*
grafikleri sekil 3.4 de gosterilmistir. S,(r7) ve S, (1) fonksiyonlarinin sifirdan

farkli olan kesisim noktasi 7, , ile isaretlensin. S (7) =S, (n7) esitliginden, diger

—n)? (1- 2
(1 -nx, )2 _(-nx, )2 den 7, = 1 oldugu bulunur.
(1+77Kl) (1+77Kn) KIK

n

bir ifadeyle

Lemma 1.1i) Eger 0<7 < I/JKl.Kn ise, 0 zaman S, (17) > S,(17), i €{1,2,...,n—1}.

ii) Eger 7 > I/JKIKZ. ise, o zaman S,(17) =2 S,(n7), i € {2,...,n}.

Ispat. i) S (17)>S.(i), i # n, baska bir ifadeyle

(1-nx,)”  (A-nx)’
(+7x,)*  (1+x)"

n>0 (3.38)

esitsizligini ele alalim. (3.38), x, = x; oldugunda herhangi bir 77 >0 i¢in saglanir.
Bu nedenle, x, <k, oldugu durum incelendiginde (3.38)’den

2n(x, —x,)(2-2n°KkK,) =0
elde edilir. 7(x,—x,)>0 oldugu igin, 2—25’kx, >0 dir. Buradan (3.38)’in
0<n< 1/ M araligindaki herhangi bir 7 icin saglandigi elde edilir.

ii) Simdi S,(7) = S;(7), i #1 veya

(1_77K1)2 > (1_77Ki)2
(+nr)"  (L+nx,)*’

n>0

esitsizligi diisliniiliirse, bu esitsizlik
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2n(k; = k)2 =21°Kk,K,) 20 .

seklinde yeniden yazlabilir. x>k, i¢in 7(k,—x)<0 oldugundan
2-2nkx,)<0’°dir ve buradan 7> 1/ JEkK, icin S/ (n7)=S,(n7) esitsizliginin
saglandig1 sonucuna varilir. m

Teorem 2. 77’ = 1/ \J KK, , minimax problemi (3.37)’nin tek ¢dzliim noktasidir:

I%lin max S,(77) = max S,(1").
<n i i

ispat. Oncelikle S()= max S,(77) oldugunu gosterelim.

_{Sn(n) , 0<p<y’
S , nzn’
<

O<k, <K, <..<kK,<K<..<K

, <k, iliskisinden yararlanarak

! < ! <..= ! <..= !
\/Kl Kn \/KZ Kn \/K-z Kn \/Kn—lKn

yazilabilir. Bu nedenle, 0 <7 < 1/ K&k, aralifinda, Lemma 1° e gore
Sn(U)ZS,(U), l:1>255n_1

Diger taraftan,

1 1 1 1
< <...< <..<
VKK, KK VKK VKK,

oldugu i¢in yine Lemma 1° e gore 7721/ VKK, araliginda

S(m)=S,(m), j=2,..,n esitsizlikleri saglanir.

)

n=n" da, S(n°)=S,1n")=S,n") =———5. Simdi 7°’m S(7)’nm

WE ]
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minimumu oldugu gosterilebilir. Kesim 3.2°de verilmis olan S(7x) nin

ozellikleri ele alindiginda, S,(7)=S8(nx,), 0<nx, <1 araliginda azalandur.

n’k, = £r <1 oldugu igin, S (m), 0<n<n’ araliginda minimumunu
KlKn

n= 770 = ! noktasinda alir. Ayni sekilde, 77 = 770 ‘1n 770 <1<+ arahiginda
KK

S,(17) 'nin da minimumu oldugu agiktir. Bu nedenle 77 =7°, S(#) fonksiyonunun

minimumudur ve n’’a karsilik gelen momentum faktori

(e -

)

1 =S(n°) = olur.m

Sekil 3.4 S(n7) = max S,(r7) grafigi ve etkin n°, 4 parametreleri.

Sonug olarak, etkin 6grenme orani ve momentum faktorii
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K,
KK > y24 —7 s K, (339)
L +1
Kl’l
Formiilleri ile verilir. (3.39) kullanilarak asagidaki iliskiler elde edilebilir:
4
(=i =
(\/E‘F\/’(—n) (3.40)
Eger B 51 ise, 1w =0 (3.41)
Kl’l
Eger & — o ise, 4’ —>1 (3.42)

n

n=n" ve pu=u" segimleri kullamldiginda, (3.40)’dan (3.8) algoritmasindaki

gradyan terimi lizerinde Hessian matrisinin sadece en biiylikk ve en kiiglik
Ozdegerlerinin etkisi oldugu anlasilir. Gradyana bagli olan adim biiyikligi
Hessian matrisinin ilgili 6zdegerleri bliytidiiglinde kiigiiliir.

Denklem (3.41), Hessian matrisinin 6zdegerleri birbirine yakin oldugunda
momentum faktoriiniin  etkisinin azaldigin1  gosterir. Hessian matrisinin

0zdegerlerinin aralig1 genis oldugunda ise momentum faktoriiniin etkisi artar.

3.5 Deneyler

Bu kesimdeki deneylerin ilk kisminda, hata fonksiyonu kuadratik
oldugunda, kiiciik boyutlu problemlerde kesim 3.4’de Onerilen etkin 6grenme
oran1 ve momentum faktoriiniin gradyan diisiimii algoritmasinin yakinsama tavrini
nasil degistirdigi ve ne kadar hizlandirdigi test edilmis ve bu etkin degerlerin
belirlenen parametre aralifindaki optimum degerlerle ne kadar Ortlistigi
gozlemlenmistir. Bunun i¢in farkli 6zdeger dagilimlarina sahip Hessian matrisli

problemler olusturarak  Oncelikle gecerli parametre araligindaki tiim
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kombinasyonlar denenmis ve en iyi yakinsama performansina sahip parametre

cifti tespit edilmistir. Daha agik bir ifadeyle, 6nce 7 O6grenme orani [0.01, 0.99]

araligindan se¢ilmis ve her bir 6grenme orani i¢in momentum faktoriiniin [0.01,
0.99] araligindaki tiim degerleri momentumlu gradyan diisiimii algoritmasinda
denenmistir. Bu islem sonucunda [0.01, 0.99] araligindaki 6grenme orani ve
momentum faktorii olas1 ¢ifti i¢in tiim kombinasyonlar denenmis olur. Bu
deneylerin sonucunda en iyi performansa sahip 6grenme orani ve momentum
faktorii ¢ifti belirlenir. Farkli 6zdeger dagilimlarina sahip kiiciik boyutlu
problemler igin ¢izelge 3.1’in ikinci siitununda bu degerler verilmistir. Daha sonra
Onerilen etkin 6grenme orani ve momentum faktorii (3.39) formiilii kullanilarak
hesaplanmis ve (3.8) algoritmasi bu etkin parametre degerleriyle calistirilmistir.
Cizelge 3.1’in {iglincii siitununda hesaplanan etkin parametre degerleri verilmis ve
genel olarak sonuglar Ozetlenmistir. Dikkat edilmelidir ki, kiigiik boyutlu
problemlerde bile en iyi 6grenme orani ve momentum faktoriinii denemelerle
bulmak ciddi bir zaman alir ve bu degerler problemden probleme degisiklik
gosterir. Etkin 6grenme orant ve momentum faktoriiniin (3.39) formiilii ile

hesaplanmasi ise olduk¢a kolaydir.

Cizelge 3.1 5 boyutlu rassal problemlerde gerceklestirilen deneylerin sonuglari

Deneme ile bulunan | (3.39)’la hesaplanan etkin
N o0grenme parametreleri | 6grenme parametreleri
Ozdegerler . -
Iterasyon o o Iterasyon
n H n H
say1sl say1sl
1,2,3,4,5 0.45 | 0.15 18 0.45| 0.15 21
75.83,37.95, 40.49,
0.02 | 0.05 15 0.02 | 0.03 14
56.21,55.31
2.29,7.19,17.67,
0.15 | 0.25 28 0.15] 0.24 30
19.46, 18.68
1.60, 138.03, 99.63,
0.06 | 0.67 98 0.07 | 0.65 104
51.02, 62.76
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Cizelge 3.1°deki sonuglar incelendiginde (3.39) kullanilarak hesaplanan etkin
O0grenme parametre degerlerinin, deneme yolu ile bulunan en iyi Ogrenme
parametre degerlerine genel olarak ¢ok yakin oldugu goriiliir ve deneme yolu ile
bulunan en iyi Ogrenme parametrelerinin gerceklestirdigi 1yi yakinsama
performansini da ayni sekilde gergeklestirir. Diger bir deyisle (3.39) formiild,
kuadratik hata fonksiyonu durumunda momentumlu gradyan diisiimii algoritmasi
icin optimale yakin 6grenme parametre degerlerinin elde edilmesine olanak
saglar.

Deneylerin ikinci kisminda, etkin 6grenme orani ve momentum faktori
momentumlu gradyan disiimii (GDM) algoritmasina uyarlanmistir ve bu
algoritma GDME olarak adlandirilmistir. GDME algoritmasiin performansi
kuadratik hata fonksiyonu durumunda geleneksel momentumlu gradyan diigiimii
GDM ve momentumlu ve adaptif 6grenme oranli gradyan disimii (GDX)
algoritmalariyla karsilastirilmistir. Algoritmalar karsilastirilirken rassal olarak
olusturulmus kiiciik ve orta 6lcekli kuadratik hata fonksiyonlu test problemleri
kullanilmistir. Sonuglar ¢izelge 3.2°de 6zetlenmistir.

Problemler, problem boyutu » (agirliklarin sayis1)) ve (3.10) amag
fonksiyonundaki Hessian matrisinin ( H ) kosul sayist kontrol edilebilecek sekilde
olusturulmustur. Daha sade olmasi i¢in, kuadratik fonksiyonun duragan noktasinin
orijinde oldugu ve orada sifir degerini aldig1 varsayilmistir. Bu (3.10) daki b ve ¢
terimlerinin her ikisinin de sifir olmasini gerektirir; b sifir olmadigi zaman
fonksiyonun degeri her noktada b kadar artar, seviye egrilerinin sekli degismez,

¢ ’nin sifir olmadig1 ve H ’nin tersinir oldugu durumda, seviye egrileri de§ismez

ama fonksiyonun duragan noktas1 x = —/H 'b noktasina kayar. Bu nedenle, (3.10)

amac fonksiyonu sadece H matrisiyle belirlenir. H su sekilde olusturulabilir:
H =QKQ" , burada Q rassal olarak olusturulmus ortogonal matris ve K kosegen
elemanlar1 pozitif sayilar olan bir kdsegen matristir. Q ortogonal matrisini

olusturmak icin, her bir eleman1 standart normal dagilimdan seg¢ilen belirli bir kare
matrisin QR dekompozisyonu kullanilir. A ’nin kosul sayis1 K ’nin kdsegen

elemanlar tarafindan belirlenir ve K ’nin kdsegen elemanlari
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K, =1/t

K,=(t")", i=2...n-1;

seklinde segilir, ¢' kullanici tarafindan arzu edilen kosul sayis1 ¢ nin karekokii ve

her bir u, (-1,+1) araliginda uniform degiskendir (Lenard ve Minkoff 1984).

Cizelge 3.2 Farkli boyuta ve kosul sayisina sahip problemlerde deney sonuglari

n=10
(problem boyutu) Kogul Sayrs:
Algoritmalar 10 100 1000 10000
Devir [Zaman (sn)Devir |[Zaman [Devir |Zaman [Devir Zaman
GDME 38 |0.01 157 10.04 |557 |0.03 [1967 0.06
GDX 643 |0.05 1139 |0.09 [6411 |0.781 |60919 7.461
GDM 6370 [0.22 19854 |1.112 |59487|1.933 |1.68E+05 |5.507
n=100 Kosul Sayisi
Algoritmalar 10 100 1000 10000
Devir [Zaman Devir |Zaman |Devir |Zaman |Devir Zaman
GDME 40 |0.06 158 |0.05 (544 |0.06 1963 0.14
GDX 802 [0.13 1564 |0.261 6817 |1.152 |69838 12.147
GDM 6524 |0.39 19395 (1.151 |58003 (3.545 |[1.73E+05 [10.646
n=1000 Kosul Sayisi
Algoritmalar 10 100 1000 10000
Devir |Zaman Devir [Zaman |Devir |Zaman |Devir Zaman
GDME 42 9.474 164 [7.03 |567 |12.658 (1950 23.965
GDX 881 [16.213 1546 [29.512|7631 |144.22 |74674 1384.3
GDM 6985 [67.677 20912 204.15 |63781 [623.49 |1.82E+05 {1819.3
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Kuadratik bir hata fonksiyonu durumunda algoritmalar karsilastirildiginda, etkin
O0grenme parametereleriyle ¢alisan momentumlu gradyan disiimii algoritmasi
GDME’nin, hem devir sayilarina hem de zamana (sn.) gore diger algoritmalardan
daha iyi bir yakinsama performansina sahip oldugu goriiliir. GDME hem devir
sayilarina hem de zamana gore karsilastirildiginda tiim problemlerde en iyi
performans1 gostermistir. Ozellikle, problem boyutunun ve kosul sayismin biiyiik
oldugu durumlarda etkin parametrelerin basarist daha iyi goriiliir.

Hessian’in 6zdeger dagiliminin etkisini degerlendirmek i¢in yapilan
deneyler, algoritmalarin yakinsama performansini esas olarak problemin kosul
sayisinin  etkiledigini gosterir. En bliyilk ve en kiigilk 6zdegerin disindaki
Ozdegerler algoritmalarin yakinsama performansi iizerinde bir etkiye sahiptir ama

bu etki en biliyik x, ve en kiicik x, Ozdegerinin beraber yaptigi etkiyle

karsilastirildiginda oldukea kiiciiktiir. Bu deki deneylerden elde edilen sonuglar
(Cizelge 3.3) daha once ifade edilen (3.40), (3.41) ve (3.42) iliskilerinden

¢ikarilan diistinceleri destekler.
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Cizelge 3.3 Farkli 6zdeger dagilimina sahip problemlerde deney sonuglari

. (")grenme Momentum iterasvon
Durum Ozdegerler 0 0 Gradyan Y
Oram 7° | Faktorii 11° | Katsayis1 |Say1st
0.001,0.0009,
0.0008, 0.0007, 1291 0.016133 1270.2 12
0.0006
0.1, 0.09, 0.08,
K, 12.91 0.016133 12.702 12
K——>1 0.07, 0.06
! 100000, 99999,
1.00E-05 |1.00E-10 1.00E-05 |4
99998, 99997, 99996
1000, 999.9, 999.8,
0.001 1.00E-08 0.0010002 |4
999.7, 999.6
1, 09, 0.8, 0.7,
316.23 0.98743 3.9748 4987
le-5
1, 0.9, 0.8, 0.7,
1000 0.99601 3.992 16601
le-6
1, 0.9, 0.8, 0.7,
3162.3 0.99874 3.9975 56253
le-7
1, 09, 0.8, 0.7,
1.00E+05 {0.99996 3.9999 >100000
le-10
10000, 0.9, 0.8,
% 0.01 0.96079 3.92E-04 |[2384
1 50|07, 1
8 100000, 0.9, 0.8,
0.0031623 {0.98743 3.97E-05 |8425
0.7, 1
1000000, 0.9, 0.8,
0.001 0.99601 3.99E-06 (29293
07, 1
10000, 9999, 9998,
0.01 0.96079 3.92E-04 |1947
9997, 1
100000, 99999,
0.0031623 {0.98743 3.97E-05 |6537
99998, 99997, 1
1000000, 999999,
0.001 0.99601 3.99E-06 |22090

999998, 999997, 1
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4. ETKIiN OGRENME PARAMETRELERI iLE GERi YAYILIM
ALGORITMASININ HIZLANDIRILMASI

Ugiincii béliimde kuadratik hata fonksiyonu durumunda momentumlu
gradyan diisiimii algoritmasinin kararliligi incelenmis ve yakinsama hizim
oldukga 1iyilestiren etkin 6grenme orant ve momentum faktorii belirlenmisti. Bu
boliimde ise kuadratik hata fonksiyonu durumunda elde edilen etkin 6grenme
parametrelerinin, hatanin ag agirliklarinin herhangi bir dogrusal olmayan
fonksiyonu oldugu genel duruma uyarlanabilmesi amaglanmaktadir. Etkin
O0grenme parametrelerini hesaplamak icin gerekli olan bilgi agin herhangi bir
agirlik noktasindaki Hessian matrisinin en biiyiilk ve en kiiclik 6zdegeridir.
Ihtiyacimiz olan bilgi kiiciik olmasina karsm, bu bilgiye ulasmak olduk¢a
maliyetlidir. Diger yandan etkin parametreler egitim siirecinin her adiminda
hesaplanacagi i¢in hesaplama ve zaman maliyeti, problem boyutuna, veri
kiimesine ve agirliklarin giincellenme yontemine bagli olarak katlanarak artar. Her
adimda Hessian’in hesaplanmasi olduk¢a zor ve hatta bazi durumlarda imkansiz
hale gelebilir.

Uciincii  boliimde elde edilen etkin parametrelerin genel durumda
momentumlu gradyan diisiimii algoritmasina uyarlanmasi, agin Hessian’inin veya
Hessian’in en biiylikk ve en kiicliik 6zdegerlerinin hesaplanmasi gibi yeni
problemler olusturur. Momentumlu gradyan diisiimii algoritmasinin pratikte
hizlandirilmasi ancak bu problemlerin etkin ve makul bir maliyetle ¢éziilmesine
baghdir. Alt kesimlerde bu problemlerin ¢6ziimiine ait yaklagimlar ve bu
yaklagimlar ¢ercevesinde gelistirilmis algoritmalar incelenecektir.

Literatiirde genel olarak ¢evrimi¢i (online) ve toplu (batch) olmak {izere iki
farkli agirhik giincelleme yontemi kullanilir (Bishop 1995; Haykin 1999).
Cevrimicinde dncelikle bir 6rneklem genisligi belirlenir ve agirlik gilincellemesi
bu orneklemin aga sunulmasinin ardindan gerceklesir. Eger belirli bir genislikte
orneklem yerine her defasinda sadece bir 6rnek (egitim ¢ifti) aga sunulursa buna
tam cevrimi¢i gilincelleme denir. Topluda ise agirlik gilincellemesi tim egitim
ornekleri aga sunulduktan sonra gergeklesir. (3.10) Deterministik hata fonksiyonu

durumunda momentumlu gradyan diisiimii algoritmasinin yakinsamasini oldukca
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hizlandiran etkin parametreler ancak agin gercek Hessian matrisi A kullanilarak
belirlenir. Genel durumda ger¢gek Hessian’a ve dolayisiyla Hessian’in en biiyiik ve
en kiiciik 6zdegerlerinin yaklasik tahminleri ancak tiim veri kiimesi kullanilarak
elde edilebilir. Tiim veri kiimesi kullanilmazsa, gergeklestirilen hesaplamalarin
sonucunda elde edilen Hessian, gercek Hessian’in giiriiltiili tahminleri olur ve
dolayisiyla 6zdegerler de gercek degerlerin giirtiltiilii tahminleri olur. Bu durum,
bu calismada incelenmeyen farkli bir problemdir. Daha sonra anlatilan
yaklagimlar temel olarak toplu agirlik giincellemesine gore tasarlanmistir ve tim
veri kiimesini kullanir.

Simdi, bir veya daha cok gizli katmana sahip ¢ok katmanli bir ileri

beslemeli sinir agmin egitiminde kullanilan momentumlu geri-yayilim
algoritmasini ele alinsin. x € R" agirlik vektorii, £(x) tiim girdi 6rnekleri kiimesi

icin hata kareler toplamini temsil eden hata fonksiyonu olsun. Gizli katmanlarda

sigmoid bi¢imli aktivasyon fonksiyonlar1 kullanildig: i¢in E(x) hata fonksiyonu
genellikle dogrusal olmayan bir fonksiyondur. Geri-yayiim E(x) hata

fonksiyonunun minimumunun bulunmasi i¢in bir gradyan diisiimii algoritmasidir

ve bu nedenle

X =X =—(1=)nV E(x)+ p(x, —x,,), 4.1)
seklinde yazilabilir, burada V E(x,)= [ 8Z;(x) yerns Gl;(x) J , E(x)
X, X )

fonksiyonunun x =x, noktasindaki uygun gradyan vektorii, 7 0grenme orani ve
4 momentum faktoridir. (4.1), agirhik vektoriiniin ¢ adimindaki toplu
giincelleme formiiliidiir. Algoritmaya bagh olarak n ve u katsayilari her adimda
sabit veya degisken olabilir.

Uciincii  boliimde, (3.10) kuadratik fonksiyonunun minimizasyonunda
kullanilan momentumlu gradyan diisiimii algoritmasinin yakinsama hizi (3.39)
etkin 6grenme parametreleri kullanilarak oldukca gelistirilmistir. Etkin 6grenme
parametrelerinin, hatanin ag agirliklarinin herhangi bir dogrusal olmayan

fonksiyonu oldugu genel durumdaki (4.1) algoritmasina uyarlanabilmesi igin
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E(x) hata fonksiyonunun her adimda (3.10) kuadratik formuna indirgenmesi
gerekir ve bu sekilde etkin parametreler kullanilabilir. Bunun i¢in dncelikle her

adimda yerel kuadratik yaklasim kullanilir.

4.1 Momentumlu Geri-Yayillim Algoritmasinda Hata Fonksiyonunun Yerel

Kuadratik Yaklasim

Belirli bir x agirhig civarinda ikinci dereceden Taylor agilimini kullanarak

hata fonksiyonu E(x) ’in yerel kuadratik yaklagimi yapilabilir:
E(x)zE()%)Jr(x—X)TVXE(£)+%(x—5c)TH(x—5c). (4.2)
Burada H Hessian matrisidir:

H=(h) . h, _9’E(x)

Y Ox,0x

(4.3)

E(x) hata fonksiyonunun, yerel minimum olan &zel bir x* noktasi civarmdaki

yerel kuadratik yaklasiminda ise, VE(x")=0 olacag i¢in, (4.2)’ de dogrusal
terim yer almaz ve bu durumda (4.2)

E(x):E(x*)+%(x—x*)TH(x—x*)

sekline gelir.

Genel duruma aykiri olmadigi igin, (4.2)’de x=0 alinabilir ve bu durumda

(4.2)
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F(x)= %xTHx -b'x+c (4.4)

kuadratik fonksiyonu seklinde yazilabilir, burada b =-V _E(x) ve ¢=E(X). Bu

sekilde, her ¢ adiminda (4.1) BPM algoritmasi

X =X, = _(1 - /ut)ntth + 4, (‘xt - xz—l) + (1 - /ut)ntb (45)
veya
X1 = [(1 + H, )1 - (1 - ﬂt)U;H]xz —HX + (1 —H, )ﬂtb ’ (46)

sekline doniisiir, burada b = Hx, dir. (4.5) veya (4.6) uygun olarak (3.8) veya
(3.9) algoritmalarinin aynisidir, buradaki tek farklilik 7 ve x parametrelerinin ¢
adimina bagl olarak degismesidir.

Boliim 3’de, H Hessian matrisinin pozitif tanimli oldugu durumda, (4.4)
kuadratik hata fonksiyonu ic¢in bu algoritmalarin hizli yakinsamasini saglayan
etkin 6grenme orani ve momentum faktoriintin (3.39) formiilleri ile belirlendigi
gosterildi. Genel hata fonksiyonu durumuna uygun (4.1) algoritmast i¢in, her bir ¢
adiminda (4.2) hata fonksiyonunun yerel kuadratik yaklasimini gerceklestirerek,
(3.39) formiilleri ile (4.5) algoritmasinin hizli yakinsamasini saglayan etkin

O0grenme orant 77 ve momentum faktorii x4 ’niin belirlenmesi 6nemli rol
oynayabilir. (3.39)’a gore her ¢ adiminda etkin 7 ve g’ katsayilari x, noktasina

uygun simetrik pozitif tanimli (4.3) Hessian matrisin en biiylik ve en kiigiik

Ozdegerleri kullanilarak hesaplanir. Bu yaklagimla (4.1) algoritmasinda etkin 7,

53



ve u, parametrelerinin bir dinamik se¢imi gergeklestirilir.

4.2 Gelistirilmis Momentumlu Geri-Yayilim Algoritmalari icin Genel Yapi

Her adimda etkin 6grenme parametreleriyle calisacak algoritmalarin ana
yapisi asagidaki gibi verilebilir. Bu ana yapi toplu agirlik giincellemesini kullanir
(Bishop 1995; Haykin 1999). Daha sonra momentumlu gradyan diisiimi
algoritmas1 bu ana yap1 cergevesinde farkli yaklagimlarla calisacak sekilde

diizenlenecektir.

Algoritma (Ana Yapi)

e X, baslangi¢ noktas: ve yakinsama toleranst &£ >0 verilsin,

1. Baslangi¢ Hessian matrisinin tanimlanmasi

2. k<0;

3. Durma kosulu saglanmadig siirece devam et: (ana dongii)

(a) H, (Hessian) mn en biiyiik k, ve en kii¢iik x, ozdegerini hesapla;
(b) 7, ve u, ’y1(3.39) formiilii ile hesapla;

(c) Arama yoniinii belirle, p, =—(1— ), VE(x,)+ 1, p,, ;

(d) Agirhg giincelle, x,,, =x, +a,p,, ,’ y1 dogru arama ile belirle;

() k<« k+1;
4. Dur (ana dongii).

(4.1) iterasyonunun her adiminda hata fonksiyonunun yerel kuadratik yaklasimi
yapildiktan sonra etkin 6grenme parametrelerini belirleyebilmek i¢in herhangi bir
agirlik noktasindaki uygun Hessian’in en biiyiik ve en kii¢iik 6zdegerlerinin
hesaplanmas1 gerekir. Bu hesaplamanin etkin bir sekilde ve makul bir maliyetle
gergeklestirilebilmesi i¢in iki farkli yaklagim onerilmistir:
1. Hessian matrisinin her adimda iteratif tahminini kullanarak 6zdegerlerin
yaklagik olarak hesaplanmasi (Nocedal ve Wright 1999; Gill, Murray ve
Wright 1981).
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2. Hessian matrisini hesaplamadan kesin Hessian-vektor g¢arpimini
(Pearlmutter 1994; Moller 1993), Giig iterasyonuyla (Golub ve Van Loan
1996) beraber kullanarak en biiyiik ve en kiigiik 6zdegerin yaklasik olarak

hesaplanmasi.

4.3 Hessian Matrisinin Iteratif Yaklasik Hesaplanmasi

1950’lerin ortalarinda, Argonne Ulusal Laboratuarinda c¢alisan W.C.
Davidon, uzun bir optimizasyon hesabini gerceklestirmek icin koordinat diistimii
metodunu kullaniyordu. O zamanlarda bilgisayarlar ¢ok kararli olmadigr igin,
Davidon’un karsilastigi sorun daha dogrusu yasadigi hayal kirikligi, hesaplama
bitmeden bilgisayar sisteminin ¢okmesiydi. Bu nedenle Davidon iterasyonu
hizlandirmak i¢in bir yol bulmaya karar verdi. Gelistirdigi algoritma; ilk quasi-
Newton algoritmasi, dogrusal olmayan optimizasyondaki en devrimci fikirlerden
biri olmustur. Kisa bir siire i¢inde yeni algoritmanin var olan metotlardan ¢ok
daha hizli ve daha giivenilir oldugu Fletcher ve Powell tarafindan ispatlanmistir.
Bu olaganiistii ilerleme dogrusal olmayan optimizasyonu bir anda degistirmistir.
Takip eden yirmi sene boyunca, algoritmanin birgok ¢esidi dnerilmis ve yiizlerce
makale onlarin calismasina adanmustir. ilging olan tarihsel bir ironi, Davidon’un
makalesi (1959) yaymna kabul edilmemistir; 1991°de SIAM Journal on
Optimization’in ilk sayisinda yayinlanana kadar 30 seneden fazla bir siire teknik
rapor olarak kalmigtir.

Quasi-Newton metotlari, ornegin dik inis gibi, her iterasyonda amag
fonksiyonunun sadece gradyanina ihtiya¢ duyar. Gradyanlardaki degisim
Olciilerek, amac¢ fonksiyonun bir modeli olusturulur ve ikinci tiirevlere ihtiyag
duyulmadigindan, quasi-Newton metotlar1 bazen Newton’un metodundan daha
etkilidir.

Hessian’in  iteratif olarak yaklasik hesaplanmasina quasi-Newton
yontemlerinde genis yer verilmistir. En popiiler quasi-Newton algoritmalarindan
olan BFGS, Broyden, Fletcher, Goldfarb ve Shanno tarafindan gelistirilmistir
(Nocedal ve Wright 1999; Gill, Murray ve Wright 1981, Fletcher 1987). Bu

55



kesimde, BFGS algoritmasinin tiiretilmesi (ve BFGS ile yakindan iliskili DFP
algoritmasi), gelisim siireci ve bazi dnemli teorik 6zellikleri verilecektir.

x, noktasinda genel hata fonksiyonu FE(x)’e uygun kuadratik modeli

dikkate alinirsa:
1
mk(p):E(xk)"'VE(xk)TP"‘EPTHkP- 4.7)

Burada H,, her iterasyonda diizeltilecek veya giincellenecek nxn boyutlu
simetrik pozitif tanimli bir Hessian matrisidir. (4.7) fonksiyonunun p =0 ’daki
degeri ve gradyam sirasiyla E(x,) ve VE(x,) dir. Bu konveks kuadratik modeli

minimize eden p, yonii

pe=—H,'Vf, (4.8)

bi¢ciminde verilebilir, p, quasi-Newton algoritmasinda arama yonii olarak

kullanilir. Yeni iterasyon
X =X, D, 4.9)

adim uzunlugu ¢, (2.26) Wolfe kosullarin1 saglayacak sekilde secilir. Bu

iterasyon dogru aramali Newton metoduna oldukca benzerdir; temel fark ise

gercek Hessian’in yerine yaklasik Hessian 7, kullanilir.
Davidon (1959), H, ’y1 her iterasyonda yeniden hesaplamak yerine, en yakin

adimlarda olciilen egriselligi yansitacak basit bir giincelleme dnermistir. Yeni bir

x,,, iterasyonu olusturulsun ve

1
mk+1 (p) = jfk+1 +Vf;c1;1p+5pTHk+1p (410)

56



seklinde yeni bir kuadratik model olusturulsun. Bu durumda en son adimda

kazanilan bilgilere dayanarak /, , lizerinde hangi kosullarin konulmas: gerekir?
Mantikli bir kosul; m,, ’in gradyaninin ama¢ fonksiyonu f ’nin gradyanmyla en
son iki iterasyon x, ve x,,,’de eslesmesidir. Vm,, (0) kesin olarak Vf, , oldugu

i¢in, bu kosullarin ikincisi otomatik olarak saglanir. Ik kosul matematiksel olarak

Vm, (-, p)=Vf, -, H, \p, =V, (4.11)

biciminde yazilabilir, tekrar diizenlenirse

H, .a,p, =V}, = V], (4.12)

elde edilir. Notasyonu kolaylastirmak icin

S =%~ X0 V=V =V, (4.13)

olarak tanimlansin. Bu durumda (4.12)

H 18 = Y- (4.14)

biciminde yazilabilir. Bu formiile secant (kesen) denklemi denir.

Yer degistirme s, ve gradyan degisimi y, verildiginde secant denklemi,
s.’yr y,’ya dontstiren H,,, matrisinin simetrik pozitif tanimli olmasini
gerektirir. Bu sadece s, ve y, icin asagidaki egrisellik kosulu saglandiginda

gergeklesebilir;

s,y >0, (4.15)

f ciddi konveks oldugunda, (4.15) esitsizligi herhangi iki x, ve x,,, noktalar

icin saglaniyor. Ama bu kosul konveks olmayan fonksiyonlar i¢cin her zaman
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gecerli degildir. Bu durumda & ’y1 segcen dogru arama yordamlarina kisitlamalar
koyarak (4.15)’in saglanmasinin agik¢a zorlanmasi gerekir. Aslinda, dogru
aramaya Wolfe veya ciddi Wolfe kosullar1 konulursa (4.15)’in saglanmasi garanti

edilir. Bunu gosterebilmek igin, (4.13) ve (2.26)’dan V£, s, > c,Vf, s, olur ve bu

nedenle
yrs, = (c, =D, Vf] p, . (4.16)

¢, <1 ve p, azalan bir yon oldugundan, sag taraftaki terim pozitif olacaktir ve

egrisellik kosulu (4.14) saglanacaktir.

Egrisellik kosulu saglandiginda, sekant denklemi (4.14)lin her zaman bir
H,,, ¢ozimi vardir. Aslinda, (4.14) sonsuz sayida ¢6ziim kabul eder, ¢linkii
simetrik bir matriste n(n+1)/2 serbestlik derecesi vardir ve sekant denklemi

sadece n kosulu temsil eder. Pozitif tamimlilik gerekliligi, n tane ek esitsizlik
olusturur, tiim temel mindrler pozitif olmalidir, ama bu kosullar kalan serbestlik
derecesini yok etmez.

H, ’i tek olarak belirleyebilmek i¢in, su ek kosulu koyariz; sekant
denklemini saglayan tiim simetrik matrisler arasindan, H, ,, bir anlamda, su anki
matris H, 'ya en yakin olamdir. Diger bir deyisle, asagidaki problem ¢oziilmeye

calisilir

b

rngn”H—Hk

(4.17)
H:HT, Hs, =y,,

burada s, ve y, (4.15)’1 saglar ve H, simetrik ve pozitif tanimhidir. Birgok

matris normu (4.17)’de kullanilabilir ve her bir norm farkli bir quasi-Newton
metoduna yol acar. (4.17) minimizasyon probleminin kolay ¢6ziimiine olanak

saglayan ve Olgek-degismez optimizasyon metoduna yol agan bir norm,
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|l == am=]. (4.18)

biciminde tanimlanan agirliklandirilmis Frobenius normudur (Golub ve Van Loan

1996).

»» su sekilde tanimlanr, C||2F = Z;z; c; W agirthg, Wy, =s, iliskisini

saglayan herhangi bir matris olarak segilebilir. Somut olmasi agisindan, W =G,

seklinde secilebilir, burada G, ,

G, = [jvz flx, +1a, pk)dz} (4.19)

bi¢giminde tanimlanan ortalama Hessian’dur.
Ve = Gkakpk = (_;ksk (4.20)

ozelligi Taylor teoreminden goriilebilir. Bu agirliklandirma matrisi ve Frobenius

norm ile, (4.17)’nin tek ¢6ziimii

(DFP) H,  =(U-yys)H =y yS)+7. 0 (4.21)
y = 1
¢ nyk

biciminde verilir. (4.21), Davidon tarafindan orijinal olarak 1959 yilinda
Onerilmistir ve sonradan Fletcher ve Powell tarafindan calisilmig, uygulanmis ve
popiiler hale gelmistir. Bu nedenle DFP giincelleme formiilii olarak bilinir.
H,’nin tersi olarak tamimlanan B, =H,' metodun uygulanmasinda
yararlhidir, c¢ilinkii arama yonli (4.8)’in matris-vektdr carpimi anlaminda

hesaplanmasina olanak verir. Sherman-Morrison-Woodbury formiiliinii kullanarak
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(Ek-1), (4.21)’deki H, ’nmn DFP giincellemesine karsilik gelen ters Hessian

yaklasig1 B, ‘nin giincellenmesi i¢in

B B r
(DFP) B, =B, — LIl S0 (4.22)
By, Vi Sk

ifadesi tiiretilebilir. (4.22)’nin sag tarafindaki son iki terimin rank-bir matrisler

olduguna dikkat edilirse, B, bir rank-iki diizenlemeye girer. (4.21)’inde H, 'nin

rank-iki  diizenlemesi  oldugunu goérmek kolaydir. Bu quasi-Newton
giincellemesinin temel fikridir: Iterasyon matrislerini bastan itibaren her
iterasyonda yeniden hesaplamak yerine, amag¢ fonksiyonu hakkinda en yakin
zamanda gozlemlenen bilgi ile su anki Hessian yaklasiginda gomiilii halde
bulunan bilgiyi birlestiren basit bir diizenleme uygulanir.

DFP giincelleme formiilii oldukga etkilidir ama kisa zaman sonra su an igin
tiim quasi-Newton giincelleme formdiilleri arasinda en etkin olarak kabul edilen
BFGS formiilii onun yerini almistir. BEGS giincellemesi (4.21)’e yol acan ifadede
basit bir degisiklik yapilarak tiiretilebilir. Hessian yaklasiklari H, {izerine

kosullar koymak yerine, onlarin tersi B, ’lar lizerine benzer kosullar konulur.

Giincellenen yaklasik B, , simetrik ve pozitif tanimli olmalidir ve bu durumda

+1

sekant denklemi (4.14)
By =5

gibi yazilir. B,’ya yakin olma kosulu simdi (4.17)’nin asagidaki benzeri ile

tanimlanir:

mBin”B —Bk”.
. (4.23)
B=B", By, =s,.
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Norm yine agirliklandirilmis Frobenius normudur, agirlik matrisi W ise simdi

Ws, =y, kosulunu saglar (somut olmasi i¢in, yine W (4.19)’da tanimlanan

ortalama Hessian G, ile verilir). (4.17)’nin tek ¢éziimii B, ,,

(BFGS) Bk+1 = (I —kakykT)Bk (I - pkykSkT) + kakSkT > (424)
1
P =7
Vi Sk

biciminde verilir. BFGS giincelleme formiiliiyle sonuglanan (4.17) minimizasyon
problemine dikkat edilirse, glincellenen Hessian yaklasiklarinin agik olarak pozitif

tanimli olmasi1 gerekli degildir. Fakat /H, pozitif tanimli oldugunda H,,,  inde

pozitif tammli olacagi asagidaki ifadeden kolayca goriilebilir. Oncelikle,

(4.16)’dan y/s, pozitifdir, bu nedenle (4.24) giincelleme formiilii iyi

tanimlanmistir. Herhangi bir sifir olmayan vektor i¢in

T T T 2
zH z=wHw+p (z's,) 20

olur, burada w=z-p,y,(s,z) olarak tanimlanmisti. Sag taraf sadece s;z=0

olursa sifir olur, ama bu durumda w=z # 0 olur, bu da ilk terimin sifirdan biiyiik

oldugunu ima eder. Bu nedenle, H,,, pozitif tanimhdir.

Broyden Ailesi

Literatiirde BFGS ve DFP gibi daha bircok quasi-Newton giincelleme

formiilii bulunmaktadir. Bunlarin i¢inde 6zel 6neme sahip olan

Hs,s"H r
S Tk Ik g (sTH, s, v (4.25)

H, T
S LSy Vi Sk

H,

+1=
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genel formiiliiyle ifade edilen bir giincellemeler ailesidir. ¢, bir skaler

parametredir ve

H,s
v, :{ Je TSk } (4.26)
VS S Hys,

bi¢iminde verilir. BFGS ve DFP metotlar1 Broyden sinifinin iiyeleridir; ¢, =0
oldugunda BFGS ve ¢, =1 oldugunda ise DFP metotlar1 elde edilir. Bu nedenle

(4.25) bu iki metodun “dogrusal kombinasyonu” olarak
H,,=(1-¢, )H/fflGS + ¢kaDjP .

biciminde yazilabilir. Bu iliski Broyden ailesinin tiim {iyelerinin sekant

denklemini sagladigin1 gosterir, zaten BFGS ve DFP matrisleri de sekant

denklemini saglar. Ayrica, s,y, >0 oldugunda BFGS ve DFP giincellemesi

Hessian yaklasiklarinin pozitif tanimliligini korudugu igin, bu iligki ayni1 6zelligin

¢, 20 oldugunda Broyden ailesi i¢in de gegerli olacagini1 ima eder (Nocedal ve

Wright 1999, Gill ve ark. 1981).

Momentumlu gradyan diisiimii algoritmasinin yakinsama hizin1 gelistirmek
icin gerekli olan bilgi Hessian matrisinin en biiyiik ve en kiiglik 6zdegeridir. Bu
bilgiyi elde etmek i¢in quasi-Newton metotlarinda kullanilan Hessian matrisinin
yaklagik hesaplanmasi metotlar1 kendi gelistirecegimiz algoritmalara adapte
edilebilir (Tas ve Memmedli 2007, Memmedli ve Tas 2006, Memmedli ve Tas
2007a, Mammadov ve ark. 2007). Bu yaklasimla kazanilacak 6nemli bir avantaj
ise her adimda Broyden Ailesine iiye BFGS ve DFP metotlariyla iteratif olarak
yaklagik hesaplanan Hessian matrislerinin her zaman pozitif tanimli olmasidir. Bu
bize pratikte 6nemli bir avantaj saglar. Ciinkii, genel hata fonksiyonunun yerel
kuadratik yaklasimi ile her adimda elde edecegimiz Hessian matrisleri gercekte
pozitif tanimli olmayabilir. Ama BFGS ve DFP metotlar1 bizi bu sorundan

kurtarir. Aksi halde, ugrasmamiz gereken baska bir problemimiz daha olacakti.
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Daha once deginildigi {lizere bu alt kesimde anlatilan Hessian’in yaklasik
hesaplanmasit metotlar1 toplu agirlik giincellemesi ile c¢alisir ve silirecin her

adiminda tim veri seti kullanilir.

4.4 Iteratif Hessian Yaklasiklarim Kullanarak Gelistirilen Algoritmalar

BFGS ve DFP giincellemelerinde temel fikir, Hessian matrislerini bastan
itibaren her iterasyonda yeniden hesaplamak yerine, amag fonksiyonu hakkinda en
yakin zamanda gozlemlenen bilgi ile su anki Hessian yaklagiginda gomiilii halde
bulunan bilgiyi birlestiren basit bir diizenleme uygulamaktir.

Simdi kesim 4.2°de verilmis olan ana algoritma yapisi tekrar hatirlanirsa; 3
(c) adimindaki arama yoniinii belirleyebilmek i¢in 3 (b) adiminda etkin 6grenme

parametreleri 77 ve u ’niin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢inde 3 (a) adiminda

Hessian matrisinin en biiylik ve en kiigciik 6zdegerlerine ihtiya¢ duyulur. Bu
hesaplamalar olusan her agirlik noktasinda, diger bir ifadeyle iterasyonun her
adiminda gerceklestirilecegi i¢in her adimda Hessian’1 kesin olarak hesaplamak
oldukg¢a maliyetlidir. Bunun yerine yukarida anlatilan quasi-Newton metotlarinda
kullanilan iteratif Hessian yaklasiklar1 kullanilabilir. Burada dikkat edilmesi
gereken nokta, BFGS ve DFP giincellemelerinin saglikli ¢alisabilmesi i¢in
algoritmanin 3 (c) adiminda etkin 6grenme parametreleriyle hesaplanan yoniin
azalan bir yon olmasi1 gerekliligidir ve bu nedenle 3 (d) adiminda Wolfe
kosullarmi veya ciddi Wolfe kosullarin1 saglayan bir adim uzunlugunun
belirlenmesi gerekir. Ayrica BFGS ve DFP giincellemeleri daha once belirtildigi
tizere Hessian matrisinin pozitif tanimliligin1 korur ve bu 6zelligiyle de ciddi bir
avantaj olusturur.

BFGS Hessian giincellemesi ile calisacak etkin 6grenme parametreli

momentumlu gradyan diisiimii algoritmas1 asagidaki gibi verilebilir:

Algoritma A1l

e X, baslangi¢ noktas: ve yakinsama tolerans1 & >0 verilsin,

1. k< 0;

2. Eger ilk iterasyon ise;
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Baslangi¢c Hessian’1in1 birim matris olarak tanimla, H, =1,
Baslangi¢ yoniinii gradyanin ters yonii olarak se¢, p, =—-VE(x,)
3. Eger ilk iterasyon degilse

Yakinsama kosulu saglanana kadar devam et: (ana dongii)

(a) Agirhik degisimini hesapla, s, =x,,, —x,;

(b) Gradyan degisimini hesapla, y, =VE(x,,,)-VE(x,);

B HkSkSkTHk " ykylf .

c¢) Hessian’1 hesapla, H,,, = H, ;
© b o ' s H,s, Vi Sy

(d) Hessian’1n en biiyiik «, ve en kiigiik 6zdegeri «,’1 yaklasik olarak hesapla;

(e) 7, ve u, ’y1(3.39) formiilii ile hesapla;

(f) Arama yoniinii hesapla, p, =—(1- ¢ )n,VE(x,)+ 1. p, , ;

(g) Agirhg gincelle, x, , =x, +a,p,, a,’y1 Wolfe kosullarin1 saglayan dogru

arama ile belirle;
(h) k< k+1;
4. Dur (ana dongii).

DFP Hessian giincellemesi ile ¢alisacak etkin 6grenme parametreli momentumlu

gradyan diisiimii algoritmas1 ise asagidaki gibi verilebilir:

Algoritma A2

e X, baslangi¢ noktas: ve yakinsama toleranst & >0 verilsin,

1. k< 0;

2. Eger ilk iterasyon ise;

Baslangic Hessian’1n1 birim matris olarak tanimla, H, =1,
Baslangi¢ yoniini gradyanin ters yonii olarak se¢, p, =-VE(x,)

3. Eger ilk iterasyon degilse
Yakinsama kosulu saglanana kadar devam et: (ana dongii)
(a) Agirhik degisimini hesapla, s, =x,,, —x,;

(b) Gradyan degisimini hesapla, y, = VE(x,,,)-VE(x,);
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Cc)v 1 hesa la, Vv, = - |,
( ) ey P k |: kTSk SkTHkSk:|
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(d) Hessian’1 hesapla, H,,, = H, +(sp H,s,)v,v 5

scHs,  vis,
(e) Hessian’1n en bilylik x, ve en kiiciik 6zdegeri «, ’1 yaklasik olarak hesapla;

® n, ve u,’y1(3.39) formiilii ile hesapla;

(g) Arama yoniinii hesapla, p, =—(1— ), VE(x,)+ 1, p, ., ;

(h) Agirhgr giincelle, x,,, =x, +a,p,, ,’y1 Wolfe kosullarin1 saglayan dogru
arama ile belirle;

() k< k+1;

4. Dur (ana dongii).

Al ve A2 algoritmalar1 arasindaki tek fark kullandiklar1 Hessian
giincellemeleridir. Aslinda BFGS ve DFP giincellemeleri quasi-Newton
metotlarinda Hessian’1n tersini yaklasik olarak hesaplar. Burada ise Broyden ailesi

yardimiyla Hessian’1n kendisi yaklasik olarak hesaplanir.

4.5 Hessian Matrisini Hesaplamadan En Biiyiik ve En Kiiciik

Ozdegerlerinin Hesaplanmasi

Geriye yayilim aglar1 gibi biiylik 6grenme makineleri binlerce 6zgiin
parametreye sahip olabilir. Tiim Hessian matrisini hesaplamak ve daha sonra bu
matrisin 6zdegerlerini bulmak kaginilmas1 gereken maliyetli bir islemdir.
Ozellikle biiyiik boyutlu ve ¢ok fazla sayida ornek iceren genis capli veri
kiimesine sahip olan problemlerde tiim Hessian’1 iterasyonun her adiminda
hesaplamak, her adimda kaydetmek ve 0Ozdegerlerini hesaplamak oldukca
maliyetli, zor ve bazen de imkéansiz olabilir. Bu nedenle, Hessian matrisini
hesaplayip daha sonra 6zdegerleri hesaplamak yerine, Hessian’in en biiyiik ve en
kiigiik 6zdegerinin makul bir zamanda hesaplamak i¢in farkli bir yol bulmak

olduk¢a umut verici goziikiir. Bu yaklasimi gergeklestirebilmek igin gilizel ve
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pratik bir yol asagida verilen iki temel fikre dayanir: 1-Taylor acgilimi, 2-Giig
iterasyonu. Bu metot genel olarak herhangi bir diferansiyellenebilen amag

fonksiyonuna uygulanabilir.

Taylor acilimi: Gradyaninin agirlik uzayinda bir nokta civarinda Taylor agilimi

V. (x+Ax) =V (x)+HAx+O(|ax|)

biciminde verilir, burada x agirlik uzaymda bir nokta, Ax x’deki degisim

(perturbation), V gradyan, OE /0x, kismi tiirevlerinin vektorii ve H ise Hessian,

x’in elemanlarinin her bir ¢iftine gore ikinci mertebeden tiirevlerin matrisidir.

Burada Ax =rv olarak segcilirse; v, bir vektor ve r kiigiik bir sayidir. Hv ¢arpim
H(rv)=rHv=V (x+r)=V_(x)+0(r*)

biciminde hesaplanabilir, veya r ’ye boliiniirse

Hv

_V.x+m)-V. () o). (4.26)
r

olur. Bu denklem, gradyanin verimli olarak hesaplanabildigi herhangi bir sistemde
Hv carpimin1 bulmak i¢in basit bir yaklasik hesap algoritmasi olusturur. Bu
carpimi hesaplamak icin gereken zaman da gradyani hesaplamak icin gereken
zamana esittir (x noktasindaki gradyanin hesaplandigi varsayilirsa). Dogrudan
carpim n agirhik oldugu durumda O(n*) diizeyinde bir islem olmasina ragmen
(4.26) bir O(n) islemdir. Alisilagelmis yapay sinir aglar1 baglaminda, bu islem iki
ileri yayilim ve iki geri-yayilim yapilarak gergeklestirilebilir.

Bu formiiliin bir dezavantaji niimerik ve yuvarlama problemlerine karsi
duyarli olmasidir. O(r) teriminin 6nemsiz olmasi i¢in r sabitinin yeterince kiigiik
olmast gerekir. Ama r kiiclildiikce x+7v toplaminda biiylik sayilar kiigiik
sayilara eklenir, bu da v’de kesinlik kaybina neden olur. Benzer bir kesinlik kayb1

da orijinal gradyan degistirilmis gradyandan ¢ikarildiginda gerceklesir, ¢linkii
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neredeyse iki es vektor aralarindaki kiiciik farki elde etmek i¢in birbirinden

cikartilir (Pearlmutter 1994).

4.5.1 R{:} Teknigi

Hv ¢arpimini sadece yaklasik olarak hesaplayan (4.26) yerine bu carpimi
kesin olarak hesaplayan bir algoritma Pearlmutter (1994) tarafindan
gelistirilmistir. Bu teknik aym1 zamanda kesim 4.5°de deginilen niimerik
problemlerden kurtarir. Bunu yapabilmek i¢in, oncelikle (4.26) denkleminin
r — 0’a giderken limitini aliriz. Sol taraf Hv olarak kalirken sag taraf bir tiirevin

tanimina uyar ve bdylece

V.-V, (x) 8
=3 V (x+7rv) (4.27)

r=0

Hv=1lim

r—0 7

biciminde verilebilir. Herhangi bir sistemin gradyanin1 hesaplayan bir algoritma,
bu yeni niceligi hesaplayacak sekilde kolaylikla dontstiiriilebilir. Bu doniisiimii

gergeklestirmek icin anahtar nokta

RS} E%f(xwv) , 4.28)

r=0

gibi bir operator tanimlamaktir (Pearlmutter 1994). Bu durumda Hv =R {V (x)}
olur (Karisiklik olmamasi i¢in R {-}, bundan sonra R{-} ile gosterilecektir). Daha
sonra gradyanin zaten hesaplandigi geri-yayilim algoritmasinda R{-} operatorii
her bir denkleme uygulanabilir. Cilinkii R{} bir diferansiyel operatordiir,

diferansiyel operatorler i¢in gecerli olan kurallara uyar, 6rnegin:

Ricf (x)} = cR{f(x)}

(4.29)
Ricf (x)} = cR{f (%)}
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R{f(x)+g(x0)} = R{f (%)} + Rig(x)}
Rif()g(x); = R{f(x)jg(x) + f(¥)R{g(x)}
R{f(g(x))} = f'(g(x)R{g(x)}

X {df(x)} _dR{/ ()}
dt dt

Dikkat edilirse ayn1 zamanda
R{x}=v (4.30)

dir. Bu kurallar, normal olarak gradyani hesaplamada kullanilan denklemlerden
yeni bir denklemler kiimesi tiiretmek ve buradan yeni R -degiskenleri kiimesi
olusturmak icin yeterlidir. Bu yeni denklemler orijinal gradyan hesabindaki
degiskenlerin kendi sag tarafinda kullanilmasina olanak saglar. Bu gradyan
hesabina eklenmis bir sistem olarak diisliniilebilir, geriye yayilimdaki gradyan
hesabinin, hata dl¢limiiniin ileri beslemeli hesaplanmasina eklenmis olmasi gibi.

Bu eklenmis sistem, istenilen Hv vektorii ile kesin olarak aymi olan R{V }

vektoriinii hesaplar.

R{:} Tekniginin Geri-Yayihm Agia Uygulanmasi

Geriye yayilim aginda R{} teknigi, gradyan: hesaplayan denklemleri

Hv’yi, Hessian H ’1n bir v vektoriiyle ¢carpimini, hesaplayan denklemler sekline

dontistiirmek i¢in kullanilabilir. Genellikle £ bir¢ok o6rnek i¢in hatalarin

toplamudir, £ = ZPE , - Bunedenle V E ve H tiim Ornekler iizerinden alinan
toplamlardir, H = ZPH ,» Ve Hv= ZpHpV' Agik olmasi i¢in, ornekler

tizerindeki bu dis toplam gerekli olmadik¢a burada gosterilmeyecektir, gradyan ve
Hv yordamlari sadece tek bir 6rnek i¢in gdsterilmistir.
Bir geriye yayilim aginda Hv carpimim etkin bir sekilde hesaplamak icin

yukaridaki yordam uygulanarak bir denklemler kiimesinden olusan R{backprop}
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algoritmas: tiiretilebilir. Aslinda R{backprop} algoritmasi birbirinden bagimsiz
olarak Werbos (1988) tarafindan bulunmustur. Werbos (1988) Hv=V (v-V E)
hesaplamak icin bir geriye yayilim siireci olarak tiiretmistir. Ilging olarak bu
tiiretim burada verilenin dualidir ¢iinkii denklemleri yoni ters ¢evrilmistir, V _E

algoritmasinin geri gecisi Hv algoritmasinda ileri gegis haline gelir, burada ise
denklemlerin yonii degistirilmez. Ayni algoritma ayni zamanda Mpgller (1993)
tarafindan da baska bir tiiretim ile bulunmustur.

Uyumluluk i¢in x agirliklar1 kaynak ve hedef birimlerini gosterecek sekilde

indekslenecektir, i. birimden ;. birime olan agirhk x, ile gosterilir. v, x ile ayn

boyuta sahip oldugu i¢in v ’nin elemanlar1 da ayni sekilde indekslenir.

Agm ileri geg¢isinin hesaplamasi

=2 %Y,
j

Yi= O-i(Zi)+Ii

4.31)

bigiminde verilebilir, burada o,(-) i. birimin dogrusal olmayan transfer
fonksiyonu, z, i. birime gelen toplam girdi, y, i. birimin ¢iktis1 ve I, i. birime

disaridan (agin digindan) gelen girdidir.

Hata ol¢timii £ =FE(y) olsun ve y ’ye gore basit dogrudan tiirevi
e, =dE/dy, olsun. e ’nin sadece y,’ye bagli oldugunu ve herhangi bir j #i icin
y,’ye bagl olmadigi varsayilmistir. Bu zaten hata kareler veya ¢apraz entropi
gibi ¢ogu genel hata 6l¢iimiinde gecerlidir (Hinton 1989). Boylece e (y,) basit bir

fonksiyon olarak yazilabilir. O zaman geri gegis

OF OE
—=e(y.)+ ) x.—,
o, o) ZJ: ' oz,
(4.32)
OE ,, OFE
—=0,(z,)—,
Oz, oy,
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6E 6E
ax.. 62

y

biciminde verilebilir. R{} teknigi (4.31) ve (4.32) denklemlerine uygulanirsa,

ileri gecis i¢in

R{Zi} = Z(‘xjiR{yj} + vjiyj) >
/ (4.33)
R{yi} =R{Zi}0i’(zi)

ve geri gecis igin

OF OF OF
R{a_y,}_e O )R{y}+2(x R{@Z/} ,,gj],

{?E} o/ (z )R{ E}+R{ o, (z)— (4.34)
Z,

{ } { }+R{x}§

esitlikleri elde edilir. Elemanlar: R{ } olan vektor aslinda R{V} = Hv dir ve

asil hesaplanmak istenilen niceliktir.

Hata kareler toplami igin e, (y,) =y, —d, olur burada d, i. ¢ikt1 birimi igin

istenilen hedef degeridir, bu nedenle e'(y,)=1 olur. Bu (4.34)’ii basit c¢ikti

birimleri i¢in sadelestirir ve R {2—]5} =R{y.} olur.
Vi
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4.5.2 Giic iterasyonu

H eR™ simetrik matrisi ve ||v0||=1 olan rassal bir v, vektorii i¢in Giig

iterasyonu
k=1,2,... i¢in
*w,=Hv,

oV, =W, /||wk||

T
o A, =v, Hy,

bigiminde verilebilir. Gli¢ iterasyonu sonucunda A, H 'nin en biiyiik 6zdegeri

A’e, v ise bu en biiyiik 6zdegere karsilik gelen 6zvektdér v,’e yakinsar. Bu
iterasyonda durdurma kosullarina dikkat edilmemistir, sadece dongii “k =1,2,...

icin” ifadesi ile belirtilmistir. Tabii ki, pratikte durdurma kosullar1 ¢cok dnemlidir
ve probleme gore karar verilmesi gerekir. Sonucun oldukc¢a kesin olmasi
istendiginde iterasyon sayisi biiylir ve zaman olarak maliyetlidir. Buna ragmen, en
biiylik 6zdegerin iyi bir tahmini az sayida iterasyonla elde edilebilir (tipik olarak
10 iterasyonda).

Bu yontem gradyan diisiimii algoritmasinda 6grenme orani parametresini
cevrimici (online) tahmin etmek i¢in gelistirilen teknigin bir bdliimii olarak Le
Cun ve ark. (1993) tarafindan kullanilmstir.

Ilging olarak, bu metot ufak bir degisiklikle en kiigiik 6zdeger ve karsilik
gelen Ozvektorii de bulacak sekilde diizenlenebilir (Le Cun ve ark. 1993).

Oncelikle, en biiyiik 6zdeger A4, hesaplanmahdir (veya iistten simirlandiriimal).

Daha sonra, z|| =1 olan rassal bir z vektorii i¢in

z <—%(VXE(x+rz)—VXE(x))—ﬂ1Z (4.28)

71



iterasyonunu gerceklestirerek (/4 — A7) nin en kiigiik 6zdegeri ve karsilik gelen

0zvektor hesaplanabilir, bu da H matrisinin en kii¢iik 6zdegeri ile aynidir.

Sonug olarak, Gii¢ iterasyonu Hessian matrisinin kendisini hesaplamadan
onun en biiyiik ve en kiiclik 6zdegerlerinin yaklasik olarak hesaplanmasinda
kullamlabilir. Gii¢ iterasyonunun 2 (a) adimindaki Hv, | carpimlarimi yaklasik
olarak hesaplamak i¢in Taylor a¢ilimini kullanan (4.26), kesin olarak hesaplamak
icinse R{} teknigi verimli bir sekilde kullanilabilir.

Hessian matrisinin kendisini hesaplamadan onun en biiylik ve en kiiglik

0zdegerini yaklagik olarak hesaplamak icin (4.26)’y1 kullanan algoritma 4.1

olusturulmustur.
Algoritma 4.1

1. n boyutlu v ve z vektorlerini rassal olarak se¢. Kiigiik bir sabit say1 r’yi seg,

ornegin »=0.01.

N

. x agirlik noktasindaki gradyani tiim veri seti i¢in hesapla, G = VE(x).

3. v ve z vektorlerini normallestir. N(v)=v/ ||v , N(z)=z/ ||z|| (ana dongii)

4. x agirhk vektoriine »N(v) ’yi ekle ve x, olarak kaydet.

9]

. x agirlik vektoriine 7N (z) ’yi ekle ve x, olarak kaydet.

=)

. x, agirlik noktasindaki gradyani hesapla, G, = VE (x +rN (v)) .

g

. x, agirlik noktasindaki gradyani hesapla, G, =VE (x +rN (z)) .

8. v vektoriinii giincelle, v «— l(G1 -G).
r

T

v Hv
—.
Vv

9. En biiyiik 6zdeger tahminini hesapla, 4, =

10. z vektoriinii giincelle, z < l(G2 -G)-AN(2).
r

11. 3-10 adimlarim1 k£ defa tekrar et. (6rnegin k& =10) (ana dongii sonu).
z'Hz

T .
z z

12. En kiiglik 6zdeger tahminini hesapla, 4, =
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Le Cun ve ark. (1993), gradyan diisimii algoritmasinin tam c¢evrimigi
egitiminde kullanilacak ve Ogrenme siiresince sabit olan 6grenme oranini
belirlemek i¢in Hessian’in sadece en biiyiik 6zdegerini Taylor agilim1 ve hareketli
ortalama kullanarak ¢evrimici (online) tahmin etmistir. Burada kullanilan veri seti
biiyiik ve tekrarli veriden olustugu icin en biiyiikk 6zdeger tahmin edilirken veri
setinin timii kullanilmamistir. Bunun yerine veri setinin kiigiik bir bolimii
kullanilarak Hessian’in en biiyiik 6zdegeri tahmin edilmis ve egitim siireci
boyunca sabit olan 6grenme orani bu 6zdegerden yararlanilarak hesaplanmistir.
Bu calismada ise etkin parametrelerle uyumlu g¢alisacak algoritmalarda agirlik
giincellemesi toplu (batch) olarak yapilir ve tiim veri seti kullanilir.

Algoritma 4.1 Hv, , carpimlarmi Taylor acilimini kullanarak yaklasik
olarak hesaplar. Hv, , c¢arpimlarin1 kesin olarak hesaplayan R{} teknigini

kullanan algoritma ise asagidaki gibi verilebilir.
Algoritma 4.2

1.7 boyutlu v ve z vektorlerini rassal olarak seg.

2. v ve z vektorlerini normallestir. N(v)=v/ ||v , N(z)= z/||z|| (ana dongii).
3. HN(v) ¢arpimmi R {} teknigini kullanarak kesin olarak hesapla.
4. v vektoriinii glincelle, v <~ HN(v).

T

v Hv
—.
AVARY

5. En biiyiik 6zdeger tahminini hesapla, A, =

6. HN(z) ¢arpimimi R {} teknigini kullanarak kesin olarak hesapla.

7. z vektoriinii giincelle, z <— HN(z) - AN(z).

8. 2-7 adimlarin1 k defa tekrar et. (6rnegin k£ =10) (ana dongii sonu).
z'Hz

T .
zZ Z

9. En kiiciik 6zdeger tahminini hesapla, 4, =
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4.6. Hessian-Vektor Carpmm ve Gii¢ Iterasyonu ile Gelistirilen

Algoritmalar

Hessian’in en biiylik ve en kiiglik 6zdegerini yaklasik olarak hesaplamak
icin Hessian-vektor carpimi ve Gii¢ iterasyonunu kullanan etkin 6grenme
parametreli momentumlu gradyan diisiimii algoritmasi A3 adi altinda verilebilir

(Memmedli ve Tas 2007b).

Algoritma A3

e X, baslangi¢ noktas: ve yakinsama tolerans1 &£ >0 verilsin,

1. k< 0;

2. Eger ilk iterasyon ise;

Baslangic Hessian’1n1 birim matris olarak tanimla, H, =1,

Baslangi¢ yoniini gradyanin ters yonii olarak se¢, p, =—-VE(x,)

3. Eger ilk iterasyon degilse

Yakinsama kosulu saglanana kadar devam et: (ana dongii)

(a) Hessian 1 en biiyiik x, ve en kiiciik x, 6zdegerini Algoritma 4.1 ile yaklasik
olarak hesapla;

(b) Eger en kii¢iik 6zdeger negatifse, 6zdegerlere yapay bir diizeltme uygula.
(¢) 7, ve u,’y1(3.39) formiilii ile hesapla;

(d) Arama yoniinii hesapla, p, =—(1—y ), VE(x,)+ 1, p, , ;

(e) Agirhigr giincelle, x,,, =x, + &, p,, @, y1 dogru arama ile belirle;

) k<Fk+1;

4. Dur (ana dongii).

Algoritma A3’lin calistirilmasinda karsilagilan temel problem, belirli bir
agirlik noktasinda hesaplanan 6zdegerlerin negatif olmasidir (6zellikle en kiiclik
O0zdegerin). Ciinkii Hessian matrisi her agirlik noktasinda pozitif tanimli
olmayabilir. Bu probleme iiclincli boliimde de deginilmisti ve orada sorun
kendiliginde ¢oziilmiistii ¢linkii gercek Hessian’in yerine kullanilan BFGS ve DFP

metotlariyla elde edilen Hessian yaklagiklar1 her zaman pozitif tanimliligini
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koruyordu. Burada ise elde edilmeye c¢alisilan Hessian matrisini  gercek
O0zdegerleridir ve negatif degerler alabilir. Bu problemin basit bir ¢oziimii
Ozdegerlere pozitif bir say1 ekleyerek Ozdegerleri pozitif hale getirmektir ve
dolayisiyla Hessian matrisini pozitif tanimli hale getirmektir. Bu yaklasim ikinci
diizey metotlardan olan Levenberg-Marquardt da kullanilir. Dogru arama, arama
yOniiniin azalan bir yon olmasini saglar ve bu sekilde uygun Hessian matrisinin
pozitif tanimliligin1i miimkiin oldugunca korumaya calisir. Dogru arama ile
bulunan nokta eger yerel minimum civarinda bir nokta olursa, Hessian bu bolgede
pozitif tanimli olacak ve etkin 6grenme parametreleriyle uyumlu olarak caligan
algoritmalar daha iyi yakinsama performansi gosterecektir.

Sonu¢ olarak kesim 4.2°de verilmis olan ana algoritma yapisi altinda
temelde iki farkli yaklasim kullanan pratikte dort farkli algoritma diizenlenmistir.
Hessian yaklasik hesabini temel alan A1 ve A2 algoritmalar sirastyla, Broyden
Ailesinin liyesi olan DFP ve BFGS Hessian giincellemelerini kullanir. BFGS ve
DFP Hessian giincellemelerinin 6nemli bir avantaji Hessian matrisinin pozitif
tanimliligini korumalaridir. Bu da A1 ve A2 algoritmalarinin sahip oldugu énemli
bir 6zelliktir. A1 ve A2 algoritmalarinda bu gilincelleme yontemleriyle hesaplanan
0zdegerler yaklasiktir ¢iinkii hesaplanan Hessian matrisleri yaklagiktir. Diger
taraftan A3 algoritmasi Hessian matrisini hesaplamadan Hessian’in bir vektorle
carpimin1 Gii¢ iterasyonuyla beraber kullanarak sadece en biiylik ve en kiigiik
0zdegeri yaklasik olarak bulmaya calisir. Bu yaklagimda 6zellikle biiylik boyutlu
problemlerde hem saklama maliyeti hem de hesaplama maliyeti agisindan 6nemli
bir avantaj saglar. Bu yaklasimda da hesaplanan 6zdegerler yaklagiktir.

Etkin 6grenme parametrelerinin iterasyon siireci boyunca saglikli bir sekilde
hesaplanabilmesi i¢in her adimda amag¢ fonksiyonunun degerinin ve gradyaninin
hesaplanmas1 gerekir. Amag¢ fonksiyonunun ve gradyaninin her defasinda
hesaplanmasi agin hata toplaminin tiim veri seti icin hesaplanmasini gerektirir.
Ozellikle A3 algoritmasinda, en biiyiik ve en kiigiik 6zdegerlerin hesaplanmasinda
kullanilan Gii¢ iterasyonu ¢ok sayida Hessian-vektor carpimint gerektirir (her
adim i¢in en az 20 kez). Veri kiimeleri ise giinden giline daha biiyiik boyutlu hale
gelmektedir. Bu nedenle 6rnek sayisinin ¢ok oldugu biiylik ¢apli veri kiimesine

sahip problemlerde etkin Ogrenme parametrelerinin hesaplanmasi ciddi bir
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hesaplama ve zaman maliyeti olusturur. Bu sorun gelistirilen algoritmalar ic¢in
gerceklestirilen karsilastirmalarda agikca ortaya c¢ikmistir. Bu nedenle, etkin
O0grenme parametre gilincellemelerini iterasyon siirecinin her adiminda yapmamalk,
belirli adimlarda yapmak ilk bakista daha mantikli goriinlir. Ne yazik ki, Al ve
A2 algoritmalarinda bu yaklasim gergeklestirilemez ¢iinkii bu algoritmalar her
adimda Hessian matrisini iteratif olarak hesaplar ve siirecin herhangi bir
adimindaki Hessian giincellemesi bir 6ncekine dayanir. Ama A3 algoritmasinda
bu yaklasim uygulanabilir.

Ik olarak, etkin Ogrenme parametrelerini sadece belirli adimlarda
hesaplayacak sekilde diizenlenen A4 algoritmasinda 6zdegerleri yaklasik olarak
hesaplamak yerine kesin Hessian-vektdr carpimlarini (Pearlmutter 1994)
kullanarak kesin olarak hesaplamak diistinlilmiistiir. Ama bu durumda 6grenme
parametrelerini belirli adimlarda hesaplayarak kazanilan zaman, 6zdegerlerin
kesin hesabinda harcanmis olur. Diger bir deyisle, 6zdegerleri kesin olarak
hesaplamak ciddi bir avantaj saglamamis ve ekstra bir zaman maliyeti
olusturmustur. Bu durum gerceklestirilen deneylerde gézlemlenmistir. Bu nedenle
A4 algoritmasinda da algoritma 4.2 kullanilarak 6zdegerler yaklasik olarak
hesaplanmistir ve bu sayede etkin 6grenme parametrelerini her adim yerine belirli
adimlarda yaklasik olarak hesaplayarak, biiyiik capli ve tekrarli veriye sahip
problemlerde bu yaklagimla ciddi bir zaman kazanci saglanmistir.

A4 algoritmasinda hata fonksiyonunun degisimi n (problem boyutu)
iterasyon boyunca belirli bir esik degerden (0.005) daha az oranda azalmissa
O0grenme parametreleri giincellenir (A4 algoritmasi -3 (b)). Eger hata fonksiyonu
azalmaya devam ediyorsa herhangi bir parametre giincellemesi gerceklestirilmez.
Ciinkii hata fonksiyonundaki azalma az olmasina ragmen iterasyonlarda 6grenme
parametreleri her defasinda yeniden hesaplanmadigi i¢in ciddi bir zaman tasarrufu
saglanmig olur. A4’lin pratikte uygulanmasinda temel sorun A3’de oldugu gibi
olusan herhangi bir agirlik noktasinda kesin olarak hesaplanan 6zdegerlerin
negatif olmasi1 olasiligidir (6zellikle en kiigiik 6zdeger). Bu durumda A4
algoritmasinda da A3 algoritmasindaki ayni yapay diizeltme uygulanarak

ozdegerler pozitif hale getirilir.
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Algoritma A4

e X, baslangi¢ noktas: ve yakinsama tolerans1 & >0 verilsin,

1. k< 0;
2. Eger ilk iterasyon ise;

Baslangic Hessian’1n1 birim matris olarak tamimla, H, =1 ;

Baslangi¢ yoniini gradyanin ters yonii olarak se¢, p, =—-VE(x,).
3. Eger ilk iterasyon degilse
Yakinsama kosulu saglanana kadar devam et: (ana dongii)
(@) Oran= E(x,)/ E(x,,);
(b) Eger (mod(iterasyon sayisi, n)=0 ve Oran > 0.995) ise

e Hessian’in en bilylik x, ve en kiiciik x, 6zdegerini Algoritma 4.2 ile

yaklasik olarak hesapla;
e Eger en kiiclik 6zdeger negatifse, 6zdegerlere yapay bir diizeltme uygula;

e 77, ve w,’y1(3.39) formiilii ile hesapla.
(¢) Arama y6niinii hesapla, p, =—(1- ), VE(x,)+u,p,_, ;
(d) Agirhig giineelle, x,,, =x, +, p, , «, ’y1 dogru arama ile belirle;

(e) k<« k+1;
4. Dur (ana dongii).
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5. ETKIN PARAMETRELI VE GELENEKSEL MOMENTUMLU
GERI-YAYILIM ALGORITMALARININ KARSILASTIRILMASI

Bu boliimde, etkin 68renme parametreleriyle uyumlu olarak calisacak
algoritmalar, onceki boliimde ifade edilen yaklasimlar1 kullanacak sekilde
diizenlenmigtir. Diizenlenen algoritmalar, dogru aramanin kullanmildig1 klasik
momentumlu gradyan diistimii (GDM) ve adaptif 6grenme oranli ve momentumlu
gradyan diisiimii (GDX) ile karsilagtirilmistir. Etkin parametrelerle ¢alisacak olan
algoritmalarda (A1, A2, A3 ve A4) adim biiyiikliigiiniin belirlenmesi i¢in dogru
arama kullanir. Bu nedenle, karsilastirmalarin saglikli olmasi acisindan GDX ve
GDM algoritmalar1 da dogru arama ile ¢alisacak sekilde diizenlenmistir. Dogru
aramali GDX ve GDM sirasiyla OGDX ve OGDM olarak adlandirilmistir. Dogru
arama ile calisan gradyan diisiimii algoritmalar1 literatiirde optimum gradyan
diistimii olarak da bilinir. Bu sayede, GDM ve GDX algoritmalar1 en iyi
performansi verecek sekilde diizenlenmis olur. Karsilagtirmalar iki grup veri seti
tizerinde gerceklestirilmistir. Birinci grupta, ufak boyutlu problemler ele alinmistir
(XOR, Parite3, Parite4, Parite5 problemleri). ikinci grupta ise UCI veri
ambarindan daha biiyiik boyutlu ve daha biiyiik veri kiimesine sahip olan gercek
problemler ele almmustir (Giines patlamasi, Cigek, Cam, Iyonosfer verileri)
(Asuncion ve Newman 2007). Parite7 problemi de bu problem grubuna dahil
edilmistir.

XOR problemi kiigiik boyutlu siniflandirma problemleri i¢inde belki de en
popiiler olanidir. Bu problem ikilik (binary) sistemde iki girdiden olusur. Yapay
sinir ag1, dort 6rnek ciftini karsilik gelen c¢iktiya eslemeye caligir.

Parite problemleri ise XOR probleminin daha biiyiik boyutlu sekli olarak
diisiiniilebilir; 6rnegin Parite3 ikilik sistemde {i¢ adet ikili girdiden olusur ve ¢ikti
yine tek boyutludur.

Iyonosfer verisi Labrador Goose koyunda bulunan bir radar sistemi
tarafindan toplanmistir. Bu sistem 16 yiiksek-frekansli asamali bir antenler
toplulugundan olusur. “Iyi” radar doniitleri, iyonosferde belirli bir yapmnin kanitin1
gosterir. “Koti” doniitler ise boyle bir yapinin olmadigin1 gosterir; bu sinyaller

iyonosfer tabakasindan gecer. Bu veri setinde 34 tane siirekli girdi degiskeni ve
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“1y1” ve “kotii” olarak 1 tane ikili ¢ikt1 degiskeni bulunmaktadir. Toplam 351 tane
gozlem igermektedir ve bu problem bir siniflandirma problemidir.

Iris (¢igek) veritabani belki de 6rnek tanima literatiiriinde bulunan en iyi
bilinen veritabanidir. Fisher’in makalesi (1936) bu alanda yayimlanmis klasik bir
makaledir ve bugline kadar sik¢a referans edilmistir (Duda ve Hart 1973). Veri
seti 3 simiftan olusur ve her bir simif belirli bir iris tabakasini simgeler ve her
siiftan 50 tane 6rnek bulunur. Bu smiflardan bir tanesi diger ikisinden dogrusal
olarak ayrilabilir; digerleri dogrusal olarak ayrilabilen smiflar degildir. Bu
problemde 4 tane girdi ve bir ¢ikti degiskeni bulunur. Veri seti 150 6rnekten
olusmaktadir. Amag ise drnegin iris tabakasinin hangi sinifa ait oldugunu tahmin
etmektir.

Cam veritaban1 214 veriden olugsmaktadir. 10 tane gercel girdi
degiskeninden olusur. Problem camin hangi siif cam olduguna karar vermektir.
Kriminolojik aragtirmalarda su¢ mahalinde bulunan camlar1 siniflandirmak i¢in bu
problem ortaya konmustur.

Glines patlamasi veritaban1 24 saatlik bir periyotta olusmus her biri belirli
bir giines patlamasi ¢esidine karsi gelecek sekilde 3 potansiyel sinif icermektedir.
Her ornek glines tizerinde 1 aktif bolge icin yakalanmis karakteristikleri temsil
eder. Kisaca her simmif 24 saatlik bir periyotta olusan kendi sinifina ait gilines
patlamalarinin sayar. Toplam 1389 6rnek ve 10 girdi degiskeninden olugmaktadir.

Problemler kiigiik ve orta oOlgekli olmak tizere iki gruba ayrilmistir ve

problemlerde kullanilan ag mimarileri asagidaki gibidir:

Problem Kiimesi I | XOR | Parite3 | Parite4 | Parite5
Girdi 2 3 4 5
Gizli Noron Sayisi 3 4 7 8
Cikt1 1 1 1 1
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Giines Cigek Cam Parite7 Iyonosfer
Problem Kiimesi II
(Sun Flare) | (Iris) (Glass) | (Parity7) | (Ionosphere)
Girdi 24 4 9 7 34
Gizli Noron Sayisi 4 8 6 14 8
Cikt1 3 1 1 1 1

Girdiler ortalamasi sifir ve standart sapmasi 1 olacak sekilde, hedefler ise [-1,1]

araligima yerlesecek sekilde doniistlriilmistiir. Gizli katmanlar i¢in tanjant

sigmoid, c¢ikti katmani i¢in basit dogrusal transfer fonksiyonu kullanilmistir.

Egitim siireci hata fonksiyonunun degeri kiigiik bir esik degerinden (0.02) kii¢iik

oluncaya kadar devam ettirilmistir. Karsilastirma gerceklestirilirken asagidaki

adimlar izlenmistir:

Karsilastirma Yordami

1. Girdileri ortalamasi sifir ve standart sapmasi 1 olacak sekilde dontistiir.

2. Hedefleri [-1,1] araligina yerlesecek sekilde dontistiir.

3. Girdi ve ¢ikt1 kiimesini rassal olarak yeniden olustur.

4. Karsilagtirilacak egitim algoritmalarini belirle, hata esik degerini belirle

5. Ag1 daha 6nce belirlenen mimaride olustur.

6. k=1 den 10 a kadar (ana dongii)

a) k. deneyin baglangic agirliklarini belirle

7. i =1 den karsilastirilacak algoritma sayisina kadar

a) Agn agriliklarin1 £. deneyin baslangic agirliklari olarak ata.

b) Maksimum iterasyon sayisini ve hedef hata degerini belirle

¢) i. egitim algoritmasi ile ag1 hedef hata degerine ulasilana kadar egit.

d) Egitimin sonucunda ger¢eklesen devir sayisini ve gecen zamani sakla.

8. Don adim 7. (yeni i)

9. D6n adim 6. (ana dongii)

80




Egitim siireci 10 farkli baglangi¢ agirliginda baglatilmis ve her egitim algoritmasi
i¢cin elde edilen devir sayilar1 ve calisma zamanlarinin ortalamasi ¢izelge 5.1 de

verilmistir.

Cizelge 5.1 1. Problem kiimesi i¢in karsilastirilan algoritmalarin devir sayilari ve

calisma zamanlar1 (sn).

Algoritma| Kriter XOR | Parite 3 | Parite 4 | Parite 5
Al Devir 12.7 32 134.6 | 93.50
Zaman(sn) | 0.69 1.00 2.56 2.23
A2 Devir 11.8 304 115.60 | 113.40
Zaman(sn) | 0.53 1.04 2.80 3.38
A3 Devir 14.6 34.1 165.70 | 147.30
Zaman(sn) | 1.09 2.10 11.21 10.21
A4 Devir 19 40.60 [ 139.40 | 261.30
Zaman(sn) | 0.82 1.53 5.24 9.04
Devir 50.6 85.90 [ 1176.5 | 1017.7
OGDX
Zaman(sn) | 2.62 4.01 58.53 70.58
Devir 52.6 370.4 | 271.80 | 2174
OGDM
Zaman(sn) | 2.17 16.48 9.53 8.74

Birinci problem grubunda etkin parametrelerle ¢alisan Al, A2, A3, A4
algoritmalarinin timii OGDM ve OGDX algoritmalarindan daha az adimda
yakinsamigtir.  Ayrica yakinsama zamanlar1 da OGDX ve OGDM
algoritmalarindan daha azdir (Sekil 5.1 ve Sekil 5.2). Hessian veya ters Hessian
yaklagimlarini kullanan A1 ve A2 algoritmalari, Hessian-vektor ¢arpimini ve Gii¢
iterasyonunu beraber kullanan A3 ve A4 algoritmalarina gore daha az zamanda
yakinsamistir. Bu grupta en iyi performansi Hessian’in tersini DFP giincellemesi

ile yaklasik olarak hesaplayan A1 algoritmasi gostermistir.
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Sekil 5.1 I. Problem kiimesi i¢in karsilagtirilan algoritmalarin devir sayilari

grafigi.
500
400 — o A1
s mA2
= 300 |
® OA3
”n
- OA4
s 200
a m OGDX
100 o OGDM
0 M
Xor Parite3 Parite4 Parite5

Sekil 5.2 1. Problem kiimesi i¢in karsilastirilan algoritmalarin ¢alisma zamani (sn)

grafigi.
50
45
;g | OA1
= BA2
£ 307 OA3
€ 25 -
£ 20 OA4
]
N 5 |_ B OGDX
10 OOGDM
° ;_=.=I:|_r.=_|:|:4;
0 n
Xor Parite3 Parite4 Parite5
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Cizelge 5.2 II. Problem kiimesi icin karsilagtirilan algoritmalarin devir sayilar1 ve

calisma zamanlar1 (sn).

Algoritma| Kriter |parite7 |Giines [Gicek Cam iyonosfer

Al Devir 206.6 20.1 187.9 532.2 348 .4
Zaman(sn) 8.52 1.23 4.66 36.16 33.99
A2 Devir 222.5 17 179.1 507.4 426.3
Zaman(sn) 14.94 0.96 479 85.79 141.48
A3 Devir 355.2 63.3 251.1 656.9 663.1
Zaman(sn) 43.97 13.81 23.82| 108.91 123.17
Ad Devir 414.7 409 221.1 773.1 612.6
Zaman(sn) 22.93 4.08 10.12 52.82 70.52
Devir 460.9] 5219 269.6, 5807.9 3717.1

OGDX
Zaman(sn) 32.27] 43495 15.03] 529.42 326.61
Devir 359.9 140.5 448.5( 7314.5 5508.1

OGDM
Zaman(sn) 18.39 13.56 19.46] 570.34 372.93

Ikinci problem grubunda, iterasyon (devir) sayilarina bakildiginda etkin
O0grenme parametreleriyle calisan tiim algoritmalar dogru aramali momentumlu
gradyan diisiimii algoritmalart OGDX ve OGDM’den daha az iterasyonda ¢oziime
yakinsamustir. Iterasyon sayilarina gore en iyi performansi Broyden ailesine iiye
BFGS ve DFP giincellemelerinin kullanildig1 A1 ve A2 algoritmalar1 géstermistir.
Bu algoritmalar1 Hessian-vektor ¢carpimini ve Gii¢ iterasyonunu beraber kullanan
A3 ve A4 takip eder. Yakinsama zamanlar1 goz Oniine alindiginda ise en iyi
performanst Al gostermistir. A2 ikinci en 1y1 performansa sahiptir (Sekil 5.3 ve
Sekil 5.4). Al ve A2 algoritmalarinin yakinsama zamani iterasyon sayisina gore
karsilastirildiginda, A2 iterasyon basina Al’e oranla daha fazla zaman alir. Bunun
nedeni A2’nin kullandigi DFP giincellemesinin Al’in kullandigi BFGS
giincellemesine gore daha fazla hesaplama maliyetine sahip olmasidir (DFP

giincellemesi (4.25)’de ¢, =1dir). A3 ve A4 algoritmalarinda iterasyon sayisi-

zaman karsilastirmasi yapildiginda ise iterasyon sayilarinin birbirine yakin oldugu
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halde A3’ln yakinsamasi A4’e gore oldukca fazla zaman alir, ¢linkii A3
algoritmasi etkin 6grenme parametrelerini her adimda hesaplar ve bu hesaplama
yogun Hessian-vektdor carpimlarint igerdigi i¢in zaman olarak oldukca
maliyetlidir. A4 ise etkin 6grenme parametrelerini problem boyutuna ve hata
fonksiyonundaki degisime gore belirli adimlarda gergeklestirir. Bunun sonucunda
A4’iin yakinsamas1 A3’e gore daha fazla iterasyonda olmasina ragmen A4 daha az
zaman alir. A4’de kullanilan bu yaklasim 6zellikle biiyiik veri kiimesine sahip

biiylik boyutlu problemlerde algoritmanin zaman maliyetini oldukca azaltir.

Sekil 5.3 II. Problem kiimesi i¢in karsilastirilan algoritmalarin devir sayilari

grafigi.
1200 =
1 -
000 @ AT
& 800 H (mA2
> 500 OA3
? OA4
3 400 m OGDX
200 | o OGDM
0 - : L
Parite7 Glnes Cicek Cam iyonosfer
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Sekil 5.4 II. Problem kiimesi i¢in karsilastirilan algoritmalarin ¢alisma zamani

(sn) grafigi.
250 B
200 1 o A1
- mA2
& 150 -
g OA3
S
g 100 || OA4
N m OGDX
50 @ OGDM
0 ‘ I—J:I:._l ‘ ‘ L
Parite7 Glnes Cicek Cam iyonosfer

Bu kesimde, iterasyon sayisina ve zamana gore verilen karsilastirma
sonuglar1 her problem icin 10 farkli agirlik noktasindan baslatilan deneylerin
ortalamasidir. Elde edilen bu degerlerin standart sapmalarina bakildiginda, OGDX
ve OGDM algoritmalar1 gergeklestirilen tiim deneylerde yiiksek standart sapma
degerlerine sahipken etkin 6grenme parametreli A1, A2, A3 ve A4 algoritmalari
bu algoritmalara kiyasla cok kii¢iilk standart sapma degerlerine sahiptir.
Gergeklestirilen deneyler her problem i¢in en az 3 olmak iizere farkli ag
mimarilerini kapsayacak bicimde gerceklestirilmistir. Bunun sonucunda, etkin
O0grenme parametreleri ile ¢alisan A1, A2, A3 ve A4 algoritmalarinin degisen ag
yapisina OGDX ve OGDM den daha az duyarli oldugu ve her zaman ayni
performansi kararli bir sekilde gerceklestirdigi gézlemlenmistir. Diger yandan,
OGDX ve OGDM ig¢in bunu sdylemek oldukga zordur, bu algoritmalar degisen ag
yapisina olduk¢a duyarhidir, 6rnegin; Al, A2, A3 ve A4 algoritmalarinin 6nemli
bir avantaji biiyiikk boyutlu ag mimarilerine gereksinim duymamasidir, kii¢iik
boyutlu ag mimarilerinde de ayni performanst OGDX ve OGDM’den ¢ok daha iyi
bir sekilde gosterir. OGDX ve OGDM’nin ise ozellikle kiigiik ag mimarilerinde
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istenilen esik hata degerine ulasamadifi, yerel minimum civarinda ¢ok fazla
oyalandig1 ve yakinsama sorunu yasadigi gézlenmistir.

OGDX ve OGDM den gozlemlenen bu sorunlarin temelinde 6grenme
parametrelerinin se¢imi yatmaktadir. OGDM algoritmasinda 6grenme orani ve
momentum katsayisi iterasyon siireci boyunca sabit gotiiriiliir, bu ciddi bir
dezavantaj olusturur ¢linkli bu sabit se¢imin iterasyon siiresince olusan farkli
agirhik noktalarinda iyi performans gostermez ve algoritmanin yakinsamasi
saglansa da bu ¢ok verimli ve saglikli olmaz. OGDX algoritmasi, siire¢ boyunca
adaptif se¢imli 6grenme oranini kullanarak bu sorunun iistesinden gelmeye caligir
ama bu yaklasimda egitilecek verinin Oonemli unsurlarim1 dikkate almaz ve
gosterdigi performans da OGDM den farkli degildir hatta bazi problemlerde
OGDM daha iyi performans gostermistir. Bu da problemin veri yapisinin dikkate

alinmamasinin bir sonucudur.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu doktora tezi c¢alismasinda, Oncelikle hata fonksiyonunun kuadratik
oldugu durumda momentumlu gradyan diisiimii algoritmasi i¢in etkin 6grenme
orant ve momentum faktoriiniin es-zamanli olarak Hessian’in en biiyiik ve en
kiigiik 6zdegerleri ile belirlenmesi teorik olarak onerilmistir. Olusturulan rassal
kuadratik test problemleri iizerinde gercgeklestirilen deneylerde onerilen etkin
O0grenme parametrelerinin - momentumlu gradyan diisiimii algoritmasinin
yakinsama tavrimi gelistirdigi ve yakinsama hizin1 diger geleneksel gradyan
diistimii algoritmalara gore daha ¢ok hizlandirdig1 goézlenmistir.

Daha sonra etkin Ogrenme parametreleri, yapay sinir aginda hatanin
agirliklarin dogrusal olmayan bir fonksiyonu oldugu genel durum igin yerel
kuadratik yaklasim yardimiyla BPM algoritmasina uyarlanmistir. Bunun igin
momentumlu gradyan diisimii algoritmasinin her adiminda olusan agirlik
noktasinda etkin 6grenme parametreleri, uygun Hessian’in en biiylik ve en kiigiik
0zdegerlerini kullanarak, onerilen formiillerle hesaplanmistir.

Hessian’in en biiylik ve en kiiglik 6zdegerini yaklasik olarak hesaplamak
icin Onerilen birinci yaklasimda, quasi-Newton metotlarindaki popiiler BFGS ve
DFP giincellemeleri ile her adimda Hessian yaklasik olarak hesaplanir ve buradan

da en biiyiik ve en kiiclik 6zdeger elde edilir (A1 ve A2 algoritmalar1). Birinci
yaklasim O(N?) maliyete sahiptir. Ikinci yaklasimda ise Hessian-vektor

carpimin1 ve Giig iterasyonunu beraber kullanarak Hessian’in kendisini
hesaplamadan, sadece en biiyiik ve en kiiclik 6zdeger yaklasik olarak hesaplanir

(A3 ve A4 algoritmalar1)). Bu yaklasim gradyan hesabina esdeger O(N)
maliyetlidir ve biiyiik boyutlu problemlerde de saglikl bir sekilde ¢alisir.

Literatiirde klasik gradyan diisiimii algoritmalarinda, yakinsamay1
hizlandiran 6grenme parametrelerinin se¢imi ig¢in bazi sezgisel yOntemler
Onerilmesine ragmen bu yaklasimlar farkli ag mimarilerinde ve farkli 6zelliklere
sahip veri kiimelerinde her zaman saglikli calismaz. Bu tez calismasinda
gelistirilen Al, A2, A3, A4 algoritmalarinda ise her adimda ortaya ¢ikan agirlik

noktasinda veri kiimesinden elde edilen egrisellik bilgisini gradyan bilgisiyle
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birlestirerek etkin O6grenme orant ve momentum faktorii (3.39) formiilleri
kullanilarak es-zamanli ve otomatik olarak belirlenir. Bu yaklasim 0grenme
parametrelerini veri kiimesine, ag mimarisine ve olusan agirlik noktasina gore
adapte ederek gradyan diislimii algoritmasinin yakinsama tavrini iyilestirir ve
yakinsamasini hizin1 arttirir. Bu sonug gerceklestirilen deneylerden de agikca
goriilmektedir.

Biiytik genislikte veri kiimesine sahip problemlerde gerek Al ve A2
algoritmalarinda her adimda gerceklestirilen Hessian yaklagimlari, gerekse A3
algoritmasinda ¢ok sayida gergeklestirilen Hessian-vektor carpimlari bazi
durumlarda karsilanamayacak sekilde maliyetli olur. A4 algoritmasi etkin
parametreleri her adim yerine belirli adimlarda hesaplayarak, bu tip problemlerde
Oonemli bir avantaj saglar. Bu algoritmada etkin parametrelerin giincellenmesi
onceden belirlenmis kriterler saglandiginda gergeklesir. A4 algoritmasinin
verimliligi parametre giincelleme kriterlerinin daha saglikli bir sekilde
gelistirilmesi ile daha da artirilabilir.

Giinlimiizde karsilagilan problemlerin boyutu ve veri kiimelerinin genisligi
giderek artmaktadir. Toplu agirlik giincellemesi ile ¢alisan klasik optimizasyon
teknikleri kiiclik ve orta boyutlu problemlerde her ne kadar ¢ok iyi yakinsama
ozelliklerine sahip olsa da, biiyiik genislikte veri kiimesine sahip biiyiik boyutlu
problemlerde c¢ok maliyetli olduklarindan, pratikte uygulanmasi c¢ok elverisli
degildir. Bu nedenle son yillarda toplu agirlik giincellemesi ile ¢alisan metotlar
yerine stokastik yaklasim kullanan gradyan temelli metotlar giinden giine daha da
onemli bir konuma gelmektedir.

Stokastik (¢evrimigi) gradyan diisimii metotlart tim veri setinden
hesaplanan gradyanlar yerine veri kiimesinden kii¢lik 6rneklemler kullanarak elde
edilen gradyan tahminleri ile calisir. Bu yaklasim da hesaplama maliyetini ¢ok
biiylik oranda azaltir: tekrarli veriye sahip biiylik boyutlu veri kiimelerinde basit
stokastik gradyan diisiimii bir¢ok karmasik ikinci diizey toplu metotlardan ¢ok
daha iistiin performans gosterir.

Bu doktora tez c¢alismasinda momentumlu gradyan diisiimii i¢in Onerilen
etkin 6grenme parametrelerinin ileride stokastik yaklasimla calisan gradyan

diistimii metotlarina da uyarlanabilmesi amaglanmaktadir.
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Ek-1 Sherman-Morrison-Woodbury Formiilii

Tekil (singular) olmayan A kare matrisi rank-bir glincellemeye girerse

asagidaki sekle gelir:
A=A+ab",
burada a,be R", 0 zaman eger A tekil olmayan (tersi olan) matris ise

271 — A71 _ A_labTA_l
1+b"4'a

esitligini elde edilir.

94



	 ŞEKİLLER DİZİNİ 
	1. GİRİŞ 
	2. GERİ-YAYILIM VE GRADYAN DÜŞÜMÜ 
	2.1 Çok Katmanlı Algılayıcı 
	2.2 Geri-Yayılım Algoritması 
	2.2.1 Performans İndeksi 
	2.2.2 Zincir Kuralı 
	2.2.3 Duyarlılıkların Geri-Yayılımı 

	2.3 Geri-Yayılım Algoritmasında Sezgisel Düzenlemeler 
	2.4 Doğru Arama Yöntemleri 
	2.4.1 Adım Uzunluğu 
	2.4.2 Wolfe Koşulları 

	3. KUADRATİK FONKSİYON İÇİN KARARLILIK VE YAKINSAMA HIZI 
	3.1 Momentumlu Gradyan Düşümü Algoritmasının Fiziki Yorumu 
	3.2 Kuadratik Hata Fonksiyonları için Momentumlu Gradyan Düşümü Algoritmasının Kararlılığı 
	3.3 Önceki Çalışmalarla Karşılaştırma 
	3.4 Yakınsama Hızı 
	3.5 Deneyler 

	4. ETKİN ÖĞRENME PARAMETRELERİ İLE GERİ YAYILIM ALGORİTMASININ HIZLANDIRILMASI 
	4.1 Momentumlu Geri-Yayılım Algoritmasında Hata Fonksiyonunun Yerel Kuadratik Yaklaşımı 
	4.2 Geliştirilmiş Momentumlu Geri-Yayılım Algoritmaları için Genel Yapı 
	4.3 Hessian Matrisinin İteratif Yaklaşık Hesaplanması 
	4.5 Hessian Matrisini Hesaplamadan En Büyük ve En Küçük Özdeğerlerinin Hesaplanması 
	4.5.1   Tekniği 
	4.5.2 Güç iterasyonu 


	5. ETKİN PARAMETRELİ VE GELENEKSEL MOMENTUMLU GERİ-YAYILIM ALGORİTMALARININ KARŞILAŞTIRILMASI 
	6. SONUÇ VE ÖNERİLER 


