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öZET 

Bu çalışma dört bölümden oluşmaktadır. İlk üç 

bölümde, Riemann yüzeyleri ile ilgili temel kavramlar, 

analitik ve harmonik diferansiyel formlar ve konform 

invaryantlar üzerinde durulmuştur. Daha sonra dördün

cü bölümde, koropak t R;i_~~:z.eyıe..ı::..i ile ilgili ola

rak bilinen üç klasik teoremden (R_k!!!..~!l!:..: .. !:<<?C::b: ... t~o:ı:-emi, 
Abe 1 teQ;t:em.;i.., Jacobi Jnx.e.r.s...io.n_:t.e.ore.mi) Riemann-Roch 

teoremi ispatlanmış ve bunun bazı sonuçları verilmiş

tir. 
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S U t·1~1AR Y 

This thesis consists of four parts. In the first 

three chapters are concerned with the basic concepts of 

Riemann surfaces, analytic and harmonic differential 

forms on Riemann surfaces, and canformal invariants. 

After then, in the fourth chapter, we prove 

Riemann-Roch theorem which is known to be one of the 

classical theorems (Riemann-Roch theorem, Abel's theorem, 

Jacobi inversion theorem) for compact Riemann surfaces. 

At the end,we give some consequences of this theorem. 
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BöLüM ı 

ı. RIEMANN YüZEYLERi 

S bağlantılı Hausdorff uzay olsun. Bunun üzerinde 

aşağıdaki koşulları sağlayan bir 

ip= {ıj.ıi}iE.I 

fonksiyonlar ailesi varsa, S ye ip konforrtı yapısına sahip 

Riemann yüzeyi denir. 

i. Herbir ıj.ı. xonksiyonu 
ı 

ıj.ı. : U.+ D. 
ı ı ı 

bir Ui C S açık kümesinden, kompleks düzlernin bir Di 

açık alt kümesi üzerine bir homeomorfizmadır. 

ii. ıj.ı. fonksiyonlarının tanım kümelerinin ailesi 
ı 

S nin bir açık örtülüşünü oluşturur. Yani 

dır. 

iii. ip ailesindeki fonksiyonlar bir birlerine ana

litik olarak bağlıdırlar. Yani i, j E: I ve U. n U. =F ~ 
ı J 

için, 

f .. 
ı] 

-ı 
ıj.ı.Oıj.ı. 
ı J ıJ.ı.(u .. 'lu.)+ ıJ.ı.(u.n u.) 

J ı J ı ı J 

geçiş fonksiyonları analitik (holomorf) fonksiyonlardır. 

iv. ip ailesi maksimaldir. Yani ıj.ı bir U C S açık 
kümesinden ı/J (U) c a:: açık kümesi üzerine, herbir 

i E. I 1 D.() 
ı 

u =Ffl) ve z €. ıj.ı(Uiti U) =F~ 
için, 

-ı z +ıj.ı.Oıj.ı (z) 
ı 

dönüşümü analitik olacak şekilde bir homeomorfizma ise, 
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dır. 

Bir Riemann yüzeyi topolojik uzay olarak kompakt 

ise "kapalı Riemann yüzeyi" , kompakt değilse, " açık 

Riemann yüzeyi" denir. Biz bu çalışmada kapalı Riemann 

yüzeyleri ile ilgileneceğiz. Ancak çalışmamızın son 

bölümünde Riemann-Roch teoreminin sonuçları ile ilgili 

olarak kompakt kenarlı Riemann yüzeylerine de kısaca 

değineceğiz. 

S Riemann yüzeyi üzerinde bir ~o fonksiyonlar 

ailesi yukarıdaki (i), (ii) ve (iii) koşullarını sağlı

yorsa, bu ~o ailesi bir Maksirnal ~ ailesine genişleti

lebilir ve S, ~ konform yapısına sahip bir Riemann 

Ayrıca bu ~ konform yapısı tek olarak be-yüzeyi olur. 

Iirtilmiştir. Bu şekildeki ~ ailesine S üzerindeki o 
konform yapının bir tabanıdır denir. Buna göre bir 

Riemann yüzeyini belirtmek için, yüzey üzerindeki kon

form yapının bir tabanını (yani yukarıdaki ilk üç koşulu 

sağlayan bir fonksiyonlar ailesinin) belirtmek yeterli 

olacaktır. Bir Riemann yüzeyi ~ konform yapısı ile bir

likte (S,~) şeklinde göstermek uygunsa da, biz kısalık 

olsun diye sadece S ile göstereceğiz. 

Yukarıdaki tanımdan görüldüğü gibi bir S Riemann 

yüzeyi yerel olarak kompleks düzlemle aynı yapıya sahip

tir. ~ ailesinde bulunan $. fonksiyanlarına yerel para-
ı 

metre (yerel koordinat) denir. Tanım kümesi u olan bir 

$ € ~ alalım. Bir P ~ U noktası z € ~(P) ile tek şe

kilde belirtilmiştir. $ homeomorfizma olduğundan fark

lı z E $(U) noktaları farklı P ~U noktalarına karşılık 

gelir. Bu ise bize $(U) da bulunan z nin bir yerel de

ğişken olarak kullanılabileceğini gösterir. Hatta komp

leks z noktasının karşılık geldiği P E S noktası yerine 
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kullanmak mümkündür. Ancak bunu kullanabilmek için, S 

üzerinde bir z yerel değişkenine göre ifade edilen bir 

özelliğin yerel koordinatların değişiminden bağımsız 

olması gerekir. 

U., S de kapanışı kompakt ve~· (U.) düzlemde bi-
ı ı ı 

rim disk ise, u. ye parametrik disk denir. 
ı 

Teorem ı. S bir Riemann yüzeyi ise, herbir P€ S 

noktası bir parametrik diskin merkezidir. 

İspat. P
0 

, S Riemann yüzeyi üzerinde bir nokta 

olsun. Bu durumda P , U. kümelerinin bir çoğunda bu
o ı 

lunabilir. Böylece P civarında birçok yerel parameto 
reler mevcut olabilir. Bundan başka yeni yerel paramet-

reler de elde edebiliriz. Şöyleki, 

z = ~· (P) , U. deP ın komşuluğunda bir yerel 
ı ı o 

koordinat sistemi ve w= f(z) dönüşümü~· (U.) den kornp
ı ı 

leks düzlernin bir açık kümesi üzerine bire-bir konform 

dönüşüm ise, f(~. (P)) =w dönüşümüdeP komşuluğunda 
ı o 

bir yerel parametredir. Bu yerel parametreye ~. diyelim. 
J 

Özellikle ~i(P0 ) = z 0 ver yeter derecede küçük seçilir-

se, jz-z0 j < r diski Ui de bulunur. 

alınırsa, w= ~.(P) 
J 

rametre olup, ~.(P) 
J o 

üzerindeki her nokta 

merkezidir. 

z-z0 w=--
r 

P0 komşuluğunda yeni bir yerel pa

= O ve lwl < l dir. Böylece S 

bir parametrik diskin ( lwl < l) 

Riemann yüzeyi üzerindeki bir· f fonksiyonu yerel 

koordinatların bir fonksiyonu olarak gözönüne alınabilir. 

ve bu fonksiyonun bazı özellikleri yerel koordinatlar 

cinsinden incelenebilir. Fakat yerel koordinatlar cin

sinden incelenen özelliklerin bir kısmı (örneğin integ

ral kavramı) yerel koordinatların değişiminden bağımsız 
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olmayabilir. Bu nedenle incelenen özelliğin yerel ko

ordinatların değişirninden bağımsız olup olmadığı önce

likle araştırılmalıdır. 

f s + c 
fonksiyonu ıjJ. (P ) = O ın kornşuluğundaki z = ıjJ. (P) yerel 

ı o ı 

parametresi cinsinden P
0 

da analitik ise (yani O <JzJ< r 

d f ( -
1 

( ) ) ~ a zn · ) f P d ·· 1 1 · e ıjJi z = n~ı n ıse , ye 
0 

a regu er ana ı-

tik (veya holornorf) fonksiyondur denir. Bu analitiklik 

kavramı yerel koordinatların seçiminden bağımsızdır. 

Çünkü, bir analitik fonksiyonun analitik fonksiyonu yine 

bir analitik fonksiyondur. 

S bir Riernann yüzeyi ve u(x,y), G C S bölgesi üze

rinde tanımlı gerçel değerli bir fonksiyon olsun. u(x,y) 

yerel olarak bu bölge üzerinde tanımlı bir analitik (re

güler analitik) fonksiyonun reel kısmı oluyursa, u(x,y) 

ye "harrnonik .fbnksiyon" denir. Bir sonraki bölümde ana

litik ve harrnonik fonksiyonlar arasındaki ilişkiyi ayrın

tılı bir şekilde inceleyeceğiz. Bu fonksiyonlar arasında 

bire-bir bir ilişki olmadığı halde analitik diferansiyel 

formlar ile harrnonik diferansiyel formlar arasında 

bire-bir bir ilişki olduğunu göreceğiz. 

s 1 ve s 2 iki Riernann yüzeyi ve f : s
1 

+ s
2 

fonk

siyonu veri ls in. P ve f (P ) = Q ın kornşuluğundaki ·yerel o o o 
parametreler sırası ile z = ıjJi(P) ve w= ıjJj(Q) olsun. 

w= (ıjJ.ofoıjJ~l) (z) = g(z) 
J ı 

fonksiyonu her P
0 

E s 1 için analitik ise, f fonksiyonuna 

s 1 üzerinde analitiktir diyeceyiz. Bu tanım yerel koor

dinatların değişirninden bağımsızdır. Çünkü aşağıdaki 
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diyagramdan görüleceği üzere, P
0 

ve Q
0 
komşuluğundaki 

yeni yerel parametreler sırası ile ıjJ'. ve ıjJ'. ise, 
ı J 

f 
,.---------,.------ ----~ 

1 1 -ı , -ı -ı _, -ı 
ıjJ.OfO(ıjJ.) (z)=ıjJ.OıjJ. OıjJ.OfOıjJ. OıjJ.O(ıjJ.) (z) 

J ı J J J ı ı ı 

şeklinde yazılabileceğinden, analitiklik kavramının 

yerel koordinatların değişiminden bağımsız olduğu gö

rülür. Zira yukarıdaki son eşitliğin sağ tarafındaki 

ilk iki fonksiyonun bileşkesinin ve son iki fonksiyo

nun bileşkesinin analitik olduğu Riemann yüzeyinin ta

nımı gereği bilinmektedir. Ortadaki ıjJ .ofoıjJ~l bileşke-
] ı 

si ise, tanım gere§i analitiktir. 

s1 ve s 2 iki Riemann yüzeyi olsun. Bu yüzeyler 

arasında bire-bir bir analitik dönüşüm varsa, s
1 

ve 

s2 ye konform eşdeğerdir denir. 



BöL or,ı 2 

2. RIEMANN YÜZEYİ ÜZERİNDE DİFERANSİYELLER VE 

İNTEGRALLER 

2.1 Birinci Mertebe Diferansiyeller 

(x,y) düzleminde 

C = ( a , I ) , a ( t) = ( a 1 ( t) 1 a 2 ( t) ) = ( x, y) , O ~t ~ 1 

diferansi.yellenebilir eğrisi ve bu eğriyi bulunduran bir 

bölgede kompleks değerli, sürekli p(x,y) ve q(x,y) fonk

siyonları verilsin. C eğrisi üzerindeki f pdx + qdy 

eğrisel integıal aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır. 

f pdx + qdy = 
ı da1 da

2 f {p(a1 (t) ,a2{t))- +q(a 1 (t) ,a
2

(t) )-}dt 
c t=o dt dt 

ı dx dy 
f {p(x,y) dt + q(x,y) dt} dt 

t=o 
( 2. ı) 

Şimdi (x,y) düzlemi yerine bir S Riemann yüzeyi 

üzerindeki bir C eğrisi boyunca eğrisel integrali tanım

lamaya çalışalım. 

z = x + iy yerel parametresi cinsinden C eğrisi 

yine yU<arıdaki gibi verilmiş olsun. w = u + iv ve 

z = g{w) konfovm dönüşüm olmak üzere yeni değişkenler 
-ı alındığında C eğrisi w g (a

1
(t) + ia

2
(t)) ile ve-

rilmiş olup, 

dır.Buradan 

dx._ ax du+ ax dv 

dt au dt av dt 

dy = ay du + ay dv 

dt au dt av dt 
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( 

J ·;( ~' y\ -r.. 'i( r, u) d.:J )f' t ·.·) . 1..1· 

Ir. ' ı '·ı ar .. d!• oo· 
)lfı(;q(/1 aco(/)) ...;-._ / o(ı<ıU), a~(t)) -:-

1
·' -

1
J dt t.L · · ·' ~ (i/ 1 J · t n. (,/; 

elde edilir. 

' . ',_il.ı; _();; 
l'i(·u. i•) = fi'X(u, 1'), !J(u, 1')) ·:

1
· o(.ı\11 1'), ,,('u i'l1·:'· ' . \ (u. ' ' . ·' . ) 1 Ô<l , 

. ' . . . il.ı: 
111u. v) = ·ı1( r1 11 ı·' ''lll 1')) ·:· .. \ , I . \ ' ) t ,/ 1 . (}f' 

' . . . ()lj 
if~.r(u, 1'), !J\11, ı•)J 

111
, ( 2. 2) 

yazılırsa, 

d p(x,y)dx + q(x,y)dy = J p(u,v)du + q(u,v)dv 

bulunur. O halde eğriyi belirten yerel parametreler 

değiştiğinde eğrisel integralin invaryant kalması için 

(2.2) bağıntılarının sağlanması gerekir. Şimdi buna 

dayanarak Riemann yüzeyi üzerindeki birinci mertebe 

diferansiyel formu (bundan sonra sadece diferansiyel 

diyeceğiz) tanımlayalım. 

S Riemann yüzeyi üzerinde bir G bölgesi ve bu 

bölgede (x,y) yerel parametresi verilmiş olsun. p(x,y) 

ve q(x,y) G bölgesinde tanımlı kompleks değerli (veya 

reel değerli) fonksiyonlar olmak üzere 

w(x,y) = p(x,y)dx + q(x,y)dy 

şeklindeki ifadeye birinci mertebe diferansiyel diyece

ğiz. Ancak (x,y) yerel parametresi yerine(u,v) yerel 

parametresi alındığında yukarıdaki diferansiyel 

w(u,v) = p(u,v)du+q(u,v)dv 

şekline dönüşeceğinden buradaki p,q,p ve q katsayıla

rının (2.2) bağıntılarını sağlamaları gerekir. Yani 
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yerel koordinatların değişiminde katsayılar (2.2) bağın

tılarını sağlıyorlarsa, w(x,y) = p(x,y)dx+q(x,y)dy ifa

desine birinci mertebe diferansiyel diyeceğiz. 

f, G bölgesinde tanımlı kompleks değerli bir fonk

siyon olsun. ~(P) = (x,y) yerel parametresi cinsinden 

fw yı, 
fw = f(~-l(x,y~p(x,y)dx + f(~-l(x,y»q(x,y)dy 

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda fw da birinci mertebe 

diferansiyeldir. Çünkü x+iy = g(u+iv) yeni değişkeni 

alındığında, w birinci mertebe diferansiyel olduğundan 

fw nın katsayıları da (2.2) bağıntılarını sağlayacaktır. 

w
1 

= p
1
dx+q

1
dy , w

2 
= p

2
dx+q 2dy birinci mertebe 

diferansiyeller olsun. Bu takdirde 

wl + w2 = (pl+p2)dx + (ql+q2)dy 

toplamı da birinci mertebe diferansiyeldir. 

f rı ad olu üniversitesi 
MafkeZ KCıtüP~ 

w = pdx + qdy birinci mertebe diferansiyelinde 

p ve q fonksiyanlarına w nın katsayıları denir. w nın 

katsayıları sürekli ise, w ya sürekli, w nın katsayıla

rı C00 sınıfından ise, w ya C
00 

veya düzgiin (smooth) dife

ransiyel denir. örneğin f, S üzer:j_nde c'.::.o sınıfından 

ise, af af 
df= ax dx+ ay dy ( 2. 3) 

diferansiyeli S üzerinde düzgün birinci mertebe diferan

siyeldir. Buna f nin "total diferansiyeli" denir. f 

S üzerinde c2 sınıfından ise, f nin total diferansiyeline 

"tam diferansiyel" denir. 

w = pdx + qdy bir tam diferansiyel ise, 

ap = _aq 
( 2. 4) 

ay ax 

dır. Tersine basit bağlantılı bir bölgede (2.4) koşulu 

sağlanıyorsa w bir f fonksiyonunun total diferansiyelidir. 
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Böylece w diferansiyeli her bir parametrik diskte (2.4) 

eşitliğini sağlıyorsa, w yerel olarak tam diferansiyel

dir. Fakat yerel olarak w= df şeklindeki tam diferan

siyel S nin bütününde tek değerli olmayabilir. Böylece 

w S nin bütününde tek değerli bir fonksiyonun total di

ieransiyeli olmayacaktır. Bir w diferansiyelinin G C S 

bölgesi üzerinde katsayılarının birinci mertebeden sürek

li kısmi türevleri mevcut ve her bir parametrik diskte 

bu kısmi türevler (2.4) eşitliğini sağlıyorsa, w yerel 

olarak tam diferansiyel olup, buna G bölgesinde "kapalı 

diferansiyel" denir. 

2.1.1 Eğrisel integral. 

C = (a,I) , S üzerinde bir tek parametrik diskte 

bulunan diferansiyellenebilir bir eğri olsun. Bu para

_netrik diskteki yerel parametre ıp (P) = (x,y) ve 

ıp(C) = (ıpoa,I) olsun. w diferansiyeli C yi bulunduran 

bi.r bölgede sürekli ise, w nın C üzerindeki integrali 

f w = f pdx+qdy 
C ıJ; (C) 

şeklinde tanımlanır. Bu ifade (2.2) bağıntısına göre 

iyi tanımlıdır. Yani yerel koordinatların değişimin

den bağımsızdır. 

Şimdi C eğrisinin bir tek parametrik disk içinde 

bulunmadığı durumda eğrisel integrali tanımlayalım. C 

eğrisi kompakt olduğundan, bunu 

o = t < tl < ... < t o n ı, I. : t. l ~ t ~ t. 
ı ı- ı 

olmak üzere sonlu sayıda ci = (a,Ii) parçalarına ayıra

biliriz. Ancak bu ayırınayı o şekilde yapalım ki her 

bir c. bir tek parametrik diskte bulunsun. Buna göre 
ı 

j. (~ ... : t j' ,,, 
( .' i __ ., l ( '' 

şeklinde tanımlanabilir. Bu tanım birim aralığın ve C 
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nin ayrışımından bağımsızdır. Şimdi bunu gösterelim. 

t. 1 ve t. arasına bir tek t' noktası ilave ederek C. 
ı- ı ı 

yi C! ve C'.' parçalarına ayırırsak, 'integralin toplam
ı ı 

sallığı ve bir tek parametrik diskteki integralin 

koordinat değişiminden bağımsız olduğu gözönüne alı-

nırsa, 

f w = c~ w + c~· w 
ci ı ı 

elde edilecektir. Böylece f w bu ayrışım ile de aynı 

değere sahip olacaktır. Herhangi bir ayrışım sıra ile 

tek noktaların ilavesi ile elde edilebileciğinden, f w c 
herhangi bir ayrışımda da aynı değeri muhafaza edecek-

tir.Birim aralığın ikinci bir ayrışımı 

o = t~ < ti < . . . < t~ = ı 

ise, birim aralığın bu ayrışımı ile ilk ayrışım c nin 

bir parçalanışını verecektir. Bu parçalanış ile elde 

edilen integral orijinal integrallerin her ikisine de 

eşit olacaktır 

C eğ-risi parçalı diferansiyellenebilir bir eğri 

ise, C. ler diferansiyellenebilir eğriler olmak üzeri 
ı 

c= clc2 ••. cn olacağından, 

/
.w _ t r "' 

• 1' ,_ ·, JC; 

yazılabilir. Böylece sürekli bir diferansiyelin par

çalı diferansiyellenebilir bir eğri üzerindeki eğrisel 

integrali tanımlanmış olur. 

C kapalı eğri ise, cfw ya w nın C üzerindeki 

"periyodu" denir. 

w kapalı diferansiyel ve C = (a,r), S üzerinde 

bir D parametrik diskinde bulunan diferansiyellenebilir 

bir eğri olsun. D de ·c yi x=aı (t), y=a_
2

(t)- (t f. I) 



ll 

şeklinde belirtelim ve w = df(x,y) olsun. Buna göre 

dır. a(O) = P
0 

ve a(l) = P1 ise, 

[w= Jı.l)ı) -/(/';ı) ... 
olur. Böylece integral sadece f nin, C eğrisinin uç 

noktalarında aldığı değerlere bağlıdır. 

c eğrisi bir tek parametrik disk içinde değilse, 

c yi, 

O= t
0 

< t 1 < ..• <tn= 1 için Ik: tk-l~t ~tk 

alt aralığı olmak üzere, ek (a,rk) alt yayıarına ayı

rabiliriz. Bu ayrışımı o şekilde yapabiliriz ki her 

bir ek yayı bir tek parametrik diskte bulunur. ek yay

larının son noktalarını a(tk) =Pk ile gösterelim. Bu 

takdirde fk(P), PE Dk için tanımlı olmak üzere, yerel 

olarak w = dfk şeklinde yazılabilir. Dk diskinde fk 

fonksiyonu bir sabit farkı ile belirli olduğundan 

P,Q f. Dk için fk(P)-fk(Q) farkı iyi tanımlıdır ve Dk da 

kullanılan yerel koordinatlardan bağımsızdır.Şimdi 

( 2. 5) 

diyelim. 

Bir w diferansiyelinin eğrisel integralini tanım

larken diferansiyellenebilir (veya parçalı diferansi

yellenebilir) eğrileri almıştık. Eğer w, S üzerinde 

kapalı diferansiyel ise, (2.5) eşitliğini kullanarak 

w nın eğrisel integralini keyfi eğrilere genişletebi

liriz. c= (a,I), S üzerinde bir eğri ve c 1 ,c2 , •.. ,cn 

c nin bir alt böllünüşü ve her bir ek bir Dk parametrik 

diskinde bulunsun. w kapalı diferansiyel olduğuna göre 

herbir Dk da w = dfk şeklindedir. (2.5) e göre 
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/
• '" .=o 

.•i' 

H lı 

2:.: lf, u· .ı -- .r,. u·" -ı·, : -- l~ 
!-1 k--1 

şeklinde tanımlayalım. Bu tanım C nin alt bölüntüsün

den bağımsızdır. (Springer, 1957) 

Böylece C herhangi bir eğri ve w kapalı diferan

siyel ise, fw nın iyi tanımlı olduğu görülür. 
c 

Teorem 2. w, S üzerinde kapalı diferansiyel ve 

C (a,I) eğrisi verilsin. Bu takdirde 

[
1 

w = - I w 
c c 

dır. 

ispat. 

f w=~~ :.r ..... J.(l',. ... k)- f,-ı(/J,. .. ,,,ıl) 
, ... , .~.J 

k=l 

.. 
c.. L: UA (1 1

1. . ıl ·- h (l' d) 
1.:-' ı 

----I,_, 

bulunur. 

c = cı cı ise, 

f w f w+ f w 
clc2 Cl c2 

dır. 

c = (a,I) sabit eğri ise, a ( t) 

pk pk-1 = P
0 

olup, 

fw= o 
c 

dır. 

P dır ve 
o 
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w 1 S üzerinde tam diferansiyel ise, S de tanımlı 

bir f fonksiyonu için w= df şeklindedir. Herhangi bir 

C = (a,I) eğrisi için 

I (,ı .cf tl{ ·· .f(cr(J)) · .f(••(ll)l 

dır. w tam ve C kapalı bir eğri ise, a(J) = a(O) 

olduğundan 

bulunur. 

Teorem 3. C
0 

= (a
0
,I) ve c

1 
ler ve w kapalı diferansiyel ise, 

dır. 
f. c<)"'" r. '" 

d .. "'-ı 

<a 1 ,I) homotop eğri-

ispat. C
0 

eğrisini c1 eğrisine deforme eden sürek

li ~ dönüşümü, 

ep : Ixi + s 
ve 

cp(t,O) 

olsun. 
2 

Ixi karesini n sayıda eşit kareye ayıracağız. 

Ancak bu ayırınayı o şekilde yapacağız ki herbir karenin 

köşegen uzunluğu Y2;n olacak ve bu köşegen uzunluğu, S 

üzerindeki parametrik disklerin ~-ı ters dönüşümü altın
daki görüntülerinin, Ixi karesi üzerinde oluşturduğu 

örtünün Lebes_9ue sayısından (l) küçük olsun. Herbir kü

çük karenin cfı altındaki görüntüsü bir tek parametrik 

disk içerisinde bulunacaktır. 

(1) Lebesgue sayısı: E kompakt bir metrik uzay olsun. 

E nin her bir {U.} açık örtüsüne, aşağıdaki özelliğe 
ı 

sahip bir 6 > O sayısı karşılık gelir ve bu sayıya 

tU.} örtüstine karşı gelen Lebesgue sayısı denir. Çapı 
ı 

~ dan küçük olan E nin herhangi bir alt kümesi, bir 

u1 lÇl~rlsindc bulunur (Sprlngcr, 1957). 
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Köşeleri 

()_ ~ı (._i _ı ı_ ~) (.i_i _! u .. ! ) ( j_ ~~_!_!) i 1-
11 ' li 1 ' \ ll ' ll ' /1. ' ll / ' \ll ' ll / , . , ' 

O, !, ... , u 

noktalarında olan küçük karelerin çevrelerinin ~ altın

daki görüntülerinin herbiri bir parametrik disk içinde 

bulunan r. k kapalı eğrileridir ve yönleri önceden belir-
J , 

tilmiştir. w yerel olarak tam olduğundan 

Jr .. ; w il 

dır. Ixi içinde bulunan bir karenin herbir kenarı iki 

bitişik karenin kenarıdır ve bir b~rlerine göre ters yö

ne sahiptir. Buna göre, 

C 4ı(l,s) , s E.. I 

ve 

C ~(O,s) , s E::. I 

eğrilerini göstermek üzere 

bulunur. 

~(O~s)= Ct (o) ve ~(l,s)= Ct (ı) olduğundan 
o o 

_l.w o ve /~ ı '"' 
() 

dır. o halde 

bulunur. Teorem 2 gözönüne alınırsa, bu son eşitliğin 

teoremin ispatı olduğu görülür. 

Sonuç. C kapalı eğrisi bir noktaya homotop ve w 

kapalı diferansiyel ise, 

dır. 

fw = O 
c 

Bu sonuca göre kapalı bir diferansiyelin kapalı 

bir eğri boyunca eğrisel integrali, bu eğrinin homotopi 



ıs 

sınıfına bağlıdır. 

2.2 İkinci Mertebe Diferansiyeller. 

Uk' S Riemann yüzeyi üzerinde bir parametrik disk 

ve zk xk+iyk bu parametrik diskte bir yerel parametre 

olsun. Bu parametrik diskte, 

diferansiyel formunu gözönüne alalım. (Burada ek ( zk) 
kompleks değerli veya reel değerli bir fonksiyondur). 

uk n u. * o olmak üzere z., u. de bir yerel pa-
J J J 

rametre ve zk E.. (Uk n Uj) de ek katsayıları 

a(x.,y.) 
ck=c. J J 

J a(xk,yk) (2.6) 

bağıntısını sağlıyorsa,Jl ya ikinci mertebe diferansiyel 

denir ve kısaca Q = cdxdy şeklinde yazılır. (Burada zk 

ve z. sırası ile Uk ve U. parametrik disklerindeki yerel 
J J 

parametrelerdir ). c katsayısı sürekli ise, Q ya sürek-

li, c reel değerli ise, Q ya reel, c pozitif ise, Q ya 

pozitif ve c yerel olarak integrallenebiliyorsa Q ya in

tegrallenebilir denir. 

f, S üzerinde kompleks değerli bir fonksiyon ve Q 

ikinci mertebe diferansiyel ise, ~(P) = (x,y) yerel pa

rametresi cinsinden 

fQ = f(~-l(x,y))dxdy 
olmak üzere fQ da ikinci mertebe diferansiyeldir 

Ql = c1 dxdy ve Q2 = c 2dxdy iki diferansiyel ise, 

Ql + Q2 = (c1rc2 )dxdy 

toplamı da ikinci mertebe diJeransiyeldir. S üzerindeki 

ikinci mertebe dixeransiyellerin kümesi S üzerindeki 

sürekli fonksiyonların halkası üzerinde (önceki çarpım 

ve toplam ile) bir modüldür. 
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2.2.1 İkinci mertebe diferansiyellerin integrali. 

~ = cdxdy S üzerinde ikinci mertebeden sürekli 

diferansiyel olsun. G bölgesi S üzerinde bir tek paramet

rik disk içinde kalıyorsa, ~ nın G bölgesi üzerindeki in
tegrali 

I I ~ 
G 

=If 
ıJ; ( G) 

a (x,y) 
cdxdy = f f c(x(u,v) ,y(u,v) )a (u,v) dudv 

ıJ; (G) 

şeklinde tanımlanır. 

G bölgesi kapanışı kompakt ve bir tek parametrik 

disk içinde kalmıyorsa,{e.} birimin bir ayrışımı olmak 
ı 

üzere 

I I~ = 
G 

I I 1;e. ~ = 
ı 

If 
G 

e.~ 
ı 

şeklinde hesaplanabilir. Bu son integraller birimin ay

rışımından bağımsızdır (Rodin and Sario, 1968). 

G bölgesi kapanışı kompakt olmayan bir bölge ise, 

VC G kapanışı kompakt olan bir bölge olmak üzere pozitif 
~ diferansiyeli için 

I I ~= 
G 

l.u.b. If~ 
ve G v 

şeklinde tanımlanır. 

G bölgesindeki ~ diferansiyelinin mutlak değeri 

1~1 = jcjdxdy şekJinde tanımlanır vel~l da ikinci mertebe 

diferansiyeldir. Buna göre ~ reel diferansiyeli için 

~+ = ~cı~ı + ~>, ~- = ~cı~ı-~> 
olmak üzere 

dır. 

If~ = 
G 

If ~ 
G 
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Q kompleks diferansiyeli integrallenebilir diferan

siyel ise, 

I{; Q = I I G ReQ + 

şeklinde verilir. 

i I I 
G 

ImQ 

Regüler bölge: G C S bölgesi aşağıdaki koşulları 

sağlıyorsa, G ye regüler bölge denir. 

i. G nin S deki kapanışı kornpakt, 

ii. G nin sınırı sorrlu sayıda parçalı analitik 

eğrilerden oluşuyor, 

iii. S-G nin hiç bir bileşeni kornpakt değil. 

Stokes teorerni: R, S üzerinde regüler bir bölge 

ve w, R de c1 sınıfından birinci rnertebe diferansiyel 

olsun.Bu takdirde 

/.• . . t'f/,ı,, 1 \ 
) 1i(.r, y) ı/.ı· 1- <J(.r, :J) dy =. J \~r - :<;) •'t t/;.1 

dır. Stokes teorerninin daha kullanışlı bir diğer şekli 

ise, w =pdx+qcty, f,R de c1 sınıfından olmak üzere, 

{,.( 1ıdr ı . 1 .tı1) . (j'.r('!!i.- ''P~.tı ıly 1 j:_.((,t'_:i- ,/1\:r,/'/ 
1 . 1. . ıl.. ''!;/ . 1 \ ''·' d·j l ' 

(1 u lt ll 

dır (Springer, 1957). 

2.3 Diferansiyellerin Dış Çarpımı 

Daha sonra görüleceği gibi, S Riernann yüzeyı uze

rindeki fonksiyenlara sıfırıncı rnertebeden diferansiyel

ler dernek uygun olacaktır. Kompleks değerli fonksiyon

ları f,g,h gibi alfabenin küçük harfleri ile göstere

cegiz. Birinci rnertebe diferansiyelleri Greek alfabesi

nin küçük harfleri ile (w,y,TI, ••• ) göstereceğiz. Yerel 

olarak cdxdy şeklinde ifade edilibilen ikinci rnertebe 

diferansiyelleri ise, Greek alfabesinin büyük harfleri 

ile (n,r, ... ) göstereceğiz. 
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Şimdi iki diferansiyelin dış çarpımını tanımlaya

lım. k ıncı mertebeden bir diferansiyel ile n inci 

mertebeden bir diferansiyelin çarpımı, k+n ~ 2 ise, 

(k+n) inci mertebeden bir diferansiyel olacaktır. 

(k+n) > 2 ise, çarpım idantik olarak sıfır olacaktır. 

Sıfırıncı mertebeden f ve g diferansiyellerinin çarpı

mı f.g ile gösterilir ve (f.g) (P) = f{P) .g{P) şeklinde 

tanımlanır. Burada f(P).g(P) iki kompleks sayının bi

linen çarpımıdır. Sıfırıncı mertebeden f diferansiye

li ile, birinci mertebeden w = pdx+qdy diferansiyeli

nin çarpımı xw = (fp)dx+(fq)dy şeklinde tanımlanır. 

birinci mertebe diferansiyellerin dış çarpımı, 

chol.r =O, du ,i,: = o, Jr :Iy = - dy d,. 

olmak üzere, 

şeklinde tanımlanır. Kolayca görülebileceği gibi w
1

w
2 

çarpımı ikinci mertebe bir diferansiyeldir. Ayrıca 

w1 w2 = -w
2

w
1 

dır. 

Sıfırıncı mertebeden f diferansiyeli ile 

Q cdxdy ikinci mertebe diferansiyelinin çarpımı 

fQ = (fc)dxdy 

şeklinde tanımlanır. 

a a d = (--)dx + (--)dy ax ay 

lineer diferansiyel operatörünü şu şekilde tanımlayalım. 
f ,..... cı . 

ve 

c.. ısel 

w E.. c1 · ıse, 
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dır. 

' \ 
ıl J! . ı 
:-- ıl il , d.r 
,Iy / 

c~rüldüğü gibi d operatörü k. mertebe diferansiye

le etki ettiğinde (k+l). mertebeden (k~ 1) bir diferan

siyel elde ediliyor. 

~ = cdxdy ikinci mertebe diferansiyeli için 

oc ac 
d~= (dc)dxdy = [ (0 x)dx + (0Y)dy] dxdy =o 

dır. O halde d operatörünün aşağıdaki özelliklerini 

söyleyebiliriz. 

i. dd = o 

ii. f f:_ c2 ise, ddf o 

iii. w E. c2 ise, ddw o 

iv. d ( fg) fdg + gdf 

v. d(fw) (df)w+ f(dw) -w ( df) + f(dw) 

Eşlenik operatör {~) ile gösterilir ve sadece bi

rinci mertebe diferartsiyeller için aşağıdaki şekilde ta

nımlanmıştır. 

.,,, = -- '1 d.ı + J! ı/y 

w birinci mertebe diferansiyel ise, •w da birinci 

mertebe diferansiyeldir. 

Yukarıdaki tanıma göre (•) operatörünün aşağıdaki 

özelliklerini kolayca görebiliriz. 

olsun. 



20 

u.ı 1 -~,.; .! 

(:ı;a.r) ıl r ! (il/ıl•/ 1 ,f.ı/ olduğuna göre, 

şeklinde tanımlanırsa, f €. c 1 için, 

* (t!f) (
,If il( ) .. . "ı: ı ... d:! ··.:· 
rl.r ıl!l 

il/ l!.r ı ill ıl !i 
ily ,ı.r 

( ... !)/ 

dır. 

f c e~ ve ''"' .·.· · ,.rJf ise, w ya co-exact (yan-tam) dife

ransiyel denir. 

Birinci mertebe w = pdx+qdy diferansiyeli için, 

( 
(1 il ) ( ilı; (Jp) 

·- ·.- d.. ı ;- ı(y ( p d.t ı '1 ıl.t/ı .__ - ('i!) ··- ,··J.ı· Jı; ,1:; 
ıly fi.c . 

ve 

(
il Cl ) (ı_'Jo ,-; .. ) (/ *•·· ··· -.-.·l.ı•·l -ıl'.' (-ı·,,·t.ı: 1!;,,1 .. ,.·, .. _. · 1 t'·t·' v \. r :-- ı.ı. '··J ,l.r ıl!f · , ·. · · · ,l.ı.: cJ,;. 

olduğuna göre 

yazabiliriz. 

wt.c1 ve d.!tw 

diferansiyel denir. 

w = df veya w='d(-f) 

siyel yan-tamdır. 

f ,... c2 . = ıse, 

/':.f ·- ıhlf 

O ise, w ya co-closed (yan-kapalı) 

a•w = o ise, w yerel olarak tam ve 

dır. Böylece yan-kapalı diferan-

operatörü 

şeklinde tanımlanır. 6 operatörüne Laplace operatörü 

denir. 

2.4 Harmonik ve Analitik Diferansiyeller. 

w diferasiyeli s üzerinde f ~ c 2 olmak üzere w= df 

şeklinde yazılabiliyorsa, w ya tam diferansiyel denir. 
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w yerel olarak tam diferansiyel ise, yani herbir para

metrik diskte c2 sınıfından bir f fonksiyonunun total 

diferansiyeli şeklinde yazılabiliyorsa w ya kapalı di

feransiyel denir. w ~ c1 sınıfından bir diferansiye

lin kapalı olması için gerek ve yeter koşul dw = O dır. 

Her tam diferansiyel kapalı olduğu halde (çünkü ddf = O) 

her kapalı diferansiyelin tam olduğunu söyleyemeyiz. 

w kapalı diferansiyel ve c, S üzerinde kapalı bir 

eğri olmak üzere c!w integraline w nın periyodu denir. 

C ve C' bir birine homolog eğriler ise, cfw = c!ıw oldu

ğundan bir eğri boyunca periyod, sadece eğ::ıi:inin homolo-

ji sınıfına bağlıdır. c -0 ise, crw= o dır. w tam ve 

c kapalı bir eğri ise, cfw= O olduğundan bir tam dife

ransiyelin bütün periyodları sıfırdır. Buna göre aşa

ğıdaki teoremi ifade edebiliriz. 

Teorem. Kapalı bir w diferansiyelinin tam olması 

için gerek ve yeter koşul bütün periyodlarının sıfır ol

masıdır. 

İspat. Gerekliliği yukarıda ispatlamıştık. Ye

terliliği ispatlayalım. Yani bir kapalı diferansiyelin 

bütün periyodları sıfır ise, tam olduğunu gösterelim. 

p 

S üzerinde sabit bir Q noktası seçelim. fw in-
Q 

tegrali Q dan P ye giden herhangi bir yol boyunca iyi 

tanımlıdır. Çünkü, cı ve c2 Q dan p ye giden herhangi 

iki yol ise, c1c-2
1 kapalı bir yoldur ve fw =0 dır. 

c c-ı 
o halde F(P) Jw fonksiyonunu tanımlaya~iİiriz. Şimdi 

Q 
ı F € C ve dF w olduğunu gösterelim. S üzerinde bir 

P
0 
noktası alalım ve U parametrik diskinde ~(P) = (x,y) 

yerel parametresi için ~(P0 ) = (0,0) olsun. U daki 

herhangi bir P noktası için, 

p p 

F (P) = f w + f w 
Q Po 

dır. Burada ikinci integral P dan P ye giden doğru o 
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parçası üzerinde alınmıştır. Şimdi w = pdx+qdy olmak 
aF ap üzere ax ve ay kısmi türevlerini hesaplayalım. 

dır. 

L im ; [ F ( ıjJ - l ( x, O ) - F ( ıjJ - l ( 0 , 0 ) ) 
x~o 

1 X 
= lim - f p ( x, O) dx 

X~O X O 

= p(O,O) 

= Lim [F(ıjJ-l(O,y))-F(ıjJ-l(O,O))] 
y~o 

ı y 
= L im - f q (O, y) dy 

y~o y o 

q(O,O) 

aF 
ax = p, q olduğuna göre, F ~ c2 

elde edilir. 

2.4.1 Harmonik diferansiyel. 

ve w =df 

Bir f E c2 fonksiyonu için. ~f = O ise, yani yerel 

olarak O ise, f ye harmonik fonksiyon de-

nir. 

S üzerinde 
ı w E. C diferansiyeli herbir parametrik 

diskte, harmonik bir f fonksiyonunun total diferansiyeli 

şeklinde yazılabiliyorsa, (yani w =df) w ya "harmonik 

diferansiyel" denir. 

w harmonik diferansiyel ise, yerel olarak kapalı

dır ve dw = O dır. Ayrıca herbir parametrik diskte 

w = df ve d~df =O olduğundan d•w =O dır. O halde 

hem kapalı hem de yan kapalıdır. 
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Tersine, dw = O ve d*w = O ise, birinci koşul ge

reği yerel olarak w= df şeklinde yazılabilir. !kinci 

koşul gereği d(*df) = O olup, f harmoniktir. Böylece 
ı 

w harmonik diferansiyeldir. Buna göre w~ C diferan-

siyelinin harmonik olması için gerek ve yeter koşul 

dw = O ve d~w = O dır. 

,,, - Jl d.r ı ., .Iy harmonik diferansiyel olsun. 

olduğundan, yerel olarak ilp/o'ly -- a,,_/,J.ı ve ;,p/cl.ı -" -,,,1/:iu 

dır. Bu denklemler p ve -q için tam cauchy-Riemann 

denklemleridir. Böylece bir w= pdx+qdy diferansiyeli

nin harmonik olması için gerek ve yeter koşul, p-iq 

fonksiyonunun z=x+iy nin regüler analitik fonksiyonu 

olmasıdır. 

S üzerinde c 1 sınıfından yerel olarak 

f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y) şeklindeki f fonksiyonunun 

regüler analitik olması için, u ve v nin cauchy-Riemann 

denklemlerini sağlaması gerekir. 

df = du+idv ve 
illi ı ilıı . 1 - ~ Jı, . ~ li !1 -.· .•. !! 
oy ;ı_ı: 

olduğundan, du ve dv eşlenik diferansiyellerdir. Böy

lece 

df = du+i *du , * df = *du-idu = -idf 

yazılabilir. Bundan başka f t. c 1 ve ~df = -idf ise, 

f regüler analitiktir. Buradan dv =*du elde edilir. Bu 

da Cauchy-Riemann denklemleridir. Böylece f 4Z c
1 

fonksi

yonunun regüler analitik olması için gerek ve yeter 

koşul *df = -idf dır. Ayrıca reel değerli u ve v 

fonksiyonları dv =*du koşulunu sağlıyorsa, u ve v 

eşlenik harmonik fonksiyonlardır. 
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2.4.2 Analitik diferansiyel. 

Bir w diferansiyeli S üzerindeki herbir pararnetrik 

diskte bir analitik fonksiyonun total diferansiyeli ola

rak yazılabiliyorsa, w ya analitik (veya holornorf) dife

ransiyel denir. 

ı Bir w t;.. C diferansiyelinin yerel olarak tam dife-

ransiyel olması için gerek ve yeter koşul dw = O dır. 

Bu dururnda w =df şeklinde yazılabilir. f analitik ise, 

~df = -idf (veya Fw= -iw) dır. Buna göre bir diferan

siyelin analitikliği için aşağıdaki kriteri verebiliriz. 

w~ c1 diferansiyelinin S üzerinde analitik olması için 

gerek ve yeter koşul dw = O ve*w = -iw dır. 

Teorern 5. w analitik diferansiyel ise,harrnoniktir. 

İspat. w analitik olduğuna göre dw = O ve dw= -idw=O 

dır. O halde w harrnoniktir. 

w harrnonik diferansiyel ise, dw = O ve dw = O dır. 

Böylece d("' w) =O ve d""(~ w) = -dv..ı =O koşulu sağlandığın

dan ·ıı:-w da harrnonik diferansiyeldir. *w a, w nın eşlenik 

harrnonik diferansiyeli denir. 

tık diferansiyeldir. Çünkü dy 

Bu dururnda y=w+ i*w anali

dw+id~ w = O ve 

*y=*w -iw = -iy dır. Böylece her harrnonik diferansi

yele w +i*w şeklinde bir analitik diferansiyel karşılık 

gelir. 

Şimdi bir diferansiyelin kompleks eşleniğini ta

nırnlayalırn. f = g+ih kompleks değerli fonksiyonun komp

leks eşleniği f = g-ih olsun. Bu takdirde w =Pdx qdy 

diferansiyelinin kompleks eşleniği w = pdx + qdy şeklin-
- -de tanımlanır. Burada p ve q kompleks değerli p ve q 

fonksiyonlarının kompleks eşlenikleridir. Benzer şekil

de Q = cdxdy ikinci rnertebe kompleks diferansiyelinin 
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-kompleks eşleniği ~ = c dxdy şeklinde tanımlanır. Ayrı-

ca d-;: = dw ve -= .,.w dır. 

"' = 1J tl..: kompleks diferansiyeli verilsin. 

/' ı- ;i Cf ı if 
·-,>- d.c ı ----:,.-- .!jl 

.. , ..:.ı 

diferansiyeline w nın reel kısmı denir. Her analitik 

diferansiyelin reel kısmı harmoniktir. Tersine her 

reel harmonik diferansiyel bir analitik diferansiyelin 

reel kısmıdır. Reel harmonik diferansiyellerle anali

tik diferansiyeller arasındaki bu dualite fonksiyonlar 

arasında yoktur. Çünkü, f 1 S üzerinde reel harmonik 

fonksiyon ise, s üzerinde tek değerli ve af;ax = ag/ay ' 

af;ay = -ag;ax koşullarını sağlayan tek değerli bir 

konjuge g harmonik fonksiyonu mevcut olmayabilir. Böy

lece S üzerinde reel kısmı f olan tek değerli holomorf 

fonksiyon bulunmayabilir. 

Bundan sonra bir Riemann yüzeyi üzerindeki harmo

nik ve analitik fonksiyonlar ile diferansiyellerin c1 

sınıfından olduğunu kabul edeceğiz ve bunlara regüler 

fonksiyonlar veya diferansiyeller diyeceğiz. Ayrıca 

fonksiyonların veya diferansiyellerin c1 sınıfından 
olmadığı ayrık noktalar ile de ilgileneceğiz. Böyle 

noktalarda fonksiyonların veya diferansiyellerin singü

leriteleri vardır denir. 

h fonksiyonu bir P ~ S noktasının U komşuluğun-o 
da tanımlı ve U-P

0 
da harmonik (veya analitik) ve regü-

ler olsun. Eğer harmonik (veya analitik) f fonksiyonu 

için, f-h fonksiyonu U da regüler harmonik (veya anali

tik) ise, f ye P
0 

da h singüleritesine sahiptir diyece

ğiz. Benzer şekilde bir 8 diferansiyeli P
0 

ın U komşu

luğunda tanımlı ve U-P
0 

da regüler harmonik (veya anali

tik) olsun. Eger harmonik (veya analitik) w diferansi

yeli için, w-8 diferansiyeli U da regüler harmonik 
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(veya analitik) ise, w ya P
0 

da e singüleritesine sa

hiptir denir. 

Bir f analitik fonksiyonu, ~{P)=z=x+iy, ~(P0 )d0 
yerel parametresi cinsinden, 

( ' '( ı ( " 1 " 1·; ı y _;) -. j ,~ ,: ) ) ' . ' (( ., .: i( .. , ·i ı ~ 

şeklindeki bir seri ile ifade edilmiş olsun. 

n >o ise, f nin p da n. mertebeden sıfır yeri o 
vardır denir. 

n <o ise, f nin p da o -n. mertebeden kutup yeri 

vardır denir. 

Sıfır ve kutup yerlerinin mertebesi tanımı koordi

nat değişiminden bağımsızdır. Yerel olarak n tam sayı

sı 

liııı ı \JVj 
.:, •U 

ifadesinin sıfırdan farklı bir sonlu değere sahip olması 

ile belirtilmiştir. Koordinatları z = ç{w), ç{O) O 

ve ç~(O) *O konform dönüşümü ile değiştirdiğimizi ka

bul edelim. 

ve 

lim 
w+ O 

q {w) = g ( ç {w) ) 

-n - -n w g (w) = lim w g ( ç {w)) 
w +O 

= lim (w-n/z-n) z-ng(z) 
w +O 

=ç' (O)n lim 
z +O 

-n z g{z) 

limit değeri sıfırdan farklı ve sonludur. 

f fonksiyonunun P
0 

da n. mertebeden kutup yeri 

varsa, f nin singüleritesi (veya esaskısmı) 

1 fl u + u /! f ı 
/ı( •. ) (' )) . - . --··-

..- .. _;;t .:.;jj ·1 
ı ... i •l. ı 
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şeklindedir. 

Bir Riemann yüzeyi üzerinde singüler noktaları sa

dece kutup noktaları olan analitik fonksiyenlara "mero

morf fonksiyonlar" denir. 

Yerel olarak, 

w ·· p(;:)d. · (o,.::" ı a,. 1. 1z" 1 ' ı·· )il .. , ''"=;C o 

şeklinde ifade edilen bir analitik diferansiyelde, 

n > O ise, w nın P o 
n < O ise, u:ı nın P 

o 

da n. mertebeden sıfır yeri, 

da -n. mertebeden kutup yeri 

vardır denir. Bir analitik diferansiyelin sıfır yeri 

ve kutup yeri tanımı koordinat değişiminden bağımsız

dır. ( Spr in ger, 19 5 7) 

Eğer w diferansiyelinin n. mertebeden bir kutup 

yeri varsa, bunun singüleritesi 

· --11 j .--ıı H ı ı -ı { IJ "'- (ll...ııZ -11. n il·' ·· ·- ·' li._ı.> ) Ic 

şeklindedir. 

Birinci mertebeden kutba,basit kutup denir. Sin

güleriteleri sadece kutuplar olan analitik diferansiye

le "meromorf diferansiyel" denir. 

D: <Izi < r) , P
0 
komşuluğunda bir parametrik 

olsun. w, sadece P da bir kutbu ve singüleritesi e 
o 

olan bir analitik diferansiyel olsun. Bu takdirde w-e 
D de analitiktir ve 

ru · (o+ ((;u- U) - ·' ) 

dır. Sağ taraftaki ikinci integral cauchy teoremi ge

reği sıfırdır. Buna göre, 
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~~ ıi· iu _ 1 

integrali koordinat değişirninden bağ·ırrsız 

olduğuna göre, w nın seriye açılırnındaki a_
1 
katsayısı 

yerel koordinat değişirninden bağımsızdır. a_
1 
katsayı

sına w nın P daki rezidüsü denir. 
o 

Teorern 6. S kornpakt Riernann yüzeyi olsun. w rne

rornorf diferansiyelinin rezidüleri toplamı sıfırdır. 

İspat. S kornpakt olduğuna göre w nın sadece son

sayıda P1 ,P2 , •.. ,Prn ayrık noktalarda kutbu rnevcutttr. 

w nın Pk noktasındaki rezidüsü a~~) olsun. Pk noktası 
kornşuluğundaki Dk pararnetrik diskini öyle seçelim ki 

j =1= k için Dk f'ı Dj = fJ olsun. Bu takdirde 

I w = 
aG 

G 
m 

S - U Dk 
k=l 

O dır. aG 

S üzerinde regüler bölgedir ve 

Uank olup aG, ank lara göre ne-

gatif yönlenrniştir. Böylece 

m ~-L .. w·= 
"' - '2 r. i Y' ıı ~~ : ;_ ; o 

.:......ı 

J.- ' ı a i'k • c ı 

elde edilir. 

Teorern 7. w1 = p 1dz ve w2 = p
2

dz S üzerinde iki 

rnerornorf diferansiyel olsun. Bu takdirde, 

wl P1 (z) = f(z) 
- = __;::.__ 
w2 p2(z) 

S üzerinde bir rnerornorf fonksiyondur. 

İspat. f(z) nin singüler noktaları sadece w
1 

in 

kutupları ve w2 nin sıfır yerleridir. Buna göre S 

üzerinde verilen bir noktaya sadece bir değer karşı gel

mektedir. Ayrıca bu değer yerel koordinatların seçimin

den bağımsızdır. Çünkü z = ç(w) koordinat değişimleri 



29 

arasında bir konform dönüşüm olsun. Bu takdirde 

--.l dz 
' Pı (w) = P2 ( z) ( dw) 

ve 

dır. O halde verilen koordinat sistemine bağlı olmak

sızın verilen bir noktaya bir nümerik değer karşı gel

mektedir. 

f, S üzerinde meromorf bir fonksiyon olsun. Bu 
df takdirde d.f ve f rneromorf diferansivellerdir. f ye-

rel olarak 

y{:.J , .. f(.p --ı(.:)) __ , u.,./' tt:ı·l ı./' 1 ı ·1 ... 

şeklinde seriye açılmış ise, yerel olarak 

df !/
1 

( z) 1 'ı . ' ) (ll ·.· '-'· ..... ( .. ; .,.,. (/1 O'.' 11\Z) = - j · h;ı ! .1 (j(;;) '"•' . 2 
... ) ,{;, 

·' 

dır. Böylece f nin bir sıfır yerinde, d~ nin rezidüsü 

f nin sıfır yerinin mertebesidir. f nin bir kutup ye

rinde d~ nin rezidüsü, f nin kutup yerinin mertebesinin 

negatifidir. Kompakt bir yüzey üzerinde meromorf bir 

fonksiyonun rezidüleri toplamı sıfır olduğundan, kom

pakt Riemann yüzeyi üzerinde meromorf bir fonksiyonun 

sıfır yerleri mertebelerinin toplamı (N), kutup yerleri 

mertebelerinin toplamına (P) eşittir. Buna göre A bir 

kompleks sayı olmak üzere, f-A meromorf fonksiyonu kom

pakt bir Riemann yüzeyi üzerinde A değerini f nin kutup

larının mertebelerinin toplamı kadar alır. 

G, S üzerinde bir regüler bölge ve w, G de anali

tik ve G de P 1 ,P 2 , ••. ,Pm noktalarında kutupları olan 
(k) bir diferansiyel olsun. w nın Pk daki rezidüsü a_

1 
olmak üzere, 

"' 
:!.ı.-i \.' a"; ....... 

dır. 
,,,,. k--1 
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f, G de analitik ve f nin G de sonlu sayıda sıfır

ları ve kutupları olsun. Ayrıca f, ~G üzerinde regüler 

olsun. Bu takdirde d~ nin G deki rezidüleri toplamı 

ı 

dır. 
df Böylece -r nin rezidüleri toplamı N-P ye eşittir. 

Buna göre 

olur. 

I df 
oG f 

27Ti(N-P) 



BöLüM 3 

3. KOMPAKT RIEMANN YÜZEYLERİ 

3.1 Regüler Harmonik ve Analitik Diferansiyeller. 

Bu kesimde sadece kompakt Riemann yüzeyi üzerinde

ki harmonik ve analitik fonksiyonları inceleyeceğiz. 

Burada temel problem, singüleriteleri önceden belirtil

miş analitik fonksiyonları (veya tam analitik diferan

siyellerin) mevcut olup olmadığını belirtmek ve eğer 

mevcutsa ne kadar farklı fonksiyon mevcut ve bu fonksi

yonlar arasındaki ilişkilerin ne olduğudur. Bunlar bi

ze kompakt Riemann yüzeyleri ile cebirsel fonksiyonlar 

arasındaki ilişkileri belirleyecektir. Bunun için önce 

yüzey üzerinde her yerde regüler harmonik diferansiyel

leri inceleyeceğiz. 

S bir Riemann yüzeyi ve w1 ,w 2 , ... ,wn S üzerinde 

sıfırdan farklı diferansiyellerin sonlu bir ailesi ol

sun. Hepsi birden sıfır olmayan c
1

,c2 , ... ,cn sayıları 

F cisminden seçilmek üzere 

ise, w1 ,w 2 , .•. ,wn diferansiyellerine lineer bağımlı 

denir .. Eğer böyle sayılar mevcut değilse, w
1

,w
2

, .•• ,wn 

diferansiyellerine lineer bağımsız denir. Biz F cismi 

olarak reel sayılar veya kompleks sayılar cismini alaca
ğız. 
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Bir Riemann Yüzeyinin cinsi (genus): 

Herhangi bir Riemann yüzey i yerel kompakt 

Hausdorff uzayıdır. Böyle bir uzay ise daima kompakt 

yapılabilir. O halde S bir Riemann yüzeyi ve s• kom

pakt Hausdorff uzayı olmak üzere, S den s* içine, S 

nin görüntüsü açık ve s* da yoğun (dense) olacak şe-
.. 

kilde bir topolojik eşyapı dönüşümü varsa, S a , S 

nin bir kompaktifikasyonu ve 

6. = s ll- -s 
kümesine de S nin ideal sınırı denir. 

Burada özel olarak Kerekjarto-Stoilow kompakti

fikasyonunu tanımlayacağız. 

~ genişletilmiş kompleks düzlemi göstersin. 

[0,1] kapalı aralığında bulunan Cantor kümesini göz

önüne alalım. 6. bu cantor kümesinin bir kapalı alt 

kümesi olsun. üst yarı düzlemde, kapanışları bir bi

rini kesmeyen sonlu ya da sayılabilir sayıda açık 6.g 

disklerinin {6. } ailesini, düzlernin bir noktasına 
g 

yığılmayacak şekilde seçelim. Ancak bu diskler 6. ya 

ait bazı noktalara yığılabilirler. Şimdi bu 6. diskg 
lerinin reel eksene göre simetrikleri olan 6.~ açık 

disklerinin {6.~} ailesini alalım. Bir 6.g nin sını

rında bulunan her z noktasının z ile özdeşlendiğini 

kabul edersek, 
• 1 s = (C- u 6. u ti. 

g g 
bir kompakt topolojik uzay olur. Herhangi bir S 

Riemann yüzeyi bu şekilde belirtilmiş olan s•- 6. ya 

homeomorf olur (Richards, 1963). 

s '11 uz ayına S nin Kerekj arto-Stoilow koropak tif i

kasyonu, 6. ya S nin Kerekjarto-Stoilow ideal sınırı 

ve 6. disklerinin sayısına da S nin cinsi denir. 
g 
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S kapalı yüzey ise, 6 boş kümedir. Yani ideal 

sınır sözkonusu değildir ve S nin cinsi sonlu bir sa

yıdır. 

S cinsi g olan bir Riemann yüzeyi ve H, S üzerin

deki harmonik diferansiyellerin Hilbert uzayı olsun. 

S nin normal şekli 4g kenarlı bir poligon olup kenarlar 

ıı, b 1 a 1·
1 ıı;· 1 

•.• a,1 bua~·ı b~ 1 sembolleriyle gösterilir. a. 
ı 

ve b. kapalı eğrileri parçalı analitik eğriler olarak 
ı 

alınabilir. Çünkü her Riemann yüzeyinin kenarları ana-

litik eğrilerden müteşekkil üçgenler ile üçgenlenebil

diği bilinmektedir(Ahlfors and Sario, 1960). Bundan 

başka {ai,bi}I=l ailesi, S üzerind~ki devirler için 

bir homoloji tabanıdır (Rodin and Sario, 1968). Yani 

S üzerindeki herhangi bir c deviri a. ve b. eğrilerinin 
ı ı 

bir lineer kombinasyonu olarak yazılabilir. 

w t H ye w kapalı diferansiyel ise, w nın herhan

gi bir c deviri üzerindeki periyodu, c ye homolog bir 

devir üzerindeki periyoduna eşittir. Buna göre, 

c -~ ı=~, 1 ;..,,,, 1 ~,,b, olmak üzere 

,,, = t ~-i ( (c>+ llı r ,, . 
.. 1 H 1 J b( 

dır. Böylece w nın herhangi bir c deviri üzerindeki 

periyodu ai,bi (i= 1,2, ... ,g) devirlerinin periyodu 

cinsinden ifade edilebilir. w nın a. ve b. devirleri 
ı ı 

üzerindeki periyodlarını sırası ile A. ve B. ile gös
ı ı 

terelim. Yani 

olsun. 

.·lı oc-=o r w, 
J a, 

}Ji ·.-c=/ w 
' b, 

i= 1,2, •.. ,g için A. =O ve B. =O ise, w tam 
ı ı 

diferansiyeldir. Fakat kompakt Riemann yüzeyi üzerin-

de tam harmonik diferansiyeller idantik olarak sıfır 
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olmak zorundadır. 

Bir w diferansiyelinin herhangi bir c deviri boyun

ca periyodu A. ve B. periyodları ile tam olarak belirtil-
ı ı 

miştir. Şimdi harmonik diferansiyellerin H vektör uzayı-

nın en çok 2g boyutlu bir kompleks vektör uzayı olduğunu 

ispatlayalım. 

w1 ,w 2 , .•. ,wn H da harmonik diferansiyeller ve 

A .i 

olsun. 

bilinmeyenleri için, 

}, 1 .l 1.1 "~ ı ~.1 },,. .ı,,. ı i) 

~-ı' l ı.:.! ,\~.ı~.~ 1 ,\, .1 ,, . ~ () 

:-.,.1 ı' J !· "-> l , .. u },,, 'l "' 1) 
(i 

'A ı fJ,. 1 i\2!:~.1 ·! ,\,, !1,,' ı ..... n 

A1H,,,, ,\::1; :~' i.J t\,/),,,j} (1 

lineer homojen denklem sistemini gözönüne alalım. 

n > 2g ise, n bilinmeyen ve 2g sayıdaki denklem

den oluşan bu sistemin trivial olmayan bir çözümü var

dır. Böyle bir çözüm için A· lerin hepsi birden sıfır 
ı 

değildir. Bu takdirde 

diferansiyelinin bütün periyodları sıfırdır. Böylece 

w = O dır. O halde n> 2g ise n sayıda harmonik dife

ransiyelden oluşan bir sistem kompleks sayılar cismi 

üzerinde lineer bağımlıdır. Buna göre H nın kompleks 

sayılar cismi üzerindeki boyutu en fazla 2g dir. Özel

likle g = O ise, dimH = O olduğ·undan, cinsi sıfır olan 

kompakt Riemann yüzeyi üzerinde regüler harmonik dife

ransiyel yoktur. 



35 

H nın boyutunun tam 2g olduğunu görmek için 2g 

sayıda lineer bağımsız harmonik diferansiyel inşa ede

lim. w. (i= 1,2, •.• ,2g) harmonik diferansiyellerini 
ı 

o şekilde oluşturalımki w. nin a. üzerindeki periyodu 
ı ı 

1, i =1= j ise, O ve w +· , (i=l,2, •.. ,g) için, g ı w +' nin g ı 

b. üzerindeki periyodu 1 ve i=l=j için b. 
ı J 

üzerindeki O 

olsun. örnek olarak w1 diferansiyelini inşa edelim 

diğerleri benzer şekilde inşa edilir. 

S Riemann yüzeyinin normal şekli aşağıdaki gibi 

olsun. 

a 1 eğrisi üzerinde P,Q ve R noktalarını ve ai1 eğrisi 
üzerinde P',Q' veR' noktalarını seçerek bunların kar

şılıklı olarak çakıştığını düşünelim. PP', QQ' ve RR' 

doğru parçalarını çizelim ve bunları S üzerine taşımış 

olalım. S üzernide f fonksiyonunu aşağıdaki şekilde 

tanımlayalım. 

a) PP'R'RP dörtgeni dışında f = O 

b) QQ'R'RP dörtgeni üzerinde f = 1 

c) PP'Q'QP dörtgeni üzerinde ve PP' , QQ' doğru 

parçaları üzerinde f sürekli ikinci mertebeden türev

lere sahip olsun. 

f nin RR' boyunca 1 sıçraması var fakat RR' nün 

her iki tarafında sabittir. RR' hariç olmak üzere 

S üzerinde rr
1 

= df diyelim. 

rr 1 kapalı diferansiyeldir, 

şında rr 1 = O ve içinde rr
1 

= 

RR' üzerinde rr 1 = O olsun. 

Çünkü PP'Q'QP dörtgeni dı

df ve drr
1 

= ddf =O dır. 
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n1 in a 1 üzerindeki periyodu 

!
. ·o 

,;·ı-··}.' df. 
. ~, 1 

f(</1 J\l') ı - o - 1 

dir. Çünkü a 1 in PQ doğru parçası dışında n
1 

= O dır. 

Bundan başka bütün a. (i=l, •.. ,g) ler ve b. {i=l, ... ,g) 
ı . ı 

ler üzerinde n1 = O dır. Böylece n
1 

in bu devirler bo-

yunca periyodu O dır. n1 kapalı diferansiyeli reel har

monik wh diferansiyeli ile tam df diferansiyellerinin 

toplamı şeklinde yazılabileceğinden (Springer, 1957) 

n1 kapalı diferansiyeli ile aynı periyoda sahip w
1 

reel harmonik diferansiyeli buluruz. Bu şekilde oluştu

racağımız 2g sayıdaki w1 ,w2 , .•. ,w2g diferansiyelleri 

lineer bağımsızdır. Çünkü, 

ise, w nın a. (i~ g) üzerindeki periyodu A. olur ve 
ı ı 

böylece A. =O, w nın b. (i~ g) üzerindeki periyodu 
ı ı 

Ag+i ve böylece Ag+i =O olur. Yani i= 1, ... ,2g için 

A. =O bulunur. O halde w. (i= 1, ... ,2g) diferansi-
ı ı 

yelleri lineer bağımsızdırlar. Buradan cinsi g olan 

kompakt Riemann yüzeyi üzerindeki regüler harmonik 

diferansiyellerin kompleks sayılar cismi üzerindeki 

boyutunun 2g olduğu görülür. 

3.2 Riemann'ın Bilineer Bağıntıları. 

Herhangi bir w ~ H harmonik diferansiyeli 2g sayı

daki w1 ,w2 , .•. ,w2g diferansiyellerinin 

şeklinde bir lineer toplamı olarak yazılabilir. Burada 

A. katsayıları w nın 
ı 

Bi katsayıları w nın 

a. 
ı 

b. 
ı 

göstermektedir. Bundan 

devirleri boyunca periyodunu, 

devirleri boyunca periyodunu 

sonra bu periyodlara w nın sıra-

sı ile A-periyodları ve B-periyodları diyeceğiz. 
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{w.} ~~ı kümesine, S üzerindeki harmonik diferansiyelle-
ı ı-

rin kanonik tabanı denir. Bir w harmonik diferansiyeli 

kanonik tabanın A
1

, ... ,Ag,B 1 , ... Bg periyodları ile tama

men belirtilmiştir. 

Şimdi S üzerinde analitik diferansiyellerin Aac H 

alt uzayını gözönüne alalım. Herbir w harmonik dife

ransiyeline If= w+i-"w şeklinde bir analitik diferansi

yel karşılık gelir. H nın bir diğer alt uzayı anali

tik diieransiyellerin kompleks eşleniklerinden oluşan 

i\ a uzayıdır. Yani ~ E. Aa ise "f' E. i\ a dır. w ~ H ise 

~~H dır ve ~'= ~ +i*w E Aa dır. Bu takdirde 

;:p'= w -i .itw E.. Aa olur. Ayrıca"'- -r/2; ~>'/:! yazılabilir. 

Böylece harmonik bir diferansiyel A ve X deki dife-a a 
ransiyellerin direkt toplamı şeklinde ifade edilebi-

lir. O halde Aa ve Aa alt uzayları H yı gerer. 

Teorem 8. Aa ve Aa , H nın ortegonal alt uzay

larıdır ve H= A ffi i\ dır. a a 

İspat. 

:t..p .-. - ve 

( ~~} ~:,'i 

elde edilir. 

alalım. Bu takdirde 

• 1 --- {.;: veya olduğundan, *-:·' 

Böylece k.,'·ı '-O ve Ali\ bulunur. a a 

(-) kompleks eşlenik operatörü Aa dan Aa ya 

bir izomorfizma tanımlar. Buna göre 

dimAa = dimAa ve dimAa + dimi\a = 2g 

olur. Buradan dimAa = g olduğu görülür. O halde aşa

ğıdaki özelliği ifade edebiliriz: 

Kompakt Riemann yüzeyi üzerindeki analitik (holo

morf ) diferansiyellerin boyutu yüzeyin g cinsine 

eşittir. 
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S Riemann yüzeyi üzerindeki holomorf diferansi

yellere "birinci tür abeliyen diferansiyeller" denir. 

S üzerindeki kapalı n diferansiyeli, a . ve b . ( i =1, 2 , ... , g) 
ı ı ı 

devirlerinin her noktasının bir komşuluğunda C sını-

fından olsun. 

· ,·J,, fıı U)'·" /J,, /,.. 1) ·co A', 
• ı ' t !· 

ile gösterelim. S nin n normal şeklinin içi basit bağ

lantılıdır. S üzerindeki bir bölgeye karşı gelen kıgffia 

yine n ile gösterelim. n deki her w kapalı djferansiye

li tamdır. Çünkü n basit bağlantılıdır ve basit bağlan

tılı bir bölgede her devir bir noktaya homotoptur. Böy

lece w nın n deki bütün devirler boyunca periyodu sıfır

dır. Buna göre n de w=df şeklinde yazılabilir.Buradaki 

f nin n de ikinci mertebeden sürekli türevleri mevcut 

ve hatta f nin ikinci mertebeden sürekli türevleri on ye 

genişletilebilir ve yine w=df olur. Fakat f, S üzerin

de tek değerli değildir. S nin normal şekli aşağıdaki 

şekilde olsun. 

a. üzerindeki:herbir Q noktası a~ 1 üzerindeki Q' 
ı ı 

ile çakıştırılmıştır. QQ', n de Q yu Q' ye birleştiren 

doğru parçası olsun. Bu takdirde QQ' ye S üzerinde bir 

devir karşılık gelir ve 

1 (<) 

. V<.J' 
( ,If - fUJ') ·· f(fJ) 

·'C...l:'..:' 

şeklinde hesaplanabilir. 
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QQ' deviri , (QP) + (PP')+ (P'Q') ye homologdur. Böy

lece 

f ( Q ' ) - f ( Q ) = I w+ 
QP 

I w + 
b. 
ı 

fw 
P'Q' 

olur. QP ve Q'P' , S üzerinde aynı yay olduğu hatırlanır-

sa, 

IW 
QP 

I w 
P'Q' 

elde edilir. 

ve I w= B. 
ı 

bi 

f(Q')-F(Q) =Bi 

olduğundan, 

Benzer şekilde b. üzerindekiR noktası ile b~l 
ı ı 

üzerindeki R' noktası çakıştırılırsa, 

bulunur. 

f(R')-f(R) = -A. 
ı 

Şimdi I fn 
\ integralini hesaplayalım. 

an 

/. . J. ,. . r ,. 
Jıı . . . 1J ı i . tJ 

... tlı ·' ;,, 

dı 1 "ı . d.~ ı ı u! 

( u 
~' u' 

ll,);, ( u 
Jı,, .. 

. B, r 1) 1-
.. ai 

dır. Böylece 

r fıı ... 
"'\lll 

tl 

Y' (J ,w. - n,A',) 
A-J 

A,)ı1 

(.ı:;) 

elde edilir. Bu bağıntıyı aşağıdaki tartışmada kullana

caij'ı z. 

I 

~ ve r- , S üzerinde birinci tür abeliyen diferan-

siyeller olsun. ip ve ıp' ortogonaldir. (o;:,:;') yü f nin 

A.,B. (j=l,2, ... ,g) periyodları ve 1{) 1 
nün A~,B'. peri-

J J J J 
yodları cinsinden hesaplayabiliriz. 

dır. Fakat f' S üzerinde kapalı olduğundan n de de ka

palıdır ve d~'= O iken ~ = df dır. 
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a., b. parçalı analitik ve 
J J 

b i le , II regüler bölge değildir. 

n, s üzerinde kompakt olsa 

Çünkü II, a. ve b. nin her 
J J 

iki tarafında da bulunur ve Stokes teoremini uygulaya-

mayız. Fakat II yi (4g) sayıda regüler bölgelere ayıra

biliriz ( rı nin herbir köşegeni ile bir iç noktayı bir

leştirerek). Stokes teoremini bu alt bölgelerin her 

birine uygularsak ki bunların bileşimi için de geçerli 

olacaktır. Buna göre 

. 1 J. 1 t , . 'r.., .. 
. tlll 

J 

1 )' (.!,w, 
"-' 

n, ı ~ı 

i-~ ı 

elde edilir. O halde teorem 8 gözönüne alınırsa, aşağı

daki teoremi ifade edebiliriz. 

Teorem 9. Birinci tür 'P ve ~;abeliyen diferansi

yellerin A ve B-periyodları 
il I: <.ı ;li~ . t: J J ~,.ı .·· - o ( 3. ı) 

j. ı 

bağıntısını sağlar. 

Benzer şekilde k,.;/) çarpımı hesaplanırsa, 

·/ ,. 1 j Jı,> 
. a:! 

elde edilir. Bu sonuç II~W 

il 

l
l 1 ~~ ı·; ı . i Y' ( .1 )~ 1 · n 1 J, ı >. n 

L..J 

j -ı 

il 

ı: )' (.1 Ji 1
j 

L... . .t 

J 1 

çarpımına uygulanırsa, 

( 3. 2) 

bulunur. Yani birinci tür bir abeliyen diferansiyelin 

A ve B periyodları (3.2) bağıntısını sağlar. (3.1) ve 

(3.2) bağıntılarına birinci tür abeliyen diferansiyel

ler için Riemann'ın bilineer bağıntıları denir. 

Sonuç ı. Her yerde analitik bir diferansiyelin 

A-periyodları (veya B-periyodları) sıfır ise, diferan

siyel idantik olarak sıfırdır. Bu sonuç (3.2) bağıntı

sından kolayca elde edilebilir 
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Sonuç 2. Birinci tür bir abeliyen diferansiyelin 

bütün periyodları reel i~e, diferansiyel idantik olarak 

sıfırdır. 

birinci tür abeliyen diferansiyeller 

için bir taban olsun. 

göster e 1 im. 

ıjJ. nin a.-periyodunu A .. ile 
ı ı ı,] 

ı (A .. ) ı =1= O 
ı,] 

dır. Çünkü bu determinant sıfır olsaydı, 
{/ 

Y' ;ı._,. ı , ; -- o, i 
J:.-1 '. • ı, ... ':'/ 
i-d 

homojen denklem sisteminin A1 ,A 2 , ... ,Ag şeklinde trivial 

olmayan bir çözümü olurdu. Fakat }q·.f;: ı · · · i AA· 11 holomorf 

diferansiyelinin A-periyodları sıfır olduğundan, bu di-

feransiyel idantik olarak sıfır olur. Bu ise, 

rin lineer bağımsızlığı ile çelişir. Böylece 

ll 

L :\.,_,.-ı,.,~ 
/ ___ , 0;,/., .J· iJ~ı··-,!/ /. 

" ı' :2, ... ' u 

ıjJ. le
ı 

denklem sistemini çözebiliriz. ""·=?:'~.ı.\. 1 • .;,,/. ı .... , 'i 

diyelim. fk lar birinci tür abeliyen diferansiyeller 

için yine bir taban oluştururlar. Bundan başka 'f k nın 

~~periyodu 1 ve j =1= k için aj-periyodu O dır. ~k nın 

b.-periyodlarını Bk . ile gösterirsek -,:ı,o'·"····,<frı tabanı 
J ,] 

için aşağıdaki periyod tablosunu elde ederiz. 

i1ı a~ a" lı ı h~ b" 
..... ---- ··-·· 

'(': l) (} 1; 1.1 11ı. ! ll ı.{/ 
.,"'),, ı o j; .. :.ı /! ~. ~ 1::',(1 

'( ıJ 
i 
i o 1) J: !f, J j; ll ı".! t:,,, ;/ 

Buradaki ~ 1 ,~ 2 , ... ,~g tabanına birinci tür abeliyen 

diferansiyeller için "kanonik taban" denir. Kanonik 

tabanın B-periyodlarının (B .. ) matrisi simetriktir. 
ı] 
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li ı' ı nı.~ J: ı' il 
u:,) 

H,,,ı t:f},'..! 11;: .. ) ' 

Çünkü 

larsak, 

.,, ve 1 'i; . __ 'r'.i alarak (3.1) bağıntısını uygu-

buluruz. .ı '' j .. c. iJ f' j olduğundan N1 ,, Ir;' p,(B .. ) mat-. .. ı' J 
risi simetrik olur. 

Şimdi 

j" lm /~ ı , ı 1 ı ı ı N 1 . ~ 
ifııı n,_.il . c l : 

i lııı n,,, ı lııt nv.~ 

ı !ıl 1 i ı' !1 

matrisinin pozitif tanımlı olduğunu görelim. Bunun için 

x. lerin hepsi birden sıfır olmayan reel sayılar olmak 
ı 

üzere, ;rı~· ı -ı · · · ı ·~'ı6iJ diferansiyeline (3.2) ba-

ğıntısını uygulayalım. Bu takdirde JJ., !!~ >- o ve ~ = xk 

ve 

dır. Buradan 
il 

o < i 2.:: :r ,cı: l u ~-.-;- ı 
J- ı 

veya 
ll 

O<)'"' 
.:....../ 

J ... ı ··-"ı 

elde edilir. Bu da (lıı;U1 .AJ 

ğunu gösterir. 

nin pozitif tanımlı oldu-

3.2.1 Singüleritelere sahip diferansiyeller için 

bilineer bağıntılar. 

Bu kesimde singüleriteleri olan analitik diferan

siyelleri inceleyeceğiz. Daha önce görüldüğü gibi g=O 
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ise yüzey üzerinde her yerde analitik olan diferansi

yel yoktur. Bunun için, bu trivial durumu gözönüne 

Burada singüleriteleri Z=x+iy yerel de-almayacağız. 

ğişkenine göre 

(ı_ı,, 
1 

a,. ... ı __ ·/- ... 
;:;lt /~ll· .. 1 

1 1.1-ı) 1 
1 -:-1- tı...:: 

şeklinde ifade edilebilen meromorf diferansiyelleri in

celeyeceğiz. Bir kompakt Riemann yüzeyi üzerinde bir 

meromorf diferansiyel bu şekilde, sadece sonlu sayıda 

singüleriteye sahip olabilir. Çünkü yerel olarak 

w = f(z)dz olup, sonsuz sayıda singüler nokta mevcut 

olsa, bu noktaların bir yığılma noktası olurdu ve bu 

da kutup noktası olmayıp esaslı singüler nokta olurdu. 

Genel olarak bir Riemann yüzeyi üzerindeki holo

morf veya meromorf diferansiyellere "abeliyen diferan

siyeller" denir. 

S Riemann yüzeyi üzerinde bir tek noktada 

- · 1 · · · ·r -- ız n -~' :ıc 
(

11,. 1 <1·~) { .. •) 
.zı~ ,.;:~ ' --. 

şeklinde singüleriteye sahip diferansiyel ile, P ve Q 

S üzerinde farklı iki nokta olmak üzere P de (ııt/<) if;; 

Q da singüleritesine sahip diferansiyelin 

varlığı bilinmektedir (Springer, 1957). 

w1 ve w2 S üzerinde aynı singüleriteye sahip iki 

meromorf diferansiyel ise, v:·, - '"'r - ,._,~ holomorf diferan-

siyeldir. ~ nin A-periyodları A1 ,A2 , ... ,Ag ise, 

•P - .1 1.,, 1 .-1 ~.,_":.! ,ı y<f·~ nın A-periyodları sıfır ve 

diferansiyel idantik olarak sıfırdır. Böylece 

dır. Buna göre bir w1 abeliyen diferansiyeli A-peri

yodları ve singüleriteleri ile tamamen belirtilmiştir. 
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Bir meromorf diferansiyelin bütün singüleritele'ri 

en az 2. mertebeden ise bu diferansiyele "ikinci tür 

abeliyen dife.ı:ansiyel" denir. Bir başka deyişle bLr di

feransiyelin bütün rezidüleri sıfır ise, buna ikinci tür 

abeliyen diferansiyel denir. Bir Riemann yüzeyi üzerin

deki bütün abeliyen diferansiyellere de üçüncü tür abeli

yen diferansiyeller denir. Buna göre üçüncü tür abeliyen 

d'iferansiyeller kümesi birinci_ tür ve ikinci tür abeli

yen diferansiyelleri kapsar. !kinci tür abeliyen dife

ransiyeller kümesi ise, birinci tür abeliyen diferansi

yelleri kapsar. 

. . . ' 
w abeliyen diferansiyelinin A-periyedları A1 ,A1 , 

A olsun • g 
, w __ , UJ 

diferansiyeli w ile aynı singüleriteye sahip ve A-peri

yodları sıfır olan bir abeliyen diferansiyeldir. Böyle 

bir diferansiyele A-periyodları sıfır olan normalleşti

riliDiş abeliyen diferansiyel denir. S Riernann yüzeyi 

üzerinde P 1 ve P2 noktaları verildiğinde, P 1 de (1/z)dz, 

P 2 de (-1/z)dz singüleritesine sahip normalleştirilmiş 

bir w
1

,
2
diferansiyeli inşa edebiliriz. Buna üçüncü tür 

normalleştiril~iş diferansiyel denir. 

Keyfi bir w abeliyen diferansiyeli, normalleşti

rilrniş ikinci tür bir diferansiyel, üçüncü tür normal 

diferansiyellerin sonlu bir toplamı ve birinci tür nor

~mal diferansiyellerin sonlu bir toplamı şeklinde ifade 

edilebilir. Şöyleki, w diferansiyelinin P 1 ,P 2 , ... ,Pn 

noktalarındaki rezidüleri c 1 ,c2 , ..• ,cn olsun. S üze

rinde bir P =1= P. (j=l,2, ... ,n) noktası seçelim ve 
o J 

'''ı.IJ, ,<)~·"' .... '''n.o üçüncü tür normal diferansiyellerini 

inşa edelim. 2.~',' 1 t'; .. o olduğundan 2::::;. 1 ı: 1 , . .ı 1 .o dife-

ransiyeli P daregülerdir ve P. deki rezidüsü c. dir. 
o J J 
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diferansiyelinin A-periyodları A1 , •.. ,Ag 

ise, 

.,. il 

(1,.1:.! .:.::. W) 
,~ 

L, l"jW),Il --· >··. tl!-<;~ 
--' 

j .•. ı k.·. ı 

diferansiyeli A-periyodları sıfır olan ikinci tür bir 

abeliyen diferansiyeldir. Böylece 

;ı ıl 

,.ı -·- u>·' 1 ) .. , C 1·coı 1· o 1 )--. J Id'~ 
- -'-...1 ' ,:_.-J 

'"~.ı ~.~ı 

şeklinde, keyfi abeliyen diferansiyelin istenen ayrışı

mı elde edilir. 

Teorem 10. w3 sadece Pi (i=l, ••• ,m) noktalarında 

basit kutuplara sahip ve bu noktalardaki rezidüleri c. 
ı 

olan üçüncü tür bir diferansiyel olsun. w
1 

birinci 

tür keyfi bir diferansiyel olsun. w
3 

ün a. veya b. de-
ı ı 

virleri üzerinde hiç kutbu olmayacak şekilde a
1

,b
1

, ..• , 

a ,b kanonik tabanını seçelim. g g 

i .. : ı, :!, ... 1 u 

diyelim. IT normal poligonda sabit bir P noktası seçe
o 

lim ve L. , P dan P. ye giden sabit bir yol olsun. Bu 
ı o ı 

takdirde 

\~ .... (:1 ,n',··· l;,,t'.) -. '211i ,ç-., (:ı/ <uı 
,L_; !_ı ~· 1. A 
i-' ı A-l 

dır. Buna birinci ve üçüncü tür di~eransiyeller arasın

daki bilineer bağıntı denir. 

!spat. w3 ün sonlu sayıda kutbu olduğu için ku

tuplardan geçmeyen kanonik devir ler bulunabilir. f, IT 

de tanımlı holomorf bir fonksiyon ve w 1=df olsun. II nin 

sabit bir P
0 
noktası için f(P

0
) =O dır. 3.2 kesimdeki 

(~) bağıntısına göre 
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,, 
''). (:1 J>'. 
-'--' 
i--l 
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;: '_·t ';) !' f.--·;ı 
. Jll 

fw 3 ün Pi deki rezidüsü 

k -ı 

f( i'.) : ~. J, j ,,~ı j olmak üzere 

f(Pi) =ci ile verilmiştir. Böylece teorem ispatlanmış 

olur. 

Sonuç. w3 normalleştirilmiş üçüncü tür diferansiyel 

olsun. w1=fk, Qk üzerindeki periyodu 1, diğer A-peri

yodları sıfır olan birinci tür bir diferansiyel olsun. 

Bu takdirde olmak üzere 

dır. 

Şimdi birinci tür ve ikinci tür diferansiyeller 

için bilineer bağıntıyı elde edelim. w
1 

birinci tür, 

w2 ikinci tür bir diieransiyel olsun. w2 nin sadece P
0 

da 

bir kutbunun olduğunu ve ~(P)= z , ~(P 0 ) =O yerel 

parametresi cinsinden esas kısmının (singüleritesinin) 

(1/zn)dz olduğunu kabul edelim. Aynı yerel koordinat 

sisteminde 

şeklinde seriye açılmış olsun. 

ve rr de w= df yazalım. 3.2 kesim (*) bağıntısına göre 

~(.1 ,w, 

dır. P komşuluğunda 
o 

f(z) --'" C ı CııZ ı 
t.' 1 ,,:~ ., {',! lt t·t 1 

ı . . . 1 lı ı ı .; . ı-- ... 
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olduğundan, fw 2 nin P
0 

daki rezidüsü cn_ 2/n-l dir. Böy

lec.e aşağıdaki teoremi elde ederiz. 

Teorem ll. w2 sadece P
0 

da kutba sahip ve singü

leritesi (1/zn)dz olan ikinci tür bi~ diferansiyel olsun. 

w1 ise P 
0 
komşuluğunda '"' -' (ro ı r 1 ~ ı ı·~.;~ ı · · ·) .-/:: şeklinde 

ifade edilebilen birinci tür bir diferansiyel olsun. Bu 

takdirde 

il 

}__:: i.l 1 /\~ H,.l~) '---· 
, __ J 

dır. 

Sonuç. w2 normalleştirilmiş ikinci tür bir dife

ransiyel ve ,., 1 ..... •t• :J ak üzerindeki periyodu 1, diğer 

A-periyodları sıfır olan birinci tür bir diferansiyel 

olsun. Bu takdirde 
_,ı, 

~iii~ 
lı - ı 

dır. Burada tfk -, (2..:;.'" 0 (';,'·'.:'')tl.; ve P 
0 
komşuluğunda (c 2 

dır. 

3. 3 Bölenler. 

İkinci tür diferansiyellerin sıfır olmayan peri

yodları mevcutsa, bunlar tam değildir. İkinci türden 

bir tam diferansiyel bulmak mümkündür. Çünkü iki abe

liyen diferansiyelin bölümü bi.r f meromorf fonksiyonu

dur. ve bu meromorf fonksiyonun df diferansiyeli ikinci 

tür bir diferansiyeldir. Bu inşaadaki zorluk f nin 

singüleritelerinin yerlerinin belirlenemeyişidir. Şim

di bir meromorf fonksiyonun (veya ikinci tür tam 
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diferansiyelin) kutuplarının belirlenmesinde ne kadar 

serbest olduğumuzu belirleyeceğiz. En azından bir ku

tup mevcut olması gerektiğinden dolayı tamamen de ser

best değiliz. Çünkü kompakt Riemann yüzeyleri üzerinde 

her yerde analitik ve sabit olmayan fonksiyonların mev

cut olmadığını göstermiştik. Bu tartışmayı sadeliştir

rnek için bir takım yeni kavramlar vereceğiz. 

S Riemann yüzeyi üzerinde bir P noktası komşulu

ğunda analitik f fonksiyonu 

şeklinde seriye açılmış olsun. f nin P deki mertebesi 

n dir diyeceğiz ve vp(f) =n şeklinde göstereceğiz. Bu 

gösterim cebirsel geometrideki f nin P deki valuasyonu 

teriminden gelmektedir. S üzerinde f =O ise, vp(f)=+oo 

yazmak uygun olacaktır. Daha önce gördüğümüz gibi ye

rel koordinatlar değiştiğinde vp{f) invaryant kalmakta

dır. 

f 1 ve f 2 , S üzerinde iki a:ıali tik fonksiyon olsun. 

Bu takdirde kuvvet serilerinin çarpımından f
1

{P).f
2

{P) 

çarpımı için, 

dır. Benzer şekilde 

V p ( f l f 2 ) = mi n { V p ( f l) , V p ( f 2 ) } 

olduyu kolayca görülebilir. 

w analitik diieransiyel ve yerel olarak 

uı ,_' (il,<" 1· ''" 1 1z" 1 1 
1 • · ·) t!::, a,. / ll 

şeklinde ifade edilmiş olsun. w nın P deki mertebesi 

n dir denir ve vp{w) =n şeklinde yazılır. 

Şimdi S üzerindeki fOnksiyonların kutuplarının mer

tebeleri ve kutup yerlerinin belirtilmesi ile 
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ilgilenece~iz. Yani bazı P 1 ,P 2 , •.. ,Pn noktalarını be

lirtmek ve bu noktalara a 1 ,a2 ; ... ,an mertebelerini kan

şılık getirmek istiyoruz. P 1 ,P 2 , ... ,Pn noktalarına 

a 1 ,a 2 , ... ,an tam sayılarının karşıgeldiğini belirtmek 

için 

gösterimini kullanacağız. sembolüne bir 

"bölen" (divisor) denir. Bölenleri d, d
1
,d

2 
gibi harf

lerle göstereceğiz ve 

şeklinde yazacağız. ak tam sayısına d böleninin Pk da

ki mertebesi denir ve vpk (d)= ak ile gösterilir. 

Bir d böleninin mertebeleri toplamına, yani 

toplamına d nin derecesi denir ve deg[d] ile 

gösterilir. 

d = ,, .. , ,, .. , i'"" 
ı J :2 ••• 1& ve 

bölenlerinin çarpımı 

dıd2 l ı"• ,.... ,, .• , ); 1 (1~" •/''' 
·.- l 2- · • · H (" 1 " ~ • • · tı; Ilc 

şeklinde tanımlanır. Burada çarpımın komütatif ve 

n 

koşulunu sağlaması gerekir. Benzer şekilde 

ı 
d-ı=

d 

şeklinde tanımlanır ve d 1 ile d 2 nin bölümü 

bölenidir. 

Bu tanımlardan 

deg[d1 .d2] = deg[d1] + deg[d2] 

deg [ :~] = deg[ d
1
]- deg[ d 2 ] 

eşitliklerini yazabiliriz. 



so 

Her yerde mertebesi O (sıfır) olan böleni 1 ile 

göstereceğiz. Buna göre ~ = 1 dir. 

ise 1 d ye tam bölen denir. 

böleni için ak ;;;;;. O (k=l, ..• ,n) 
dı 
-d böleni tam ise, d 2 , d

1 
i 

2 
böler (veya d1 ı d 2 nin katıdır) denir ve d 2 id1 şeklinde 

yazılır. İki tam bölenin her ikiside hiçbir tam bölen 

tarafından bölünemiyorsa, bunlara aralarında asaldır de-

nir. 

f =f. O , S üz er inde bir meramor f fonksiyon, w oj:. O 

S üzerinde bir abeliyen diferansiyel olsun. f nin (f) 

böleni ile, w nın (w) böleni sırasıyla, 

en -n l'''ı·U' 
1'<: .. . ) 

ve 

şeklinde tanımlanır. 

f 1 ve f 2 iki meromorf fonksiyon olsun. 

vp(f1 f 2 ) = vp(f 1 ) + vp(f2 ) olduğundan (f1 ) ( f 2 ) 

dir. Benzer şekilde (fw) = (f) (w) yazabiliriz. 

f = c =Sabit, c =1= O ise, (f) = 1 dir. 

di (f) ise, f ye d böleninin katıdır denir. Buna 

göre d deki her P. için vp. (f) ;;;;;. vp. {d) dir. 
ı ı ı 

Kompakt Riemann yüzeyi üzerinde bir meromorf fonk-

siyonun, sıfırlarının mertebeleri toplamı, kutuplarının 
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mertebeleri toplamına eşit olduğundan, herhangi bir 

meromorf fonksiyon için deg[ (f)] = O dır. (Daha sonra 

bütün bölenlerin meromorf fonksiyonların bölenleri ol-

madığını göreceğiz.) Sıfıra özdeş olmayan meromorf 

fonksiyonların bölenlerine "temel" bölenler diyeceğiz. 

Bir Riemann yüzeyi üzerindeki bütün bölenlerin kü-

mesi, yukarıda tanımladığımız çarpım, birim,ters işlem-

lerine göre komütatif bir grup oluştururlar. d
1
=(f) , 

ise, Böylece te-

mel bölenler bütün bölenler grubunun bir alt grubunu 

oluştururlar. O halde bütün bölenler grubunun, temel 

bölenler alt grubu üzerinde bir bölüm grubunu oluştura-

biliriz. Bölüm grubunun her elemanı bölenlerin bir 

kosetidir. d 1 ve d 2 nin aynı kosette olması için (bunu 

göstereceğiz) gerek ve yeterli koşul, S 
d 

üzerindeki bir f meromorf fonksiyonu için dı = (f) oı-
2 

masıdır. Yani bölüm bir meromorf fonksiyonun böleni 

olmasıdır. Bölenlerin bu şekildeki her kosetine bir 

bölen sınıfı denir. 

d 1 -d2 ise, deg[:~1~ deg[ (f)] 

dır. ve d 1 , d 2 ye eşdeğerdir denir. 

Wl 

w2 

w1 ve w2,s üzerinde iki abeliyen diferansiyel ise, 

bir meromorf fonksiyondur ve böylece (w
1

)_(w
2

) dir. 

Buna göre bütün abeliyen diferansiyellerin bölenleri 
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aynı bölen sınıfındadır. Bir abeliyen diferansiyelin, 

(w) böleninin derecesi w ya bağlı olmayıp S yüzeyinin 

cinsine bağlıdır. Bununla ilgili teoremi son bölümde 

vereceğiz. 

S-üzerinde d böleninin katı olan meromorf fonksi-

yonların kümesini L(d) ile gösterelim. vp(d) =n ise, 

P noktası komşuluğunda 

f(.:l , .. liJJ,k \- II.J. ı ı ;k ı ı f /, ::: n 

dır. A. kompleks sabit olmak üzere f e.: L (d) ise, A. fE: L (d) 

dır. vp(f1+f2 ) ~ min{vp(f 1),vp(f2 )} olduğundan, 

f 1 , f 2 E L(d) ise, f 1+f2 E: L(d) dır. Böylece L(d) bir 

kompleks vektör uzayıdır. Bu vektör uzayının boyutunu 

r[d] ile gösterelim. 

d 2 jd1 ise, (yani d 1 , d 2 nin katı) vp(d2 ) ~ vp(d1 ) 

ve böylece L(d1 ) C L(d2 ) ve r[d
2

] ~ r[d
1

] elde edilir. 

d = 1 ise, her P için vp(l) =O olup vp(f) ~ O 

eşitsizliğini sağlayan fonksiyonlar sadece sabit fonk-

siyonlardır. Böylece L(l), kompleks sayılar cismi üze-

rinde 1-boyutludur ve r[ 1] = 1 dir. 

deg[d] >O ise, f ~ L(d) içinJdeg[ (f)] >O dır. 

Fakat deg[ ( f)] O olduğundan, deg[ d] > O ise, deg[ ( f)] =o 

olmalıdır. 

r[d] nin bilinmesi sadece d nin katı olan 
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fonksiyonların mevcut olup olmadığını değil, bunlardan 

lineer bağımsız kaç tane olduğunu da belirtecektir. 

Böleni d böleninin katı olan w abeliyen diferan-

siyellerinin vektör uzayını Q(d) ile ve bunun boyutunu 

~d] ile gösterelim. i[ d] ve r[ d] sadece d nin bölen 

sınıfına bağlıdır. Çünkü, dı- d2 
. dı 

(h) olacak ıse, d 
2 

şekilde bir h meromorf fonksiyonu mevcuttur. Her bir 

g ~ L(d1 ) için (~~ bir tam bölendir ve böylece 

(gh) = ((~~) d
1 

, d 1 in bir katıdır .. O halde gh E L(d1 ) 

dir. g ~gh dönüşümü, L(d2 ) den L (dl) e lineer bir dö-

nüşümdür. gh = o ise, g = o olduğundan bu dönüşüm bire-

bir dir. Her bir f E. L(d
1
), ~ E. L ( d 2 ) nin görüntüsü-

dür. Böyle ce r[ d 11 = r[ d 2) elde edilir. Benzer şekil-

olduğu kolayca görülebilir. O halde 

aşağıdaki yardımcı teoremi kolayca ifade edebiliriz. 

Yardımcı teorem 1. deg[ d] , r[ d] ve i[ d] sadece 

d nin bölen sınıfına bağlıdır. 

Teorem 12. w herhangi bir abeliyen diferansiyel 

ve w *O olsun. Herhangi bir d böleni için, 

i[ d] = r[ ( ~) ] 

dır. 

Bu takdirde 
( 1T ) 

d 
bir tam İspat. w E Q(d) alalım. 

bölen ve (~) - (7T) ili olup, 
w - d (w) 

(7T) 

d' 
d 

(w) nın katıdır. 

: E_ L c:)) olduğundan, 1T ~ 
1T 

w 
dönüşümü, 
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Q(d) ~ L ((~)) ya bire-bir, üzerine ve lineer 

bir dönüşümdür. Bu da teoremi ispatlar. 



BöLOH 4 

4. RIEMANN-ROCH TEOREMİ ve SONUÇLARI 

Riemann-Roch teoremi. 

S cinsi g olan kompakt Riemann yüzeyi olsun. De

recesi deg[dl olan bir d böleni verilsin. d-l in katı 
-ı 

olan meromorf fonksiyonların vektör uzayını L(d ) ve 

bu vektör uzayının boyutunu r[d-l] ile gösterelim. d 

nin katı olan abeliyen diferansiyellerin vektör uzayı

nın boyutunu i[ d] ile gösterelim. Bu takdirde 

r[d-l] = deg[d]+ i[d] - g + 1 (4.1) 

dır. 

ispat. Teoremi önce d nin bir tam bölen olması 

durumunda ispatlayacağız ve daha sonra bu şartı kaldı

racağız. 

olsun. w~n~ Pk da esaskısmı 1/zn ve diğer yerlerde 

regüler olan ikinci tür normal diferansiyel olsun. 

f ~ L(d-l) ise, df ikinci tür diferansiyeldir ve 

Pk daki aynı yerel parametre cinsinden 

df ( t 
j :;_ . ''lı. . ı 

yazabiliriz. 

ıl:'; 
( ı . :o 

-· _(k.ı (ll 1, 1 1) ı .• ~J..J . ,tl: lı.) . ı . . . ı- ('(t. }. ,.(~} 
(o.Jf~ ·- (. ·11~-~·.ı.Jf. 1 '- HJı_"-L/; 1 ~-.:.,· .. ·Jı. 

diferansiyeli ile df nin Pk daki esas kısımları aynıdır. 

Böylece, 
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k ... ı 

df 
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, ... Y' 
L_..~ --J 

/, .·. 1 j .... ~ 

tA. ı ( j, 
C .. Jl0k 

birinci tür bir diferansiyeldir. Eğer 

ı .. (k") ı k --·· ı ') '11' J. .. ,, . . ı. ı <. _) .• \.· •·· • ı ...J' · · · , ~, ·- ..ı, ... 1 Ilk 

( 4. 2) 

sayıları verilir ve birinci tür bir 'f diferansiyelini 

(J '·: 'f' 1 

eşitliğini sağlayacak şekilde bulabilirsek, w 

f E.: L ( d-1 ) ol ur . 

df ve 

l ,.(k) ı /. . - 1 'll ) . .. - ·• ··-j 1.' lı ····· J ••• J , ' --- ~,. . 'lt/, 1· ı kompleks sayılar kümesi 

bir V kompleks vektör uzayının elemanları olarak alına-

bilir. Çünkü tc(.~}l ve lcl'~}l sayı kümeleri L(d-l) deki 

fonksiyonların diferansiyellerine karşı gelirse, 

lAc~~ +,_,./'~il kümesi de L(d-l) deki bir fonksiyonun dife-

ransiyeline karşı gelir. 

Herbir f ~ L(d-l) fonksiyonuna ı .... ı lll, 

J •. ~ •... , llt .. ı t kompleks sayılarının bir kümesi karşılık 

gelir. fı, f
2 

f: L(d-l) fonksiyanlarına aynı ir:''·;ı küme

si karşılık gelirse, f
1 

ve f 2 bir sabit kadar farkederler. 

Böylece L(d-l) den V üzerine bir lineer dönüşüm elde ede

riz. Bu lineer dönüşümün çekirdeği S üzerindeki sabit 

fonksiyonlardan ibarettir (boyutu ı dir) • Böylece 

r r~·ı-- diııı t C'J , diııı ı ı ı 
buluruz. Şimdi dimV yi hesaplayalım. 

ı c' k) l /. - . 1 . 
. -·) ' ll• • . 1 • • • ~ 1/1' .1 ~~ .•• ' llfı: 1 1 V nin bir elemanı ise, 

(4.2) ye göre 

diferansiyeli lf> diferansiyeli ile aynı periyodlara sa

hiptir. Tersine o birinci tür bir diferansiyel ile 
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aynı periyodlara sahip ise, 1 ·'''' V i: j 1 '"·-· 
dır. u/;) nin b. c 

periyodları li ) ) 
"·' 

ise, o 

ile verilmiştir. o birinci tür ~ diferansiyeli ile ay

nı periyodlara sahip ise, bunun A-periyodlarının sıfır 

olması halinde ~, -~ ü olur. Bu takdirde H, . o, 1 ~- ı, ... , ~~ 
veya 

m lik /··J 
Y""' 'X-~ .. ı!.ıf,rl; ... () / L... L-.ı 4· -j >:,,ı - .. ' J' ~1 .•• 'il 
"--1 i~'l. ( 4. 3) 

dır. Tersine böyle bir lineer denklem sistemini 

sağlarsa, c~•; lar ile oluşturulmuş o nın periyodları 

sıfır ve () tamdır. Böylece lıYj 1 c V dır. Buna göre 

lc'.~}l nın V ye ait olması için gerek ve yeter koşul :c'!';l 
nın (4.3) denklem sistemini sağlamasıdır. 

Şimdi (4.3) denklem sistemini sağlayan lineer ba

ğımsız lr1!.}l sayılarını bulmaya çalışalım. Burada deg[ d] 

sayıda bilinmeyen ler, le~; ı olmak üzere g denklem vardır. 

Böylece enazından deg[d]-g sayıda lineer bağımsız çözüm 

vardır. dimV ~ deg[ d]-g veya 

dır. 

göre 

en çok 

ı r [d] ~ deg[d]-g+l (4.4) 

Buna Riemann eşitsizliği denir. Bu eşitsizliğe 

farklı m sayıdaki Pk (k=l,2, .•. ,m) noktalarında 

nk mertebeden kutba sahip lineer bağımsız meromorf 

fonksiyonların sayısı enazından >'/:'_,ı~~~ - u ı- 1 dır. 

Böylece S üzerinde sabit olmayan g+l noktada ençok ı. mer

tebeden kutba sahip enazından bir meromorf fonksiyon mev

cuttur. (4.3) denklem sisteminin matrisi 

,}"~~~ ['(:ı ı 1 '"ı 1 J ~~~~; !'"'"ı· ı ·--ı 
~ l . 1 ) ı. ı 1 J,) "-:n,ı ! 

J•""· 1 
ı 

) 

J,{:!) 1" :li ıılll ı ı ltl:!) 
1 

1}., 
) ı .-~ J !.:.! 1 )~. ~ )lll,:! u-:• i• \ 

ı_l 
.. kıt· 

/'ı:ıı ,.lı t ı ı 1 ,( ~) j•" ,,·/ 
L 'ı.u ,ldl )1.11 ~:.:.u 1 m.ıJ 

( 4. 5) 
dır. 
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(/1),~/.1 matrisinin satır rankı p ise, (4.3) denklem sis-

te rrinin sadece p sayıdaki denklemi lineer bağımsızdır. 

Buna göre lineer bağımsız l<'<~~l çözümlerinin sayısı tam 

olarak deg[ d]- P olur. O halde 

r [~ = deg[d]-p+l 

dir. 

'f'e , kanonik tabandan seçilen aı periyodu ı, diğer 

A-periyodları sıfır olan birinci tür bir diferansiyel 

olsun. Pk noktalarında \fe , 

•f'l '' 
<ıl ik) <!12 )l 

(tr/, IJ ı lt i. 1;;; . ı iK/,~.; 1 ' . . ( .z 

şeklinde seriye açılmış olsun. Aynı yerel parametre 

cinsinden w~n) = (1/zn)dz şeklinde olsun. Bu takdirde 

teorem ll in sonucuna göre 

yazabiliriz. 

(IJ,il 

[

- (ı 1 

i <ll l <.ı ~.o 

ı 
Lo~'.;; 

l .. 
ı .. 

., 

Buradan 

lll (!) (~n 
l(j,J 1 ~ -~· (.l 1 'll ı ~ . o'ı.o 

il ı il) 1'.') 
{K :i; • 1 ·- u~.,• ı···· i a .:.11 

'll ı 

(lı lll i'~) -n,J,l 
/lı 

lO: v.tı 1 .. ı Hu.o 

matrisinin sütun rankı p dur. Böylece g-P 

bağımsız (1·ı, e2, ... , <',J vektörleri vardır ve 

l.:t t e1 ı>)~j '-" O, for j "' O, I, ... , n1, -- 1, /, =- .. ı, ... , m 

tane lineer 

dır. (cı, •:2, ... , ~'u) vektörleri ile Pk da mertebesi nk dan 

büyük olan birinci tür 4J ' 'LY.ı ~'!'iı diferansiye ller ara

sında bire-bir karşılaşma vardır. Buna göre dJ('f') dir. 

O halde d nin katı olan birinci tür lineer bağımsız 

diferansiyellerin sayısı tam olarak g-p tanedir. Yani 

g-P = ild) dır. Böylece d tam bölen olduğunda Riemann

Roch teoremi ispatlanmış olur. 
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Şimdi Riemann-Roch teoremini' keyfi bölenler için 

ispatlamadan önce bir yardımcı teorem ispatlayalım. 

Yardımcı toerem 2. S cinsi g olan kompakt bir 

Riemann.yüzeyi ve w keyfi bir abeliyen diferansiyel ol

sun. Bu takdirde 

deg[ (w)] 2g-2 

dir. 

!spat. g > O olsun. 

"··ı, ç~, ... , .,-.,; birinci tür diferansiyeller için bir taban 

olsun. ('.P,) bir tam bölendir. Bu durumda teorem 12 ger

çeklenir ve 

deg lC ı)] ···u ·f· ı i d(·tı)l 

dır. w1 , (~) in katı olan bir başka diferansiyel 

ise, wı bir fonksiyondur ve S kompakt Riemann yüzeyi 
'ft 

üzerinde hiç singüleritesi yoktur.ve böylece sabittir. 

O halde "'' c. l'çı d(~"ı)) -- 1 yazabilir iz. Bundan başka 

dk·ır·'ı ·..:.._ u dir. Çünkü g sayıdaki 

fonksiyonları 1/ı~.ı) in katıdır ve lineer bağımsızdır

lar. Bu takdirde fıpı birinci tür bir diferansiyeldir 

ve 

veya 
ÇJ ·t~ .r '··' l'ı ····- ·i (:., ... 
.p l - ~:·ı 

j- ... 1 

yazılabilir. Böylece 

9 ·- degJ(.,;ııJ- u+ ı+ ı veya deg !kı;!.· '.!ıJ- ~ 

elde edilir. Bu teoreme göre herhangi bir abeliyen di

feransiyelin derecesi sadece yüzeyin cinsine bağlı ol

duğu görülür. Eğer S yüzeyinin cinsi sıfır ise, herhan

gi bir ikinci tür diferansiyel tamdır. Böylece sadece 

P da bir kutbu bulunan ikinci tür bir w diferansiyeli o 
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inşa edebiliriz. Bu takdirde üı = df ve f nin sadece P 
0 

da ~/z)basit kutbu vardır. f fonksiyonu S üzerinde her 

kompJeks değeri aynı sayıda aldığından, f, S nin w-küre

si üzerine birebir bir konform dönüşümünü verir.ve 

P
0 

+W== a gider. Böylece w= f(P) yi S üzerindeki P
0 

noktası hariç her nokta için yerel parametre olarak kul

lanabiliriz. dw nın hiç sıfırı olmayıp, P da ikinci o 
mertebeden kutbu vardır. O halde deg[ (w)] = -2 dir. 

Yani yardımcı teorem 2,g =O için de ispatlanmış olur. 

Şimdi Riemann-Roch teoremini keyfi bir d böleni 

için ispatlayalım. 

w bir abeliyen diferansiyel ve böleni (w) olsun. 

Bu takdirde teorem 12 ye göre 

i[ d] r L~)] 
dır. 

-ı r d l deg[ d ] = -deg[ d] , deg L (w)_ = deg[ d] - deg[ (w)] 

ve deg[ (w)] = 2g-2 olduğundan, (4.1) eşitliği 

r [ ~ ] + ~ deg[ ~] = r L ( ~ )J 

şeklinde yazılabilir. 

ı d 
+ 2 deg[M] ( 4. 6) 

d böleni (~) böleni ile değiştirildiğinde (4.6) 

ifadesi değişmez. Buna göre d veya (~)bir tam bölen 

ise, (4.6) ifadesi ispatlanmış olur. Ayrıca i,r ve deg 

sadece d nin bölen sınıfına bağlı olduğuna göre 

Riemann-Roch t.eoremi d veya (~) tam bölen olduğunda 
d ye eşdeğer olan bir bölen için de geçerlidir. d veya 

(~) tam bölen değilse, r[d-ı] =o ve i[d]= rr (~)] =o 

dır. 

Bir d 1 böleni için r[d1l =O ise, bir f meromorf 

fonksiyonu vardır ve f ~ L(d1 ) olur. 
( f) 

Ayrıcı d 2 = dı 
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bir tam bölendir. Bu takdirde 

veya 
ı 
-N d

2 dı 
ı O ise, bir tam bölene eşde-
dl 

dır. 

:jerdir. Sonuç olarak ne d nede (~)bir tam bölen değil-

se, deg[ d] = g-1 olduğunu görmekle Riemann-Roch teore-

mini ispatlamış oluruz. 

O ve d = r[ (;)] i[ d] O olsun. 

- dı d - d
2 

, d
1 

ve d
2 

tam ve aralarında asal bölenler olsun. 

ve 

r [ ~l~ ~ deg[ d 1] -g+l = deg[ d 2] + deg[ d] -g+l 

dir. Buna göre deg[d] ~ g ise, 

r [ ~J ;;> deg[ d 2 ] + ı 

olur. 

şeklinde olduğunu farzedelim. 

Bir meromorf fonksiyon için gerekli şey Q. de n .. merte-
J J 

beden sıfır ı olmasıdır. L (d~ 1 ) de en azından 

deg[ d
2

] + ı tane lineer bağımsız fonksiyon vardır ve 

Q. ,j=l,2, ... ,k 
J 

noktalarında reg.ülerdir ve bir f için 

f t: L(d~ 1 ) ve vP.(f) 
J 

~n. 
J 

(j=l,2, ... ,k) 

olarak 

f € L(:2 ) = L(d-l) 
ı 

dır. Sonuç 

dır. Fakat hipotez gereği r[d- 11 =O olup bu çelişkidir. 
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Yani deg[d] < g dir. 
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Bu takdirde, r[ ~] = O 
(w) 

deg [ {~)]< g veya deg[ (w)]- deg[d] < g dir. 

ise, 

deg[ (w)] = 2g-2 olduğundan deg[d] > g-2 dir. Böylece 

deg[d] =g-l elde edilir. Bu da Riemann-Roch teoremini 

ispatlar. 

Riemann-Roch teoremi bize singüleriteleri önceden 

belirtilmiş meromorf fonksiyonların varlığını söylemek

tedir. Herhangi bir d böleni verildiğinde d-ı in katı 
olan meromorf fonksiyonların vektör uzayının boyutu ile 

d nin katı olan abeliyen diferansiyellerin vektör uzayı

n~n boyutu arasındaki bu ilişki, kompakt Riemann yüzey

lerinin konform dönüşümleri için kullanıldığı gibi, ke

narlı kompakt planar Riemann yüzeylerinin konform dönü

şümleri için de kullanılabilir. Şimdi yüzeyin g cinsine 

bağlı olarak Riemann-Roch teoreminin bazı sonuçlarını ve

relim. 

Sonuç ı. S cinsi 1 olan bir Riemann yüzeyi ise, 

bir fonksiyonun sadece bir tek noktada basit kutbu mev

cut olamaz. 

g = 1 ise S yüzeyi topolajik olarak bir tordur. Bu 

durumda herhangi bir abeliyen diferansiyelin derecesi 

deg[ (w)] = O dır. d böleni olarak keyfi bir P noktası 

alırsak (d= P) Riemann-Roch teoremi gereği r[P- 1]= ı dir. 

Çünkü, deg( P] = 1 ve i[ P) =0 dır. Şayet i[ P) > O olsaydı 

yani w~ rl(P) mevcut olsaydı, deg[ (cu)] ~deg[ P] = 1 olurdu. 

Bu ise deg( (w)]= O oluşu ile çelişkidir. O halde r(P-
1
].=j 

dir. Sabit fonksiyonlar L(P-l) vektör uzayının elemanla

rıdır ve sabit fonksiyonların kompleks boyutu 1 olduğuna 

göre L(P-l) sadece sabit fonksiyonlardan ibarettir. 

Sonuç 2. Bir d böleni için deg[dl > 2g-2 ise, 

il di -'-- O dır. Çünkü herhangi bir 1ıı difcransiyeli için 
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deg[ (W)] = 2g-2 olduğuna göre w E rl{d) ise, 

d[ (w)] = 2g-2 ;;. 2g-2 olması gerekir. Oysa bu çelişkidir 

ve i[d] =O dır. Böylece deg[d] ;;. 2g-2 ise,Riemann-Roch 

teoremi, 

deg[ d] -g+l 

şeklini alır ki bu da, Riemann eşitsizliğinin eşitlik 

halidir. 

Sonuç 3. S cinsi g olan bir kompakt Riemann 

yüzeyi olsun.. Bu dururnda birinci tür abeliyen dife

ransiyellerin hepsinin sıfır olduğu bir P noktası mev

cut değildir. Böylece i[P] < g olur. 

Sıfıra özdeş olmayan bütün w diferansiyelleri 

için vp {w) > O olduğunu kabul edelim.. Yani w diferan

siyellerinin hepsi P noktasında sıfır olsunlar. Bu 

durumda i[P] = g olduğuna göre, Riemann-Roch teoremi 

gereği 

r[P-l] = deg[P] + g-g+l = deg[P] + l = 2 

elde edilir. Bunun anlamı, P de basit kutbu olan ve 

sabit olmayan merornorf fonksiyonun mevcut olduğudur. 

Böylece f fonksiyonu her kompleks değeri sadece bir 

kere alır. Bu da S nin küre üzerine l-l konform dö

nüşümünü verecektir. O halde S nin cinsi kürenin cin

si ile aynı olur. Halbuki kürenin cinsi sıfır olduğuna 

göre bu teoremdeki varsayım ile çelişkidir. O halde 

i[ P] < g dir. 
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