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OZET

Bu c¢alaigmada, EBXGL(3,R) nin 6(3) alt demeti tanim-
lanmis ve O(3) demetinde V-RPUC lifti yatay lift kabul
eden T koneksiyonu verilmistir. a(I)xE3 birlestirilmis
asli 1if demetinde r vardimiyla v kovaryant tilirev opera-
torld elde edilmis olup, o nin izometrik denklik sinifin-

dan yararlanilarak E3xE3 de V ya relatif olan vV kovar-

yant tlirev operatdrii tanimlanmigtir. v ve V arasinda
' nin koneksiyon l-formu w yardimiyla bir esitlik elde

edilmis olup, a¢ nin geodezik olmasi hali ihcelenmistir.
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SUMMARY

In this thessis, we introduced a subbundle of
E°XGL(3,R) which is denoted by 6(3). On the bundle O(3)
we define a connection T for which the horizontal lifts
are V-RPU¢ lifts. On the associated principal fibre
bundle a(I)xE3 , We obtained a covariant derivative v
with respect to the connection I for which we used the
equivalance classes of a and named V as V-relative
covariant derivative. We obtained an equation for v by
using Vv and the connection form w of I'. Finally, we

examined the V when o is a geodesic of E3.
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GIR1S

Bishop (Bishop, 1975) de C® sinifindan edrilerin
diferansiyel geometrisi igin Serret-Frenet teorisinden
daha genel sonug¢lara varmigtir. Bishop, bu caligmasin-
da "Relatif Paralel VektSr Alani”™ (RPS) kavramini ta-
nimlamis ve bu kavram yardimiyla "Relatif Paralel Uyar-
lanmis Cati Alani” (RPUC) kavramini elde etmistir. RPS
ve RPUC yardimiyla da C2 sinifindan bir edrinin edgrilik-

lerini ‘tanimlamistir. Biz bu c¢alismada "RPUC kavramindan

hareketle , verilen edriyi geodezik kabul edecek £> tin
bir koneksiyonu var midir?" sorusuna cevap bulmaya c¢a-
llstlk; Bu amacgla asli 1if demetleri (ALD) lizerinde ko-
neksiyénlar teorisinden hareketle E3xE3 birlestirilmis
asli lif demeti (BALD) iizerindeki kovaryant tiirev igin

" Relatif Kovaryant Tirev" kavramini elde ettik. Bu ko-

varyant tiirev bizi aradigimiz koneksiyona gdtirdii.

GCalisma boyunca gdsterimler ve kavramlar yodniinden
(Kobayashi and Nomizu, 1963) esas alinmigtir. Caligma
4 B61lUm halinde dlizenlenmigs olup, son bdlim orijinal so-

nuglara aittir.

BOlim 1 de g¢alisma boyunca kullanilacak temel kav-
ramlar, agiklayici Srneklerle verilmigtir. Burada asil
amacimiz "Asli Lif Demeti" ve "Koneksiyon" kavramlarini

vermektir.
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B&61llim 2 de "Birlestirilmis Asli L.if Demeti" (BALD)
kavrami tanitilmigtir. Ayrica BALD lizerinde V operatdri

tanimlandiktan sonra bu V nin E3xE3 teki karsiliginin

E3xGL(3,R) ALD lizerindeki standart koneksiyondan elde

edilisi bu b&liimde verilmigtir.

Bosliim 3 de "Relatif Parelelizm" kavrami ile bera-
ber"Relatif Paralel Kesitler" ele alinmigtir. Bunlarain

6zellikleri birkag¢ teorem ile verilmigtir.

B6lim 4 de ise "Relatif Koneksiyon" adini verdigi-
miz T koneksiyonu tanimlanmigtir. E3 in geodezikleri
boyunca B81lim 2 deki T koneksiyonu ile bu T koneksiyonu-
nun ayni oldugu elde edilmigtir. Ayrica bu bdliimde T

koneksiyonu igin v operatéri tanimlanmig olup, bu V nin

birka¢ 6zelligi elde edilmigtir.
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BOLUM 1

1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda, tez boyunca kullandigimiz bazi temel
kavramlari hatirlatacagiz. Ayrica, bu kavramlar ig¢in ge-
rekli yerlerde birer 6rnek verecediz. Bu bdliim igin
(Kobayashi and Nomizu, 1963) kaynaqi esas alinmig olup

kisa bir tanitim ile yetinecegiz.

Diger taraftan, dx manifold, tanjant wktdr, vektdr
alana, tk1lid uzayl gibi ilk kavramlar ig¢in (Hacisalihoglu,
1983) kéynaél esas alinm.s olup, bu kavramlari burada tek-

rarlamayacagiz.

1.1 Tanim. (Lie Grubu)

G bir grup ve ayni zamanda ™ manifold olsun. Eger,
GxG —> G
(a,b) —— ab ™ T

fonksiyonu C~ ise, G ye bir Lie grubu denir (Clark, 1970).

1.1 Ornek.

R reel sayilar cilimlesini g&z&niline alalim. ( R,*+)
bir gruptur. R nin standart topolojisinin bir bazi,5zdes-
lik fonksiyonunun kisitlamasi yardimiyla R de standart
C* yapi tanimlar. Bu yapiya gore,

Rx R = R
(x,y) ~———>bx-y

fonksiyonu C” oldugundan, ( R,+) bir Lie grubudur.



1.2 Tanim.
| G bir Lie grubu ve M bir manifold olsun.
] = GxM ———gf—» M
(g,m) ——— R(g,m) = &g (m)
olmak lizere,
i) Her g€ G igin,
g : M ———s M

dif feomorfizm,

ii) ﬁglg2= ﬁgzoﬁgl

ise, ® ye G nin M {lizerine bir sad etkisi denir (Kobayashi
and Nomizu, 1963).

Tipki sag etki gibi sol etki de,

o0

L : GxM —S 3 M

(g,m) —— L(g,m) = L_(m)
olmak tlizere,
a) Her g¢ G igin,
Lg : MM
diffeomorfizm,
b)  Lg,9, = Lg;oLg,
Ozelliklerini sadlayan ve G nin M lizerine sol etkisi
adini verecedimiz L doniisiimii olarak tanimlanir (Kobayashi

and Nomizu, 1963).

1.2 Ornek.
G =M = GL(n,R) igin,
L, ¢ GL(n,R) ————> GL(n,R)
B ———d LA(B) = AB



bir sol etkidir. Hatta bu sol etkinin In deki tiirev do-

nistmi,
(L), (= ) (x. ) =— ( )
—_ X = X _OL
A% g 0x,4 |1 uv ax..ll uv-A
n n ij'"n
0 n
= (2 a_ x_)
axilen g—1 us” sv
n
= 2 a 6., 68.
s—1 us is jv
- ui jv
(3 d
= z a,.s. Y (x )
— ti js uv
t,s=1 axts
0 n 0
= (L,) ( ) z a_,
A* _.- i
I, x0Ty t=1 8%, 4 lA
dir (Auslander, 1967). (Burada,(x, OL,) (B) = > a,sPsv
= ( Eausxsv)(B) dir.)

1.3 Tanim.
# , G nin M ilizerine bir sad etkisi olmak Ulzere,
" jx(xe M igin tﬁa(x) =x =a = e"
ise, ® ye sag serbest etki denir (Kobayashi and Nomizu,

1963).

1.4 Tanim. (Asli Lif Demeti = ALD)
P, M iki Cc* manifold ve G bir Lie grubu olsun.
ALD 1) : GXP ——» P Eag serbest etkidir.
ALD 2) P/G =M , 7 :P —S— 4M dir,
AID 3) P lokal asikardar.

bzellikleri saglaniyor ise, P ye G etki grubu ile
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birlikte M ilizerinde bir asli 1lif demeti denir ve P(M,G)

ile gosterilir (Kobayashi and Nomizu, 1963).

P(M,G) asli 1lif demetinde G yapi grubu, M baz ma-
nifold ve P total manifold (demet uzayi) adini alarlar.
xeM igin F—l(x)’e de x lzerindeki fibre denir. Burada-
ki Lokal Agikarlik aksiyomu ise asadidaki sekilde anla-
silmalichr:

Her UM agigi ig¢in bir

v 7 N U) ———s UxG
u > ¥ (u)=(7 (u) ,P(u))
diffeomorfizmi bulunabilmelidir, O&yle ki, P donlsimi
w"l(U) dan G yap:i grubuna, her a€ G igin,
Y(u.a) =P(u).a

esitligini saglayacak sekilde tanimlanmalidar.

1.2 Ornek.

M bir ¢ n-manifold olsun.

L(M) ='{Ux |xeM, U, bir lineer gati}
olmak tlizere, L(M)(M,GL(n,R)) sistemini g&zbniine alalim.
Bu sistem bir asli 1if demetidir:

ALD 1) ® : LIMxXGL(n,R) «—————yp L (M)

(UX’A) ——————d UxA={Yl’-..,Yn}x
Y.= X,A olmak lzere,
i i

JT ay7 @yp---37,
: b
. i

L k i '
k=1 0
Xni anl an2"'ann Xk



r-z -
e kifk1
. n
Y —_ . = E a ——a_
i | . r,k=1 X i%r axr
;ﬁ xkiakn‘

etkisi sad serbest etkidir (Kobayashi and Nomizu, 1963).

ALD 2) L(M)/GL(n,R) ile M izomorfiktirler.
Uxé L(M) verildiginde,
[ud = {v, va=uXA}
= {x}xGL(n,R)
dir. Boylece [UX] ile x bire-bir karsilik gelirler. Do-

layisiyla L(M)/GL(n =M yazilabilir.

'R)

T nin C°° olmasi ise Diyagram 1.1 denkolayca elde
edilebilir.

7 : L(M) <3 M

Ux » X
3 F
g > gl

Divagram 1.1

Fi((xl,Xz,...,Xn) ,A) "_"‘—'*(xl’xzy-ouyxn) 14 COO Oldu—
gundan 7 , C° dur. Burada u Ve v sirasiyla L(M) ve M

lizerinde koordinat fonksiyonlaridir.

ALD 3) UCM igin,
¥ o3 ﬂ—l(U)~—————»UxGL(n,R)
U, -——~>\y(UX) = (x,[xki])

diffeomorfizmdir.



Burada,
@: 17 (U) —— CL(n,R)
U, ———sPU) = [x,]

tanimlanirsa,

YU a) =\Y(Uu,).A
olur. O halde . L(M)(M,GL(n,R)) sistemi bir asli 1if de-
metidir. Bu demete lineer c¢atilarin olusturdudu asli

1lif demeti denir (Kobayashi and Nomizu, 1963).

Simdi ALD yardimiyla yeni bir demet "Birlestirilmisg
Asli Lif Demeti" (BALD) kavramini tanitacadiz.
P(M,G) asli 1if demeti, F bir C manifold olsun.
L : GxF ——a F
(a,g) —>L(a,g) = ag
sol etkisi verilsin.

! + (PxF)xG <——————— PxF

e

((u,g),a) ~———— (ua,a
bir sag etkidir (Kobayashi and Nomizu, 1963).
(PXF)/G = E diyelim.
izl
PxF ————rs—3y P

k(u,g) = 7 (u)
iz l l "

wEoiz =k

TE
Diyvagram 1.2
Diyagram 1.2 den de gbriilecegi gibi,
k : PxF ———3M
(u,£) ——> k(u,g) = n(u)

déniiglimi bir,
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WE : (PXF)/G‘*——————*Dﬂ

doniliglimiini belirler (Kobayashi and Nomizu, 1963).

UCM bir agik alt ciimle ise, P(M,G) nin lokal asi-
karligindan W_l(U) I UxG yazilabilir. Bbylece, PxXF lze-
rine G nin etkisinin ﬂ—l(U)xF dzerine kisitlamasi yardi-
miyla,

[ (UxG) xF] XG <> UxGxF
(((x,9),£) ,a) —— (x,92,a" 1¢)
etkisi yazilabilir.
Bdylece, n-l(U) Y UxG izomorfizmi bir ﬂgl(U)Z UxF

izomorfizmini indirger (Kobayashi and Nomizu, 1963).
ﬂ-l
E
de C yapl tanimlayalim. B&ylece, "ng(U) ile UxF diffe-

(U), E nin agaik alt manifoldu olacak sekilde E lizerin-

omorfiktirler" Onermesi bu yapiyi tek tilirli belirler
(Kobayashi and Nomizu, 1963). Bu yapiya gore,
T :E=(PxF)/G — M
o0
C dur.
E manifolduna P(M,G) ile birlestirilmis standart

fibresi F olan bir asli 1if demeti denir ve

E(M,F,G,P) veya E(P(M,G),F)

seklinde g0sterilir (Kecbayashi and Nomizu, 1963).

1.6 Tanim. (Koneksiyon)

P(M,G) asli 1lif demeti verilsin.

uG = {ug| g& G} ve G = Tu(w—l(x)) olmak izere,
Kl) T : P —— \u/{Qul Q,C TP alt uzay}
u -
ueP
u ————s [(u) = Q

5 Tu(P) = Gu ® Qu



K2) & bir sag§ etki olmak lizere,

(ﬁa(Qu) = Q , Her a€ G , Her u€?P

ua
K3) T : uy-—-=aT(u)
diferansiyellenebilir ise, ' ya P lizerinde bir koneksiyon

adil verilir. Gu nun elemanlarina disey , Qu nun elemen-

larina da yatay vektoérler denir (Kozsul, 1962).

xue T P Gu® Q, iecin, X = Xt X, ,xl€Gu ’ X2€Qu
vazlilabilecegi 1.6 Tanim K1) den agiktir. Bbylece,
V ¢ TP we—» G
u u

X ———-———»v(xu)

i
b

u 1
h : T P —————3Q
u u
Xu -—————ih(Xu) = X2

olmak tizere v ve h izdislim fonksiyonlari tanimlidirlar.
v ye dlisey izdiligim fonksiyonu, h ya da yatay izdlislim

fonksiyonu diyecediz.

1.3 Ornek
s'cr? birim cember ve R*= R-{0} olmak tlizere,
( Gf .) grubunu g&zotniine alalim.
LS' = S'x B olarak tanimlayalim (Sekil 1.1).
R f : 18'x R ——> LS"
((%x,9),3) ——»(x,9a)
say etkisi ile LS'(s',®) bir

asli 1if demetidir (Dotson,

1980).

Sekil 1.1



uv=(x,9) € LS' ig¢in,

T LS'=T (s'x ®)

(x2,9)
=T s'®7 R
X g

dir (Sekil 1.2 ).

w_l(x) = {x}x R

olmak izere,

-1 ¥
= T ﬂ (x)=T_ R
u (x,9) g \\

dir. N /!

G

_ Tk
Qu Sp{lx+gg}CTuP ,
olmak iizere,
I ¢ U —— QuCTuP
tanimlayalaim. Sekil 1.2
K1) TuP =G, © Qu
dir:
Zue TuP = Zu = Px + qg olup,

g
olacak gekilde )\ ve p sayilari igin,

+ - + )
Px qg Al u(lx + gg) .(1.3.1)

H=Dp A = g-pg
oldugu kolayca hesaplanabilir. Bdylece
TuP - Gu + Qu
dar.

Diger taraftan,
= — = -+
XEGuf\Qu > X Alg..ve X u(lx gg)
= 4 - =
> ulx .(gu ) lg 0
= y=0 ve gu-x =0
= uy=0 ve X =0

olur. O halde TuP =G ®0 dur.
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XL - .
K2) Her a € R igin ﬁa(Qu) Q,a Grr:

tﬂa(lx + gg) =1X+(ga)ga
oldugunu gostermeliyiz.

ﬁa : LS' ——— LS'

(x,9) ———> (x,ga)

olmak iizere,

R : TS'"®T RR——>TS'®7 R
a (x,9) X g x g

] = (ids, ra)
aa*= (idTXS' ! ra*)

dir. Burada,

r, ¢ R—s K . ti— ) = a_g_
g —>ga SEREE °%| ga

olur. O halde,
= (3 a9
(Ra*(lx + gg) - (ldwrxsl(lx)rra*gg) r gg—g ax‘g

lX + (ga)ga

dir. Yani]

aa(Qu) = Qua
dir.

K3) I : LS' ————— \/ {Spll, + g 1}
ueLs' g

(x,9) =T (x%x,9) = Sp{lx + gg}

verilsin. I diferansiyellenebilirdir.

Dolayisaiyla T, LS' de bir koneksiyondur (Dotson,

L3

PxG =——>»P etkisi, u &P olmak lizere, bir

0y ° G ——» P ddnilislimiini indirger (Kobayashi and Nomizu,

1963). Bu donislmiin indirgedigi tilirev ddénlgimiiniin
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XL(G) deki herbir A elemanina verdi§i resim A* ile goste-
rilir. A ®a A'nin karsilik geldiyi temel vektdr alani
denir (Kobayashi and Nomizu, 1963). BOylece
o XL(G) ey ¥ (M)

*
A —_—s 0 (A) = A

yvazilabilir.

1.7 Tanim. (Koneksiyvon 1-Formu)
P(M,G) asli 1lif demeti lizerinde T koneksiyonu ve-
rilsin.

Ww s P ——— \J Hom(TuP,xL(G))
uc?Pk

U v, TuP ——-st(G)
*
X —wW (X )=ASA = v(X )
u u “u u u
ise, w XL(G)-deéerli doniliglimiine T' koneksiyonunun ko-

neksiyon l-formu denir (Kobayashi and Nomizu, 1963).

1.4 Ornek.
Ls'(s',K') asli 1if demeti verilsin.
rs u—> r'(u) = Qu = Sp{lX + gg} , u = (x,9)
olmak lizere T koneksiyonunu g&zdniine alalim (1.3 Ornek).

. — ' * 3=
wu.TuP sz Q-)TglR—-—-—)xL([R) R

»
Xu > wu(Xu)=A<#>Au—v(Xu)—ou(Ae)

olmalidir. Burada,
94 : II{———-)LS'

a-————»cu(a) = (x,ga)

olarak tanimlidir. BoOylece,



*
A=(1,A) —>o (A}) = A/

= o, (A)) = 0_+ gAg

=> A =0+ (gA)gQ T P
olur. O halde,
X, = Py + q € T P
ise,

P_+ dq = (0, + (q-gp)g) + (P + (gp)g)

= [0, + (g-gp) ] + [P(1, + g)I€G ®Q
olur. Buna gdre,

— a-gp e
wu(Px + qg) ( 5 ) € XL(IR )
bulunur (Dotson, 1980).

1.8 Tanim. (Yatay Lift)
P(M,G) asli lif demeti ve T koneksiyonu verilsin.
¥ ¢ ®(P) ve X€ ¥(M) olsun. Bu takdirde, Her u€ P igin,

] * —
i) m, u(Xu) = Xﬂ(u)

ii) X; yatay vektdr ise, X ’a X ‘in yatay lifti

denir (Kobayashi and Nomizu, 1963)

1.9 Tanaim. (Bir Egirinin Yatay Lifti)
P(M,G) asli lif demeti ve T koneksiyonu verilsin.
a ¢+ [a,b] ————a M
pargali diferansiyellenebilir edrisi verildiginde,
3

o* : [a,b] ——> P

t ——® (t)
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olmak lizere,

. *

i) woo = o

ii) Her t€[a,b]l igin, (o¥)'(t) €Q « (£)
ise, o* " o 'min bir yatay lifti denir (Kobayashi and

Nomizu, 1963).

1.5 Ornek.
LS'(S',R*) i¢gin S' edrisinin parametrik ifadesi,
a(t) = (cost,sint,0)
iken 1.4 Ornekteki koneksiyona gdre yatay 1lifti,
o (t) = (cost,sint,t)

dir.



BOLUM 2

2. E” UN STANDART KONEKS1YONU

2.1 a(I)XGL(3,R) Asli Lif Demeti

1.B61llimde P(M,G) asli 1if demeti kavramini vermig-
tik. Simdi

P = 0(I)xGL(3, R)
M = o(I)
G = GL(3,R)

alarak o(I)xGL(3,R)(a(I),GL(3,R)) sisteminin bir A.L.D.
oldujunu gdsterelim. Bunun i¢in 1.4 Tanimin saglandidina
gbrmeliyiz.
ALD 1) & :(o(I)xGL(3,R))xGL(3,R) —> o(I)xGL(3,R)
((a(t),r),B) —> (a(t),AB)
etkisi bir sag serbest etkidir:
i) (0(I)%GL(3,R))%GL(3,R) — s o(I)%GL(3,R)

IS S S .

F(u,v,w) = [ (xxy)of o(nyxy—l)](u,V,W)
= (XXY) Oﬂ(a(t) +A,B)
=(xxy) (e (t) ,AB)

=(x(a(t),y(AB))
=(u, (yoo) (A,B))
~(u, (yoo) (y L (v) ,y L))
=(u, (yoo) (v Txy ™1
=(ile(YOO)(Y—l

(v,w))
¥ o(iz,xizs)) (u,v,w)
= P = izlx[(yoe)(y-lxy—l)o(izzxiz3)]
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olup, biitlin bilegenleri d” oldugundan F, dw dur. (Burada
u=x(a(t)), v=y(Aa), w=y(B) ve
© : GL(3,R)xGL(3,R) —> GL(3,R)
(A , BY —> AB
dir). Béylece,
! = (xxy)-loFo(xxyxy)
o0
etkisi C olur.
ii) & etkisi sa§ etkidir:
] : (a(I)xGL(3,R))xCL(3,R) —» a(I)xGL(3,R)
((Ol(t) IA)IB) e (O"(t) IAB)
olmak lizere, her B € GL(3,R) igin,
R : o(I)XGL(3,R) — 5 a(I)xGL(3,R)
(a(t),A) ——> (a(t),AB)
olur. Dolayisiyla, her B,C € GL(3,R) ig¢in
HBC(a(t),A) = (a(t),A(BC))
= (a(t),(AB)C)
= ﬁc(a(t),AB)

= RCOGB(a(t),A)

]

= aBC GCORB
oldugundan & etkisi sag etkidir.
iii) ® etkisi serbest etkidir:
‘B € GL(3,R) icin,
"Gy (a(t),A) = (a(t),R)=>B =TI =e"
cldugunu gbsterecediz.
QB(u(t),A) = (a(t),An)
= (a(t),AB)= (a(t),A)

= qg(t) = al(t) ve AB = A
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oldudundan & etkisi sad serbest etkidir.

ALD 2) a(I)XGL(3’R)/GL(3,R) 2 o (I)

T+ o(I)XGL(3,R) —S—s a(I)
(a(t),A) — a(t)
oldufunu gdstermeliyiz.
® : (a(I)xCL(3,R))*GL(3,R) ——> o (I)xGL(3,R)
((a(t),A),B) — (o0 (t) ,AB)
olmak lizere,
"l a(e)) = [ (a(t),A)]
= {(a"(t),A")| IB€ GL(3,R) 2 R, (a' (£),A")=(a(t) ,A)}

= {(a(t),AB T

)| BE€GL(3,R)}

= {(a(t),C)| CE€GL(3,R)}

= {(a(t) }xGL(3,R)
dir. Buna gdre {a(t)}xGL(3,R) € P/G elemani o(t) & M=o (I)
ya karsilik tutulabilir. Dolayisiyla, bu kargilik tutma
cliimle izomorfizmi olup,

a(I)xGL(B,R)/GL(3,R) = a(I)
dir. Dijer taraftan Diyagram 2.1 geregince
T : a(I)xGL(3,R)~—>a(I)

nin koordinat temsilcisi G ile gdsterildiginde,

T

a(I)xGL(3,R) - » a(I)
X Y X
R x IR3 *> R

Diyagram 2.1
G = xonc(XXy)_l

olup,



17
G(u,v) = [xoﬂo(XXy)_l] (u,v)

= xogn{a(t),A)

= x(a(t))

= u

= izl(u,v)
. o0 -1 _ -1 —
= G, C dur. Burada x “(u) = o(t) , y “(v) = A dar.
Dolayisaiyla, n = x_loGO(xxy) fonksiyonu C° dur.

ALD 3) a(I)xGL(3,R) Lokal asikirdar.
Bunun ic¢in,
v v l(U) — 5 UxGL(3,R)
(o (£) ,A) ——> (7 (o (£) ,A) AP(a(t) ,A))
= (a(t) ,Y(a(t),A))
donlislimini g6z Oniline alalim.
Burada,
\p: "1 (y) —— GL(3,R)
(a(t),A) -——~_>?(a(t),A) = A

olarak tanimlayalim. Bd&ylece,

i

P ((alt),r),B) =P(a(t),AB)

= AB

=¥(a(t),n).B ; BE€GL(3,R)
saglanir. Bu takdirde,

¥(o(t),A) = (a(t),A)
olduundan ¥ 6zdeglik doniligimii olup diffeomorfizmdir.
0 halde o(I)xXGL(3,R) (a(I),GL(3,R)) sistemi bir asli 1lif
demetidir.

Genel olarak, M bir C* manifold ve G bir Lie gru-

bu iken P = MxG olmak iizere.,
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PxG ———s P

((m,9),a) —(m,ga)
seklinde tanimli etki ile birlikte P, M iizerinde bir asli
1if demeti olur ve bu asli 1lif demetine asikar 1if demeti
denir (Kozsul, 1962). Bundan sorra bu 6zellidi dogrudan
kullanacagirz. Buna gore,

a(I)x0(2) (a(I),0(2))
bir asikir asli 1if demeti olarak g&zdniine alinabilir.
Bu demete, o boyunca uyarlanmig catilarin asli 1if deme-
ti diyecegiz.

Simdi o(I)xGL(3,R) asli 1lif demetinin bir koneksi-

yonunu tanitacadiz.

2.1.1 Teorem. a(I)xXGL(3,R) (o(I),GL(3,R)) de herbir
u = (x,A)€o(I)xGL(3,R) icgin
u——> '(u) = Q, © TXOL(I)
bir koneksiyondur.

Ispat.

(a6 2) T ¥

Sekil 2.1

u = (x,A)€ a(I)xGL(3,R) olmak iizere,
uwGL(3,R) = {(x,A)B| B€GL(3,R)}

= {(x,AB)| BeGL(3,R)}
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u GL(3,R) = {(x,C)| C€GL(3,R)!}

i

= {x}=GL(3,R)
= GL(3,!R)u = TAGL(3,R)
dir. Bobylece,
T, (a(I)%GL(3,R)) = GL(3,R) ® Q

olur. Ayrica,

fg(Q,) = Q4
oldugu ve u-------)-Qu fonksiyonun diferansiyellenebilir

0ldugu asikardir.

2.1.1 Sonug. a(I)XGL(3,R) de T: u‘__’Qu = Txa(I)
koneksiyonuna gdre, o edrisinin (a(to),A) dan gecgen yatay
lifti,

U, = (a(t),A)
dar.

Ispat. o edrisinin (u(to),A) dan gegen yatay 1lifti

Ut ise, Uto = (a(to),A) ve Ut biriciktir (Kobayashi and Nomizu,

1963).
Ut€ a(I)xGL(3,R) olacagindan,
U, = (a(t) ,A(Y))

seklinde olmalidir. Boylece U

bt

£ nin yatay olmasi nedeniy-
le,
1] —_— 1 1 —_ ‘
Up = (' (£),A"(£)) €Qy = T (y)o(T)
= A'(t) =0

= A(t) = sabit

bulunur. Halbuki, A(to) A dir. O halde, her t€ I igin

A(t) =A
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vani,

U

i

(o (t) ,B)

dir,

Daha sonra kullanacadimiz i¢in burada Frenet lifti-
nin tanimini ve o(I)x GL(3,R) nin,bu standart koneksiyo-
nun o {(I)x0(3)’e kisitlanmasinin Frenet lifti ile ilgili
bir sonucunu vereceéiz.

2.1 Tanim.

M c ED egrisi (I,0) koordinat komsuludu ile veril-
sin. s €I ya karsilik gelen a(s) noktasindaki Frenet
r-ayaklisa,

{Vl(s),Vz(s),...,Vr(s)}
olsun. Buna gdre, Frenet ¢ati alani F iken,
F: al(l) —s 3
a(t)-———*F(u(t))=(w(t)7Vl(t),...,Vn(t))
olarak tanimli F fonksiyonuna g nin Frenet l1ifti denir
(Hacisalihoglu, 1979¢ Gluck, 1966).
2.1.2 Teorem. ¢(I)x0(3) deki standart koneksiyonun ko-

neksiyon l-formu w ve o nin Frenet lifti F olsun. O za-

man,
0 —kl 0
) — -
w(F') = kl 0 k2
0 k2 0
dair.

Ispat. o : PxO(3) ——>» P
op(y) P 0(3) ———P
B —— > F(t)B = (a(t),F(t)B)

olmak ilizere,



0 -k, 0
Creeye | | [F1 0 7R
3
0 k, 0

degerini hesaplayalim. Bd&ylece,
w(F'(t)) = A

olur. Gergekten de,

0 -k. 0
(O% (£) k 0l —k
)* 1 1 2
3 1o 0
2
verildiginde 0 _kl 0
A=k, 0 -k,
0 k, O

olmak lizere, A ya kargilik gelen temel vektdr alani

A= F'(t) olup,

F(t) = (a(t),F(t))

F'(t)= (a'(t),F'(t))
igin;

v(F'(t)) = F'(t)

dir. Buna gore

0 -k, O
CTemyd [z 1151 9 Ko |=Cpey e |1
n
0 k. O
2
3
—k. X f
Limi
3
k, I f

n(‘k1312+k1321"

9
axt2

+k

kza

23

+k26

32)



[o £, O £,, 0 0
= -kl 0 le o| + kl f22 0 O
0 f5, O £3, 0 0
0O 0 le 0 fl3 0
-k2 0 0 f22 + k2 0 f23 0
0 0 £, 0 fi4 O
= [klv2 , —klvl + k2V3 ’ k2V2]
= F'(t)
0 —kl 0
= w(F'(t)) = kl 0 -k2
0 k, O]
bulunur.

Bu gsekilde elde edilen ki fonksiyonlarlna.a nin edrilik

fonksiyonlari denir. Ozel olarak, k l.edrilik fonksiyo-

l’

nu, k2 ise 2. edgrilik fonksiyonu adini alir.-

2.2 Kovaryant Tilirev, V operatdri

E(P(M,G) ,R") birlestirilmis asli 1if demeti veril-
sin. U € M ag¢ik alt clmlesi lizerinde E nin kesitlerinin
uzayi

S(U,E) = {¢|¥Y: U> E, T 0P = id,}
olmak iizere, herhangi bir o : I » U edrisi boyunca q’ke-
sitinin kovaryant tilirevi,

_ ... 1. tt+h
vu,(t)\P tlliug L

(Pla(tth)))-P(a(t))]

olarak tanimlanir (Kobayashi and Nomizu, 1963).
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Burada Tt+h = UtoU;ih izomorfizmdir. Diger taraftan her-

bir X €S(U,E) kesiti, P lizerinde tanimli R" degerli bir
f fonksiyonuna karsilik gelir. Bu f fonksiyonu,
f:pP ——a3r"

U — £(U) =0 Y(x., )

7 (U)
seklinde tanimlidir (Kobayashi and Nomizu,1963).Daha fazlasi, her-
bir X vektdr alani ve Y€ S(U,E) kesiti igin,

TxP= VP @B = Xy
esitligi ile,

Vv :+ ¥(M)xS(U,E) —» S(U,E)
olarak diiglinlilebilir. Buna gdre kovaryant tiirevin ydne

gore tilirev anlaminda karsilidini da asagidaki teorem ile

vermek miimkiin olur.

2.2.]1 Teorem.

E(P(M,G) ,R™) birlestirilmis asli 1if demetinin UCM
agik climlesi lizerindeki herbir P kesiti igin, Y nin karsi-
‘llk geldigi fonksiyon f olmak lizere,

vxlp= U(x*f)
dir. ‘Burada, X* ile X in yatay lifti gbsterilmigtir
(Kobayashi and Nomizu, 1963).
a egrisi lzerinde,

o (I)x R (o (I)%GL(3,R) («(I),GL(3,R)), R>)
birlestirilmigs asli 1if demetini gdzdniline alalim. Boyle-
ce,

E =a(l)x IR3

olup, herbir Y € S(a(I),E) kesiti,
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= = = 2 (o (t) mqa(t),n, (e () ngle(£)))

Y .
o (t) Mo (t) 2%5]a ()

seklindedir. Y nin belirledidi P de tanimli R> dederli

fonksiyon £ ve U = (x,g) : R%e>ﬂ-l(x);TxE3;{u(t)}xGL(B,R)

olmak iizere,

£(0) = UTH(Y, ()

— 1
= U (Yx)
3

-1
g “(nyimymy)€R
dir. Diger taraftan, X = a'(t) nin yatay 1lifti X*= a'(t)

olup (2.1.1 sonug),

v YoV .\ Y
Xo(gy o' (®
=U(XE)  , U= (alt), Iy
= U(X[nl]r X[T]Z]r X[T\3] )
S Knd 2
=> v ZY = Z Xln;,l] —
X 1oy oy (2.2.1)

ija(t)
elde edilir. Bu ise, E3 iin geometrisinde bilinen standart
lineer koneksiyonun o ya kisitlanmasindan bagska bir sey

dedildir (Hacisalihoglu, 1983).

Simdi bir koneksiyonun edrilik ve torsion tensdrle-
rini tanimlayacagiz. Bunun i¢in "Kanonik 1-Form" kavrami-

n1 tanitarak ige baslayacadiz.

2.2 Tanaim. (Kanonik 1-Form)
P(M,G) A.L.D. verilsin.

6 : P —m> \/Hom(TuP, R™)
uéebp

n
u ———.;eu : TuP —3 R

-1
xu — eu(xu) U (W(xu))
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‘olarak tanimli R" deferli l-formuna P nin kanonik 1-~for-

mu denir (Kobayashi and Nomizu, 1963).

2.3 Tanim.
e , P(M,G) A.L.D. nin kanonik l-formu olsun.
C) =D0 =deoh ya I koneksiyonunun torsion formu de-

nir (Kobayashi and Nomizu, 1963) .

I' koneksiyonu ve w koneksiyon l-formu verildiginde,

I' nin edrilik l-formu
Q = Dw

olarak tanimlanir (Kobayashi and Nomizu, 1963).

2.4 Tanim,
P(M,G) asli 1lif demeti ve I' koneksiyonu verilsin.
i) Her Xx,Yx € TxM i¢in,
X *®
T(X,, Y ) = U2 (X ,Y))
olmak lizere, tanimli T fonksiyonuna T nin torsion tensorii,
ii) Her Xx,Yx,ZX € TXM ig¢in,
. L -1
ﬁ(Xx,YX)ZX = U[(29(XX,Yx )) (U (ZX))]E:TXM
olarak tanimli & fonksiyonuna daTl nin edrilik tenséri
denir. (Burada % ile yatay lift igaret edilmektedir ve

7 (U) = X dir) (Kobayashi and Nomizu, 1963).

T koneksiyonunun torsiyon ve e@rilik tensdrlerinin
V  cinsinden dederlerini asadidaki teoremde verecediz.
Biz teoremin ispatini vermiyoruz ancak, ispatin (Kobayashi
and Nomizu, 1963) da agikcga bulunabilecedini belirtelim.
2.2.2 Teorem.

i) T(X,Y) = VXY—VYX-[x,Y]
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ii) ®(x,Y)z = | vY]z—v

Vxr [x,v}2

v -V -
VxVy 2 Vy V8V x, v1 2

dir.

2.2.1 Sonug.
o(I)xGL(3,R) de
T : u.-—--->Qu = Txa(I) r u = (x,9)

koneksiyonu ig¢in,

dar.

Ispat. 2.2.2 Teorem ve (2.2.1) esitligi geregince
ispat (Hacisalihoglu, 1983) deki ispatain tekrarindan iba-

rettir.



BOLUM 3

3. o (I)x RS

DE RELATIF PARALEL KESITLER

a(I)x~R3 (a(I)xGL(3,R) (a(I),GL(3,R), m3) B.A.L.D.
igin kesitlerin ctimlesi S = S(a(I),a(I)x ) olsun.

S de her ¢,v€ S ve her a€ R ig¢in,

(o+ty)(x) = o(x) + v(x) , her x¢€ a(I)

(a¢) (X) =a.o(x) , her x¢ o(I)
olarak tanamlanirsa, herhaﬁgi bir B.A.L.D. ig¢in gegerli
olan vektdr uzayl yapisi burada da vardir (Kobayashi
and Nomizu, 1963). Bu uzayda i¢-¢arpaim fonksiyonu TxE3
deki ig¢-¢arpimin indirgedigi ig¢-c¢arpim olarak asagidaki

sekilde tanimlanir.

3.1 Tanim.
5,9€ S(a(I),a(I)x R3) = S igin

(a,v) - <3,¥Y>

donigimii her t € I icgin,
<o,¥> (al(t))= < o(a(t)),¥(a(t))>
olarak tanimlanir ve bu ddniigime S de bir i¢g-carpim de-

nir (Hacisalihog§lu, 1983).

3
a(t)®
3

E” in Riemann metrigidir. Bu takdirde

i

Burada, ®(o(t)) ve ¥Y(a(t))eT ve < ,> de

S ——————3 C(a(I),R)

p ——— ol =/ < 0,5
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olarak tanimlanir ve || || ve ¢ nin normu denir
(Hacisalihodglu, 1983).

Kolayca gorililebilecegi gibi, iki kesit arasindaki
aci o olmak lizere,

<o,y >
CoSp = ——————
Foll 1wl

dir (Hacisalihoglu, 1983). BoOylece iki kesitin dikligi
ile,i¢-carpamlarinin sifir olmasini anlayacagiz.

(Bishop, 1975) daki relatif paralel vektdr alana

kavramini 4 (I)xGL(3,R) nin kesitleri i¢in asagidaki se-

kilde tanimlayacagiz:

3.2 Tanim.

a(I)x RB(u(I)xGL(3,[R) (¢ (I),GL(3,R)) ,[R3) B.A.L.D.
de o ya dik herbir ¢ kesitinin o boyunca kovaryant tiire-
vi daima edriye tedet kaliyor ise, ¢ ye relatif paralel
vektdr alani denir (Bishop, 1975).

5 € S(a(I),a(I)x R)
kesiti igin,
< o(a(t),a'(t) > =0 , her te€TI
iken
Vel ()8 = c.a'(t)

ise, ¢ kesiti a boyunca relatif paraleldir.

3.3 Tanim.
o (I)XGL(3,R) (((I),GL(3,R)), R ) B.A.L.D. de o'
ile lineer bagimli (o' ye paralel) herbir ¢ kesiti, ©

boyunca daima edrinin birim tedetinin sabit bir kati ise,
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& vye relatif paralel vektdr alani denir (Bishop, 1975)

Bu jiki tanaim,

1 _
Ta(t)ﬂE (a(t) =T

(I)® la o (I)

a(t)® (t)
oldugu g&zdniine alinarak birlegtirilebilir. Burada,

. 3 . s
la(t)a (I) ile Ta(t)u(I) nin Ta E- deki ortogonal tim

(t)
leyeni gdsterilmigtir.
3.4 Tanim,

€ S kesiti verilsin. a(I), a(I)

21€ T (t) 2,¢ L ()

ve ¢ = ¢l+¢2 olmak {lizere, ¢, ve @2 kesitleri o« boyunca

1
relatif paralel iseler, % kesitine o boyunca relatif pa-
ralel denir (Bishop, 1975).

Notasyons:

Bundan sonra, S = S(a(I),a(I)xE3) deki relatif pa-

ralel kesitlerin cilimlesini v-RPS ile gbsterecegiz.

3.1 Teoerm.
V-RPS ciimlesi bir reel vektdr uzayidir.
ispat.

Her ¢,¥€S ve ¢,¥la

igin,
va.(t)(¢+w) = va,(t)Q +Va'(t)?
= Clu'(t) + Cza'(t)
= (cl+c2)0"' (t)
= c.a'(t)
dir.

(.) dig-iglemi ig¢in ise, A€ R olmak tlizere,
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va'(t)xé =) Voc'(t)CI>
=AC.a'(t)
=K.o'(t)
dir. BOylece, v-RPS climlesi S nin bir alt vektdr uza-

yidir.

3.2 Teoeremn.
o € E3 edrisi lizerinde herhangi iki V-RPS arasinda-
ki acgi sabittir.
Ispat.
¢,y € V-RPS verilsin. Bu iki kesit arasindaki agi
3.4 Tanim gereéincé,

<& s ¥v>
Cos0 =

el 1wl

dir. Burada ¢ ve y yi birim almak genellidi bozmaz.

Ustelik, o,V € 1 yo (1) iken,

al(t
(cose = <¢,¥>
ya21labilece§inden),
(cosp)'= <@',v> + <o,v'>

olur. Burada

<3',v> =0 ve <,¥'> =0

oldudundan,
(coso)' =0
=> cosp = sabit
= ¢) sabittir.
Diger taraftan ¢,y € ¥(a') iken 20(e¢,¥) =0

olacadindan ispat agiktair.
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3.3 Teorem.

Herbir ¢€ V-RPS nin uzunludu sabittir (Bishop,
1975).

Ispat. ¢ € V-RPS i verilsin. ' ¢ kesitinin uzunlu-
gu k ise 3.1 Tanim geredince,

<3 ,0> = k2 : I—a R

dir.
i) ¢la (I) hali:
<o,0> = K° = 2V, ()8, 0> = 2Kk’
= 2 <co'(t),> = 2kk'
= 2¢ <o',09> = 2kk'
¢la(I)
== 0 = kk'
k = sabit
olur.
ii) ®//a(I) hali:
¢//0 (L) => Jc€R D c=sabit ve ¢ = co'(t)
dir.
e’ (Bl =1 = lel = |c|.la' ()l
= |c| .= sabit

olur. Dolayisiyla her iki halde de uzunluk sabittir.

3.4 Teoermn.
@ t I ——-s E" edrisi verilsin.
e n . .
P = a(to) ’ toé I olmak lizere, vpe TPE igin,
o(al(ty)) = vp olacak sekilde bir tek ¢®€V-RPS

vardir (Bishop, 1975).
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Ispat. (vVarlik)

v_E€ TpEn tanjant vektdrii, vlé T, a(I) ve

p (t)

v,€ 1

2 a(t)a(I) olmak ilizere,

seklinde,bir tek yaziliga sahiptir. Buna gGre,
¢, = livylT
seklinde tanaimla ®q kesiti o boyunca relatif paraleldir.
Diger taraftan, @2 kesitini,
voc'(t)@Z = - <c1>2(a(t),u (t)y>m (3.4.1)

diferansiyel denklem sisteminin @2(u(to)) = V., baglangig

2
sartlara ile ¢oziml olarak tanimlayalim. (3.4.1) denkle-
minin verilen baglangig¢ gartlari ile ¢6zimlinlin var ve tek

olmasi nedeniyle ¢, var ve tektir. Dider taraftan,
<®2(a(t)),a'(t)> = f£(t)

= <Va.(t)®2,a'(t)> + <®2(a(t)),a"(t)> = £'(t)

= '<¢2(a(t)),@"(tﬁw<d'(t),af(t)>+<@2(u(t),a"(t)> =f'(t)
= —<¢2(a(t)),a“(t)>+ <§2(u(t)),a"(t)> = £'(t)

= f(t) = sabit
dir. Halbuki,

f(to) = <¢2(a(to)),a'(to)>
= <V2,a'(to)>

dir. O halde, ¢, s o ya diktir. Boylece

@_La r =CT

2 Va'(t) 22
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oldugundan @2 r a-boyunca relatif paraleldir. Sonu¢ ola-

rak,

¢ = ¢, + @

1 2

a-boyunca relatif paralel, {listelik

2 (a()) = 2 (a()) + o,(alty)

=V, + Vv

1 2

=V
p

dir. O halde, teoremde istenilen ¢ kesiti mevcuttur.

Teklik: ¢ ve ¥ istenilen sartlarda iki relatif pa-

ralel kesit olsun. O zaman,

©
fl

. + &

1 2

®yr¥7q ¢ Ta(t)u(l) ve ¢, Wzé ‘Lq(t)“(I) olmak izere,
vu.(@z-wz) =0
= L e sabit = a
olup,
2,(a())-¥,(a(t)) = v,=v, =0

oldugundan, a = 0, yani,

dir.
?; =Py ¥ 2

olmak lzere,
blT = ¢=0
sz = ¥Y-¥

dir. Buradan,
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b,T-b,T = -y
= (by-b,)T = o-¥
= |by-by| =le-vl(a(t)) , her t€1I
yazabiliriz. ¢ ve ¥ & V -RPS oldugundan lloll ve | vl
sabit olup (3.3 Teorem), ll¢-vll sabittir. Halbuki bu
halde, |
o=yl (a(tl)) =1 vp—vpll =0

= lbl-b2l= 0

dir. Boylece, ¢ = V¥ elde edilir. O halde, istenilen

sartlarda V-RPS tektir.



BOLUM 4

4.° RELATIF PARALEL CATI ALANLARI VE RELAT1F PARALEL

KONEKS 1YON

4.1 Tanaim.
o : I —>E> ejrisi ve ©1,0,,0, € V-RPS verilsin.
. . 3 .. .
{@l,¢2,¢3} 51stem1‘ her oa(t)€ o (I) da Tu(t)E iin bir ba
z1 ise, (a(t),®1,®2,®3) sistemine g-boyunca v ya gdre bir

relatif paralel gati alani (v-RPG) ﬁeya o nin o (I)xGL(3,R)

deki bir v-RPC 1lifti denir.

4.1 Teorem.
I
o0 ¢t I ———>E” eJrisinin uto = (alty) ,vq,v,,v3)
den gegen V-RPC lifti var ve tektir.
tspat. 3.4 Teorem geredince v, = @i(to), i=1,2,3

baglangi¢ garti ile @ié.v—RPS var ve tek oldugundan is-

pat agiktir.

Bundan sénraki kisaimda, o : I-—————*E3 edrisinin
a(I)x0(2) deki Ozel bir liftini inceleyebilmek ig¢in,
G (I)x0(3) asli 1if demetinin yapi grubunu kisitlayarak,
a(I)x0(3) (a(I),0(2))
asli 1if demetini ve nihayet a(I)x0(3) in o(I)x0(2) alt

demetini tanimlayacagiz.

a(I)x0(3) (a(I),0(3)) ortonormal catilarin asikar

asli 1if demetini g&6zdniine alalim. < nin o(I)x0(3) deki
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bir v-RPC lifti u, = (a(t),¢1,¢2,¢3)_verilsin. Asikar
olarak A€ 0(3) herhangi bir eleman iken,

Vt = &{Aut = (a(t )r@lArd’ Ar¢3A)

2
olmak iizere Ve bir v-RP¢ lift olmak zorunda degildir.

Gergekten de,

Sekil 4.1

A€ 0(3) lUn karakteristik uzayi i

iken to,t €1

A 1

igin Spa'(to) = Ap -+ Spa'(tl) #* Ap olmak lizere, a(to) da

¢OA nin tedet bilegeni sifirdir. Fakat a(tl) de &,A nin

t
tedet bileseni sifir degildir (Sekil 4.1).

O halde <I>tA¢V—-RPS dir., Boylece, vth—RPC olur.

4.2 Tanim. (V-RPUGC=V-Relatif Paralel Uyarlanmis Catir Alani)

a(t ) noktasinda u, =(a(t),T,X,¥,)€ V-RPC 1lifti verilsin.

Eger her o(t) noktasinda {T7,X,Y} ortonormal ise, u,

liftine v-RPUC denir.
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Bu tanim (Bishop, 1975) da ayni isimle bir egri
lizerinde cati alani olarak verilmektedir. Bu ¢ati alana
igin asagidaki 6zelligi verebiliriz:
4.2 Teorem.

o nin bir v-RPUC lifti u, olmak {lizere, E3 deki

t

standart koneksiyonun koneksiyon l-formu w olmak izere,

0 rl r2
' = -
wut(ut) ry 0 0 , rl,rze 128
—r2 0 0~

dar.

Ispat. 2.1.2 Teorem de F yerine u_ alinarak dogrudan

t
iglem yapmak suretiyle egitlik kolayca elde edilir,

4.3 Tanaim.

o nin bir y-RPUC 1lifti ut olsun. O zaman,
wut(ué) nin_ (1,2)-nci bileseni ve (1,3)-ncii bilé$en1e-
ri yardimiyla tanimli TieXy 3 I—R fonksiyonlarina, o
nin o(t) noktasaindaki u, ye gore bi;inqi ve ikinci egri-
lik fonksiyonlara dénir.

Bu tanim (Bishop, 1975) da verilen tanim ile denk-
vtir. |
4.3 Teorem.

o nin iki v-RPUC lifti u,_ ve v_ olsun. O zaman o

t t

nin u, ye gbre egrilik:fonksiyonlari r,, r, ve v, ye gbre
kl, k2 ise, bir tek @€ R igin,.

rl1_ cose sing kl]

rzj— [7sin6 cos@l {kz

dir.
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mak {lizere,
cOoSso siné
: {Z2,W}—>{X,Y}
-sino cos®
baz dedisim matrisinin varlik ve tekliginden ispat agik-
tir.

Simdi a(I)x0(3) iin yapi grubunu O0O(2) ye kisitla-

yacagiz. Burada,

1 0 0
0(2)= 0 cOsS® sino e R
0 -sino coso

olarak alinmalidir. Boylece,
a(I)x0(3) (a(I),0(2))
de u, € v-RPUGC lifti O(2) nin etkisi altinda invaryanttir.
Bunu bir teorem ile verelim:
4.4 Teorem.
ute V=-RPUC verilsin. O zaman, her A€ O0(2) igin,

ﬁAuté v-RPUC dur.

Ispat. u, = (a(t),T,X,Y) € V=-RPUC
1 0 0
A = 0 cosO sino r 0€R
0 -sin® coOsoO |

olmak ilizere,

Rpup =

dir. Boylece,

A = (o(t),T,cos0X-sinoY,sin6X + cosoY)

Va1(t)(cos@X—S1n@Y) coseva,(t)X-51n@Va,(t)Y

cosO.clT~51n@.c2T



39

Va.(t)(cos@x-sin@Y) = (clcosO-czsin@)T
= c0s0X-sinoY € Vv-RPS

dir. |

Benzer sekilde, sinfo.X + cos0.Y € V-RPS olur. Dola-
yisiyla, ﬁAute,V—RPUC dur.

u, = (o (t),T,X,Y) € V-RPUC verildidinde siitun vektdr-
leri sirasiyla (T,X,Y) olan bir

B, =[T X Y]€O0(3)

matrisi tek tirld bellidir. Boylece, a(I)x0(3) deki

ute v-RPUC lifti 0O(3) iin bir t —— B_ edrisini tanimlar.

t

Bu nedenle u, liftini (a(t),Bt) olarak anlayacagiz. O
halde, o (I)x0(3) {in u, deki tanjant uzayi (a(t),Bt) deki

tanjant uzayindan ibaret olacaktair.

4,1 Ornek.
a [—1r,7r]--—--———-——->E3

t ———a»qg(t)=(cost,sint,0)

edrisi verilsin.

0 0

X = cost —|— + sint ——

o(t) 9%1 |4 (1) %3 a (t)
T = -sint I 4+ cost _Q‘

a(t) axllu(t) alea(t)

d

Y = e

a(t) ax3la(t)

olmak iizere,

=
I

(a(t),T,X,Y) € V-RPUC

olup,
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-sint cost 0
Bt = cost sint 0 (& 0O(3)
0 0 1
dir. Burada,
. 3 3
Bt : RTM—mm— Ta(t)E

baz izomorfizmi oldudunu, yani Bt lineer doniliglimii ig¢in,

Bt(el) =T
Bt(ez) = X
Bt(e3) =Y

yvazilabilecedini de burada ifade etmig olalim. Bdylece
u, = (a(t),Bt) yazilabilir.
S$imdi, o (I)xO0(3) iUn 0O(2) etki grubuyla bir alt de-
metini tanitacagiz.
9(3) (t) = (A |TA = e;}c0(3)
alt climlesi O(3) iin bir Lie altgrubu, dolay1s1yla'bir
alt manifoldudur.

O(3) = \_/{a(t)}x0(3) (t)c a(I)x0(3)
te I

alt manifoldu 0(2) nin «(I)x0(3) e etkisiyle birlikte

bir asli 1lif demetidir.

4.4 Tanaim.
0(3) (a(I),0(2)) asli 1if demetine V-relatif cati-

larin demeti denir.

4.5 Teorem.
u = (u(to),A)€,6(3) ise, u dan gegen biricik

ﬁté V-RPUGC lifti mevcuttur.

Ispat. TOA = e A€ 0(3) oldufundan,

l r
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A = [To xO YO]

yazilabilir. (TO,XO,YO) baslangi¢ sartlarayla,
ﬁt = (a(t),B,) € V-RPUG lifti 4.1 Teorem geregince
tek tilirli mevcuttur.

Diger taraftan, TO baglangi¢ sartlariyla T € YV-RPS

tek tirlid belli olup, B, nin birinci siitunudur. O halde

t

TBt =e; dir. Yani, Bté 0(3)(t) dir. Bu ise uté 0(3)

demektir.
4,6 Teorem.

0(3) (0 (I),0(2)) asli 1if demeti {izerinde,

~

r : 0(3) —>» {9y | 0,€T.0(3)
fl:(a(to)rA) _—__")f'(ﬁ) = é{l
déniisiimii, u dan gegen V-RPUC lift u = (a(t),By) Ve

0: = Spia' () + B})

olarak tanimlansin. T , 6(3) de bir koneksiyondur.

tspat. P = 0(3) diyelim.

=
l,_J
N
—
M
v
A
Q

oyleki,

oldugunu gdstermeliyiz.

~

u = (a(to),A) dan gegen

at = (a(t),B,) € V-RPUC  lifti

ve z~€'r~§ verilsin.
u u .

Sekil 4.2

— 1 =
Zﬁ = pa'(to) + thO ’ (Bto. A)

— 1 t — ' ' + 1
=> pa'lty) + q.BtO ABtO + pla'(tg) Bto)
olacak sekilde ) ve p sayilarini bulabilmeliyiz.
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O halde,
pa'(t) + g B = AB! + u(a'(t.) + B! )
tg to o to
— 1 ]
=pa'(ty) + (>\+u)BtO
=> P=uyu ve d = Aty
= A=g-p = g-p
= R - 1 ]
= Zr = (g p)Bto+ pla’'(ty) + Bto)
olur.
~_ A — ' _ '
X € Gu/\Qa = X = tho ve X = ul(a'(ty) + Bto)
=> u(a'(to)) + (u—A)B£O= 0
= u= 0 ve u—a= 0
= u= 0 ve a= 0
olur. O halde,
T =699
dir.
K2) A€0(2) igin,
: O —_—3 0
R 0(3) 0(3)
(a(t),Bt)-———* (a(t),BtA)
dir. O halde,
(RA(Q{-I) = QflA
yvazilabilir.
K3) 1 : 0(3) > 1 Qg l Qaéi'TGtP }

~ ~ N =~~
uy — r(ut) Qut

diferansiyellenebilirdir. (Clinki, éﬁt nin bir bazi

a'(t) + B!

£ olup diferansiyellenebilirdir).
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Dolayisiyla f bir koneksiyondur.

4.5 Tanim.

4.6 Teoremde verilen I' koneksiyonuna, o egrisi bo-

yunca,

_ 3
T t:u —— 7 (u) = Qu = TxE

seklinde tanimli olan I' koneksiyonuna relatif paralél ko-
neksiyon denir.

I koneksiyonuna karsilik gelen V-operatdrini
B&61lim 2 de incelemigtik. $imdi f yva kargilik gelen

y-operatdriini tanimlayalim:

0 3
7 = J;(njoa) axjéX(E )

olarak verilsin.
% nin belirledidi v-RPUC ta tanimli R° dederli
. - 3

fonksiyon £ ve u, ¢ R™——> Ta(t)E3 olmak lzere,

£5, = By (2 (3)

= a7tz (a(e))

= (a(t),B) "Lz (a(t)))

-1
= Bt (Tlll'ﬂzrrl3)
dir. Burada,
B, : {el,ez,e3}—————>{T,X

er¥ed

olmak {izere,

N3 1
Biinal T [%2
n3 23

dir. Buna gore,
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= + +
Z le szt z3Yt

olur. O zaman, Va,(t)z nin karsilik geldidi R3 degerli
*
ve V-RPUC lizerinde tanimli olan fonksiyon (o' (t))[ £l dir.

Burada, ﬁt = (a(t),B,) olmak tzere,

~

(' (£)) = Uy = (a'(£),B})

dir. Buna gore,

d(fola(t),B,))

(' (£)) [F] =
dt
d -1
=<2 7
at ¢

= (B;])'[n] + B;l[n'l

elde edilir. Burada,

1 "1
[n]= Ny '[n']= né d(niou)
r ni =
ns3 né dt

dir. Bu takdirde,

— ~ ] * <
Vu'(t)Z = ut((u ()Y [£])

Bt(B;lf [nl+ [n'l

bulunur.

4.7 Teorem.
I' koneksiyonunun koneksiyon l-formu w ve kovaryant

tliirev operatdri vV, T koneksiyonunun koneksiyon l~-formu w

ve kovaryant tilirev operatdri VvV olmak izere,

Yer(r) T Va0 F Ve (e

dir.
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Ispat. ﬁt = (u(t),Bt) olmak lzere, ﬁé yatay oldu-
gundan,
- Ty e ' ' .
Wut(ut) = wut(OL (t)rBt) =0
dir. '
T _ - [ '

Wat((a'(t),O) + (0,B))

— . v
= wut(O,Bt)

bulunur. O halde,

-1, ,
VoreeyZe = Be(B™) Ing] + [ng]
_ ] -1 ]
= "B Belng + [ngl

= —wﬁt(ﬁé)[nt] + V%t

= V(g = -wﬁt(ut) + Ve
dir.

4.8 Teorem.
r koneksiyonunun w koneksiyon l-formu verilsin.
ute v-RPUC ise,
G(ué) =0

dir.

Ispat. u r-yatay oldugundan v(ué) = 0 dir. Bu

tl
takdirde,

olur. Halbuki, out izomorfizmdir. O halde A=0 vyani,
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Jz(u;__) _0
dir.
4.9 Teorem.

Z g-boyunca v-relatif paralel ve o ya dik ise,

dir.

ispat. ‘ut = (a(t),T,X,Y) bir relatif paralel c¢ata

alani olsun. Z € v—-RPS oldugundan,
Z =<2, T>T + <2,X>X + <Z,Y >Y
egitlidi geredince,

Z = 2,;T + 2, X + z.Y ,(zl,zz ve 2z

1 2 3 sabit)

3
dir. Boylece,
~ 1, t+h

vV ,%Z = lim E[Tt (Zt+h)_zt]
h-+0

— 1im X -1 -
= lim S+ (uouyyy) (Z ) z,l
h-0

, 1
= 1lim -E[ut(zl,zz,23)‘zt]
h->0

= lim = -
= lim — [z, T + z,X + z;¥, Zl
h~+0

olur.
4.10 Teorem.
Z o=boyunca e-paralel ve o ya dik ise,
Z € v-RPS
dir.
Ispat. Z o-boyunca i—paralel ise,

Va'(t)z -0

dir. O halde,
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~ tt+h

. 1 —
lim ~E~[rt (Zt+h)—Zt] =0
h->0
= lim == (G.ou t ) (Z,,.)-2.] = 0
h t tt+h t+h t
h--0 |
dir. ﬁt = (a(t),T,X%X,Y) f—yatay lifti yardimiyla,
_ _tth t+h t+h
Zevn — %21 Tean T Z2 0 Xegn Y 230 Y
_ ~=-1 _ .. tth  _t+h _t+h
> ut+th+h (Zl v 25 4 Zg )
o w~tth _ _t+th t+h t+h
> T (Zt+h) zq Tt + z, X, + Z3 Yt
Bdylece,
lim —%-(z§+h - z5H =0
h->0
dz
> ], =0
&
=> zy = ¢ = sabit , c = 0
bulunur. Benzer sekilde, z2, = c, = sabit ve z3=c3=sabit
elde edilir. Dolayisiyla,
im —[  tth - v
lim h [rt (Zt+h) Zt] a'(t)(czxt + C3Yt>
h~>0
(cl,c2 ve Cs sabit)
olur. O halde
Z € v-RPS
dir.
Bir ¢ : I—>E> , T = [t,,t,] . edrisi veril~
diginde,ll o' (t)ll = 1 olmak ilizere, verilen bir vpe TPE3

birim tanjant vektorii ig¢in, E*(a'(to)) = vp olacak se=-
kilde bir F : E-——E> izometrisi vardir(O'Neill, 1966).
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Bu izometri biricik degildir. Eger, Ta Otelemesi
p—u(to)e R3 vektdrli ile dteleme ve B> in p den gegen
a'(to)/\vp dogrultusuna paralel dodru etrafinda, pozitif
yonde, 0 = A(vp,a'(to)) radyanlik dénmesi de G ile g&s=-
terilirse,

F = GOTa : E3———) E3
izometrisi igin,

Fyla'(t,)) = v,

dir. Bundan bdyle, vp ve o verildiginde (a,vp) nin be-
lirledigi izometri diye bu izometriyi anlayacadiz. Agik-
ca, (a,vp) nin belirledidi izometri F iken,Foa=B:I———+En,
p den gecgen bir egridir. Boylece vp yonilinde kovaryant
tiirev B boyunca V-Relatif Koneksiyon anlaminda iyi ta-

nimlidar.

Sonu¢ olarak, herhangi iki X,Y € X(E3) igin,

(Vg0 (p) =X 7 4 Y
M=l %p
P

3 BALD deki kesitlerin

olarak tanimlanir. Boylece, E3xE
yine bu kesitler yonilinde kovaryant tlirevleri tanimlanmisg
olur. Bu kovaryant tilirevin E3xGL(3,R) ALD de belirledi-

gi f koneksiyonuna T~Relatif Koneksiyon diyecegdiz.

I' koneksiyonunun bir ©6zellidini agagidaki teorem
ile verecediz.
4.11 Teorem.

‘E3 iin geodezikleri boyunca, I' =T dir.



Ispat. o ¢+ I——E~ , E” de bir geodezik olsun.
O zaman, her t€ I igin,
3 d
a'(t) =T = Z b, —— r b.€R, i=1,2,3
i=1 * %%i|a(t) 1 '
dir.
3 0
X= 2 a, — ’ a,e€ R, i=1,2,3
i=1 axi

oyle ki, <¥,¥ > =0 olsun. O =zaman,

vu.(t9(== 0 =0.T

olup, X € V-RPS dir. Buna godre, X,Y€& X(E3) birim vektdr

alanlari igin,

3 0
X = ‘E ai -_ ’ aie R, i=1,2,3
i=1 00X,
L
3 0
Y= 2 ¢y — r Ci€ R, i=1,2,3
i=1 0x

ve <I,X > =<T,Y > =0 segilirse,
u, = (a(t),T,X,Y)€ V-RPUC
ve a(I)xGL(3,R) de Vv ya gore yatay lifttir.
Bagka bir deyigle, T ve r ve gbre yatay liftler

aynidirlar. Boylece, o Vv-geodezik olmak lizere T = r

dir.
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