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, T ('Pfa l) mextebem n olan qonlu blI’ prog«ktif
dizlem ve T =(P,£,1), m nin mertebem m; olan ve Baer i
% altdiizlemi olmayan (yanl nz.m +m olan) bir altduzlemi
%olsun. Bu durumda, :P y\{xéj)b(l,[ [éi,} |

Loz d\NL ve I, I nin Pxg, ‘& k1s1tlanmisy olmak uzere
')Z (’P,,{O,I) altyaplslnl gozonune alalm.“bu tez Qal,wma-
- sinda, n2 m+m+lyym+m+2 ise /A 1n,5 Graves anlamlnda,
 bir hiperbolik diizlem oldugu gostemlmistlr. Uaha sonra

: T, in bazi kombinatdrsel Ozellikleri ve bazi paxalel
dogru giniflari uzemnde durulmustur.



'SUMMARY

| ‘Let T =(P,£,1) be a finite projective plane of order
'n and T'=(PL,T) a non-Baerian subplane of T with order m.
| Consxder the substructure 7, =(P ,£,,I,) with
R=P\{xeP(x1L LeL} , =L \L .

| where I, stands for the restriction of & to RxZL,. Inthis
f theaals it 1sahown that every Wr is hyperbolic plane in

the sense of Graves [2] if n) e+ 1+ M2 . Finally

 we give some combinatorial properties of T, and some line
classes of it, | |
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BOLUM 1

1. TEMEL KAVEKAMLAR

Bu kisimda, ¢alisma boyunca kullanilacak olan bazi
lga.vramlar hatirlatilacaktir. bBu bolum i¢in (Kaya,R.,B])
ve ( Hughes and Fiper, [3_] ) kaynaklari esas alinmistir.

1.1 TANLM,
fP ve é elemanlari sirasiyla noktalar ve dogrular
olan herhangi iki ciimle ve ICPxLrde lizerinde olma bag-

intisi olsun. Eger v?ﬂi:=¢ ise ('P,i.,I) sirali ig¢li-
siine bir geometrik yapi denir.

Herhangi bir (P,5,1) geometrik yapisinda I?ULI
sonlu ise (P.L5,1) geometrik yaprsina sonlu geometrik
yapl denir.

1.2 TaNILi,

P=(P,4,I) geometrik yapisi agagidaki Bl, P2 ve F3
aksiyomlarini sagliyorsa P ye bir projektif diizlem
denir:

Fl: Her B ,BEP, B #E i¢in B I»f ve § I/ olacak
sekilde bir tek,f €L, dogrusu vardar.

r2: Her[,,éé,i, i¢in Pl& ve PI-.Z2 olacak gekilde
birtek PEP noktas. vardar.

P3: Herhangi Ulgu dogrudasg olmayan dort nokta var-
dir.

1.1 TEOREM,

[P solu bir projektif diizlem olsun. O zaman asa-

grdaki sartlari saglayan bir ny 2 pozitif tamsayisi

vardir:
(i) I nin her dogrusu tam olarak n+l nokta kapsar.

(1i) P nin her noktasi tam olarak n+l dogru lize-



rindedir.
(iii) [P tam olarak rn+l nokta ve rfn+l dogru

kapsar.

Yukaridaki teoremin ispata (Kaya,R.,[hJ ) de ve-
rilmigtir. |
1.3 TANIM,

Sonlu bir P projettif dizlemi ig¢in var olan
1.1 teoremdeki partlari saglayan n pozitif tamsayisina
P projektif diizleminin mertebesi denir.

1.4 TANIM,

E=C?,£NI) herhangi bir projektif diizlem olsun.
Eger PP, £C L ve I'CPxL> olmak iizere PE(P LT
geometrik yapisa bir projektif diizlem ise P’ ye IP nin
bir projektif altdiizlemi denir. Uzel olarak IP'# IP ise
P’ ye P nin projektif Szaltdiizlemi adxiverilir.

1.2 1EOREM,
{ mertebesi n olan sonlu bir projektif diizlem ve
! de IP nin mertebesi m olan bir projektif dzaltdiizlemi

olsun. Bu takdirde eZer { nin her dogrusu F’ niin bir
noktasini kapsarsa n=m dir, aksi halde n)y nfem dir.

Ispat igin bkz (Kaya, R.,[h]).
n mertebeli sonlu bir projektif dizlemin n=n&m
- olacak gekilde mertebesi m olan bir zltdizleminin varli-
g1 bilinmemektedir. bBu nedenle 1.2 teoremin hiukminin

en iyi hiikiim oldugu sdylenemez.

Literatiirde hiperbolik diizlem ( veya diger adi ile
Bolyai?Lobachevsky diizlemi ) ig¢in birbirinden ufak tefek
niians farklariyla Gesltli tanimlar mevcuttur. Asagida
bu tanimlardan bezileri verilmigtir. Bu ¢aligmada ise
L.M, Graves’in hiperbolik diizlem tanimi esas alinmakta-

dir.



1.5 TANIM,

Agagidaki aksiyomlari saglayan herhangi bir
(P,£,1) geometrik yapisina bir Bolyai-Lobachevsky diizle-
mi denir:

ul: Herhangi iki noktadan bir tek dogru geger.

G2: Herhangi bir dogru ilizerinde en az iki nokta
vardir.

G3: Herhangi bir dogruya digindaki bir noktadan
en az iki paralel dogrd ¢izilebilir,

G4: Herhangi ugi dogrudas olmayan dort nokta
vardir. _

G5: §,P nin dogrudas olmayan ¢ noktasi ile, kap~
sad1g1i herhangi iki noktayi birlegtiren bir dofZru lizerin
deki tiim noktalari da kapsarsa, bu takdirde,S =Pdir
(Graves,[zl).

1.6 TANIM,

Agagidaki aksiyomlari saglayan bir (P,0,1) geomet-
rik yapisina bir Bolyai-Lobachevsky diizlemi denir:

T1: Herhangi iki noktadan bir tek doZru geger.

T2: Herhangi bir dogru lizerinde en ag iki nokta
vardair.

T%3: Herhangi bir doZrunun diginda en az bir nokta

vardar.

T4: Bu yapida en az bir doZru vardir ve herhangi
bir doZrunun digindaki. bir noktadan ge¢en ve bu dogruya

1Ortak noktasi olmayan herhangi iki dogruya paralel
dogrular denir.



paralel olan k tane (k»2) dogru vardar.

15:% nin bir § altciimlesi, doZrudag olmayan iig
nokta ve herhangi iki noktasini birlegtiren bir dogru
izerindeki tim noktalari da kapsarsa 8= dir (Topel,[lo]).

1.7 TANIM,

Agagidaki aksiyomlari saglayan herhangi bir
U=(P,£,L) geometrik yapisina bir hiperbolik diizlem
(B-L diizlemi' ) denir:

H1l: Herhangi iki noktadan ge¢en bir tek doiru
vardir.

H2: Her dofru ilzerinde ayni sayida nokta bulunur,

H3: Herhangi Ug¢l dogrudag olmayan dort nokta

vardir.

H4(Ayirici aksiyom): Bir dogrunun digindaki bir
noktadan gegen ve bu dogruya paralel olan, iki yada daha
cok (belli bir) sayida dogru vardar.

H5(Sinirlayica aksiyom): P C?Pp, LCdve I'CI
olmak lizere eger, '

(1) K ve BeP', B #L=>H Be L
(1i) P I1e L=reP’
sartlary saglanlyorsa,(?ii;ls=l[ dur (Kaya,R,[A]).
1.8 TARIM,
(P, 4, L) ve (?xiilb herhangi iki geometrik yapi
olsun. Eger,

£ PUL >PUL

fonksiyonu,

'Bundan sonrs "Bolyai-Lobachevsky diizlemi" yerine kisaca
"B-L diizlemi" denecektir.



1) f(P)C P,
2) (et
3) Her EEP, f€ 1, ve BLL =) 1{((),

gartlarani da sagllyorsa,f ye (P,7,L) dan (?I,L:I') ye
bir homomorfizm denir. Birebir ve orten 6zelligi bulu-
nan bir homomorfizme izomorfizm denir. Bir geometrik
yaplyl kendisine ddniugtiren izomorfizme de kolinasyon

veya otomorfizm denir,

1.3 TEOREM,

bir B-L dlizleminin tiim kolinasyonlarinin ciimlesi
(fonksiyon bileske igslemi altinda) bir grup yapisina
sahiptir.

ISPAT,

Urup olma aksiyomlarinin saflandigi kolayca gori-
lebilir.
1.9 TANIM,

o bir;ﬂ; B-L dizlemirin kolinasyonlar. grubu olsun.
Bu tekdirdeH =(P,[, I) olmak iizere,

WY X, Y(X,YEP DTG ) x(X)=Y)"
oluyorsa, @ kolinasyon grubuna 3—{; nin noktalari iizerinde
(P iizerinde) gegigkendir denir,

1.10 TANIM,

3‘£=(?,L,I) bir B-L diizlemi olsun. }{ nin kolinas-
yonlar grubu P iizerinde gegigken (transitif) ise, ZFf

B-L dizlemine, Graves ( [2] ) anlaminda homogendir denir.



BOLUM 2
2., BAZL B-IL DUZLEMI MODELLERI

Literatiirde bir projektif dizlemden bazi dogrular,
ve bu dogrularin lizerindeki tiim noktalar atilarak tegkil
edilen B-L diizlemleri mevcuttur. Bu bolimde s6zii edilen
tarzda inga edilen B-L diizlemlerinden bazilari takdim
edilmektedir,

2.1 T.G, Ostrom'un B-L Diizlemi Modeli

2.1.1 TANINM,

Mertebesi n olan sonlu bir projektif diizlemde
herhangi ii¢li dogrudas olmayan n+l noktanin clugturdugu

cimleye oval denir,
2,1.2 TANLM,

Bir O ovalinin,

(i) Tam olarak bir tek noktasini kepseyan bir
dogruya teget dogru,

(ii) Tam olarak iki noktasini kapsayan bir dogruya
kesen doZru,

(iii) Higbir noktasini kapsamayan bir dogruya disg
dogru denir. (j) ovalinin lizerindeki noktalara mutlak
nokta, herhangi iki tefeti lizerindeki noktaya dig nokta,
hig¢bir tegeti iizerinde bulunmayan noktasina da i¢ nokta
denir.

2.1.1 QNERME,

n pozitif bir tek tamsayi olmak lizere, n mertebeden
bir projektif diizlemdeki bir oval igin apagidaki Ozellik-

ler gegerlidir:



( i) Dis noktalarin toplam sayisi nin+l)/2 dir.
(ii) Kesen dogrularin toplam sayisi n(n+l)/2 dir.
(i1i) I¢ noktalarin toplam sayisi n(n-1)/2 dir.
(iv) Teget dogrularin toplam sayisi (n+l) dir.

( v) Dig dogrularin toplam sayisi n{n=1)/2 dir.

(vi) Herhangi bir kesen dogru tam olarak (n-1)/2
adet i¢ nokta kepsar.

(vii) Herhengi bir dig dogru tam olarak (n+l)/2
adet i¢ nokta kapsar,
ISpar,

Bkz(Ustrom,T.G.,[s]).

2.1.1 LTEOREM,

n> 7 bir tek tamsayi olmak lzere, n mertebeli bir
P projektif duzleminin bir C}'ovali var olsun, Cﬁrova~
linin tim i¢ noktalari ciimlesini P ile, tim dig ve
kesen dogrularinin ciimlesini L ile gésterelim. P pro-
jektif diizlemindeki 1 ilizerinde olma bagintisini gozoOniine
alalim., O zaman (P,£5,I) geometrik yapisi bir B-L diizle-
midir,
Israr,

(P,56,1) nin bir geometrik yapi belirledigi asikar-
dir. Simdi (P,f5,I) geometrik yapisinin Uraves'in B-L
diizlemi tanimindaki (1.6 tanim) aksiyomlari sagladigini
gorelim:

G1: P deki her nokta ayni zamanda P projektif
diizleminin de noktasi oldugundan,  deki herhangi iki
nokta P de bir doZru belirler. Belirlenen bu dogru ya
kesen yada dig dogrudur,

G2: Bir digdoZru (n+l)/2 ve bir kesen dogru
(n-1)/2 i¢ nokta kapsadigindan,

(n+1)/2>(n=-1)/23 3
oldugu asikdrdir. Boylece ($,£,1) nin herhangi bir dog-



rusu en az iki (hatta ii¢) nokta kapsar.

G3: Bir kesen dofru lizerinden (n+3)/2 nokta ve bir
dis dofru iizerinden (n+l)/2 nokta atilmigtir. Burada,

(n+3)/2 > (n41)/2 ) 4

oldugundan (P,£,1) nin herhangi bir dogrusuna digindaki
bir noktadan en az iki (hatts dort) paralel dogru ¢izile-
bilir.

G4 : "Herhangi iugii dogrudag olmayan d6rt nokta var-
dir." aksiyomu Y3 aksiyomunun kendisi oldugundan asikér-
dir.

GS:?IC? olsun. P’, P nin dogrudas olmayan
P, @, R noktalarini ve PQR iiggeninin kenar dogrulari iize-
rindeki noktalarin hepsini kapsasin. PQ dogrusu 2.1.1
teoremden dolayi, P nin en az (n=1)/2 adet noktasinm
kapsar(¢inkii PQ kesen dogru olabilir). R noktasi ile
P¢ kesen dogrusu iizerindeki (n=1)/2 i¢ nokta birlestiri-
lirse, tegkil edilen doZrular lzerindeki tim noktalar da
P’ tarafindan kapsanir. O halde 3)' altcimlesi en az,

[(n-1)/2)] (n-1)/2-1]42
nokta kapsar. Diger taraften,

ny7 = [(a-1)/2] [ (a-1)/2-1]41> n+1
dir. O halde P’ de en az n+l nokta var oldupundan P
ile P’ nin n+l noktasa birlegtirilerek,? den gegen
n+l dogruyu tegkil edelim. P projektif dlizleminin. tim
noktalarinin boyle bir ¥ noktasindsn gegen demet iizerin-
de oldugu bilindigini gére P’ nin n+l den fazla olan
noktalari, ¥ noktasi ile ?V niin noktalarini birlegtiren
dogrulardan herhangi birisinin lizerinde olmak zorundadir.
0 halde P noktasindan ge¢en en az bir dogru P’ nin
en az iki noktasini kapsar. P€P keyfi bir nokta oldu-

gundan,
VP(FeP => PeP)

Id
bulunur, Yani fPCfP’ dtir. O halde P =P sonucu elde
edilir. '



Sonu¢ olarak Yraves'in B-L diizlemi olma aksiyom-
lar: saglandigindan dolayi (P,4,I) geometrik yapisi bir
Bolyai-uobachevsky diizlemidir.

Projektif diizlemin <j7ovalini_kendisine donisgtiiren
herbir kolinasyonu,B-L dizleminin de bir kolinasyonudur.
bu nedenle TT nin (jjovalini invaryant birakan kolinas-
yon grubunun, i¢ noktalsar lzerinde gegigken (transitif)
oldugunu gostermek, B-L diizleminin homogenligi ig¢in
kdfidir. 7T.G, Ustrom'un bu modelinde, TT projektif diiz-
lemi Dezargsel ve nz 1 {mod 8) ise, elde edilen B-L
diizlemi homogendir (Ostrom[8]).

2.2 R, Sandler'in B-L liizlemi Modeli

TT , mertebesi n»5 olan sonlu bir projektif diiz-
lem olsun. f,,{ ,{¢, ise I nin noktadag olmayan iig
dogrusu olmak iizere, TI den 4, 4,4 dogrulari ve bu dog-
rular iizerindeki tiim noktalar atilarak T], teskil edil-
sin, T, 1n lizerinde olma bagintisi, I nin lizerinde
olma bagintisinin kisitlanmigl oldugundan, lizerinde olma
bagintilary ayni sembolle gosterilebilir. Bu durumda
Tr, geometrik yepisi bir B-L diizlemidir. $imdi gercek-
tende TI, ic¢in Graves'in B-~l diizlemi tanimindaki aksi-
yomlarin saglandigini gbrelim:

Gi: Tl in tum noktalari ayni zamanda TT nin de
noktalari oldugundan ¥l geregince ferkli iki nokta
bir tek dogru belirler,

G2: Tl nirn bir dofrusu lzerinden en fazla u¢ nokta
atilmigtir. IYani 77; in bir dogrusu en az n-Z2 nokta
‘kapsar (Bu durum TI den atilan liggenim herhangi dir kEge-
sinder gevmeyen dogrulsr i¢in gegerlidir.). Halbuki,
ny 5 oldugundan,

n-2y 5-2 = n-2)3

olur. Yani Tl 1n bir dogrusu iizerinde enaz U¢ nokta

vardir.
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G3: 7] nin herhangi bir dogrusu lzerinden atilan
en az nokta sayisi ikidir (bu durum T den atilan liggenin
nerhangi bir kisesinden ge¢en dogrular igin gegerlidir. ).
Dolayisiyla T, in bir dofrusuna disindaki bir noktadan
en az iki paralel ¢izilebilir.

Gg4: £ ,TI in bir dogrusu, AT, Blg, Pﬁ%z olsun.
O zaman U3 den dolayi, T, 1in,

{1.[}3’ éIP ve {A[—TC&):@AZ
gartinl saglayan [;, {g dogrulari vardir. Diger taraf-
¢an W2 den dolayi,

C14 , C .24 Aty
ve

ity , D #4, oty
noktalar:y da mevcuttur. Bu durumda T, an 4,B,C,D nok-
talarinin herhangi lgu dogrudasg degildir.

G5: 1], -in noktalarinin bir § altciimlesi,
dogrudag olmayan l¢ nokta ve § ye ait iki noktayi bir—

legtiren dogrular lUzerindeki tim noktalari kapsasin.

O zaman B ,B ,B€S dogrudas olmayan ii¢ nokta ise ¢ =h b
dogrusu lizerindeki tiim noktalar da 8 ye aittir. Diger
tarafdan {’=E 2 dogrusu lzerinde en az n-2 nokta mev-
cut olup, ¥ den ve / nin 8 ye ait n-2 noktasindan
gegen dogrular teskil edilirse, § en az,

(n-2){n=-3)+1 =n*+5n+7
adet nokta kapsar.
X, 7T, 1n bir noktasi olsun. X ile § nin

(n-2){n-3)+1 noktasi birlestirilirse X den gegen
(n-2)(n-3)+1 dogru tegkil edilir. Bu durumda,

(n-2)(ns3)+1 Y n+2

dir., Simdi bunun gergeklendifini gOrelim:
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(n=3)An-2)+1 = n? -5n+7) n+2
= 1 -6n+5)0

= n1‘2=\6$m )2

> n =5 ve n,=1

nl n,_

+ | - | +

(n-3/\n-2)+1) n+2 olmasi i¢in,

ny5 veya ng 1
olmak zorundadir. WUiger tarafdan np 2 oldugundan ng1l
olmasi imkénsizdir. Dolayisiyla n) 5 olmalidir. Bu ise
hipotezde n) 5 oldugundan agiklrdir. Bu durumda X den
ve § nin bir noktasindan gegen en az bir doZru 8§ nin en
az iki noktasini kapsar. Bu ise X¢§ demek olup, G5
aksiyomunun saglandigini gosterir.

Bu modelee atilan ¢ , /2,{3 dogrularini kendileri-
ne doniigtiren T nin bir kolinasyonu, Tl, in da bir koli-
nasyonudur. Bu durumda T Dezargsel ise, 1T nin kolinas-
yonlari grubunun dortgenler lizerinde geg¢igken oldugu
bilinmektedir. Bu nedenle TT Dezargsel iken,

{irdy (1,371,2,3)
noktalarini invaryant birakan kolinasyomlarin altgrubu
1To 1n noktelari ilzerinde gegisken olan bir altgrupdur.

Yani TT Dezergsel iken T, , Graves anleminda, homogendir
(Sandler, Rey L9] )0

2.3 R.J. Bumcrct'un B-L Dizlemi Modeli

2.3.1 L1ANLM,

Agagrdaki aksiyomlari sagleyan (P,4,1) geometrik
yapisina bir lineer uzegy denir:

L1: Ixi noktedan bir dogru geger.

L2: Herhangi bir dogru lizerinde en az iki nokta
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vardir.

2.3.2 TANIM,
S=(?,4,I) bir lineer uzay iken,
v={P|, b=|Ll

ile gésterelim. S nin her P noktasi ve~{ dogrusu ig¢in,
r(2)=|{le£|PL L] |

()= |{pPeP| PI{ ]
tanimlayalim. Boylece kif) ile herhangi bir led, dog-
rusu lizerindeki noktalarin sayisi, r(P) ile de herhangi
bir P noktasindan geSen dogrularin sayis1 gosterilmig |
olur.

EZer S sonlu bir lineer uzay ise,
=‘~min{ k({) \{éﬁj
kmmax { kif) | £ €4
pomin 2r(P) |P EZP
Ty =max fr(P) [p 6?}
tanimlanabilir. Bu durumda efer,
kmsz:k
ve
T _=T=T

m
ise S ye regiilerdir denir ve mertebesi de (k,r) ola~

rak belirlenir (Saxena, 1967).
2.3%,% TANLM,

f /

(P,4,1) bir geometrik yapi, PCP,LC Lo ve 1CPxL.

olmak iizere (P,4,1) geometrik yapisina (P,4,1) nin geo-
metrik altyapisi denir,



2.%.1 TEOREM,
Herhangi bir sonlu S lineer uzayi i¢in,
(1) ) k2
(ii) ¥ (k =1)yry
ise S bir hiperbolik diizlemdir.
Ispat,
Bkz (Bumcrot, 3.3.11 ]).

S =(P,4,1) bir lineer uzay,®], S nin asazidaki
( sartini saglayan dogrulari cilimlesi, () da )] nin en
az bir dogrusu ilizerinde bulunan S nin noktalarinin ciim-

lesi olsun.

C gsarti: "S nin her dogrusu @ﬂ yi en az farkla
iki noktada keser."

S =(M\Q, LM, , TN (PNQ) x (L\M))

yapisi S nin bir altuzeyidir. Eger Sgy bir diizlemse
hiperbolik diizlemdir. ¥ ve 4, Sm nin Pfﬂl 1 olacak
sekildeki nokta ve dogrusu olsun. Diger tarafden ALL |
BL{, A, BEQ , A#B olacak sekildée 4,B noktalar:i
verdir. bBu durumda PA ve PB dogrulari {4 yi f%n de

kesmezler,

v,b S nin sirasiyla nokta ve dogrularinin sayi-
sini, v, b’ ise S nin sirasiyla nokta ve dogrularinin

sayi1sinl gostersin ve m=[@,] olsun. O zaman,

1
“Pﬂfg goésterimi " P noktasi L dogrusunun izerinde
degildir." diye okunur.
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.blzb-m ..0.0‘.....’...Q....‘.....‘IC'C.‘...(Z.}.l)

km‘mék];]\(kl:lrékm-z .acoooo-looo-nooooooot(2¢302) ‘

rm\<rl;lérlci$r1\,1 ...‘..........‘......“..(2.3.3)
V"'mkmﬁ V'éV"(l/Z)m(ka“m-fl) o-oooa.oooooo(203¢4)

olur. Herbir dogru ilizerinden km nokta atilir ise ve
atilan herhangi iki dogru farkli noktalarda kesigir ise
(2.3.4) egitsizliginin sag tarafi elde edilir. Bu
nedenle (2.3.4) egitsizliginin sag tarafi k < m igin
gecerli degildir. Faket 12 den ve (2.3.,2) den dola=-
y1 nLgkmfZ esiteizligi gergeklenir, 2.3.1 teorem ve
yukaridakilerden dolaya Sqn nin hiperbolik diizlem olma-
81 igin,

L PP -8 -9

rm>/kI'1 .l.'.....h.....l..l'.‘.'.....'..l.(2.3.6)

ve
(km-m)(km-.m—l)} I‘lvl noo.oaoo-onooooa.»oon‘(20307)

gartlarinin saglanmasi yeterlidir. § , n mertebeli
bir projektif diizlem ise )] ciimlesinin ( gartini sag-
lamasi i¢in gerek ve yeter gart n)» 5 iken,

3&rn<(1/2)[2n+l*(4n+5)l/2]
olmasidar, m=3 ig¢in,

km=n—2

kM‘:n" 1

r=n+l
Ozelliklerine haiz olen bir hiperbolik dizlem elde edilir.
Bu m=3 0©zel hali, bir Onceki boliimde takdim edilen
Sandler'in B-L diizlemi modelini verir.
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2.4 Keya - Ozcan'ain B-L Dizlemi Modeli
(Sandler'in B-L Diizlemi Modelinin Genellemesi)

T mertebesi n olan sonlu bir projektif diizlem
ve m¢{n+2 olacak sekilde, 4,.6, oo ’4n bu diizlemin
herhangi U¢l noktadas olmayan dogrulari olsun. 1T den
bu farkli m dogrunun ve bu dogrular lizerindeki tim
noktalarin atilmasi ile elde edilen yapiya T, diyelim.

2.4.1 ONERME,
(a) I de farkli iki nokta bir tek dogru belirler

(b} T{ nin herbir noktasindan n+l dcgru geger.

(¢) Th nin toplam dogru sayisi nf+n+l-m dir.

(d) Tl nin toplam nokta sayisi
+(1-m)n+(1/2)(m~1)(m~2)
dir.
ISkal,

Bkz (Kaya-bzcan,[ﬁ 1)

2.4,1 TANLW,

1 de atilan a, {2, cee ,{; dogrularinir herhan-
gi ikisinin arakesiti clam noktaya kOge noktasi denir.

T, nip tir dogrusu, T nin bir dogrusu olarak
diugiinilurse l, m nin tek veya ¢ift olmasina glre, sira-
siyla \m-1J)/2 veya w/2 kOge noktasi kapsar. U halde,
buradan, asagidaki iki sonucun dogrulugu kolayce gOrilir:

PR,

1 T nin bir dogrusu iizerinden, 7 de, atilan noktalar
iade edilerek elde edilen dogru 77 nin bir dogrusu ola-
rak digunilir.
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2.4.,1 SONUG,

T de s adet kose noktasi kapsayan T, nin bir
dogrusunun'ﬂ; de tam olarak n+l-(m-s) adet noktasi

vardir.

- 2.4.2 SONUG,

r, Tl nin bir dogrusunun genigletilmigi lizerindelki
kdse noktalarinin minimum sayisi, k daTy nin bir dogru-
su lizerindeki tim noktalarin sayisi olsun. O zaman,

(a) m ¢ift ise,
' n+l-m+r § k < n-(1/2)(m-2)
dir,
(b) m tek ise,
n+l-m+r { ¥ ¢n~(1/2)(m~1)

dir.
2.4.2 ONERME,

r, T, nin bir dofrusunun genigletilmispi ilizerindeki
noktalarin minimum seyisini gostersin. Bu durumda eger,

3\<m\<n+r+(l/2);(.l“v4n+5> ................(2.4.1)’
ise T, bir B-L diizlemidir.
1span,

Gl: 2.4.1 sonugtan dolayi, Tl nin herhangi bir
dogrusu en az n+l-m+r nokta kapsar. Diger tarafdan
2.4.,1 esitsizliginden dolaya

- m £ n+r+{ 1/2)(1~/4n+5 )
= n)mr-(1/2)(1~/4n+5 ) v.oeiineiaelaa(2.402)

olur. Burada nj) 2 oldugu kullanilairsa,
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m-r=(1/2)\1-y4n+5 )y m=r-(1/2)(1-y13 )

= m=r-{1/2)(1-V4n+5" ) > m-r+1
bulunur. bBu sonu¢ (2.4.2) egitsizliginde yerine
konursa,

ny m-r-(1/2)(1-V4n+5" ) ) m-r+l

== n) m-r+l

= n-m+ry 1l

= n-méreld 2

= n+l-mir) 2

elde edilir.

G2: 2.4.1 onermedeki (a) O©zelligi ¢2 aksiyomu-
nun kendisi oldufundan, asikir olarak U2 saglanir.

G3: Tl de her biri en az iki nokta kapsayan ve
birbirine paralel olan iki dogru var oldugundan, agikér

~olarak G3 saglenir.

G4: £ ,T; nin bir dogrusu ve ¥,Th nin ¢ lize-
rinde olmaysn bir noktasi olsun. {7 ye, lzerinden ati-
lan nokta sayisi kadar, ¥ den ge¢en paralel ¢izilebilir.
Yani £/ den m-s adet nokta atilmig ise, ¥ den gegen
ve { ye paralel olan m-s8 adet dogru ¢izilebilir.

Bu nedenle, m ¢ift ise £ lzerinde en fazla m/2 kise
noktasi mevecut oldugundan‘f ve Y den ge¢en en asz,

m-(m/2)= m{2
adet paralel ¢izilebilir. m  tek iken ise £ izerinde
en fazla (m-1)/2 adet kdse noktasi mevcuttur. Bu
nedenle £ ye ¥ den geGen en az,

m-({m=1)/2) = \m+l)/2

adet paralel ¢izilebilir. Diger taraftan m) 3 oldugun-
dan m/2) 2 veya (m+l)/2)2 dir.
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G5: S, T, nin noktalari cimlesinin dogrudas ol-
mayan 4, B, C noktalarini kapsayan bir altciimlesi ol-
sun. Ayrica S, S ye ait herhangi iki noktayi birleg-
tiren bir dofru lizerindeki tum noktalari da kapsasin.
0 zaman S , AB, AC,ve EC dogrulari uzerindeki tim nok-
talary da kapsar. Bu doZrularin herbiri, hipotezden
dolayi, T de en az r adet kige noktasi kapsar. U halde
AB dofrusu da T, nin en az n+l-m+r adet noktasini
kapsar. O zaman, C ile AB dogrusu iizerindeki n+l-m+r
adet nokta birlestirilerek, C den ge¢en ve AB dogrusunu
kesen en az n+l-m+r adet dofru elde edilir. Bu dogru-
larin herbiri C den bagka en az n-m+r adet nokta kapsar.

Dolayisi ile S, en az ,
\n-m+r)in-m+r+l)+1
noxkta kapsar.

X, 1T, nin herhangi bir noktasi olsun. X ile,.S
tarafindan en az olarak kapsanan,

\n-m+r){n+l-m+r/+1

zdet nokta birlestirilirse X den ve S nin bir noktasine
dan ge¢en en az \n-m+r/in+l-m+r/+1l adet doZru elde
edilir. Diger taraftan 77 de X den tam olarak n+l
dogru ge¢er. Bu durunda eger,

(n-m+rd(ntl-mer)+ly ne2  ..o.oon... ceeeenel2.4.3)

ise, X noktasini S nin noktalarina birlestiren dogrula-
rin en az iki tenesi ¢akisir demektir.(Lksi halde X den
n+2 adet dogru ge¢mig olurdu ki bu imkdnsizdar.). Yani
X i, S nin noktalarina birlegtiren bir doZru lizerinde
S nin en az iki noktasi meveut olur. bu ise X €3
demek olup, S ile T, nin noktazlari ctimlesi aynidar.

O halde G5 in saglanmasi icin (2.4 .%) egiteizli~
ginin geg¢erli olmasi yeterlidir. Ppimdi (2‘4-3), esit-
sizligini incelevelim: |
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(n-m+r)in+l-m+r) > n+2
= (n=-m+r)in+l-m+r)-n=1) 0

= n? 4n-mn+ur-mn-m+n? ~rm+nr+r-mr+ri -n=-13 0
= m -m{2n+2r+1 ) +n+2nr+rl+r-1 O

Son bulunan ikinci derece polinomun m ye gore
kokleri,
2n+27+14V (4n? +8nr+An+4r+4T2+1 ) ~\4nl +8nT+4TL +4T~4)
m,~ 2

n+e r+llv 4n+5

= m,= 2

=m,, =n+r+(1/2) ¥ (1/2)/4n+5

>m,, = n+r+(1/2)015V4n+5 )

=m, = n+r+(1/2)01-V4n+5 ')
m2=-n+r+(l/2)(1+¢Z£:gq)

clarak elde edilir.

'1'14 'flz

+ | — | +

bu durumda m<n+2 oldugunden mgm, olmalidar.
Yeni,

m ¢ n+r+(1/2)(1=V4n+5" )
olur ki bu (2.4.1) esitsizlifinin lkinei yani oldugun-

dan \2.4.3%) saglanir. Uolayisiyla G5 aksiyomu sag-

lznir.
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BOLUM 3
3. HIPERBOLIK DUZLEMLERIN PROJEKTIF ALTDUZLEMLERLE 1Ligkisi

1 mertebesi n olan sonlu bir projektif diizlem ve 777
mertebesi m olan, 7 nin bir projektif altdlizlemi olsun.

Bu durunda 1.2 teoremden dolayi ya n=m2 veya nj m£+m cl-
dugu bilinmektedir, n=m2 halinde 77"’ye Baer eltdlizlemi denir,

M =P ,4,1) mertebesi n olan (n) 9) sonlu bir projektif
duizlem ve Tr'=P,4,1), 7 nin bir Baer altdizlemi olsun. Bu
durumda AEP, A¢P olmak tzere A dan gegen 7 nin farkla
Zf,{’z,..., ,ZA dogrularini gézOnine alalim. 56,{%{\{&,[2,...}[;,}
= {x[xéj)\’_})’, x;)z{i.) 1$<‘sl<} ve T*=1IN(E xLy)
olmak ilizere 2¢ k< n—fr?—(l/i{)(lh/m‘—j‘) ise =(B€ ,,{/l,'_[”)
altyapisi, Graves anlaminda, bir hiperbolik dizlemdir
(Kaya~-Olgun., [5] ).

Bu ¢aligmada ise mertebesi np m2+m 0zellikli prcjek-
tif altdiizlemlerle hiperbolik duzlemlerin iligkisi ince-
lennektedir,

T =P ,£,I) mertevesi n olan sonlu bir projektif diizlem
7TI=(P',£',;[') de # nin,

n>/ md+rl: ‘..‘.U‘Q............‘.C.........Q.'.(E.l)

Gzelligindeki m mertebeli bir projektif altdiizlemi olsun.
Burada 1'C Px& olup, IZLN(P%Z’') oldugundan I'ile I aym
anlamda olup g yerine 1 gtsterimini kullanmakta bir sakinca

yoktur,

' den T niin tiim dogrularinin ve bu dogrular uzerin-
deki tum noktalarin Gikarilmasi ile elde edilen yapiyi 7%
ile gosterelim, $Cyle ki

/
Q={ 2P| nd, Ledf
/
tanimlansin., O zaman,?(', =P\ i;o= i\;&, I,= 1 (ﬁx;{,o)
olmak tzere Ty, = ,%,IJ) seklindedir. burada biraz evvel
jfade edilen nedenle I, yerine 1 yazmakta bir sakinca
yoktur. Dolayisiyla T =@,£,I1) formundadir,
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3.1 T, Yepisinin Bsza Ozellikleri

3.1.1 QNERME,

\1) Tl da farkli iki noktadan bir tek dogru geger.
(2) 1T, in toplam dcgru sayisi n24n-m¢-m dir.
(3) I, in toplam nokta sayisi (n-m){n-m?) dir.

(4) 1T, in herhangi bir dogrusu izerindeki en az

nokta sayisi n-mf-m dir.
LSFATY,

(1) T de fakls iki ncktadan bir tek doZru gecti-
gi P1 den delayr ssikirdar. X, YEPR olsun. Bu durum-
da B CP oldugunden X, YER olup XYE€ L dogrusu mev-
cuttur. 1T’ nin tim dogrulari, uzerlerindeki tim nokta-
larla birlikte atildifinden XY€4Lsdur.

(2) T, s 7T den 7T'n'un tim dogruler: atilarak elde
edildiginden, T, in dogZrulari sayisi T nin dogrulari
say1si ile Tr’ niin dogrulari sayisi arasindaki fark
kadardir. Yeni:

\ ol = [L1- {2

= n? 4n+1-(m2 +m+1)
=2 +n-m ~m

dir,

(3) Dehe ©nce teninlanan,
Q= {PeP|P1d, L]
icin
[Q=(12 +m+1)n+1l-m) sesesrencesrenaiiia,., (3,1,1)

dir. Vinki 77 den toplam ml+m+l adet dogru atilmis
olup, &tilan herbir dogru lUzerinde, P’ niin elemsni olma-
yan P nin n-m adet noktasi vardir. U halde atilan
yapinin P’ ve ait olmayan toplsm nokta sayisa

(i 441 ){n-m) dir. Piger yvandan, :P’ nin torlem nokta
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sayisi ml+m+l oldufundan (3.1.1) in dofru oldugu gds

terilmis olur.

Ote yandan,
P=%UQ ., RNQ=¢
oldugu asikérdir. O halde,
[Pl=lpu@!l =IP=1P]+]|Ql
=151 =17l -lQ|
= 12 +n+l-\nf +m+1) (n+l-m)
=r? +n+l-nm? -nm-n-m? -m —1+m +m? +m
= n? ~nm? ~nm+m3
= n2{m=-n)+n{n-m)
= (n=m){n-m?)
olarak elde edilir.
(4) I, insa edilirken T nin atilan yapiya ait
olmayan bir dofrusu iizerinden en fazla m?+m+l adet
nokta atilmistar (béyle dogrular, uUzerinde atilan yapi-

nin hi¢bir noktasini bulundurmayan dogrulardlr.). Bu
nedenle T, in bir dofrusu terafindan kapsanan minimum

nokta sayisi,

n+l=(m?+m+l) = r-m?-m
dir.
3.1.1 LANLM,

" Tlhain tam olarak bir tek noktasini kepsayan bir
dogruya teget dogru, hig¢bir noktasini kapsamayan bir .
dogruya da dig dogru denir.

%,1.2 ONERME,

7, 1n herhangi bir dofrusu ya n-m?-m adet nokta
veya n-m¢! adet nokte kapsar.
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ISPAT,

{;éi% olsun. {L in tamamlanmigini { ile gbs-
terelim. O zaman { doZrusu atilan yapinin ya higbir
noktasiny kepsamaz yada bir tek noktasini kapsar. Yani
ya £ bir dig dogru yada bir teget dogrudur. ¢ bir dis
dogru ise, atilan yapinin {(‘1T” nin ) atilan mZ+m+l
dogrusu ile { farkli noktalarda kesigirler. Bu ise {
dogrusu iizerinden farkli m?+m+l adet noktanin atilmasx
demektir. O halde {, dogrusu, { ilzerinden ml+m+l adet
noktanin atilmasi ile elde edilmigtir. Diger teraftan
{ tlizerinde, 77" de, n+l adet nokta var olup, bunlarin
m2+m+l tanesi atildigindan 4, iizerinde tam olarak,

n+l=-(m24m+l) = n-m-m

adet nokta vardir. O halde £, dogrusu n-m?-m adet nok-
ta kapsar. Eger { bir tepet dogru ise, bu durumda,‘g
ile atilan yapinin bir tek P ortak noktasi var demektir.,
P noktasindan 77 nin m+l adet dogrusu geger. Bu

m+l adet dogrunun hepsi de { yi bir tek P noktasinda
keserler. Bu nedenle de 7, dogrusu, ¢ dogrusu iizerinden
mZ+1 adet nokta atilarak elde edilmig demektir. Biyle-
ce ¢/, dogrusu iizerinde,

n+17Cm? +1) = n-m?

adet noktanin varlig: bulunmug olur,.

3.2 T YapisininHiperbolik Dizlemlerle i1iskisi

pimdi, T, yapisinin hangi sartlar altinda bir hi-
perbolik diizlem belirledigini araptiracafiz. Bunun ig¢in
Tl =(P,4,,1) yapisinin Gl - 05 aksiyomlarini saglamasi
i¢in gerekli sartlarin neler oldugunu tesbit etmeliyiz.

%.1.1 onermenin (1) gikkindan dolayi G1 asikér-
dir. 77, 1in herhangl bir dogrusu izerindeki en az nokta
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‘say1s1 3.l.1 Onermenin (4) sikkindan dolayxr, n-ml-m
dir. Bu durumda G2 aksiyomunun seglanmes1 1¢in (yani
[, in herhangi bir dogrusu lizerinde en az iki nokta

bulunmasi i¢in ),
n-m? -m) 2

olmasi gereklidir.

Bir dogruya digindaki bir noktadan o doZrunun
genigletilmigi olan dogru lzerinden atilan nokta sayis:
kadar paralel dofru ¢izilebilir. O halde G3 i yani,
"Bir dojruya disindaki bir noktadan en az iki paralel
cizilebilir." aksiyomunu incelemek i¢in, 7, in bir
doZrusu uzerinden en az ne kadar nokta atildigr bulun-
malidar. Mo in bir dogrusu lizerinden en az m?+l adet
nokta atilmig oldugundan bir dogruya digindaki bir nok-
tadan en az w?+l adet paralel doZru ¢izilebilir.
Burada m) 2 oldugundan,

w241y 41 = 5

olur. Bunun anlami ise, bir doZruya disindaki bir nok-
tadan en az bes paralel doZru ¢izilebilecegidir.

Pimdi, T yapisir i¢in G4 aksiyomunu inceleyelim.
Yani 7/, da herhangi ii¢ii dogrudag olmayan dért noktanin
var olup olmadigini arastiralim?

¢, €L, P# f, , PEP olsun. O zaman G3 geregince
-& dogrusune ¥ noktasindan gegen en az iki (hatta bes)
paralel dogru ¢izilebilir. lani,

Fe.qed)rit, ¥iby, Labi= b= A

olacak sekilde fo,gu’&,dogrularl ve P noktasi mevcut-
tur. Diger taraftan G2 den dolaya,
RI/,, Qid,, R4 P #Q

olacak selkilde R, Q&7 noktalari vardir. Bu durumda
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G2 den dolayi,
AL{,, BLf,, A+ B

olacak sekilde A, BEP, noktalari da bulunabilir,
A, B, Q, R noktalarinin herhangi iigu dogrudag degildir.
Dolayisiyla Th igin G4 aksiyomu saglanir.

Son olarak T, yapisi i¢in G5 aksiyomunu inceleye-
lim. Once G5 aksiyomunun " S CJH dogrudag olmayan fark-
11 U¢ nokta ile, herhangi iki nokt381n1'birle$tiren dog-
rular lizerindeki tim noktalari da kapsiyorsa S =4 dir."
oldugunu hatirlayalim. Simdi,S(:j% dogrudag olmayan
farkly A,B,C noktalarini kapsasin. Bu takdirde,
AB, AC ve BC dogrularini gozonine alalim. T, in bir
doZrusu iizerindeki en az nokta sayisi 3.1l.1 Onermenin
(4) sikkindan dolayi 'n-mz-m dir. Bu nedenle BC dogru-
su iizerinde en az n-m’-m adet nokta vardir. & noktasi
ile, BC dogrusu iizerindeki n-m?2-m adet noktayi birleg=-
tiren dogrulari dusinelim. 3Bdylece S ye ait n-m?-m~
adet dogru elde edilir. Bu dogrularin herbiri iizerinde
A noktasi hari¢ n-m?-m-1 adet nokta vardir. O halde

S de en az,
(n-m2 -m)in-m? -m-1)+1
adet nokta mevcuttur.

X€P, olsun. X noktasini 9 nin noktalarina bir-
lestiren dofrulari teskil edelim. bu durumda eger,

(n=m?=m)in=m2=m=1)41) N42 .eveenvereeraat3.2.1)

ise, yani X ile S nin noktalarini birlegtiren dogru
say1si n+l1 den biiyik ise, X noktasin: S nin noktala-
rina birlegtiren en az iki doZru ¢akisiktir demektir.

Bu durumda X noktasini S nin noktalarina birlegtiren
en az bir dogru lizerinde S nin farkli en az iki noktasm
vardir. Diger taraftan kabul geregi S nin farkli iki
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noktasiny birlegtiren bir dogru lizerindeki tim noktalar
da S nin elemani olacagindan X €S olur. Bu durumda
» G5 aksiyomunun saglanmasi ig¢in (3.2.1) esitsizliginin
saglanmasi gerektigi sonucuna ulagilir.

Simdi tekrar (3.,2.1) esitsizligine donelims

(n=w?=-m)(n-m2-m=1)+1 ) n+2
= n? -nn? -nm-n-nu? +* +m3 +n? ~nm+m3 +0? +mel Y 02

= n? -nlm? +m+m? +1+m) +0* +2m3 +2m? +m+l Yy n+2
= n?-n(2m? +2m+1 )4’ +2m3 +2m2 +m=-n-1 » O

= n?-2n(m? +m+1 )+m* +2m3 +2m2 +m-1 ) O
olur. +»imdi,
2

n? -2n(m? +m+1 ) +m* +2m3 +2m¢ +m-1 = O

ikinci derece polinomunu n ye gore ¢ozelim:

- 1
2{m2+m+1 )+ \[4 (m2+m+1 )2 =4 m® +2m3 +2m? +m-1)
m,2" 2

(m2+m+l )+ \[sz +m+1)? ~m® ~2m3 —2m2 -m+l

m2 +tn+1+ \/m" +m2 +1+2m +2m2 +2m-ms =2m3 ~2m2 ~m+1
= m24m+1+ \/ m2 +m+2

O halde,

I

n?-2n(m? +m+1 )4m*+2m3 +2m?2 +m-1 = O
denkleminin kokleri,
= 2 : 2 g
nl’2 m2 4m+ 1+ \/ m?4m+2
dir, Bu durumda, n{n; veya njyn, olmalidir.
T

+ =1+
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Sonu¢ olarak bulunan koklerden dolay. (%.,2.1)
egitsizliginin saflenmasi ig¢in,

n & m?+m+l-\/ m2+m+2 ceceeseesassensaseat3.2.2)
) ¢} .>/ m2+m+l+v m2+m+2 ..uooocoonoooo-ooock3¢2u3)"

olmasi gerekmektedir. Uysa (%.1) den dolaya,

veye

n ) m?+m

VmZamee p &

olduZunden,

clup,

n< m? +m

olurdu. Bu nedenle Tlo igin (3%.2.2) egitsizlifinin
saglanmadigl agikBrdir. U halde Y5 aksiyomunun gegerli
olmasi ig¢in (3.2.3) esitsizliginin scglanmesi yeterli-

dir. Yani,

n Yy mZ4m+l+\ ol +m+e

olmalidir., (3.¢.3) sszgleniyor ise, (3.2.1) de seglandi-
frnder U5 aksiyomu Tlo de gegerlidir.

Sonu¢ olerak Mo da G5 zksiyomunun saglarmesi
i¢in,

n Y wl+mele \Vml 4wl

clmral:idar,

O hzlde, simdi agafidaki Onerme verilebilir:

3.2.1 ONERME,
= \P,L,L) mertebesi n olan sonlu bir projektif
U » 44 - . ’ 14
diizlem ve T’ = (P, 2L), I'= IN(PxL) clmak tizere TI
projektif diizleminin mertebesi m olan ( ny mf+m )
bir projektif altduzlemi olsun. T den 77’ niin tiim
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dogrulari ile bu dogrular lizerindeki tium noktalarin atil-
masi ile elde edilen kalan yapiya M, diyelim. Bu durum

da eger,
n) mZ+m+l+ e +m+2
ise 1T, bir B-L diizlemidir.

Aslinda 3.2.1 Onerme sdzler yerine sembollerle
g0yle de ifade edilebilir:

m = (P,L,T) mertebesi n olan bir projektif
dizlem, T = (PL,I), T nin mertebesi m olar
( nym?+m ) bir projektif altdiizlemi olsun ( 1=1) (P L))
Q={rle1t, Lel)
R-P\Q
L= INLs

olmak lzere eger,

ny m+m+l+ | m? +m42
ise Mo = P, 4,1), ( I,= IN(Bxdo) ) geometrik yepisi
bir B-L diizlemidir. '

3.3 TI, B-L Diizleminin Bazi Ozellikleri

%.%,]1 ONERME,

Th,3.2.1 Cnermedeki gibi elde edilen bir B-L diiz-
lemi olsun. Bu takdirde,

(1) 77 nin herhangi bir noktasindan T, an
n-m adet dogrusu geger,

(2) T, 1n tegef dogrularinin toplam sayisi
(n2 +m+1)Cn-m) divr.

(3) T, in dis dofrularinin toplam sayisi

n? +n+l-(m? 4041 ){n+1-m) dir.

(4) T, regiiler degildir.
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(5) I, xn bir noktasindan mZ+m+l adet tefet
doZru geger,
(6) Tl 1n bir noktasindan n-m-m adet dis dogru
geger. ’
LSPAT,
N ’ 4
(1) PEP, M’ niin herhangi bir noktasi olsun.

P den, 7T de, n+l ve M’ de m+l adet dogru geger,
Bu nedenle 1, da P den,

n+1-(m+l) = n-m

adet dogiru gecer. Bu ise T’ niin herhangi bir noktaesin-
dan n-m adet teget dogru ge¢tigini gosterir.

(2) T 1in teget dogrularinin ciimlesini Cé ile

gosterelim. O zaman,

Ce =14 |{¢ 2], »LL, PEP'f
olup,

IC=|{¢|t¢ L, Bl 2P’}

dir. Diger taraftan 7T nin mf+m+l adet noktasi olup,
17 nin her noktasindan 7T in n-m adet dogrusu
gecer. Bu dogrular teget dogrular olup,

|Cel= (m?+m+1 ) n-m)
elde edilir.

(3) Ty 1in dig dogrularinin cimlesini C; ile gts-
terelim. O zaman,

Cq ={tet |t¢L, PYE, VPEP']
dir. Bu durumds,
[Cal=12] - {Cel +121 )

= n2+n+l-[\m2+m+l)kn'm)+(m2+m+lﬂ

n? +n+1-\m? +m+1){n+1-m)

olur.
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(5) PER olsun. O zaman P ile TT"" niin herhangi
bir noktasini birlestiren bir dogru I’ ye ait olmayaca-.
gindan P den gegen bu tir dogrularin toplam sayisa T’
niin toplam nokta seyisi olan ml+m+l e egittir.

(¢) PER, olsun. P den, T de, n+l dogru geger.
Ayrica, (5) den dolayi P den m?+m+l adet tefet dogru
geger. O halde P den,

n+l-\m? +m+l) = n-nf -m

adet dis dogru geger.

3,.%,2 ONERME,

M, , 3.2.1 onermedeki gibi elde edilen bir B-L
diizlemi olsun.

(1) M, in C; sinifindan bir dogrusu en fazla
n-4 adet nokta kapsar.

(¢) T in C4 sinifindan bir doZrusu en fazls
n-6 adet nokta kapsar.

Lspaty,

\1) (; sinifindan bir dogrunun lzerinde n-m?
adet nokta vardir. DBurada m) <2 oldugu gbzoniine ali-
nirsa, Cf sinifandan bir doZ&ru uzerinde en fazla
n-2' adet nokta olacagi elde edilir.

(2) C4 simifindan bir doZru ilizerinde n-m=-m
adet nokta vardir. Bu durumda m) 2 oldugu gozoniine
alinirsa, (4 sinifindan bir dogru en fazla n-2% -2
adet nokte kapsar.

3.4. 'n}'B—L'Duzleminin Paralel Dogru Siniflari

Bu kesim (Olgun,[ 7]) tarafindan, T, hiperbolik
dizleminin paralel dofru siniflari ve bazi kombinatdrsel
6zelliklerine dair yapilen c¢aligmadaki teknigin, 1T;

B-L diizlemlerine uygulanmasi big¢imindedir.
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3.4.1 TANIM,

’TE in herhangi ikisi peralel olan tium dogrularinin

olugturdufu bir clmleye paralel sinif denir.

T, in, 7T nin atilan herhangi P noktasindan gegen
tim dofrulari bir paralel dogZru sinifi tegkil eder.
Bu paralel dogru sinifina P nin belirttigi paralel sinaf
veya (P)_ tipinden bir psrelel sinmif denir.

Bir rﬂ dogrusu ile bu dogru iizerinde bulunmayan,
atilan bir Q noktasindan gegen ve £ yi, 7T de, atilan
noktalarda kesen tim dogrular da bir paralel dogru cim-
lesi olugtururlar. Ancak bu dofrular ciimlesini kapsayan
bir ¢ok paralel sinif bulunabilir, Stzii edilen dogrular
climlesinil kapssayan tum paralel siniflarin arakesiti, 4
ile Q nun belittigi paralel simif veya (£, @) tipin-
den bir paralel sinmif olarak adlandaralar,

Tl, 1n yukarida belirlenen pearalel dogru sinifla-
rindan bagka paralel siniflarin da bulunmasi mumkin
oldugundan (P)- ve (£, Q)- tipinden paralel siniflara
asikadr paralel siniflar demek uygun olur,

simdi 1,
na gore bunlarin kombinatorsel Gzelliklerini incelemeye

da asikadr paralel siniflar taenimlandifi-

basleyabiliriz.
3.4.1 UNERME,

T, in (P)_ tipinden bir paralel dogru sinifinda
ya n yada n-m adet dogru vardir.

ISPAT,

Bir P noktasinin atilan bir nokta olmasi igin
gerek ve yeter sart ya PEP’ yada P¢33' , PILEZL o1masi-
dir. Buna gore:

(i) PEP’ise, P den gecen oo 1n dofrulari sayisi
n-m dir. Bu n-m adet doZrunun hepsi de atilan P
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noktasinda noktadag olduklari iéin,
(P) = pn=nm
olur,
) / ted ; , 1
(ii) P¢P', PI{€L jge, atilan bir dis noktadan
gecen Tl 1n dogrulari sayisi aranilan sayidir. P nok-
tasindan n+l adet dogru geger ve bu dogrulardan birisi
hari¢ digerlerinin higbiri de T’ niin dogrusu degildir.
0 halde 7, an, T de, P den geg¢en dogrularinin sayisi
n dir,

3.4,2 ONERME,

Ty 1n (Z,P)' tipinden bir paralel sinifina ait dogrula-
Tin minimum sayisi min(({,P)l olduguna gore,

me+1 . PP LeCy veya PGP;ZGCJ ise,
min‘(x{,P),-‘-‘- wlemsl  ; PP, LECy ise,
' n-m+l A Pé?',fécé ise,
LSPAT,
Z,qn 1n herhangi bir dofrusu olsun. Bu durumda ya £€(y
yada £€C4 olmak zorundadir. Giinkii, o’éo:CAJCJ ,CénCJ= P dir.
(1) €ECe ise;

(a) PP’ ise,-f dogruﬁu lizerinden atilan nokta-
larin sayisi m2+1 dir., Diger taraftan P den,7rdﬁe, toplam
m+l adet dogru gecer ve bu dogrular atilan dogrudurlar.
Dolay131yla~£ dogrusu ile birlikte en az,

m2+1-(m+l )4l = m-m+l
adet dogru (f,P) tipindendir.

(b) PEP’ ise, 4 doZrusu lizerinden atilan nokta-
larin sayisi m2+1 dir. Bu m2+l nokta ile f lizerinde olma-
yan P noktasi birlestirilirse, elde edilen m°+1 adet dogru
{ yi, T de, atilan noktalarda keserler. Bu dogrulardan biri
atilan dogru oldugundan, { ile biriikte en az m2+1 sdet
dogru (£,P) tipindendir.

1 X
"A}:l}an bir dipg nokta" deyiminin anlami " atilan fakat
T nin elemani olmayan bir nokta " demektir,



(11) €CY ise, ?

(a) P¢P’ ise, { dogrusu iizerinden m2+m+1 adet
nokta atilmstir. Bu noktalarla Pi( noktasi tirlegtirildi-
ginde elde edilen m2+m+l adet dogru Z yi, T de, atilan nok-
talarda keserler. Bu dofrulardan biri atilan dogru oldugun-
dan‘f ile birlikte en az m+m+l adet dogru C/,P) tipindendir.

(b) PeP’ ige, P den,qr’de, m+l adet atilan
2+m+1 adet
dogru birlegtirilirse, elde edilen m2+m+l adet doZrudan m+l
tenesi atilan dogrudur, bBu durumda«f ile birlikte en az,

mP4m+l-(m+l)+1 = me+1 adet dogru Z,?) tipindendir,

dogru geger. Bu sebeple P ile{ iizerinden atilan m

3.4.% ONERME,

T, in Cs sinifina ait bir 4 dogrusu m?+l adet
(P). tipinden, mim+l){n-m)+n adet (£, P)_ tipinden
paralel sinifa aittir.

LSPAT,

{€C; oldugundan { ile atilan T nin arekesiti
sadece bir tek noktadir. Bu noktadan I’ nin m+l dog-
rusu gegtiginden geriye kalan m adet dogru L yi
farkli noktalarda keserler. O halde { iizerinden atilan
noktalarin sayisi m? +1 cldugundan ve bu atilan nok-
talarin herbiri (P)_ tipinden bir paralel sinifa karsi-
11k geldiginden, £, dofrusu mf+l adet (P)- tipinden
paralel sinifa aittir.

Diger taraftan £ nin diginda atilan noktalarin

say1sl,

(m? +m+1 ) \{n+1l-m)=m? -1 = (m2+m+1){n-m)+m? +m+1-m? =1
= (ml+m+l)in-m)+nm

= (m2+m){n-m)+n-m+m

(m2+m)(n-m)+n

=m(m+1){n=m)+n
oldugundan £ dogrusu mim+l){n-m)+n adet (£, P)_ ti-
pinden paralel sinifa aittir,



34

3.4.4 ONERME,

T, 1n C4 sinifina ait olan bir £ dogrusu
m?+m+l adet (P)-tipinden ve (m+m+l){n-m) adet
(£, P)_ tipinden paralel sinifa aittir.

Iskan,

3.4.3 Snermedeki gibidir,

z.4.5 ONERME,

Zos Tlo 1n dofrulara ciimlesi, i de herhangi
tipten bir paralel sinifi gosterdigine gore .gi(ﬁ)’ LeEdo
dogrusunun ait oldugu i tipinden paralel sinif sayisi
olsun. Bu takdirde asagidaki esitlikler gegerlidir:

(1) g(P)(f)+-§(‘£’ P)({) = (m?+m+1)(n+l-m)
(ii) Zé%a 01}@)(6) = (m2+m+1)(n+l)(n-m)

(1ii) ;E: f'(z P)({) =(m2+m+1 ) (n-m) (n? -m? +n)
é;ﬁa '
1SPAT,

(i) Herhangi bir Y€ £o dogrusu, izerinden atil-
mis olan noktalarin sayisi kadar (P)- tipinden, iize-
rinde olmayan atilmig noktalarin sayisi kadar da (if, P)
tipinden paralel dofru sinifina aittir. O halde bir
{e £, dogrusu toplam olarak ] den atilan noktalarin
sayisi kadar (P)~veya~(—f, P)_ tipinden paralel sinifa
aittir. T den atilan toplam nokta sayisi,

(m2+m+1){n+1l-m)

oldugundan,

‘f(P>‘('£)+ 92([ P‘)(f) = (m2+m+1){n+l-m) YV {EL,
elde edilir.

(1i) Eéng(P)({) toplami, atilen tium noktalarla
bu noktalardan gegen T/, in dogrularinmin olugturdugu
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toplam flagl'saylsldlr. Bu toplam asagidaki gibi ifade
edilebilir:

S 4o(L) = ) )
%(P) Z;—a 3£(.P) + ;ﬂ Ere(:?)

£E4,
/ /
pex ¢ Bf{ﬁ?’&

bundan dolayai,
Z%(P)({) [P [ nmm)+ (@ =|P)n
= (m? +m+1)(n-m)+(m? +m+1) (n-m)n

il

CELo

= (m2+m+1 M n-m)(n+1)
oldugu gorilir.
(1i1) > F(g p)¥) toplam atilan tim nokta-

larla bu noktalardan geg¢meyen 1, in dogrularinin olus-
tufdugu toplam anti-flag sayisidir., Buradan,

) =2 (L) )
gjw.ﬂ Zéctfu,r){*%f(/é,w

=-“Qﬂkm2+m+l)(n-m)+m]+[Cdk(m2+m+l)(n’m)

i

JCel (2 +m+1 ) {nm)+ [ ¢y m+ 1€ (m? +m+1 ) (n-m)

(mZ+m+1 ) \n=m) UCe[ +[Cal )+ |Cem

= (m2+m+l)(n-m) |2,/ +\mZ+m+1 ) {n-m)m

(mZ+m+1 ) in-m)in? +n-m? ~m)+(m? +m+1 ) (n-mim

]

= (n?4+m+1){n-m)(n? +n-m? -m+m)

(02 +m+1 ) {n-m){n? +n-m? )

elde edilir.

3.5 izomorfizm

T mertebesi n olan sonlu bir projektif diizlem
olmak lizere T nin m mertebeli T’ ve 17" projektif
altdizlemlerini gbézonune alalim. 17, 17 ve T7”ig¢in

1 . .
Bir doZru ile bu doZru lizerinde bulunan bir noktanim
tegkil ettigi konfigiirasyona flag denir.
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3.2.1 Onerme saglansain veﬂT” yardimi 1ile TT;, Tr yardimi
ile de TI,'B-L dizlemleri elde edilsin. O zaman asagida-
ki Onermeyi verebiliriz-
35,1 ONERME,

T7 projektif dlizleminin, T yi T ye donistiren
bir kolinasyonu varsa, 71," ve 7[,” B~L diizlemleri izomor-
“fiktirler.
1SPAT,

V4

& , T nin T yi 77" ye doniistiren bir kolinasyonu,
yani,

L \rIT’)\ = 77///

4,9

olsun. o nin T ve T, B-L diizlemlerinin noktalari
tizerinde birebir oldugu agikdrdir. o, 7 nin bir koli=-
nasyonu oldufundan, o nin T’ iizerine kisitlanmigi da
iizerinde olmayi korumak zorundadir. Bu nedenle 7T, ile
Ty’ B-L diizlemleri izomorfiktirler.

5.5.1 SONUG,

T7 mertebesi n olen sonlu bir projektif diizlem,
T’ de T nin mertebesi m olen, n) m?+m OzelliZinde
herhangi bir projektif altdizlemi olsun. BLger,

ny m2 +m+1+\ mZ+m+2

/’
ise T nin mertebesi m olan her I projektif altdiizgle=-
mine 3.2,1 Onerme anlaminda bir B-L diizlemi kargilik

gelir, @
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i

It
2,6 0Ozel Bir Ornek

l3.6.1 TANIM,

P =P,5,1) bir projektif diizlem ve 4,B,C DEP olsun.
A B C D noktalarini ikiger ikiger birlegtiren alti dogru
ve bu alta dngrunuﬁ ikiser ikiger arakesiti ile bulunan
yedi noktanin olugturdugu konfigirasyona tamddrtgen denir.
A,B,C,D noktalarina tamdOrtgenin kbgeleri, AB jle CD,
AD j1e BC ve AC j1e BD dogrularina tamdSrtgenin kargililk~
11 kenarlari denir, Bir tamddrtgenin karsilikli kenarlari-
nin kesigme noktalarina ise tamdOrtgenin kCgeleri denir,

3,6.2 TANIM,
W"CPEQ,I) projektif diizleminin kapsadigi tim

tanddrtigenlerin kogegen noktalari, P de, degrudas ise
P ye Fano diizlemi denir.

3.6.1 TEOREM,

F bir cisim olsun. -0 zaman,

P - {“x,,xlﬁ%)’ %, %556 F 5 30, %/F00,0,00 G %% A L,
NEF, N 1o}

Lo [anmen)] amaT [ad# 0,09, [aasdsy s

| 7€F, 7 #U}

ve LCPxds D |
‘%) [av‘”i'as]@;’ 8y Xk X8y %3 =0

olmek lizere, f%g? :EP,i%I) geometrik yapisi bir projektif

dizlemdir.
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36,2 TEOREM

F herhangi bir cisim olmak iizere B? projektif
diizleminin Fano diizlemi olmasi i¢in gerek ve yeter gart
F nin karakteristifinin 2 olmasidar.

Ispat ig¢in bkz. \Kaya, X, [41).

Herhangi bir p asal sayisi ve réZ+ i¢in karakte~
ristigi p olan pr elemanli bir tek sonlu cisim vardir.
Bu cisme mertebesi p’ olan Galois cismi denir ve GF(pT)
ile gosterilir. O halde p=2 ve r=4 igin, karakteristigi
2 olen, 2%=16 eleranl: F =GF(2*) cismi mevcuttur, ve
3.6.2 teoremden dolayx’}i? hir fano diizlemidir.

Pimdi F de (4) iglemine gbre etkisiz eleman olan
0 ve & -—{Q} da (*) iglemine gbre etkisiz eleman olan 1
elemanlarini gozonine alalim. By takdirde, 3.6.1 teorem—
deki homogen koordinatlama ile PF nin,

(2%)e0% 41=073
adet nokta ve dogrusu koordinatlanabilir. Bu durﬁmda‘,
(1,0,0/, L0,1,0), (1,0,1), (0,1,1)

noktalari 3,3_? nin herhangi ugl dofrudasg olmayan dirt
noktasidir. $imdi bu noktalar igin bir tamddrtgen olup-

turalims

(1,0,0) L [a,b,c}{:b a=0
(Q,1,0) 1 [a,b,c](:ﬁ b=0Q
(1,0,1) L [a,b,c](:.%} a+c=0&D am~c
(Q,1,1) L Ea,b,c}@ b40=0&D b=-c
olup buraden, ' 4
(1,0,0)v (0,1,0) = [0,0,c)z0,0,1]
(0,1,1)v (1,0,1) = [a,a,g]s[;,lgﬂ
(@,1,0)v (1,0,1) = [é,o,ajs[;,e,{]

1
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(1,0,0)v (0,1,1) = [0,b,p]z [0,1,1]

[a,o,o]:-[l,u,o]
\ [o,b,o}s [0,1,01

]

(0,1,0)v (0,1,1)
(1,0,0)v (2,0,1)

it

oldugu bhulunur,

{o,0,4]
EARTR
)
(1,4,0)
OJL d
ot [4,0,0)
(4,0,0)%
'9 (01 1,'( )
w//’ Lo
'i'ii Ea) 41 1] [1/ {,O]
) (1,0,1)
(0,4,0

Bulunan tamdértgenin kose noktalari, hJ Yano dizlem
oldugu i¢in, dofrudas olmak zorundedir., Uergekten de,

@_,0,0]4[0,1,0}-: (0,0,2)= (0,0,1)
[0,0,11}), [1,1,1;}-— (x,x,0)=(1,1,0)
[0,1,1_“}/\ [1,0»,3] = (x,x,x)= (1,1,1)
ve
(¢,0,1) T {1,1,9]
(1,1,0) I [1,1,0]
(1,1,1) [1,1,(1]
olup, tamddrtgenin kcse noktalam dogrudagtir. Bu durum~

da ,
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33 {(100) (G,1,0),(0,0,1),(3,1,0),(1,0,2),(0,1,1), (111)2

L= {ﬁoo] [0,1,9], [v,0,1], [*,10] [1,0,17,f0,1,1], [111]}
T’= 1n (Pk i,)

! 7/
alinirsa, fP =(P:.L,l), 323: nin bir projektif altdiizlemi
olup, /P’ niin mertebesi 2 dir. Dijer taraften B, F nin
mertebesi 24=16 olup, n=1l6 ve m=2 i¢in,

n) m2+m

ve hatta,

ny m2+m+1+V m2+m+2

oldupu agikirdir. Bu durumda, J} F projektif diizleminden,
P’ =P 14 T) projektif sltdiizleminin tiim dogrulari ve bu
dogrular ilizerindeki tim noktalarin atilmasi ile elde edi-
len yapivy I, ile gtésterelim. Dikkat edilirse, burada,
! » 2F nin Baer altdizlemi degildir.

Bu durumda, %@ in herhangi bir dogrusunun‘geniﬁletilav
migi P! nin bir noktasi lizerinde ise bu genipgletilmis
dofru (ki teget dogrudur) lizerinden 5 adet nokta atilmug
demektir. Bu ise bir teget dogru iizerinde,

17-5=12
adet nokta bulundugunu gosterir, Eger ZG in herhangi bir |
dogrusunun genisletilmisi /P’ nin hi¢ bir noktasini kapsa-
miyorsa, yani dip dogru is e, ilizerinden 7 adet nokta
atildigy apiklrdir., Bu ise bir dig dogru izerinde,

17-7=10
adet noktz bulundugunu gdsterir.

T, 1n noktalari cimlesini & ile gosterelim. Sck
dogrudas olmayan X%,Y,% noktalarini kapsasin. Ustelik §
ye ait olan herhangi iki noktayi birlegtiren bir dogru lze-
rindeki tim noktalar da ff tarafindan kapsansin. Bu takdir-
de XY dogrusu tegkil edilirse XY lizerinde en az 10 adet

nokta vardir. Bu 10 nokta ile Z noktasi birlegtirildi~
gince, %4 den gegen 10 adet dogru elde edilir. Bu dogrular



41

fizerinde 4 noktasi hari¢ O adet nokta vardir. O halde
SltOplam en az,

(109(9)+1=91
adet nokta kapsar. bfu ise § =J oldugunu gisterir,
Glinkii Pé:ﬁ i¢in P ile éi nin en az nokta sayisli olan
91 adet nokta birlestirilirse, P den geg¢en 91 adet
dogru bulunur. Oysa, P den}d de tam olarak,

n+1=1"7

adet dofZru geger. Q halde, P den ve é; nin bir noktasindan
geGen en az bir dogru lzerinde, é? nin en az iki noktasa
vardir. Bu ise } C§ oldugunu gosterir.

Boylece, f@ in bir B-L diizlemi oldugu gdriilmig olur.
7% in bir B-L diglemi oldugu godriildiikten sonra, kombinatdr-
gel COzellikleri de incelenebilir,

7o 1n toplam nokta sayisis

323: den yedi adet dofru atilmig olup atilan herbir
dogru lizerinde AD’ niin elemani1 olmayan onddrt adet nokta
vardir, O nalde T, da toplam,

(7)C14)+7 = 105

adet nokta mevcuttur.

%E 1n toplam dogru sayisi:
P, F den yedi adet dogru atilmis oldugundan, Ty 1n
toplam dogru sayisi,
273=7 = 266

dair.

Bunlarin haricinde, 3%.3% ve 3.4. Dbiolimlerde verilen,
77; B-L diizlemlerine dair Gzelliklerinde, burada takdim
edilen Ozel Trnek i¢in gegerli oldugu kolaylikla gbrile-~

hbilir.



6.

7.

8.

9.

10,

@Qﬁ
KAYNAKLAR Dizini

Bumerot, R.J., 1963, Finite hyperbolic spaces, Atti
Convegno Geom. Comb. e sue Appl. Monthly, T70.

Graves, L.M,, 1962, A finite Bolyai-Lobachevsky plane,
Amer. Math, Monthly, 69, 130-132.

Hyghes, D.R, and Piper, E.C., 1973, Projective plenes,
Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-dew-York,

Kaya, R., 1978, Projektif geometri, Cilt 1, Eirat
Universitesi Fen Fakiiltesi Yayinlari.

Kaya, R. ve Ulgun, $., Construction of some hyperbolic
planes from finite projective planes using Baer
subplanes, (Yayinlanacak).

Kaya, R. ve Ozcan, E., 1984, On the construction of
Bolyai~Lobachevsky planes from projective planes,
Rendiconti Semin. Math., Birescia, 7, 427-43%4.

Qlgun, 9., Bazi sonlu hiperbolik diizlemlerin paralel
dogru siniflari lizerine, Ulusal Matematik Sempoz-

yumu Bildirisi, 1988, (Yayinlanacak).

Ostrom, T.G., 1962, Qvals and finite Bolyai-Lobachevsky
planes, Amer., Math. Monthly, 69, 899-901.

Sandler, R,, 1963, Finite homogeneous Bolyai-Lobachevsky
planes, Amer. Math., Monthly, 73, 158-16l.

Tope1, B.J., 1964, Bolyai-Lobachevsky planes with finite
lines, Rep. Math. Colloquium, Notre Dame, Ser. 2
Vol. 5-6, 40-42.



