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1T =('P,~,l2 mertebeBi. n olan ~onlu bi.r proje)ctif. 
dü~lem ve 1/' :;;;(:p',L..',ı'), :rr nin merte besi m . olan. ve ~ae!r 
al tdüzleıni olmayan (yan;i :~~ m2+m olq,n)i bir altdüzleırit 
oleun. .Bu durumda, :k,= y, { xt::P 1 X I -tJ .{~ ~ J 
ol0 =i. \i:., ve l' , l nın :Po x.t;o 'cı kı sı tlan~ı sı olmak u'zere 

17; =(J!. ..i. ,I) altyapısını gözönüne alalım ... ~u t~z. Çalisma­

eında: 
0

n~ m2+m+l+tm2+m+21 ' ieıe 77;, ın,! Graves anlamı'nda, 
bir hiperbolik düzlem olduğu gösterilmistir~ Daha sonra. 

77;, ın bazı kombinatörsel özelli kle ri ve baı,ı par&lel: 

doğru sını.fları üzerind,e durulrrıustur. 
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SUMKA.RY 

Let 1T =CP ,i:.,l) be a fini te projeeti ve pla.ne of order 

n tind '11' =(P:t.',l'') a non-Baerian subpla.ne of 1T w ith ord~r m. 

Consider the substructure Tl; =('Fo .~o ,Io) w ith 

J1-=J' \ {X E :P l X I·-( ~ ~ J':} , ;;Lo =ri, \ /.: . 
where 10 eıtands for the restriction of .1 to .:Po x.:lo. In this 

: ı.thes~is ,;ı. t ie .. ahown that every 71;, is hyperb~lic plane in 
. ~ .. the sen~e of Graves [2] if' n.> m2+rrı+l+{rn2+m+2.,. Finally 

we give some combinatorial properties of 7fo and some line 
cl,u!ı:!les of it. 
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1 • :r:E1~1EL KA V hAlViLAR 

Hu kısımda, çalısma boyunca kullanılacak olan bazı 

kavramlar hatırlatılacaktır. 
;e ( Hugh~~ and Piper, [ 3]} 

1.1 IJ.'AND1. 

l:)u böluro için (Kaya,R.,~]) 
kaynakları esas a.lınmıetır. 

':P ve h elemanları sırasıyla. noktalar ve dogrular 
olan herhangi iki cümle ve IC'PXLde üzerinde. olma bağ-
ıntısı olsun. Eğer Jlll-k =eP ise (J>,;l,I) sıralı üçlü-
süne bir geometrik yapı denir. 

Herhangi bir ('J> ,b.l) geometrik yapısında 1 :J>ULI 
sonlu ~se (J>.~,I) geometrik yapısına sonlu geometrik 

yapı denir. 

ı. 2 ~:AN~i•l. 

!P=Q' ,t,I) geometrik yapısı aşağıdaki lll, P2 ve P3 

aksiyomlarını saglıyorsa f ye bir projektif düzlem 

denir: 

Fl: .Her Pı ,Pı E :P , Fj 4Pı iÇin P1 I/, ve :f2 ıf olacak 

~ekilde bir tek/ E~ doğrusu vardır. 

P2: He ı f1 , ~EL için Pl l1 ve Pl !2 olacak şe kil de 

birtek PE'P noktr-ıs.J_ vo.rdır. 

P3: Herhangi L1çü dogruda.ş olmayan dört nokta var-

dır. 

1 .ı 1'EOREM. 

W solu bir projektif düzlem olsun. 

gıdaki şa.rtla.rı saglayan bir n~ 2 pozitif 

vardır: 

O zaman a.şa­

tamaayısı 

(i) lP nin her doğrusu tam olarak n+l nokta kapsar. 

(ii) lP nin her noktası tam olarak n+l dogru üze-



rindedir. 
(iii) IP tam olarak rf+n+l nokta ve rf+n+l doğru 

kapsar. 

Yukarıdaki teoreırıin ispatı (Kaya,R. ,[ 4] ) de ve­
rilmiştir. 

1.3 TANIN. 

Sonlu bir IP proje ttif düzlemi iÇin var olan 
1.1 teoremdeki ~artları sa~layan n pozitif tarusayısına 
IP projektif düzleminin mertebesi denir. 

1.4 TANIM. 

W;(~,l,r) herhangi bir projektif düzlem olsun. 
Eğe.rJ>~'J', ~'c.-tve I 1CjJ~~ olmak üzere ıe~(JJ:.i:r') 
geometrik yapısı bir projektif düzlem ise w' ye w nin 
bir projekt.if al tdüzlemi denir. Özel olara. k LP~ ::j:. IP ise: 
w' ye w nin projektif özaltdüzlemi adı:verilir. 

1. 2 '.l:EORE1"1. 

W mertebesi n olan sonlu bir projektif düzlem ve 
w' de w nin mertebesi m olan bir projektif özaltdüzlemi 
olsun. Bu takdirde eğer W nin her dogrusu W" nün bir 
noktasını kapsarsa n=m2 dir, aksi halde n~ nıt.m dir. 

İspat iÇin bkz (Kaya, lt.,[4]). 

2 

n mertebeli sonlu bir projektif düzlernın n=J+m 
olacak şekilde mertebesi m olan bir al tdi:.zleminin varlı­
ğı bilinmemektedir. bu nedenle 1.2 teoremin hükmünün 
en iyi hüküm olduğu söylenemez. 

Literatürde hiperbalik düzlem ( veya diğer adı ile 
Bolyai_:Lobachevsky düzlemi ) iÇin birbirinden ufak tefek 
nüans farklarıyla Çer;ü tll tunıtü<.:ır m<:vcuttur. Aşıağıda 

bu tanırnlBrden bc-·zıları verilmi"tir. Bu çalııj3mada ise 
L.ıvı. Graves.'in hiperbeli k düzlem tanımı esas alınmakta­

dır. 
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1.5 TANIM. 

Aşagıdaki aksiyaroları sağlayan herhangi bir 
(~,t,I) geometrik yapısına bir bolyai-Lobachevsky düzle­
mi denir: 

ul: Herhangi iki noktadan bir tek doğru geçer. 

G2: Herhangi bir doğru üzerinde en az iki nokta 

vardır. 

G3: Herhangi bir doğruya dışındaki bir noktadan 
en az iki paralel doğrJ Çizilebilir. 

G4: Herhangi üçü doğrudaş olmayan dört nokta 
vardır. 

G5: S,1P nin doğrudas olmayan üç noktası ile, kap­
sadığı herhangi iki noktayı birleştiren bir dogru üzerin 
de ki tüm noktaları. da kapsar sa, bu takdirde, 2 -:P dir 
( Grave s , [ 2 ] ) • 

1.6 TANIM. 

Aşağıdaki aksiyemları sağlayan bir l~,L,I) geomet­
rik yapısına bir Bolyai-Lobachevsky düzlemi denir: 

Tı: Herhangi iki noktadan bir tek doğru geçer. 

T2: Herhangi bir doğru üzerinde en az iki nokta 
vardır. 

T3: Herhangi bir doğrunun dışında en az bir nokta 
vardır. 

T4: Bu yapıda en az bir doğru vardır ve herhangi 
bir doğrunun dışındaki.,. bir noktadan geçen ve bu doğruya 

Jürtak noktası olmayan herhangi iki doğruya paralel 
doğrular denir. 
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paralel olan k tc-me (k:> 2) doğru vardır. 

'1'5: .P nin bir 8 altcümlesi, doğrudaş olmayan üç 
nokta ve herhangi iki noktasını birleştiren bir doğru 

üzerindeki tüm noktaları da kc.ı.psarsa S=:P dir (Topeı,(ıo]J. 

1.7 TAl'HM. 

Aşağıdaki aksiyemları sağlayan herhangi bir 
U;(P,~,l) geometrik yapısına bir hiperbolik düzlem 
lB-L düzlemr ) denir: 

Hı: Herhangi iki noktadan geçen bir tek dogru 
vardır. 

H2: Her doğru üzerinde aynı sayıda nokta bulunur. 

H3: Herhangi üçü doğrudaş olmayan dört nokta 
vardır. 

114(Ayırıcı akaiyomJ: Bir doğrunun dışındaki bir 
noktadan geçen ve bu doğruya paralel olan,iki yada daha 
çok (belli bir) sayıda doğru vardır. 

H5(Sınırlayıcı akaiyom): :f>1 C:P, LC~ve l#Cl 

olmak üzere e~er, 
(i ) It ve l:'z E :P', 11 ~ız~ P, l:'ı E ,[,' 

(ii) l:' ı'-tE.i~l:'E:P' 

şartları aağlanıyorsa (JJ',i, ı')= U du.r (Kaya, R.[ 4] ) • 

1 • 8 TAlU 1V1. 

('}),.i,,I) ve (p;.f,',ı') herhangi ilri geometrik yapı 
olsun.. Eğer, 

f: YuL--~p'ut 
fonksiyonu, 

1.Bundan sonreı ".Bolyai-Lobachevsky düzlemi" yerine kısaca 
"B-L düzlemi 11 denecektir. 



ı) fCJJ)C P', 
2) f (h)C b, 
3) Her l'E]), {EL ve PI t ~~("J:) ı' {<t), 

şartıarını da. sağlıyorsa, f ye rP ,,t,ı) dan c+>:ı:;ı') ye 

bir homomorf).?.m denir. Birebir ve örten özelliği bulu­

nan bir hornornorfizme izomorfizm denir. Bir geometrik 

yapıyı kendiRine dönUştUren izomorfizme de kolinasyon 

veya oiomorfi~m denir. 

1. 3 tl:OREN., 

bir .B-L düzleminin tüm kolinasyonlarının cümlesi 

(fonksiyon bileşke işlemi altında.) bir grup yapısına 

sahiptir. 

İSPAT .. 

G-rup olma aksiyomlarının sağlandığı kolayca görü­

lebilir. 

1.9 tANIN. 

5 

G birjt B-L düzleminin kolinasyonlar. grubu olsun. 

Bu takdird.eft =('P,f.n I) olmak üzere, 

ıı'r/ X,Y(X,YfJ'~30(tG 1 o<(X)=Y)" 

oluyorsa, G koliriasyon grubuna fe nin noktaları üzerinde 

(JP üzerinde) geçişkendir denir. 

1.10 TANIM. 

:Ji =(j),cb,I) bir B-L düzlemi olsun. U nın kolinas­

yonlar grubu J' üzerinde geçişken ( tra.."'lsi tif) ise, ji 
B-1 düzlemine, Graves ( [2] ) anlamında homogendir denir. 
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BAıi B-L DÜZLEMİ MODELLERİ 2. 

6 

Literatürde bir projektif düzlemden bazı doğrular, 
ve bu doğruların üzerindeki tüm noktalar atılarak teşkil 
edilen B-L düzlemleri mevcuttur. Bu bölümde eözü edilen 
tarzda inşa edilen B-L düzlemlerinden bazlLları takdim 
edilmektedir. 

2.1 T.G. üstrom'un B-L Düzlemi Modeli 

2.1.1 TANIM. 

Mertebesi n olan sonlu bir projektif düzlemde 
herhangi i.içü doğrudaş olmayan n+l noktanın oluşturduğu 
cümleye oval denir. 

2 .1 • 2 TAN l1w1. 

Bir O ovalinin, 

(i) Tam olarak bir tek: noktasını k&.pss.yan bir 

doğruya teğet doğru, 

(ii) ~:am olarak i ki noktasını kapsayan bir dogruya 
kesen dogru, 

(iii) Hiçbir noktasını kapsamayan bir doğruya dış 
doğru denir. () ovalinin üzerindeki noktalara mutlak 
nokta, herhangi iki teğeti üzerindeki noktaya dış nokta, 
hiçbir teğeti üzerinde balunmayan noktasına da iç nokta 
denir. 

2.1 .l ÖNliiBJ.\JJE. 

n pozitif bir tek tamsayı olmak üzer~ n mertebeden 
bir projektif düzlemdeki bir oval için aşağıdaki özellik­

ler geçerlidir: 
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( i) Dış noktaların toplam sayısı n(n+l)/2 dir. 

(ii) Kesen doğruların toplam sayısı n(n+l)/2 dir. 

\iii) İç noktaların toplam sayısı n(n-l)/2 dir. 

\iv) :i.'eğet doğruların toplam sayısı (n+l) dir. 

\ v) Dış doğruların toplam sayısı n(n-1)/2 dir. 

(vi) Herhangi bir kesen doğru tam olarak (n~l)/2 

adet iç nokta ke.:ç sar. 

(vii) Herhangi bir dış doğru tam olarak (n+l)/2 
adet iç nokta kapsar. 

İSFAiı • 
Bkz (üstrom, T.G .,[ 8]). 

2.1.1 'l'EOREN. 

n) 7 bir tek tamsayı olrr.ak üzere, n mertebeli bir 
IP projektif duzleminin bir 0 ovali va.r olsun. O ova­
linin tüm i.Ç noktaları cümlesini :P ile, tüm dış ve 
kesen doğrularının cümlesini ~ ile gösterelim. F pro­
jektif düzlemindeki 1 üzerinde olma bagıntısını gözönüne 
alalım. O zaman (~,~,I) geometrik yapısı bir ~-~ düzle­
midir. 

İSJ!AT • 

(~,b,I) nın bir geometrik yapı belirlediği aşikar­
dır. Şimdi (1,t,I) geometrik yapısının üraves•in B-L 
düzlemi tanımındaki \1.6 tanım) aksiyemları sağladığını 

görelim: 

Gl: Y deki her nokta aynı zamanda IP projektif 
düzleminin de noktası olduğundan, ]) deki herhangi iki 
nokta IP de bir doğru belirler. Belirlenen bu doğru ya 
kesen yada dış doğrudur. 

G2: Bir . dış doğru (n+l)/2 ve bir leesen doııru 
( n-1 )/2 iÇ nokta' kapsa.dığından, 

(n+l)/2) (n-l)/2J, 3 

olduğu aşikardır. Böylece (P,~,l) nın herhangi bir doğ-
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rusu en az iki (hatta üç) nokta kapsar. 

G3: Bir kesen doğru üzerinden (n+3)/2 nokta ve bir 
dış doğru üzerinden (n+l)/2 nokta atılmıştır. Burada, 

(n+3)/2 ) (n+l)/2) 4 

olduğundan (~,t,ı) nın herhangi bir dogrusuna dışındaki 
bir noktadan en az iki (hatta. dört) paralel doğru Çizile­
bilir. 

G4: "Herhangi üçü doğrudaş olmayan dört nokta var­
dır." aksiyomu P3 aksiyemunun kendisi olduğundan aşikar­
dır. 

1 

G5:]) Cj) olsun. :P', P nin doğrudaş olmayan 
P, Q, R noktalarını ve PQR üçgeninin kenar doğruları üze­

rindeki noktaların hepsini kapsasın. PQ doğrusu 2.1.1 
teoremden dolayı, 'P nin en az (n-ı)/2 adet noktasını 
kapsar(çünkü PQ kesen doğru olabilir). R noktası ile 
PQ kesen doğrusu üzerindeki (n-1)/2 iÇ nokta birleştiri­
lirse, teşkil edilen doğrular üzerindeki tüm noktalar da 
:P' tarafından kapsanır. O halde :P' altcümlesi en az, 

[Cn-l)/2}L (n-1)/2-1]+1 

nokta kapsar. Diğer taraft~n, 

n) 7 :::::} [ (n-ı)/2] [ (n-1)/2-l] +1) n+l 

dir. O halde J?' de en az n+l nokta var olduğundan P 

ilejD' nün n+l noktası birleştirilerek,P den. geçen 
n+l doğruyu teşkil edelim. ~ projektif dUzleminin tüm 
noktalarının böyle bir P noktasından geçen demet üzerin­
de olduğu bilindiğini göre j)' nün n+l den fazla olan 
noktaları, P noktası ile j)' nün noktalarını birleştiren 
doğrulardan herhangi birisinin üzerinde olmak zorundadır. 

O l'ıalde P noktasından geçen :en az bir doğru :P' nün 
en az iki noktasını kapsar. PE]) keyfi bir nokta oldu­

ğundan, 

'V'P(PE'J' :9 P ~:P') 

bulunur. Yani :PCJ>' dür. 

edilir. 

, 
O halde :P =:P sonucu elde 



Sonuç olarak ll-raves'in .b-L düzlemi olma aksiyom­

la.rı sağlandığından dola.y ı lJJ ,L,I) geometri k yapı sı bir 
.ôolyai-.i.Joba.chevsky düzlemidir. 

9 

Projektif düzlernin () ovalini .kendisine dönüştüren 
herbir kolina.syonu,B-L düzleminin de bir kolinasyonudur. 

bu nedenle 11 nin O ovalini invaryant bırakan kolinas­

yon grubunun, i c;; nokta.la.r üzerinde geçişken ( transi tif) 

oldugunu göstermek, B-L düzleminin homogenliği iÇin 

kafidir. T.G. üstrom'un bu modelinde, 11 projektif düz­

lemi Deza.rgsel ve n =f. 1 lmod 8) ise, elde edilen B-L 

düzlemi homogendir ( üstrom I 8 ] ) • 

2.2 R. Sandler'in B-L Düzlemi Modeli 

Tr , mertebes.i. 

lem olsun. -' ~ " ı~ , lıı. ' "ı 
doğrusu olmak üzere, 

rular üzerindeki tüm 

n~ 5 olan sonlu bir projektif düz­

ise 'Tt" nin noktadaş olmayan üç 

1T den ~' ~'~ doğruları ve bu dog­
noktalar atılarak 1lo teşkil edil-

sin. TT;, ın üzerinde olma bağıntı sı, 1T nin üzerinde 

olma ba.gıntısının kısı tlanmışı olduğundan, üzerinde olma 

bağıntıları aynı sembolle gösterilebilir. Bu durumda 

'l'Yo geometrik yapısı bir B-L düzlemidir. Şimdi gerçe ıc-

tende ;ro için ~raves'in B-L düzlerni tanımındaki aksi­

yarnların sağlandığını görelim: 

Gı: 11';, ın tum noktaları aynı zamanda Tr nin de 

noktaları oldugundan 1"1 gereğince farklı iki nokta 

bir tek doğru belirler. 

G-2: 'T( nin bir do[.rusu üzerinden en fazla Uç nokta 

atılmıştır. Yani 1Yo ın bir doğrusu en az n-2 nokta. 

_kapsar (Bu durum 1r den atılan Uçgen.:iJt herhanii hi r kö)3~­

sind er: ge,;meyen doğrular için geçerlidir.). rial bu ki, 

n.) 5 oldugundan, 

n-2 ~ 5-2 ::::} n-2 J 3 

olur. Yani 1lo ın bir dogrusu üzerinde enaz üç nokta 

vardır. 
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ü3: 1T nin herhangi bir doğrusu üzerinden atılan 
en az nokta sayısı ikidir \,bu durum Tr den atılan üçgenin 
herhangi bir kösesinden geçen doğrular için geçerlidir.). 
Dolayısıyla 1To ın bir dağrusuna dışında~i bir noktadan 
en az iki paralel Çizilebllir. 

LT4: -{ , 1fo ın bir doğrusu, JJ..t, Bil, PJ/. f olsun. 

O zaman lf3 den dolayı, 1Yo ın, 

tIP _/IP ı , ·uz ve 

~artını sağlayan ~ , {
2 

doğruları vardır. Diğer taraf­
dan LT2 den dolayı, 

ert, , c ·* ~ "0. 
ve 

] t'fY ABCD noktaları da mevcuttur.. u durumda ııo ın , , , nok-
talarının herhangi üçü doğruda~ değildir. 

G5: rr;, . ın noktalarının bır S altcümlesi, 
doğrudaş olmayan üç nokta ve ~ ye ait iki noktayı bir-

leştiren doğrular üzerindeki tüm noktaları k~psasın. 
O zaman P, ,P2 ,13 E~ doğrudaş olmayan üç nokta ise { :::P1 Fz 

doğrusu üzerindeki tüm noktalar da 3 ye aittir. Diğer 

tarafdan t =P, :t,2 doğrusu üzerinde en az n-2 nokta mev­

cut olup, ~ den ve t nin S ye ait n-2 noktasından 

geçen doğrular teşkil edilirse, ~en az, 

(n-2hn-3)+1 =nı+5n+7 

adet nokta kapsar. 

X, 1'(0 ın bir noktası olsun. X ile 3 nin 
(n-2)(n-3)+1 noktası birleştirilirse X den geÇen 
(n-2)(n-3)+1 doğru te~kil edilir. bu durumda, 

(n-2Hn-;-3)+1.). n+2 

dir. Şimdi bunun gerçe klendiğ.ini görelim: 



l.n-)hn-2 )+1 = n2 -5n+T; n+2 

=:} n2 -6n+5 J O 

=? n, 2=ı.. 6+l36-2o1 )/2 
' 

::::} rı = 5 ve nz = ı 

11, 

+ ı 
(n-3Jl.n-2)+l~ n+~ olması iÇin, 

n~ ı 

ll 

n~ 5 veya 
olmak zorundadır. 
olması imkansızdır. 

il)iğer tarafdan n~ 2 olduğundan n' 1 
Dolayısıyla n.) 5 olmalıdır. Bu ıse 

hipotezde n~ 5 oldugundan a~ükardır. BU durumda X den 
ve 3 nin bir noktasından geçen en az b~r doğru S nin en 
az iki noktasını kaps&r. Bu ise XE ~ demek olup, G5 
aksiyemunun sağlandıgını gösterir • 

.Bu modelue atılan t; , tı, L; doğrularını kendileri­
ne dönüştüreniT nin bir kolinasyonu, 1ro ın da bir koli­
nasyonu.dur. Bu durumda 11 Dezargsel ise, 11 nin kolinas­
yanları grubunun dörtgenler üzerinde geçişken olduğu 

bilinmektedir. BU nedenle rr Dezargsel iken, 

t iA !j (i, j-1, 2, 3) 

noktalarını invaryant bırakan kolinasyo:aların altgrubu 
110 ın noktaları üzerinde geçişken olan bir altgrupdur. 
Yani 11 Dezsrg,sel ikenffo, G-raves anlamında, homogendir 
(Sandler, R., [9] ). 

2.3 R.J. Bumcrct'un B-L Düzlemi Modeli 

2. 3. ı İA.l·aı~ı. 

Aı;ıağıdaki aksiyomla.rı sağlayan ('P ,t,l) geometrik 
yapısına bir lineer uzay denir: 

Lı: İki noktadan bir dogru geçer. 

~2: Herhangi bir dogru üzerinde en az iki nokta 



vardır. 

2.3.2 TANI.N. 

S =(1' ,L, I) bir lineer uzay iken, 

v=IPI , b;: 1 Ll 

12 

ile gösterelirn. S nin her P noktası ve f doğrusu iÇin, 

r(P );;; 1 { Ü;" i jPI -t] ı 

k(/)= 1 {PtP 1 PI { J! 
tanırnleyalım. Böylece k~/) ile herhangi bir fr;; ;l doğ­
rusu üzerindeki noktaların sayısı, r(P) ile de herhangi 

bir P noktasından geçen doğruların sayısı gösterilmi ş .. 
olur. 

Eğer S sonlu bir lineer uzay i.se, 

km=nıin { k(i) \1 t=. L J 
kıv1=max [ k(-f) ! !- {: -L } 

rm=nıin [ r(P) /P EY ~ 
r 1,1=:max f r(P) /P E-1} 

tanımlanabilir. bu dururnda eğer, 

ve 

r =r .. =r m 1;1 

ise S ye regülerdir denir ve mertebesi de (k,r) ola­

rak belirlenir (saxena, 1967). 

2. 3. 3 TA1ül111. 

<-:P,!.:ı,r> bir geometrik yapı, 'YeP ,ı,'c,t, ve r'cJ>'xL 
olmak üzere CP',.[,I') geometrik yapısıncı CY ,/ı, I) nın geo­

metrik altyapısı denir. 



2. 3.1 TEOREH. 

Herhangi bir sonlu S lineer uzay~ iÇin, 

(i) rm) k1,1+2 

(i i ) km ( km-1 ) ) r 1111 

ise S bir hiperbalik düzlemdir. 

İSJ:'AT • 

Bkz (Bumcrot, R.J.J1 ]). 

S =('Y ,b, I) bir lineer uzay, Cf!l, S nin a~ağıdaki 

13 

c şartını sağlayan dogruları cümlesi, Q da vm nin en 

az bir doğrusu üzerinde bulunan S nin noktalarının cüm­

lesi olsun. 

c şartı: "s nin her doğrusu cm yi en az farklı 

i ki noktada keser. " 

s~=(])\ Q, [, \ crnv , ın (1'\ Q) X (L\f1Y/J) 

yapısı S nin bir al tuzayıdır. Eğer Sanı bir düzlemse 

hiperbalik düzlemdir. P ve / , Sum nin J:(.t 1 olacak 

şekildeki nokta ve doğrusu olsun. Diğer "tarafdan lif , 
Bli, A, Bt;Q , Af;B olacak şekilde A,.B noktaları 
vardır. Bu durumda. PA ve PB doğruları t yi Sım de 

kesmezler. 

v, b S nin sırasıyla. nokta ve doğrularının sayı­

sını, v~ b' ise Sm nin sırasıyla nokta ve doğrularının 

sayısını göstersin ve m=jqnJ olsun. O zaman, 

-----------------------------1··p1f gösterimi " P noktası f doğrusunun üzerinde 
değildir." diye okunur. 
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~=b-m ••••..•••••••••••••••••••••.•••••••• (2.3.1) 

rm~ rru' ~ r1~ ~ r!Vl ( 3) • . • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 2. 3. 

v-mkıv1 ' v'~v-(l/2hıl2km-m+l) ••••••••••••• (2.3.4) 

olur. Herbir doğru üzerinden km nokta atılır ise ve 

atılan herhangi iki doğru farklı noktalarda kesiyir ise 

(2.3.4) eşitsizliğinin sağ tarafı elde edilir. Bu 

nedenle (2.3.4) eşitsizliğinin sağ tarafı km< m iÇin 

geçerli değildir. Faka.t L2 den ve (2.3.2) den dola-

yı m~ km-2 eşitsizliği gerçeklenir. 2. 3.1 teorem ve 

yukarıdakilerden dolayı Som nin hiperbalik düzlem olma­

sı için, 

km :;;ı. m+2 • • • • . • • . • • • • • . . •••••••••.••••••• ( 2 • 3 • 5-) 

rm ~ ki•l ••••••••••••••••••••••••••••••••• ( 2. 3. 6) 

ve 

(km-m)Ckm-m-1)) rM •••••••••••••••••.•••• (2.3.7.) 

~artlaxının sağlanması yeterlidir. S , n mertebeli 

bir projektif düzlem ise o/n cümlesinin C şartını sağ­
laması iÇin ge~ek ve yeter şart n_:f 5 iken, 

3~ m~ (1/2)[ 2n+l-(4n+5)112J 
olmasıdır. 

k =n-2 m 
k1~1=n-l 

r=n+l 

m=3 iÇin, 

özelliklerine haiz ola.n bir hiperbalik düzlem elde edilir .. 

Bu m=3 özel hali, bir önceki bölümde takdim edilen 

Sandler'in B-L düzlemi modelini verir. 



2.4 Ke.ya - Özcan' ın B-L DüzlerıLi Modeli 
(Sandler'in B-L Düzlerni i"lodelinin Genellemesi) 

1T mertebesi n olan sonlu bir projektif düzlem 

ve m~ n+2 olacak sekilde, t,, /,
2

, • • • ,tm bu düzlernin 

herha.ngi üçü noktadaş olmayan doğruları olsun. 11 den 

bu farklı m dogrunun ve bu doirular üzerindeki tüm 

noktalcı.rın atılması ile elde edilen yapıya rfm diyelim. 

2 4 ı Ö l~ERN.E • • • 

dir. 

(a) ~ de farklı iki nokta bir tek dogru belirler 

(b) ~ nin herbir noktasından n+l dcgru geçer. 

(c) 1fm nin toplam doğru sayısı n2 +n+l-m dir. 

(d) 'lim nin toplam nokta sayısı 

-«- + ( ı -m ) n+ ( 1/2 ) l m-l J l m-2 ) 

l::Skz (Kaya-Özcan,[6]) 

2.4al TANlt•l. 

'TT de atılan ~, f
2

, • • • , fm doğrularını I'. herhan­

gi ilrisinin arcı.kesi ti olan noktaya köşe noktası denir. 

1bı nin bir doğrusu, 1r nin bir dogrusu olarak 

düşünülürse 1, m nin tek veya Çift olmasına göre, sıra­
sıyla \m-ı)/2 veya rrı/2 köşe noktası kapsar. u halde, 

bura.dan, aşagıdaki i ki sonucun doğrulugu kolayca görülür; 

----- .. ~·-·------------·-----

1 ~nin bir doğrusu üzerinden,1r de,atılan noktalar 
iade edilerek elde edilen doğru 11 nin bir dogrusu ola­
rak düşünülür. 



2.4.1 SONUÇ. 

1T de s adet köşe noktası kapsayan 1Ym nin bir 
doğrusunun 1fm de tam olara.k n+l-Cm-s) adet noktası 
vardır. 

2.4.2 SONUÇ. 
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r, 1fm nin bir doğrusunun ge ni ~le til mi şi üzerinde ki 

köşe noktalarının minimum sayısı, k da 1fm nin bir doğru­

su üzerindeki tüm noktaların sayısı olsun. O zaman, 

( a) m çift ise, 

n+l-m+r~ k~ n-(ı/2.)(m-2) 

dir. 

( b) m te k i se , 

n+l-m+r ~k ~n-(l/2)(m-1J 

dir. 

ÖNERf'lE. 2.4.2 • 

r, rrm nin bir doğrusunun geni~letilmişi üzerindeki 
noktaların minimum sayısını göstersin. .Bu durumda eğer, 

3 ~m~ n+r+( 1/2 Hı-v' 4n+S) •••••••••••••••• ( 2..4 .ı} 

ise 1tı bir B-L düzlemidir. 

iSPAT • 

(11: 2 .4 .• 1 sonuçtan dolayı, trm nin herhangi bir 

doğrusu en az n+l-m+r nokta kapsar. Diğer tarafdan 

2.4.1 esitsizliğinden dolayı 

m~n+r+(l/2Hl~) 

::::? n>m-r-(1/2Hl-{4n+5') •••••••••••••• (2.4,.2) 

olur. Burada n .1 2 olduğu kullanılırsa, 



m-r-ll/2 hl-v'4n+5') ~m-r-( 1/2 hı-v"lf) 

::::? m-r-( 1/2) Cı -{4rı+5' ) ) m-r+l 

bulunur. .bu sonuç (2.4.2) eşitsizliginde yerine 
konursa., 

n~ m-r-( 1/2 h ı-v'4n+~ ) ~ m-r+l 

~ n~ m-r+l 

.=::} n-m+r ~ 1 

:::? n-m+r+l >-- 2 

:::;> n+l -nı+r ~ 2. 

elde edilir. 
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G2: 2.4.1 önermedeki Ca) özelligi \72 cı.ksiyomu­

nun kendisi oldugu.nd<:ın, aşikôr olarak i.12 saglanır. 

G3: ffm de her biri en az iki nokta kapsayan ve 

birbirine paralel olan iki dogru var oldugundan, aşikar 

olarak G3 saglanır. 

G4 : . .f , 1/;;ı nin bir do[!,rusu ve P, 1fm nin l üze­

rinde olmayan bir noktas.L olsun. ! ye, üzerinden atı­
lan nokta~ sayısı kadar, l:' den geçen paralel Çizilebilir. 
Yani ..f, den m-s adet nokta atılmış ise, P den geçen 

ve [ ye paralel olan m-s adet doğru Çizilebilir. 

Bu nedenle, m çift ise f üzerinde en fazla m/2 kö~e 
noktası mevcut olduğunda.n /; ye P den geçen en az, 

m-(m/2);::; mL2 

adet paralel çizilebilir. m tek iken ise f üzerinde 

en fazla (m-1)/2 adet köşe noktası mevcuttur. Bu 

nedenle l ye P den geçen en az, 

m-((m-ı)/2) • \m+l)/ı 

adet paralel çizile bilir. Diğer taraftan mJ 3 olduğun­

dan m/2>,2 veya Cm+ı)/2~2 dir. 
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G5; S , 1Yrrı nin noktaleı.rı cümlesinin doğrudaş ol­
mayan A, E, C noktalar.ını kapsayan bir altcümlesi ol­
sun. Ayrıca S , S ye ait herhangi iki noktayı birleş­
tiren bir dogru üzerindeki t~ın noktaları da kapsasın. 
O zaman S , AB, AC,ve 'BC do~ruları üzerindeki tüm nok­
taları da kapsar. Eu doğruların herbiri, hipotezden 
dolayı, 1Y de en az r adet köşe noktası kapsar. U. halde 
AB doğrusu da ffm nin en az n+l-m+r adet noktasını 
kapsar. O zaman, C ile AB doğrusu üzerindeki n+l-m+r 
adet nokta birleştirilerek, C den ge~en ve AB doğrusunu 
kesen en az n+l-m+r adet doğru elde edilir. Bu doğru­
ların herbiri C den başka en az n-m+r adet nokta kapsar. 
Dolayısı ile S , en az , 

\n-m+r'Jl..n-m+r+l)+l 

no !eta kapsar. 

X, 1Tm nin herhangi bir noktası olsun. X ile,.S 
tarafından en az olarak kapsanan, 

\n-m+r)ln+l-m+rJ+l 

adet nokta birleştirilirse X den ve S nln bir noktasın~ 
dan geçen en az \n-m+rJ(n+l-m+rJ+l adet doğru elde 
edilir. Diger taraftan 11 de X den tanı olarak n+l 
doğru gec;er. Bu durumda: eğer, 

(n-m+rl(n+l-m+r)+l) n+2 .•.......•.•...•. l2.4.3) 

ise, X noktas.ını S nin noktalarına birleştiren doğrula­
rın en az iki tanesi çakışır demektir. (Aksi halde .X. den 
n+2 adet doğru geçmiş olurdu ki bu imkansızdır.). Yani 
X i, S nin noktalarına birleştiren bir doı[ru üzerinde 
S nin en az iki rıoktası mevcut olur. .bu ise X E S 

demek olup, S ile ~ nin nokt&ları cümlesi aynıdır. 

O halde G5 in sağlanması iÇin (2.4.3) eşitsizll­
ğinin geçerli olması yeterlidir. Şimdi {2.4.3) eşit­

sizliğini inceleyelim: 



(n-m+r)\n+l-m+rJ> n+2 

::::} ( n-m+r H n+l-m+r )-n-ı~ O 

==} n2 +n-mn+nr-mn-m+m2 -rm+nr+r-mr+rZ -n-1) O 

0on bulunan ikinci derece polinomun m ye göre 

kökleri, 

19 

2n+2r+l+V l4n2 +8nr+4n+4r+4r2 +1) -\ 4n2 +8nr+4r2 +4r-4/ 

~~ ~ 

2n+~r+l-:;.vf 4n+S 
~mt:ı.- 2 

::=>-mo.== n+r+ll/2hl+f4n+5 ') 
' 

:::}m,== n+r+(l/2hl-V4.n+5') 

m2 =- n+r+( ı/2) ( l+f4n+5,), 

olarak elde edilir. 

+ r r + 

.bu durumda m~ n+.2 olduğundan m~ m1 olmalıdır. 

Yani, 

olur ki bu l.2.4.1) eşitsizliğinin ikinci yanı olduğun­
dan (2.4.3) sağlanır. lJolayısıyla G5 aksiyomu sağ­

le.nır. 



2.U 

BÖLÜM 3 
3.HİPERBOLİK DÜZLEMLERiN PROJEKTiF ALXDÜZLEMLERLE İLİŞKİSİ 

1r mertebesi n olan sonlu bir projektif düzlem ve 7r/ 
mertebesi m olan, 1T nin bir projektif al tdüzlemi olsun. 

2 2 Bu durun:da 1. 2 teorerr.den dolcı.y1. ya n=rn veya n~ m +m ol-

duğu bilinmektedir. n=m2 halinde 7r/ye Baer al tdüzlemi denir. 

1T =CP,cl,I) mertebesi n olan (n~ 9) sonlu bir projektif 

dLzlem ve 1T'=('P',t~ I'), Jr nin bir Baer al tdUzlemi olsun. .Bu 

durumda At'P, A~P' olmak üzere A dan geçen 1( nin farklı 

lt,f21 .. ,/ l1-. doğrularını gözönüne alalım. r/.-1c = L \! ~~ <z, .... ;flrJ 
Jı = [x/xEJ>\J>', x-j.!;) (~i·~f<~ ~e X"= 111 c~ ~L:ı~a) 
olmak üzere 2 ~k,< n-.{;-(1/2 )(l+J4n+5'} ise Jf =(}i ,;CA_, 1.") 
ctl tyapısı, Graves anlamında, bir hiperbalik düzlerndir 

(Kaya-Olgun., [5] ) . 
Bu çalılj3mada ise mertebesi n~ m2 +m özellikli projek­

tif altdUzlemlerle hiperbalik düzlemlerin ilişkisi ince­

lenrr.ektedir. 

1r =(Y,~,I) mertebesi n olan sonlu bir projektif düzlem 

11' -t:P',i', ı') de 1T nin, 

2 n1 m +m ..................................... (:;.!) 

özelli~'indeki m mertebeli bir ~ rojektif al tdUzlemi olsun. 

Burada I' C J>'.,._ C- olup, I~l n C:P~i,') olduğundan I' ile I aynı 
anlarnda olup ı' yerine I gösterimini kullanmakta bir sakınca 

yoktur. 

rT den Tr' nUn tüm doğrula.r.ı.nın ve bu dogrula.r üzerin­

deki tüm noktaların çıkarılması ile elde edilen yapıyı 1To 
ile gösterelim. Şöyle ki: 

Q = f P E'P ) 1:1 i , { f i' f 
tanımlan sı n. O zaman, 'Po ;;; :P\ Q, Lo= L \/..:, 1 0 = ın CYc,xl,) 
olmak üzere 1ro =ÇPo,t0,~ ~eklindedir. hurada biraz evvel 

ifade edilen nedenle 10 yerine I yazmakta bir sakınca 

yoktur. Dolay1.sıyla 'll; =\Yo ,t0,I) formundadır. 
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3.1 1To Yapısının Bazı Özellikleri 

3.1 .l ÖNERi~. 

\l) ffo da farklı lki noktadan bir tek doğru geçer. 

(2) 1Ta ın toplüm dct,ru sayısı n2+n-m2-m dir. 

(3) rr:, J.n toı:lFırrı nokta sayısı ~n-m)Cn-m2 ) dir. 

~ 4 ). n: ı rı herhe;.ngi bir doğrusu üzerindeki en az 

nokta sayısı n-m2 -nı dir. 

(lJ 11 de faklJ iki nckta.dan bir tek do6ru geçti­

ği Pl den d<'la.yı F;şı.k.S.rdır. X, YE'J?ı olsun. Bu durum­

de. Yo ep ol dui]_undcc;n X, y E'Po olup X~ E[; doğrusu mev­

cuttur. 1T' ni~n tüm doğrula.rı, üzerlerindeki tüm nokta­

larla bı rl.l k te atı ldığından XY f$. L dür. 

( 2) 1Yo t rr den 1r'nün tüm dogruıc.rJ atllcır6k elde 

edildiğinden, n:, ın dogruları sayısı 1r nin doe:_ruları 

sayısı ile rr' nün dof:ruları sayısı arasındaki fark 

kadardır. l.c;ni: 

dir. 

( 3) D nh c. önce te nınılanan, 

0= L PCP J Pıt, t'6l:] 

i Qj = ( w2 +m+l) ~ n+l-m) • • • • • • • • • • • • • • • • ••••••• (3 .ı.ı) 

dir. 'ıtünku 1r den toplam m2+m+l adet doğru atılmış 

olup, atılEn herbır doğru iizerinde, -p' nün elem.:mı olma­

yan 'P nin n-m adet noktası vardır. u halde atılan 

yapı.nın P' :ye ait olmayan topl<'jlı! no 'h ta sayı sı 

(m2+r:2+lhn-m) dir. iliğer yandan, P" nLn toı:lc-m nokta 



22. 

sayısı m2+m+l olduğund<:::ı.n l3.l.l) in doğru olduğu gös­
terilmiş olur. 

Öte yandan, 

olduğu aı;3lkardır. O halde, 

l:PJ -I~U Q 1 :.::::;.1-:P!- IPo / + 1 Q/ 
=-? lYo 1 - tY 1 -1 Q r 

olarak elde edilir. 

=rf +n+l -nm2 -nm-n-m'2 -m -l+m3 +m2 +m 

= n2 -nm2 -nm+m3 

= m2(m-n)+n(n-m) 

= ( n-m)l n-m2 ) 

( 4) n inşa edilirken 1T nin atılan yapıya ait 
olmayan bir doğrusu üzerinden en fazla. m2-+ım+l adet 
nokta a.tılrrıı~tır (böyle doğrular, üzerinde atılan yapı­
nın hiçbir noktasını bulundurmayan doğrulardır.). Bu. 
nedenle 1Yo ın bir doğrusu tarafından kapsanan minimum 
nokta sayısı, 

n+l -( m2..trm-hl} = n-m2 -m 

dir. 

~Al'UJ.\'1 3.1.1 • 

Tfo ın tanı olarak bir tek noktasını kapsayan bir 
doğruya. teğet doğru, hiçbir noktasını kapsamayan bir 
doğruya da dış doğru denir. 

ÖNERl\'lE 3.1.2 • 

1fo ın herhangi bir doğrusu ya n-m2-m adet nokta 

veya n-m2 adet nokta kapsar. 
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İSPAT, 

lot:. ~o olsun. -lo ın tamamlanmışını ! ile gös­
terelj;.m. O zaman 1 d oğrusu a tıla.n yapının ya hiÇbir 

noktasını ka.psamaz yada bir tek noktasını kapsar. Yani 

ya t bir dış dogru yada bir teğet doğrudur. t bir dış 

doğru ise, atılan yapının • (. 'fr" nün ) ·, atılan m2+m+l 

doğrusu ile t farklı noktalarda. kesişirler. Bu ise t 
doğrusu üzerinden farklı m2+m+l adet noktanın atılması 

demektir. o halde e, doğrusu, t üzerinden m2+m+l adet 

noktanın atılması ile elde edilmiştir. Diğer taraftan 

e üzerinde, 11 de, n+l adet nokta var olup, bunların 

m2+m+l tanesi atıldığından fa üzerinde tam olarak, 

adet nokta vardır. O halde -ta doğrusu n-aı2-m adet nok­

ta kapsar. Eğer t bir teğe t doğru i se, bu durumda., t 
ile atılan yapının bir tek P ortak noktası var demektir. 

P noktasından ır~ nün m+l adet doğrusu geçer. Bu 

m+l adet doğrunun hepsi de t yi bir tek P noktasında 
keserler. Bu nedenle de ~ dogrusu, l doğrusu üzerinden 

m2+1 adet nokta atılarak elde edilmiş demektir. Etiyle­

ce ~ dogrusu üzerinde, 

r 

adet noktanın varlığı bulunmuş olur. 

3.2 1ro YapısınınHiperbalik Düzlemlerle ilişkisi 

Şimdi, rro yapısının hangi şartl&r altında bir hi­

perbolik düzlem belirlediğini araytıra.cağız. Bunun iÇin 

1ı =('J; ,i4,l) yapısının Gı - G5 aksiyomlarını sağlaması 
için gerekli şartların neler olduğunu tesbit etmeliyiz. 

3.1.1 önermenin tı) şı1{kından dolayı Gl aşikar­

dır. 1Tt, ın. herhangi bir dogrusu üzerindeki en az nokta 



sayısı 3 .1.1 önermenirı ( 4) şıklundan dolayı, n-m2 -m 
dir. Bu durumda d-2 aksiyemunun sağlanmesı iÇin (yani 
ıç ın herhangi bir do~rusu üzerinde en az iki nokta 
bulunması iÇin ) , 

n-m2 -m~ 2 

olması gereklidir. 
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Bir doğruya dı~ıındaki bir noktadan o doğrunun 
genişletilmişi olan doğru üzerinden atılan nokta sayısı 
kadar paralel dof,ru Çizilebilir. O halde G3 ü yani, 
"Bir doğruya dışındaki bir noktadan en az iki paralel 
Çizile bilir." aksiyomunu incelemek iÇin, 11o ın bir 
doğrusu üzerinden en az ne kadar nokta atıldıgı bulun­

malıdır. 'ilo ın bir doğrusu üzerinden en ~z m2 -trl .. adet 

nokta atılmış olduğundan bir doğruya dı~ındaki bir nok­
tadan en az m2 +1 adet paralel dogru Çi~ilebilir. 
Burada m* 2 olduğundan, 

m2+1) i+l.;;; S 

olur. :Sunun anlamı iRe, bır doğruya d.:ı.şındeki bir nok­
tadan en az beş paralel doğru Çizilebileceğidir. 

$imdi, % yapısı iÇ~in G4 aksiyomu.nu inceleyelim. 
Yani Tfo da herhangi üçü do~rudaş olmayan dört noktanın 
var olup olmadı[:ını a.raştıralJ.m: 

to fto, P~ {o , Pf 'R olsun. O za.man G3 geregınce 
~ dağrusuna} noktasından geçen en az iki (hatta beş) 

paralel doğru Çizilebilir. Yani, 

_3 t
1

, < (: io ::3 ~ll, t J:ıl it, .{(_....!," := <P .;;; g1-A eo 
olacak sekilde fo, f~, ~ı doğruları ve P noktası mevcut­

tur. Diğer taraftan G2 den dolayı, 

RI t1 , Ql f.( , R /:. P :f. Q 

olacak şek·ilde R, Q E. 'Po noktaları vardır. Bu durumda 
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G2 den dolayı, 

AI lo , Bl. ta , A =F B 

olacak şe kil de A, :B f :Po noktaları da bulunabilir. 
A, B, Q, R noktalarının herhangi üçü doğrudaş.değildir. 

Dolayısıyla 1T;, için GA aksiyomu sağlanır. 

Son olarak 17:, yapısı iÇin G5 aksiyemunu inceleye­

lim. Önce G5 aksiyemunun " S C Ya doğrudaş olmayan fark­

lı üç nokta ile,herhangi iki noktasını birleştiren doğ­

rular üzerindeki tüm noktaları da kapsıyorsa S =:Po ·dır." 
olduğunu ha tırlay alım. $imdi, S C 'Ya doğrudaş olmayan 
farklı A,B,C noktalarını kapsasın. Bu takdirde, 

AB, AC ve BC dogrularını gözönüne alalım. '1Yo ın bir 
dotSrusu üzerindeki en az nokta sayısı 3.1.1 önermenin 
(4) sıkkından dolayı n-m2-m dir. Bu nedenle BO doğru­
su üzerinde en az n-rn2-m adet nokta vardır. A noktası 

ile, BC doğrusu üzerindeki n-m2-m adet noktayı birle~­

tiren dogruları duşünelim. Böylece S ye ait n-m2 -m"" 
adet doğru elde edilir. Bu doğruların herbiri üzerinde 
A noktası hariÇ n-m2-m-l adet nokta vardır. O halde 

S de en az, 

adet nokta mevcuttur. 

X E'Pa olsun. X noktasını S nin noktalarına bir­

leştiren doğruları teşkıl edelim. bu dururnda eger, 

ise, yani X ile S nin noktaları.nı birleştiren doğru 
sayısı n+l den büyük ise, X noktasını S nin noktala­

rına birleştiren en az iki doğru çakışıktır demektir. 

Bu durumda X noktasını S nin noktalarına birleştiren 

en az bir doğru üzerinde .S nin farklı en az i ki no ktam. 

vardır. Diğer taraftan kabul geregi S nin farklı iki 
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noktasını birleştiren bir dogru üzerindeki tüm noktalar 

da S nin elemanı olacağından X E: S olur. Bu durumda 

G5 aksiyemunun sağlanması için (3.2.1) eşitsizliğinin 

sağlanması gerektiği sonucuna ulaşılır. 

Şimdi tekrar (3.2.l.J esitsizliğine dönelim:. 

(n-rrı2 -mHn-m2 -m-ı )+1 ;r nrtr2 

r ? n2 -nm2 ·-run-n-nm2 +m4 +rm3 +m2 -nm+m3 +m2 +m+l ~ lll+2 

::::? n2 -n(m2+m+m2+l+m)+m4 +2m3+2m2 +m+.l ;p n+2 

~ n2 -n(2m2 +2m+l)+m4 +2m3+.2m2+m-n-l~ O 

:;. n2 -2nl m2 +m+l )+.m4 +2m3 +.2m2 +m-ı } . O 

olur. Şimdi, 

ikinci derece pollnomunu n ye göre çözelim: 

2(m2+m+l ):j. {4Cm2+.m+l }2 -4\m4 +2m3 -ft2m2 +m-ı/ 
nı ,2= 2. 

-.,~------2~----~--~. 
= (m2+m+l)+ V (m2+.m+l) -m4 -2m3 -2m2-m+l 

= rn2 +m+l+ m4 +m2 +1+2m3 +2m2+2m-m4 -2m3 -2.rn2 -m+l 

= m2+rn+l+ V m2 +.m-tr2' 

O halde, 

n2-2n(m2+m+l)+m4 +2m3+2m2+m-ı = O 

denkleminin kökleri, 

n
1

, 2:::: m2+rn+l+{m2+m+2' 

dir .ı Bu durumda, n~ n1 veya n';}- n2 olnıalıdJ.r. 

+ r + 



Sonuç olarak bulunan köklerden dolayı (3.~.1) 
eşi tsizlıeJ.nirı sat:lanması için, 

2.7 

....••••. ·•••••· .•• (3.2..~.) 

veya 

.................. . l3.2.31 

olması ger-ekmektedir. üysa \3.1) den dolayı, 

n~ m2+m 

ol~p, 

olduğundc:..n, 

n< m2 +m 

olurdu. Eu nedenle 1ro için \3.~.2) eşitsizlığini~ 
scığlanme:ıdıgı rışik8rdır. ü halde li5 aksiyemunun geçerli 

olması iÇin ~).2.3) eşitsizliginin se;glanma.sı yeterli­

dir. Yani, 

n~ rn2+m+l+{r.ı2+m+2
1 

olmalıdır. 

f;ı.rıdc:.n Li-5, aksıyomu 1To da geçerlidir. 

Sonuç ole.rak 'llo da G5 aksiyemunun sağlanması 

iÇin, 

2 1 2 r {ı 1 n 1- m +m+ ... + m -trr>+~ 

olmalıdıry 

O hBlde, şimdı ~şe[ıdaki önerme verilebilir: 

3.2 .. 1 Öi'-4ERME. 

1Y ;;; ,j) ,!.ı, 1) merte besi n olan son lu bir proje ktif 

düzlem ve 1/1 = (J>',C,J.:)' I'= rn CP')<..C) olmak Uzere 1T 
projektif düzleminin mertebesi m olan \ n'4 m2+m ) 

bir projektif al tduzlemi olsun. rr den 1T' nün tüm 
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doğruları ile bu dogrular üzerindeki tUm noktaların atıl­

ması i le elde edilen kalan yapıya. 1lo diyelim. Bu dururrr 

da eğer, 

n~ rrı2+m+l+ / m2 +m+2
1 

ise 1To bir B-L düzlemidir. 

Aslında 3.2.1 önerrne sözler yerine serrıbollerle 

şöyle de ifade edilebilir: 

11 = tP ,t,I} ınertebesi n olan bir projektif 

dUzlern, 11' = ('Pi,;C,I'), '1T nin mertebesi ın olEır. 
( n~ m2+m ) bir projektif altdUzlemi olsun ( I~ın C:PxCH 

o= fp 1 PI e, e Et J 
J?,:]J\Q 

La= L \ [,' 

olmak üzere eğer, 

n.> rn2 +m+ ı+ v_m_2_+_m_. +-2 ....... , 

i se Tr;, = ("Po ,i01 I.,) , ( I o= I n ( '.Poı<.lo) ), geometri k ye.pı sı 
bir B-L düzlemidir. 

3. 3 1fo B-L Düzleminin Bazı Özel li kle ri 

3.3.1 ÖN.ERME. 

TT;,, 3.2.1 önermedeki gibi elde edilen bil' B-L düz­

lemi olsun. Bu takdirde, 

(ı) rr' ni.in herhangi bir noktasından 1Yo ın 

n-m adet doğrusu geçer. 

(2) 1T;, ın teğet doğrularının toplam sa.yısı 

(m2+m+ı)Cn-m) dir. 

( 3.) 'JYo ın dı ş dogrularının toplam sayı sı 
n2+n+l-(m2+m+l)(n+l-m) dir. 

(4) 1fo regUler değildir. 



~5) rro ın bir noktasından m2+m+l adet teğet 
doğru geçer. 

29. 

( 6) rro ın bir noktasından n-nil -m adet dış doğru 
geçer. 

İS!' AT. 

' 1 trr' 
(ı) Pf'J> , ı ı nün herhangi bir noktası olsun. 

P den, 1( de, n+l ve 1/' de m-+wl adet doğru geçer. 
Bu nedenle 1ro da P den, 

n+ı-<.m+l) - n-m 

ırr' adet cıogru geç.er·. .Bu ise ıı nün herhangi bir noktasın:-

dan n-m adet teget doğru geçtiğini gösterir. 

(z) 1To ın teğet dogrularının cümlesini C,c ile 

gösterelim. O zaman, 

Ci = { 1 /l ~ J.:, Pıf, PEY'} 
olup, 

J Ci{== ( { f 1 { tf {, pı_{, PE 'P' J { 
dir. Diger taraftan 1(~ nün d+m+l adet noktası olup, 

1T' nün her noktasından 'lTo ın n-m adet doğrusu 

geçer. ~u dogrular teğet doğrular olup, 

J C.tJ= Cnı2 +m+l H n-m) 

elde edilir. 

~ 3) 1ro ın dış doğrularının cümlesini cd ile gös­

terelim. O zaman, 

Cd= [tfi jtq;J:, Pfl1 v'PE:P'} 

dir. :Bu durumda., 

olur. 

1 Cd 1 = 1 i./ - ~ J Cı 1 + Lt/ 1 )) 

= n2+n+ı-(~m2+m+l)\n-mJ+~m2 +m+l~ 

= n2 +n+l-\m2+m+1Hn+l-m) 
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\5) PER olsun. O zaman P ile '71' nün herhangi 

bir noktasını birleştiren bir doğru 1T' ye ait olmayaca-: .. 
P ~~ 

ğından den geçen bu tür do~rula.rın toplam sayısı ıı 

nün toplc:;m nokta 88YJ.s.ı olan m2+m+l e e~ıittlr. 

\(,) PE'Pa olsun. P den, 1T de, 

Ayrıca, ( 5) den dolayı P den m2 +m+l 

geçer. O halde P den, 

n+l doğru geçer. 

adet teget doğru 

n+l-\m1+m+l) = n-m2 -m 

adet dış doğru geçer. 

3 .• 3. 2 Ö.NERME. 

1!0 , 3.~.1 önermedeki gibi elde edilen bir B-L 

düzlemi olsun. 

( 1) 11'0 ın Ct sınıfından bir doğrusu en fazla 

n-4 adet nokta kapsar. 

((d rr;, ın cd sınıfından bir doğrusu en fazla 
n-6 adet nokta kapsar. 

\.1) Ct sınıfından bir doğrunun üzerinde n-m1 

adet nokta vardır. .burada m') 2 oldugu gözönüne alı­

nırsa., Ct sınıfından bir doğru üzerinde en fazla 

n-22 adet nokta ola.cağı elde edilir. 

~2) cd sınıfından bir doğru üzerinde 

adet nokta vardır. Bu durumda m4 2 olduğu 

alınırsa' cd sınıfından bir doğru en fazla 

adet nokta kapsar. 

n-m2 -m 

gözönüne 
n-22. -2. 

3. 4. 1T0 B~L Düz'leminin Paralel Doğru Sınıfları 

Bu kesirrı ( Oıgun, [ 7] ) tarafından, 'ft hiperboli k 

düzleminin paralel doğru sınıfları ve bazı kombinatörsel 

özelli kle ri ne dair yapılan çalışmadaki tekniğin, 'll'o 
B-L düzlemlerine uygulanması biÇimındedir. 
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3. 4 • 1 TAN 1 M. 

Tio ın herhangi ikisi paralel olan tüm dogrularının 
olu~turdu.Lu bir cLmleye paralel sınıf denir. 

'lt ın, 11 nin atılan herhangi P noktasından geçen 

tüm doğruları bir paralel do~ru sınıfı tef,lkil eder. 

Bu paralel dogru sın.ıfına P nin belirttiği paralel sınıf 
veya (P)_ tipinden bir paralel sınıf denir. 

Bir ~ doğrusu ile bu doğru üzerinde bulunmayan, 

atılan bir Q noktasından geçen ve ,e yi, 1Y de, atılan 

noktal~ırda kesen tüm doğrular da bir paralel rloğru cüm­

lesi oluştururlar. Ancak bu dogrular cümlesini kapsayan 

bir çok paralel sınıf buluna.bilir. SözU edilen doğrular 

cümlesini kapsayan tüm paralel sınıfların arakesiti, t 
ile Q nun beli ttiği paralel sınıf veya ( {, ('!! 2- tipin­

den bir paralel sınıf olc:ırak adlandırılır. 

1fo ın yukarıda belirlenen peı.r<:.ılel do[;_ru sınıflı:ı­

rından bcışka. paralel sınıfların da bulunması miimkün 

olduğundan CP )_ ve ( -l , Q)_ tipinden paralel sınıflara 
aşikar paralel sırııf1ar demek u:ygun olur. 

Şimdi 'iTo da aşi ka.r parale 1 sınıflar tanımlandığı­

na göre bunların kombinatörsel özelliklerini incelemeye 

ba sle.ya biliriz. 

}.4.1 ÖNERME. 

'Tt, ın (P );_ tipinden bir paralel cl oğru sınıfında. 
ya n yada n-m adet doğru vardır. 

!SPAT. 

Bir P noktasının atılan bir nokta olması için 

gerek ve yeter sart ya PE.:P
1 

yada P~P', Pii(:;t.: olması­
dır. Buna göre: 

(ı) P fj)' ise, P den geçen Lo ın doğruları sayısı 
n-m dir. Bu n-m adet doğrunun hepsi de atılan P 
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noktasında noktadaş oldukları iÇin, 

(PJ 

olur. 
(ii) 

geçen 17;, 
P E$:P' , Pl {,E C ise, atılan bir dı~ nokta.dan1 

ın doğruları sayısı aranılan sayıdır. P nok-
tasından n+l a.det doğru geçer ve bu. doğrulardan birisi 
hariç diğerlerinin hiçbiri de 1T~ nün doğrusu degildir. 
o halde rr;, ın, rr de. p den geçen dogrularının sayısı 
n dir. 

3.4.2 ÖNERJVrE;. 

Tfo ın lf ,F) tipinden bir paralel eınıfına a.i t doğrula­
rın minimum eayıaı min((.(,,F)J olduğuna göre, 

mi n ( t-l, P } 1 : 

iSPAT. 

m2+1 

m2+m+l 

m2-m+l 

; Pfl'~ t~Ct 
; Pf:P; f~Cd 
~ PtY~lfC, 

veya PfJ>; fE( d ise, 

iee, 

iee, 

l,1fo ın herhangi bir doErueu oleun. Bu durumda ya /tC( 
yada i fCJ. olm~~{ zorundadır. Qün'kü, .L,o.::C~UCcJ, CtflCd= ep dir. 

(i) .(GCt; ise; 
( a) Pt 'P' ise, f do~rueu üzerinden atılan nokta­

sAyısı m2+1 dir. Diğer tara.tt01n F den, 1f''de, topla.m · ların 

m+l adet dot,ru geçer ve bu doğrular atılan doğrudurlar. 
Dolayısıyla f doğrusu ile birlikte en az, 

m2+1-(m+l)+l - m2-m+l 
adet doğru ((,F) tipindendir. 

(b) PE'P' ise, f doğrusu üzerinden atılan nokta­

ların sayısı m2+1 dir. Bu m2•1 nokta ile ~ üzerinde olma­
yan P noktası birle~tirilirse, eld~ ~dilen m2-trl adet do'gru 
e yi,ffde, atılim noktalarda lceeerler. Bu dogrulardan biri 
a.tılan doğru oldu.~undan, .{, ile birlikte en az m2+1 .-ıdet 
doğru (t,P) tipindendir. 

1 "Atılan bir dı~ nokta" deyiminin anlamı " atılan fakat 
'IT~ nün elemanı olmayan bir nokta 11 demektir. 

.. 



( i i) lt C d. i se , 
3 3 

( a) F 4 P' ise, f doğrusu üzerinden m2+m+l adet 

nokta atılmı~tır. .Bu noktalarliı. ıı:J.,f, noktaı!5ı birle~tirildi­
ğ~nde elde edilen m2+m+l adet do~ru i yi, ır de, atılan nok­

tal3.rd.a keserler. .Bu doğrulardan biri atılan doğru olduğun­

dan-( ile birlikte en az m2+m+l it.det doğru C/,F} tipindendir. 

( b ) F ~ :P 
1 

i s e , F d e n, 'll' d e , m+ 1 ad e t atı 1 an 

doğru geçer. Bu se b~ple F ile l üzerinden atılan m2+m+l adet 

doğru birle~tirilirse, elde edilen m2+m+l adet do~rudan m+l 
tanesi 2tılan doğrudur. bu durumda~ ile birlikte en az, 

m2+m+l-Cm+l)+l = m2+1 a.det doğru (f,F) tipindendir. 

3 • 4 • 3 ÖN.ER1v1E • 

1To ın Ct sınıfına ait bir -l doğrusu m2 +1 adet 
(F)_ tipinden, m~m+lHn-m)+n adet ( .f,, P)_ tipinden 

paralel sınıfa aittir. 

lS:PAT. 

f EC.t oldugundan f ile atılan ']/' nün arakesiti 

sadece bir tek noktadır. :Bu noktadan 'f(' nün m+l doğ­

rusu geçtiginden geriye kalan rrf adet doğru !, yi 

farklı noktalarda keserler. O halde -l üzerinden atılan 
noktaların sayısı m2+1 olduğundan ve bu atılan nok­

taların herbiri (P)_ tipinden bir paralel sınıfa karsı­
lık geldiğinden, ~o dot;rusu m2 +1 adet (P )_ tipinden 

paralel sınıfa aittir. 

Diğer taraftan l nin dıfiJında atılan noktaların 

sayısı, 

~m2+m+l)~n+l-m)-m2-ı = (m2+m+l)~n-m)+m2+m+l-m2-ı 
= (m2+m+l)~n-m)+m 

= \m2+m)ln-m)+n-m+m 

- ~m2+mHn-m)+n 

=mCm+lHn-m)+n 

olduğundan --e doğrusu m<m+lHn-m)+n adet (e' F)_ ti­

pinden parhlel sınıfa aittir. 
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3 • 4 • 4 Ö NERf•'lE • 

1Yo ın cd sınıfına ait olan bir ~ doğrusu 
m2 +m+l adet (P )_ tipinden ve (rıf +m+lH.n-m) adet 

(~ , P)_ tipinden paralel sınıfa aittir. 

İS1'A1i • 

3.4.3 Jnermedeki gibidir. 

3.4.5 ÖNERME. 

~o' 1(0 ın doğruları cümlesi, i de herhangi 
tipten bir paralel sınıfı gösterdiğine göre f. (.l), lf. Lo . oı 
doğrusunun ait olduğu i tipinden paralel sınıf sayısı 

olsun. Bu takdirde aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

(i) t(P)~l)+ /(-t, P)(-i) • (m2 +m+1Hn+l-m) 

(ii) ~ t(P)(l) • (m2+nı+1Hn+1Hn-m2 
/.E.;,f,o 

(iii) L f(f p)(-l) -(m2+m+1Hn-m)(n2-m2 +n) 
(~i-o ' 

İSPAT. 

(i) Herhangi bir ft;_ lo doğrusu, üzerinden atıl­
mış olan noktaların sayısı kadar (P)_ tipinden, üze­

rinde olmayan atılmış noktaların sayısı kadar da ( ~ , P) 

tipinden paralel dogru sınıfına aittir. O halde bir 

fE 'Lo doğrusu toplam olarak 1/ den atılan noktaların 
sayısı kadar lP)_veya (~, P)_ tipinden paralel sınıfa 

aittir. ff den atılan toplam nokta sayısı, 

( m2+m+l) ~ n+l -m) 

olduğundan, 

J(P)(~)+ /c-t_, p)l/) - lm2+m+1Hn+l-m) ;. \;/ lf:Lo 

elde edilir. 

( i i ) t~o ~ ( p ) ( { ) 
bu nokta.lardc:ın geçen 1Ta 

toplamı , atılan tüm no ktalarla 

ın doğrularının oluşturduğu 
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ı toplam flag sayısıdır. Bu toplam asağıdaki gibi ifade 

edilebilir: 

~ J ( P /-E ) = z t (.P) ( f) + ~ J ( p) ( f ) 
f.6iıo LG~o tG~o 

Pt:..~' P ı(;:P' atıLan bundan dolayı, tı.ok.l:.ı 

~ t(P)(f) =/:P'/·ln-mJ+(JQ/-/P'()n 

t~;to = (m2 +m+1Hn-m}+(m2 +m+lHn-mln 

::;:: ( m2 +m+l )( n-mHn+l) 

olduğu görülUr. 

(iii) ~ ft o p)(~) toplamı atılan tüm nokta-
tt:.t:, \ ~ , 

larla bu noktalardan geçmeyen 1To ın doğrularının olu~1-

tuİ·duğu toplam anti-flag sayısıdJ.r. .buradan, 

L t( d F)(~) = ~ f( tJ I')({)+ L: f<! P)(.t) 
f.G~ -ı. ' l~ct 1- ' lE~ .. ' 
= { Ct/[l m2 +m+l Hn-m)+m] + fCd!· (n} +m+lHn-m) 

= tCtf ( m2 +m+l H n-m)+(Ct-1 m+ /(ı/( m2 +m+l )(n-m) 

= (m2+m+lhn-mhiCi/+{CJf)+ lctlm 

::;:: (n12+m+lhn-m) li.,I+Cm2 +m+lhn-m)m 

= (m2+m+l Hn-mhn2 +n-m7 -m)+(m2 +rrı+l )( n-m2m 

= ( m2 +m+l) (n-m.' ( n2 +n-m2 -m+m) 

= (m'2+m+lHn-mHn2 +n-m2) 

elde edilir. 

3.5 İzomorfizrrı 

1T mertebesi n olan sonlu bir projektif düzlem 

olmak üzere 'fT nin m merte beli 1T' ve rr" proje ktif 

altdüzlemlerini gözönüne alalım. 1Y , 1T' ve 1/"için 

ı 
Bir doğru ile bu doğru üzerinde bulunan bir noktanın 

teşkil e. ttiği. konfigUrasyona flag denir. 



3.2 .ı önerme sağlansın ve 'Tt' yardımı ile 11:, 'Tl" yardımı 
ile de 'ifo" B-L düzlemleri elde edilsin. O zo.man aşagıda­
ki önermeyi verebiliriz; 

3. 5 • 1 Öl'JERl1E. 

1f projektif düzleminin, 1(yü 'T/"ye dönüştüren 
bir kolinasyonu varsa1 11/ ve ffo'' 1>-.L düzlemleri izomor­

fiktirler. 

!SPAT. 

, 'Tr'" o( , 1T nin 1T yü J ye dönüştüren bir kolinasyonu, 

yani, 

"' !Ir' n olsun. O( nın ~ ve lıo B-L düzlemlerinin noktaları 

üzerinde birebir oldugu aşikardır. c<, 1T nin bir koli­

nasyonu olduğundan, o( nın '77'' üzerine kı sı tlc-ınmışı da 

üzerinde olmayı korumak zorundadır. :Su nedenle 1r; ile 

1/C:' B-L düzlerrıleri izomorfiktirler. 

3.5.1 SONUÇ. 

11 mertebesi n olan sonlu bir projektif düzlem, 

1T' de 11 nin rrıertebesı m olan, n~ m2 +m özelli.ğinde 

herhangi bir projektif altdüzlemi olsun. Eğer, 

n4 m2+m+l+{m2+m+2
1 

; 
ise 1( nin mertebesi m olan her '11 projekti.f al tdüzle-

mine 3.2.1 önerme anlamında bir B-L düzlerni karşılık 

gelir. 11 
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3.6 Üzel Bır Ornek 

3.6.1 TANIM .. 

IP .;;;;:\:P;k,+J bir projektif düzlem ve A,B,C,DfJ> olsun. 

A.B,C,D noktalarını ikiper ikiper birle~tiren altı dogru 
ve bu altı dogrunun ikişer ikiper arakesiti ile bulunan 
yedi noktanın olu~turduğu konfigürasyona tamdörtgen denir. 
A,E,C,D noktalarına tarndörtgenin kö~eleri, AB ile CD, 
AD ile BC ve AC ile liD do~;rularına tarndörtgenin kar~ılık­

lı. kenarları deni::r. "Bır tamdörtgenin karpılıklı kenarları­
nın kesi~me noktalarına ise tamdörtgenin köpeleri denir. 

3.6 .. 2 TANIM • 

TP ;.;l:P ,-h,I) projektif düzleminin kapsadığı tüm 

tanıdörtgenlerin köyegen noktaları, IP de, doğrudaş ise 

IP ye Fano düzlemi denir. 

3.6.1 TEOREM. 

jF bir cisim olsun. · O zaman, 

-p = { lx,,Xı,~) / :.;,~,~Lf, \ X.• :xı_,x./fl O, O, O), \ x,, Xı_,~J=' A l..x,, x,,~J, 

At F, ~:fO J 
i,~ { [ a,, a,_, "3]) "ı• a,_, ":ıtJ, [ a,. a,, <)Jıf ~, a, o] , [ a,, a,_, aJ~? [a,. a,_, ":ı]. 

1(!("f, 1 tUJ 
ve 

\ x,, y"l' ~) l [ a.• ~· a.J # a1 xr-a~,.x.~..+a1 x3 =O 

olmc:!.lc üzere, RJ=' =@,f_.,I) geometrik y;;pısı. bir projektif 
düzlemdir. 

lspat \!{aya, 'R. [f] ) da veri}:!!ı.lytir. 



3 .. 6 .. 2 TEOREM. 

"f' herhangi bir ci.sim olmak üzere Pı"f projektif 

düzleminin Fano düzlemi olması için gerek ve yeter şart 

F nin karakteristi~inin 2 olmasıdır. 

Ispat iÇin bkz. ~Kaya, h. [4]). 
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Herhangi bir p asal sayısı ve rf71.+ için karakte­

ristiğı p olan pr e1en;anlı bir tek sonlu cisim vardır • 
.bu ci::ıme mertebesi pr olan Galois cisrni denir ve GFlpr) 
ile gösterilir. O halde p=2 ve r=4 için, karakteristiği 

2 olan, 24 ==16 eJ ,:oır:cnüı 'if:::: GF(24 J cismi mevcuttur, ve 

3 .. 6.2. teoremdcn dolay~. Ji"J hir l!'ano düzlenıidir. 

yimdi "F dr-ı (+) i ç;Jemine göre e tkisiz eleman olan 

O ve J -{O} da ( •) ifilernine göre etki siz eleman olan 1 
ıelemanlarını gözönUne alalım. 'Bu takdirde, 3 .. 6 .. 1 teorem­

deki homogen ko.ordinatla.ma ile Ji'f nin, 

( 24 12+2~+1=273 

adet nokta ve doğrusu koordinatlanabilir. Bu durumda, 

(ı,u,uJ, ta,ı,ol. (ı,o,ı), (O,l,l) 

noktaları J? F nin herhangi üçü doğruday olmayan dört 

noktasıdı.r. Şimdi t:--ı. noktalar l.çin bir tamdörtgen olu}l­

tural.un : 

(l,o,o) ı [ a, b , c]<~ a=O 
(Q,ı,o) 1 [ a, b, c]<==> b= O 

(ı,o,ı) l [ a, b,c]~ a+c=O<~) a.=-c 

(o,l,ı) 1 [ a, b, c]# b+c=O{=-} b=--c 

olup burad a.n, 

(ı,o,o)v (o,ı,o) ; [o,o,c].:[o,a,ı] 

(O, ı, ı) v ( 1, O, ı) = [ a, a, a J:: [ı , ı, ı] 
(o,ı,o)v (ı,o,ı) = Gı,o,a]::[_ı,o,ıJ 



(ı,o,u)v (o,ı,:ı) =[o, b, b]= [o,ı,1] 
(ü,ı,o)v (o,ı,ı) = [a,o,oJ=[ı,o,oJ 
(ı,o,o;v (ı,o,ı) = [o, b,o]=- [o,ı,o] 

olduğu bulı.mur. 

Buıuna.n tamdörtgenin köye noktaları, J>2 J l!'ano düzıemi. 
olduğu i Çin, do~;rudap olmak zoru.nrJ ed ır. G:erçe le ten de, 

ve 

[1 , o , o] -' Lo , ı , u) = (U , o • z ) = ( o , o , ı ) 
[ Q t Ü ~ J] A [ı , 1 t J] ::: (X , X , Ü ) 3 ( l , ı , 0 ). 

[o, l, ~ ..-\ [1, Ü, ~ = (X, X, X) 5 ( 1, 1 1 1) 

(G,O,ı) 1.. (ı, ı ,oJ 
(ı, ı, o) ı [: cll ı, ı. j 

(ı,ı,ı) ı [ı,ı,u] 
olup, tamdörtgenin kö):e noktaları doğrudaptır. Bu durum­

da , 



4P 

;p; =[(ı, O, O), (G,l, O), (G, O,ı), (1,1,0), ( 1,0,1), (O ,1,1) ,(1,1,1 )} 

L = f~,o,o] ,[o,ı,tD, [u,o,1], [ı,l,o] ,[l,o,J] ,[o,1,ı], [l,ı,ıJt 
I'= ın C:P'xi:). , ' 

fP / __ ('T)',l'',ı·,')' '1) :ı::: alınırsa, \V J.-:1- Ji cr nin bir projekti_f al tdüzlemi 

olup, TP' nün mertebesi. 2 dir. Diğer taraftan 'Yı.J" nin 

mertebesi 24=16 olup, n=l6 ve m=2 iÇin, 

2 n1- m +m 

ve hatta, 
2 1 2. 1 

n1 m +m+l+Y m +m+2 

olduğu a?ikardır. Bu durumda, Ji J= projektif düzleminden, 

fP1 =-tP',i';J.!) projektif al td üzieminin tüm doğruları ve bu 

doğrular Uzerindeki tüm noktaların atılması ile elde edi­

len yapıyı 1'To ı.i e gösterelinı. Dilekat edilirse, burada, 

IP' , ~1=" nin Baer al tdüzlemi de6ildir. 

Bu durumda, 1To ın herhangi bir doğrusunu-. .. ; genipletil-

mi~i ~~ nUn bir noktası üzerinde tse 
doğru (ki teğet doğrudur) üzerinden 

bu genipletilrni~ 

5 adet nokta atılm~~ 
Eu demektir. ise bir tetet do&ru Uzerinde, 

17-5=12 

adet nokta b:ulunduğunu gösterir. Eger 7fo ın herb.angi bir 

doğrusunun geni~let.ilmi~i IP; nün hiç bir noktasını kapsa­

mıyorsa, yani dıy doğru is e, üzerinden 7 adet nokta 

atıldığı ayikardır. Bu ise bir dıy doeru üzerinde, 

17-7=10 

adet nokt2. bulundug,unu gösterir. 

'ffo ın noktaları cümlf!sini Jo ile gösterelim~ 3 C. 'R 
doğruoaı;ı olmayan 1,Y,Z noktalarını kapsasın. Üstelik S 
ye ait olan herhangi iki noktayı birleptiren bir doğru üze­

rindeki tüm noktalar da S tarafından kapsa.nsın. Bu takdir­

de J..Y doğrusu teykil edilirse, :xr üzerinde en az ıo adet 

nokta vardır. Bu 10 nokta ile Z noktası birle~tirildi­

ğinc.e, Z den geçen 10 adet doğru elde edilir. Bu doğrular 
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üzerinde Z noktası harlç 9 adet nokta vardır. O halde 

S 
1 

toplam en az, 
(ıo1.C9)+ı:::gı 

adet rıokta kapsar. 

Qünkü PE :Po iÇin P 

Bu ise S ='Yo a;lduğunu gösterir. 

ile 8 nin en az nokta sayısı olan 

91 adet nokta birlestirilirRe, P den geçen 91 adet 
doğru bulunur. Oysa, 1) den'J;_f" de tam olarak, 

n+l-17 

adet doğru geçer. O halde, P den ve S nin bir noktasından 
geçen en az bir doğru üzerinde. S nin en az iki. noktası 

vardır.. Bu ise ]
0
C$ olduğunu gösterir. 

Böylece, 1fo ın bir B-L düzlemi oldugu görülmüy olur. 
rı~ 

/! 0 ın bir B-L dUzlemi olduğu görüld ük ten sonra, korobina tör-

sel özellikleri de incelenebilir. 

1fo ın toplam nokta sayısı;, 

J>2 J= den yedi adet doğru atılrnı~ olup atılan herbir 

doğru üzerinde fP 1 nün elemanı olmayan ondört adet nokta 

vardır. o halde rro da toplam, 

adet nokta mevcuttur. 

ffo ın toplam d oğru sayı sı: 

j)
2 
(f den yedi adet doğru atılmıs oldugundan, 77; .ıaı 

top1am doğru. sayısı, 

273-7 = 266 

dır. 

Bunların haricinde, 3.3 ve 3.4. bölümlerde verilen, 

7fo B-L düzlemlerine dair özelliklerinde, burada takdim 

edilen özel örnek iÇin geçerli oldugu kolaylıkla görüle­

biltr., 



KA~NAKLAR DİZİN! 

ı. Bu.mcrot, R.J., 196.3, Fini te hype=rbolic spacea, Atti 
Convegno Geom. Gomb. e sue Appl. Monthly, 70. 

2. Graves, Iı.1ı11., 1962, A finite Bolyai-Lobachevsky plane, 
Ame.r • 1Vta th • l'<lon thly , 6 9 , 1 30-132 • 

3,. liughes, D.R. and Piper, i.G., 1973, Frojective planes, 
Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-.l:ie.w-York. 

4. Kaya, R., 1978, Projektif geometri, C..ilt ı, ~~rat 
Üniversitesi Fen Fakültesi Yay~nları. 

5. Kaya, R. ve Olgun, Ş., Construction of some hyperbolic 
planes from finite projective planes using Baer 
subplanes, ~ layınlanacakJ. 

6. Kaya, R. ve Özcan, E., 198.4, On the construction of 
Bolyai-Lobachevsky planes from projective planes, 
Rendieanti Semin. Math. B~rescia, 7, 427-434. 

7. Olgun, Ş., ~azı sonlu hiperbalik düzlemlerin paralel 
doğru sınıfları üzerine, Ulusal JVıatematik Se.mpoz­
yumu Bildirisi, 1988, {Yayınlanacak). 

8. O's trom, ~. G., 1962, Ovals and fini te Bolyai -Lobachevsky 
planes, Amer. Math. Monthly, 69, 89~901. 

9. Sandler, R., 1963, Finite homogeneous Bolyai-Lobachevsky 
planes, Amer. Math. Monthly, 73, 158-161. 

ıo. !Dopel, B.J., 1964, Bolyai-Lobachevsky planes with finite 
lines, Rep. Math. Colloquium, Hotre Dame, Ser. ~ 
V ol • 5-6 , 4 0-4.2. 


