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OZET

Doktora Tezi

MATRIS DENKLEMLERI VE
MATRISLER AILESININ GURBUZ KARARLILIGI PROBLEMLERI

Ozlem ESEN

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstituisu
Matematik Anabilim Dal

Danisman : Prof. Dr. Vakif CAFER
2008, 66 sayfa

Bu tezde bir tek matris ve matrisler ailesinin kararlilik problemleri incelenmek-
tedir. Tek bir matrisin 6zdegerlerinin rasyonel bir bélgede olmasi icin kogullar ve-
rilmigtir. Bu kosullar verilen matrise bagh diger matrislerin Hurwitz kararliligi ve
Lyapunov denklemlerinin ortak ¢ézliimiiyle ifade edilmektedir. Polinomsal matrisler
ailesinin Hurwitz kararliligi da Lyapunov denklemlerinin ortak ¢oziimii yardimiyla
ifade edilmistir. Tezde matrisler politopunun sektor kararliligi problemi incelenmis,
bu politopun kararhiliginin bir bagka politopun tersinir (nonsingular) olduguna denk
oldugu kanitlanmigtir. Ozel bir smiftan iki tane 3 x 3 matrisler icin Lyapunov
denkleminin ortak ¢oziimiiniin varligi aragtirilmigtir. Elde edilmis sonuglar pek ¢ok

orneklerle aciklanmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Matris, Matrisler Ailesi, Hurwizt Kararlilik, Sektor

Kararlhlik, Lyapunov Denklemi, Bernstein Agilimi



ABSTRACT

PhD Dissertation

MATRIX EQUATIONS AND
ROBUST STABILITY OF FAMILY OF MATRICES

Ozlem ESEN

Anadolu University
Graduate School of Sciences

Mathematics Program

Supervisor: Prof. Dr. Vakif CAFER
2008, 66 pages

In this dissertation, the stability problems for a single matrix and a family of
matrices are studied. A single condition for the eigenvalues of a single matrix to lie in
a rational region are obtained. This condition are expressed as Hurwitz stability of
a suitable set of matrices and as an existence of a common solution to the Lyapunov
equations. Hurwitz stability of a polynomial family is expressed as an existence of a
common solution to the Lyapunov equations. In the dissertation, the sector stability
of a matrix polytope is investigated and it is shown that this stability is equivalent to
the nonsingularity of an extended polytope. For a special types of 3 x 3 matrices the
existence problem of a common solution to the Lyapunov equations. The obtained

results are illustrated by a number of examples.

Keywords: Matrix, Matrices Family, Hurwitz Stability, Sector Stability, Lya-

punov Equation, Bernstein Expansion
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1 GIRIS ve ON BILGILER

Bir sistemin normal caligabilmesi i¢in onun kararliligi énemlidir. 1892
yilinda Rus matematikg¢i A. M. Lyapunov lineer ve lineer olmayan diferansiyel
denklemlerle verilmig sistemler icin kararlilik kavramini tanimladi. Lineer sis-
temler i¢in bu kararlilik Lyapunov denklemi denilen matris denkleminin pozitif
belirli ¢oziimiiniin varligi problemine indirgenmis oldu.

Ortak Lyapunov fonksiyonu (¢oziimii) kavrami ise son yillarda ortaya ¢ik-
migtir. Ortak fonksiyon yardimiyla lineer sistemlerin bir ailesinin kararlihig
aragtirilmaktadir. Bu tiir problemler belirsizlik iceren kontrol sistemlerinde
[1], fuzzy sistemlerde [2] ve switched sistemlerde [3] v.s. ortaya ¢ikmaktadir.

Bir sistemin kararlilik problemleri ve performansinin degerlendirilmesi prob-
leminde, sisteme bagh matrisin 6zdegerlerinin kompleks diizlemin bir alt bol-
gesinde bulunmasi 6nem kazanmaktadir. Bu konuda caligmalar 1970 yillarinda
baglamig ve halen devam etmektedir [4, 5]. Burada genelde iki yontem kul-
lanilmaktadir: Lineer matris denklemleri yontemi (genellestirilmis Lyapunov
denklemleri) ve matrislerin Kroneker ¢arpimi yontemi. Ancak her iki yontem
niimerik hesaplama agisindan verimli degildir, 6yleki matrisin boyutu ve bolgenin
parametreleri arttikca hesaplama parametreleri hizla artmaktadir. Bundan
dolay1 matrisin 6zdegerlerinin konumlandirilmasi i¢in daha kullanigh yontemlere
ihtiyag vardir. Kararlilik bolgesinin agik sol yar1 diizlem (Hurwitz kararlilik),
birim disk (Schur kararlilik) olmasi kontrol teorisinde gok 6nemlidir. Bun-
larin yan sira kararlilik bolgesinin sol yar1 diizlemde bir sektor olmasi bir ¢ok
problemde 6rnegin ”"sénme”, ”frenleme” (damping) gibi durumlar s6z konusu
oldugunda kargimiza c¢ikmaktadir. Sektor kararlihk problemleri [6, 7] gibi

yayinlarda ele alinmistir.



R gercel sayilar kiimesini, C ise kompleks sayilar kiimesini gostersin.
R™ (C™) ile n boyutlu gercel (kompleks) vektorler uzay: gosterilsin.

a;, (1 =0,1,2,...,n) kompleks veya gergel sayilar olmak iizere,
p(S) = CL0+CZ18+G232+"' +an5n7 (an %O) (101)

polinomu verilsin. D kiimesi C kompleks diizleminde basit baglantili, agik bir
kiime olsun. Eger bu polinomun tiim kokleri D bolgesinde ise bu polinoma

D-kararh polinom denir. Eger,

e D holgesi kompleks diizlemde sol acik yar:1 diizlem ise, D-kararliliga Hur-

witz kararhlik,

e D bholgesi kompleks diizlemde acgik birim disk ise, D-kararliliga Schur
kararlilik

e D bolgesi kompleks diizlemde sol agik yarisinda bir sektor ise D-kararliliga

sektor kararlilik denir.

11 A2 - Qin
Q21 Qg2 -+ A2p

A= (1.0.2)
Ap1 QAp2 - Apn

matrisi verilsin. Eger A matrisin tiim 6zdegerleri kompleks diizlemin basit
baglantili, acik bir D bolgesinde ise bu matrise D-kararli matris denir. D
bolgesi, sol acik yar1 diizlem ise bu matrise Hurwitz kararli matris, agik birim
disk ise Schur kararli matris denir ([1, 8]).

Eger p(s) polinomunda tiim a; katsayilari gergel ise, bu polinomun Hurwitz
kararli olmasi icin gerekli kosul, a; katsayilarimin ayni isaretli olmasidir, n = 2
durumunda bu kosulun yeter oldugu bilinmektedir, n > 3 durumunda ise bu
kogulun yeterli olmadig bilinmektedir. Kompleks katsayili p(s) polinomunun

Schur kararlihg) icin ise gerekli kosul olarak |ag| < |a,| esitsizligi bilinmektedir.
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(1.0.1) polinomunda veya (1.0.2) matrisinde katsayilar sabittir. Ancak bir ¢ok
pratik problemlerde bu katsayilarin degerleri bilinmemektedir, ancak onlarin

degistigi kompakt kiimeler bilinmektedir. Bu durumda (1.0.1) polinomu yerine

p(s,q) = ao(q) + a1(q)s + ... + an(q)s” (1.0.3)

polinomlar ailesi ve (1.0.2) matrisi yerine

- ann(q) aix(q) ... aw(q) -
Alq) = ax(q) az(q) ... a(q) (1.0.4)
I an1(q) an2(q) .. ann(q) |

matrisler ailesi ortaya c¢ikmaktadir. Bu ifadelerde ¢ parametresi belirsizlik
parametresidir ve bir () kompakt kiimesinde degismektedir. Genelde, () kiimesi

R’ uzaymda bir kutu (box) olmaktadr:

Q={(g1. 2o @) <q; < Bi(i = 1,2,...,1))} (1.0.5)

Eger ailedeki her polinom (matris) kararh ise, bu aileye giirbiiz (robust) kararh
aile denir. Eger ailede en az bir polinom (matris) kararl degil ise, bu aileye
kararhh olmayan (kararsiz) aile denir. Giirbiiz kararlilik igin Sifir1 Icermeme
Prensibi (Zero Exclusion Principle) ¢ok 6nemlidir. Bu prensip, derecesi degismez
kalan ve katsayilar1 stirekli degisen polinomlarin koklerinin parametreye gore

strekli degistigini ifade eden agagidaki teoreme dayalidir ([9]).

Teorem 1.0.1. (1.0.3) polinomlar ailesi degismez dereceli ve a;(q)
(1 = 0,1,...,n) katsayr fonksiyonlar ise ¢ € Q’ya gore strekli olsun. Bu
durumda p(s,q) polinomunun kékleri de q € Q’ya gore sirekli degigir. Yani
oyle

si(():Q—C, (i=1,2,...,n)

strekli fonksiyonlary vardur ki s1(q), s2(q), - .., sa(q) sayilar p(s,q) polinomu-

nun kokleridir.



Giirbiiz kararlilik icin sifir1 icermeme prensibi goyledir:

Teorem 1.0.2. p(s,q) polinomlar ailesi degismez dereceli, Q bir kutu, a;(q)
(1=0,1,...,n) katsay fonksiyonlar q € Q) ya gore strekli olsun ve bu aileye
ait en az bir p(s,q°) polinomu D kararh olsun. p(s,q) polinomlar ailesinin D

kararl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her s € 9D i¢in

0¢p(s,Q) (1.0.6)

olmasidir. Burada p(s,Q) = {p(s,q) : ¢ € Q},0D-kiimesi ise D kiimesinin

senarvdar.

n x n boyutlu gercel matrisler kiimesi R™*" ile, n X n boyutlu kompleks
matrisler kiimesi C™*" ile gosterilmektedir.

Eger A € C™*" matrisinin eglenik transpozu A* kendisine egit ise, bu mat-
rise Hermityen (Hermitian) matris denir. Gercel Hermityen matris simetrik
matristir. Burada eglenik transpoz, matrisin elemanlari olan kompleks sayilarin
eslenigini alip sonra matrisin transpozunu alarak elde edilmektedir.

Eger A Hermityen matrisi her z € C", z # 0 kompleks vektorii igin z*Az >
0 kosulunu sagliyorsa, bu matrise pozitif belirli matris denir ve A > 0 ile
gosterilir. Benzer olarak —A > 0 ise A matrisine negatif belirli matris denir
ve A < 0 ile gosterilir. A € R™" oldugu durumda A matrisinin pozitif belirli
olmasi, A nin simetrik olmasi ve her x € R™, z # 0 icin 27 Az > 0 kosulunun
saglanmasidir.

Bir A matrisinin (gercel veya kompleks) Hurwitz kararhligi Lyapunov Teo-

remi ile Schur kararliligi ise Stein Teoremi ile ifade edilebilir.
Teorem 1.0.3. ([10])

1) A € C™™ matrisi verilsin. A matrisinin Hurwitz kararle olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul

AP+ PA <0 (1.0.7)

olacak sekilde P pozitif belirli matrisinin bulunmasidar.
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2) A € R™"™ matrisi verilsin. A matrisinin Hurwitz kararl olmasi igin
gerek ve yeter kosul

AP+ PA<O (1.0.8)

olacak sekilde P gercel pozitif belirli matrisinin bulunmasidar.

(1.0.7) ve (1.0.8) esitsizliklerine Lyapunov esitsizlikleri denir.

@ > 0 olmak tizere,
A*P+ PA=—-Qve ATP+ PA=—Q (1.0.9)
denklemlerine Lyapunov denklemleri,
P—A"PA=—-Q,P—-ATPA=-Q (1.0.10)

denklemlerine ise Stein denklemleri denir [11].

(1.0.9)’ daki
AP+ PA=—Q

denklemini ele alalim. Eger A matrisi Hurwitz kararliysa bu matris denklemi-

nin P > 0 tek ¢oziimi vardir ve bu ¢oziim

P:/ eATthAtdt
0

bigimindedir ([12], sayfa 574). Bu formiildeki ! gibi exsponansiyel matris

fonksiyonu
L7Y(sI —C)7Y

gibi tanimhdir. Burada (sI—C)~! ters matrisi, L™ ise ters Laplace doniigtimii-
nii gostermektedir. Her elemaninin integrali alinip P matrisi elde edilmekte-
dir.

Iki ve daha fazla Hurwitz kararh matris icin (1.0.8) Lyapunov esitsizlik-
lerinin ortak P > (0 ¢Oziimiiniin var olmasi lineer sistemler teorisinde c¢ok

onemlidir. Bu tiir sistemlere (switching) sistemleri denir. Ortak P > 0’1n
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varligl bu sistem icin ortak bir V(z) = 27 Pz Lyapunov fonksiyonunun varhg
demektir ve cok 6nemlidir. Iki ve daha fazla Hurwitz kararl matris icin (1.0.8)
Lyapunov esitsizliginin ortak P > 0’in varhigi i¢in agagidaki sonuclar bilinmek-
tedir ([13-19]). [13] makalesinde, fark matrisinin ranki bir olan iki Hurwitz
kararh matris i¢in ortak P > 0'in varligi gosterilmistir. [14] makalesinde sonlu
sayida 2 x 2 boyutlu komiitatif Hurwitz kararli matrisler icin ortak P > 0’in
varligi gosterilmigtir. [19] makalesinde sonlu tane kararli matris igin ortak
P > 0'1n varlik kriteri verilmistir ancak bu kriter oldukca karmasiktir ve kul-
lanilmasi zor goziikmektedir.

P C R"™ alt kiimesi verilsin. z,y € P icin {(1 —a)z+ay : a €
[0,1]} kiimesine x ve y noktalarimi birlegtiren dogru pargasi denir. Eger P
kiimesindeki herhangi iki noktay1 birlegtiren dogru parcasi P kiimesinde ise

P’ye konveks kiime denir. Bir e € P noktasi z,y € P, a € (0,1) olmak {izere
e=(l—a)r+ay

bigiminde yazilamazsa bu e noktasina P kiimesinin ug (extremal) noktas: denir.
P1, P2, ... pr € P noktalar: verilsin. Bu noktalarin tiim konveks kombinas-

yonlar1 kiimesi olan

k
{Mp1 + Aapa + o4+ Nepr 2 A €0, 1]72)% =1}
i=1

kiimesine bu noktalarin konveks zarfi denir ve

COnv{plap% e 7pk}

gibi gosterilir. Bu kiimeye, R™’de bir politop da denir. Bu kiimenin ug¢ nokta-
lar kiimesi {p1, po, . . ., pr} kiimesinin alt kiimesidir, ancak pq, pa, . . . , pr nokta-
larindan bazilar1 u¢ nokta olmayabilir.

P C R" konveks kiime ve f : P — R fonksiyonu verilsin. Eger her

x,y € P ve her a € [0, 1] igin

(I =a)z+ay) < (1 —-a)f(z)+af(y) (1.0.11)
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esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyona konveks fonksiyon denir. [a,b] kapali
araliginda siirekli konveks fonksiyonunun maksimumunu a veya b noktasinda
aldig1 bilinmektedir. V' kompakt bir kiime olmak tizere bir v € V' parametre-
sine bagh siirekli ve her v i¢in z’e gore konveks olan f (v, z) fonksiyonu verilsin.

Bu durumda

f(x) = max f(v, z)

veV

fonksiyonu da konvekstir. Bu ozellik

max{f(v,21) + f(v, 22)} < max f(v, 21) + mazeey f (v, 22)

esitsizliginden ve (1.0.11)’den elde edilmektedir.
P = conv{pi, pa,...,pr} politopu ve politop iizerinde tamimh f(p) =
(p,v) afin fonksiyonu verilsin. Burada v sabit bir vektor, (,) ise skaler carpim

isaretidir. Bu durumda

max f(p) = max f(p), minf(p)= min f(p)

esitlikleri saglanmaktadir. Yani bu fonksiyon maksimum ve minimumunu

uglarda almaktadir. Gergekten,

max f(p) > maxf(p) (1.0.12)

peP i=1,2,...k
dir. Ote yandan soldaki maksimum bir p, noktasinda elde ediliyorsa konveks

zarfin tanimina gore p, = A\1p1 + Xopa + ... + \ipy Ve

max f(p) = [f(p«) = (ps,v)
peEP
= (Mip1 + Aap2 + oo 4 Appg, )
= )\ <p171}> + Ay <p2’U> + ...+ )\k <p/€,v> (1013)
S )\1 max <pi7v> +/\2maX <pi7v> ++)\kmax<p“v>
= (A4 Ao+ oo+ ) max (pj, v)

= max f(p)



(1.0.11) ve (1.0.12) esitsizliklerinden istenilen esitlik elde edilmektedir.
Konveks kiimelerin 6nemli 6zellikleri vardir ([20-22]). Bu 6zelliklerden biri
konveks kiimelerin ayrilabilme ozelligidir.
P C R™ kapal konveks kiime ve a ¢ P noktasi verilsin. O zaman a
noktasiyla P kiimesi bir hiperdiizlemle ayrilabilir, yani
sup (l,p) < a < (l,a)
peEP
olacak sekilde [ € R™ ve « sayis1 vardir. Eger P C C™ kompleks kapali konveks
kiime ise o zaman yukaridaki egitsizlik
sup Re (l,p) < a < Re (l,a)
peEP
olacak gekilde degisecektir.
Simdi ise tezde kullanacagimiz Schur tiggenlestirme teoremi ve onun bir sonu-

cunu verelim. ([23, sayfa 79])

Teorem 1.0.4. A € C™*" matrisi verilsin ve A\, A, . .., A\, bu matrisin ézdeger-
leri olsun. O zaman U*AU st ticgensel olacak bicimde bir tiniter U matrisi

vardir ve bu matrisin kosegen elemanlary Ay, Aa, ..., N, dir.

Sonug 1.0.5. F C C™" komiitatif ailest verilsin. O zaman
{UAU : A € F}
atlesinin ust tucgensel oldugu bir initer U matrist vardar.

Sonug (1.0.5)’e bazen komiitatif bir ailenin eg zamanl olarak ti¢genlegtirilmesi
teoremi de denir.

Bu tez calismasinda tek bir matrisin ve matrisler ailesinin Hurwitz
ve sektor kararliligi problemleri incelenmistir.  Birinci boliimde tezde kul-
lanilmis olan temel tanim ve teoremlere yer verilmektedir. Ikinci boliimde tek
bir matrisin 6zdegerlerinin, rasyonel fonksiyonlarla ifade edilmis olan bolgede
kalmasi problemi incelenmis ve daha basit bir kriter elde edilmistir. Burada,

komiitatif bir ailenin kararliligi icin genel bir kriter elde edilmistir. Bunun

8



yanisira kuadratik bir ailenin Hurwitz kararliligi i¢in yeni yeterli kogullar ver-
ilmigtir. Ugﬁncﬁ boliimde gercel matrisler politopunun sektor kararliligi prob-
lemi incelenmigtir. Burada konveks kiimelerin ayirma teoreminden yarar-
lanilmigtir. Verilen politopun kararlilik kogulunun genisletilmig kompleks poli-
topun tersinirlik kogsuluna denk oldugu gozlenmis ve buradan sektor kararhilik
icin yeni gerekli ve yeterli kogullar elde edilmistir. Bu kogullar yeni ailenin
tersinirligi kogulu gibi ifade edilmektedir. Bu boliimde kararlilik probleminin
¢oziimil icin niimerik yontemler de ele almmaktadir. Once, bir cok degiskenli
polinomun bir kutu tizerindeki deger kiimesini yaklagik bulmaya olanak saglayan
Bernstein acilimi; sonra ise bir multilineer fonksiyonun bir kutu tizerindeki
deger kiimesini bulmaya yonelik sonuclardan yararlanilmaktadir. Dordiincii
boltimde pozitif kararl 2 x 2 ve 3 x 3 boyutlu z- matrisler ele alinmaktadir. Bu
matrisler icin Lyapunov egitsizliklerinin ortak ¢oziimiiniin varhigi icin yeterli
kosul verilmektedir. Tezde elde edilmis sonuglar ¢ok sayida orneklerle agiklan-

maktadir.



2 MATRISLERIN OZDEGERLERININ
KONUMLANDIRILMASI

Bu boliimde matrislerin 6zdegerlerinin konumlandirilmasi problemi ele
alinmigtir. Burada, ozdegerleri kompleks diizlemin bir D alt kiimesinde bulu-
nan bir matris igin kosullar veriyoruz. D bolgesi (kararlilik bolgesi) rasyonel
fonksiyonlar yardimiyla tanimlanmaktadir. Tek bir matris igin basit bir gerek
ve yeter kogul elde edildi. Komiitatif polinomsal aile i¢in Lyapunov esitsizlikleri
icin ortak bir ¢oziim yoluyla gerek ve yeter kosul tiretildi. Komiitatif kuadratik

polinomsal ailenin Hurwitz kararlilig icin basit yeterli kogullar verildi.

2.1 Kararhlik Bolgesinin Tanimi

C kompleks diizleminin I alt kiimesini
D={zeC: Refj(2)gj(2) <0, =1,2,...,m}, (2.1.1)

olarak tanimlayalim. Burada, Re sembolii gercel kismi, g, ¢g'nin kompleks

eslenigini géstermektedir. f;(z) and g;(z) ise gergel katsayili polinomlardir.

Refi(2)g;(z) < 0 esitsizligi r;(z) = ;28 olmak {izere Rer;(z) < 0 esitsizligine

denktir. D (2.1.1) bolgesi bir kararlihik bolgesidir. Bu bolge bilinen kararhlik

bolgelerinin genellestirilmesidir :

m=1, f(z) =z, g(z) =1 ise Hurwitz kararhlik bolgesi,

m=1, f(z) =2+ 1, g(z) = z — 1 ise Schur kararhilik bolgesi ,

m=2, fi(z) =z, fa(z) = —=2%, gj(2) =1 (j =1,2) ise T sol sektor kararhlk
bolgesi,

m=2, f1(z) = z+a, fo(2) = —2—0b, q1(2) = z —a, g2(2) = z — b ise
{z € C:b < |z| < a} halkasidir. Gergekten z = = + iy ise

Re(z+1)(z —1) = Re(z + 1+ iy)(x — 1 —iy) =2’ +3y* =1 <0

Dolayisiyla D = {(z,y) : 2* + y* < 1}

Rez < 0= 2 <0.
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Re(—2%) = y* — 2% <0, ly| < |z|, ly| < —z, r<y< -z
D={(z,y):x <0,z <y< —zx}.

Re(z+a)(z —a) < 0= 2®+ ¢ < a?

Re(—z—b)(z —b) < 0= 2%+ ¢* > b°.

Dolaywsiyla D = {(z,y) : b* < 2* + y* < a?}

Lyapunov teoremine goére A € R™" (C"*") matrisinin Hurwitz kararh

olmasi icin gerekli ve yeterli kosul
ATP+PA<0 (A*'P+PA<0)

olacak bigimde P > 0 matrisinin varhgidir. [24] makalesinde agagidaki sonug

elde edilmistir ([24],Teorem 1).

Teorem 2.1.1. (/24]) Q kararlilik bélgesi, f;(z) gercel katsayly polinomlar

olmak zere,
Q={ze€C:Refj(2)<0,j=1,2,...,m},

olarak tanimlansin . O halde A € R™"™ matrisinin Q0 -kararl olmast icin

gerekli ve yeterli kosul,
AP+ PIHA) <0 (=12,....m) (2.1.2)
olacak sekilde P > 0 matrisinin varhgidur.

[25] da, verilen komiitatif Aj, As, ..., Ay matrisleri i¢gin ortak bir P > 0

matrisinin varligi i¢in sonuglar verilmistir. (bakimz [25],Teorem 1 ve Teorem

2).

Teorem 2.1.2. {Ay, Ay} matrisler ikilisini ele alalim. Ay ve Ay matris-
lerinin A1Ay = AxAy kosulunu sagladiklarine ve Hurwitz kararl olduklarina

varsayalim. O zaman
1) Py keyfi, simetrik pozitif tanimly matrisi olmak tizere Py ve Py
A,{Pl -+ PlAl == _PO (213)
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ATPy+ P Ay = — P (2.1.4)
Lyapunov denklemlerinin simetrik pozitif tanimily ¢ozimleri olsun. O za-
man V(z) = 2T Px fonksiyonu i = A;x (i=1, 2) sistemlerinin her ikisi
icin de bir ortak Lyapunov fonksiyonudur ve Py matrisi {Ay, Ay} ikilisi
1¢in ortak cozumdir.
2) Verilen Py matrisi igin, (2.1.3) ve (2.1.4)’de Ay ve Ay matrislerinin yer-
leri degistirilebilir. Yani
AT Ps+ PsAy = — P, (2.1.5)
A,{PQ -+ P2A1 == —Pg (216)

olur.

3) Py matrisi asaqudaki integral formunda segilebilir.

o oo
P, = / ezt {/ eAlTTPoeA”dT} e 2t dt
0 0
& T e T
= / et [/ et TPOeAQTdT} etdt.
0 0

Kanit. 1) V(z) = 27 Py olsun. & = Ayx ise (2.1.4)’ii kullanarak bu sis-

temin yoriingesi boyunca V'nin tiirevi

V =2T(AT P, + PyAy)z = 2T Pz < 0
oldugu goriiliir. Bu da V’nin bu sistem i¢in bir Lyapunov fonksiyonu
oldugunu gosterir. Simdi, & = Asx sisteminin yoriingeleri boyunca
V 'nin tirevi V. = 27(ATP, + PyAy)x ile veriliyor. Bunun negatif
oldugunu gostermeliyiz. (2.1.3) de (2.1.4)’deki P; ’i yerine yazalim ve
Ajve Ay matrislerinin komiitatifligini kullanalim. O zaman asagidakiler
yazilabilir:

Py = AJ(AJP+ P As) + (ATPy + Py As) Ay

= ATAIP, + AT P Ay + AT P AL + P AS A (2.1.7)

= AYATP, + ATP Ay + ATPA, + P AL A,

= A} (ATP+ PoAy) + (PA + Al P3) Ay

12



As matrisi kararh oldugu ve Py > 0 i¢in Lyapunov teoremine gore
ATP, + PyA; < O dir, bu da P, matrisinin {A;, Ay} icin ortak ¢oziim

oldugunu gostermektedir.
2) P, matrisi (2.1.5)’in ¢6ziimii oldugu igin pozitif belirlidir. O zaman
ATP, + PJA| = — P (2.1.8)

denkleminin P; > 0 tek ¢Oztimu vardir. Simdi P, = P, oldugunu

kanitlayalim. (2.1.5), (2.1.7)’den ve A; Ay = AyA;’den
Py = AT(AT Py + PyAS) + (AL Py + PyAy) Ay (2.1.9)

yazabiliriz.
(2.1.7) ve (2.1.9)’dan goriildiigii gibi AL Py + PyAy ve Al Py + Py Ay mat-

risleri ayni Lyapunov denklemlerinin ¢oziimleridir.
ALY(Py— Py) 4 (P, — P)) A3y =0
oldugu ve A, kararh oldugu i¢in P, = P;.

3) Lyapunov denklemlerinin ¢Oziimiiniin integral bigimindeki ifadesinden

yararlanip kolayca istenilen formiil elde edilmektedir.

]

Yukaridaki teorem sonlu sayida Hurwitz kararli matris i¢in de genellestile-

bilmektedir.
Teorem 2.1.3. A, € R™™ (i = 1,2,...,k) Hurwitz kararly ve
ikiser-ikiser komiitatif matrisler verilsin. O zaman her i =1,2,...,k i¢in

ATP 4+ PA; <0

olacak bicimde bir P € R™", P > 0 matrisi vardar.
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Bu matris integral biciminde gosterilebilmektedir.
Tezimizde Teorem 2.1.2 ve 2.1.3 i kullanarak bir A matrisinin D-kararlilhig
i¢in basit bir kriter kanitlanmigtir.
Bir A matrisinin D-kararhhigmm fi(A)g; '(A), ..., fin(A)g'(A) matrislerinin
Hurwitz kararlihgima denk oldugunu gosterilmektedir. (Teorem 2.2.5).

te [0,1] ve A; € C™™ (i =1,2,...,m) igin

A(t) = Ag +tA] + 2 Ay + ...+ tF A, (2.1.10)

A={A@t):te [0,1]} (2.1.11)

tanmimlayalim. [26]'da, A; € R™™ (i =1,2,...,m) igin A ailesinin Hurwitz
kararlilik problemi guardian doniisiimii kavrami yardimiyla ele alinarak ve
kararlilik i¢in yeterli kosul verildi.

Komiitatif aileler icin Lyapunov esitsizlikleri kiimesi i¢in bir ortak P’nin
varligim kullanmip D-kararhlik igin gerek ve yeter kogul verecegiz (Sonug 2.3.3).
Son olarak, kuadratik ailelerde (yani (2.1.10)’da m=2 durumunda) Hurwitz
kararlilik igin yeterli kogullar elde edilmektedir.(Teorem 2.4.1 ve 2.4.3).

2.2 Bir Matris igin Kararlilik Problemi

Bu boliimde bir A € R™*™ matrisinin D-kararliligi igin bir kriter verecegiz.

Lemma 2.2.1. f(2) ve g(z) polinomlar , A € R™" olsun . Eger g(A) tersinir
ise f(A) ve g7 (A) komiitatiftir.

Kanat. f(A) ve g(A) matris polinomlar: olduklar igin

esitligi dogrudur. Bu esitligi once sagdan g~!(A) ile sonra soldan g~1(A) ile

carparsak

esitligini elde ederiz. O
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Lemma 2.2.2. f;(z), gj(2) (j =1,2,...,m) polinomlar ve her j =1,2,...,m
icin g;(A) tersinir olsun. O zaman r;(A) = fj(A)gj_l(A) (j=1,2,....,m)

matrisleri komitatiftir.

Kamit. Lemma 2.2.1 den dolay1 asagidaki ifade dogrudur.

(9 (A)gi(A)] 7" fi(A) f5(A) = F5(A) i A) [9:(A)g;(A)] " (2.2.12)

(2.2.12) de uygun ¢arpimlar yapildiktan sonra, r;(A) matrisleri’nin komiitatifligi
kolayca gortilmektedir. O]

Lemma 2.2.3. f(2) ve g(z) polinomlar, A € R™™ X\ kompleks sayisit A’'nan
bir 6zdegeri ve g(A) tersinir ise g(\) # 0 dur ve kompleks sayse f(A)g~H(A)

matrisi'man bir ozdegeridir.

Kanat. g(X) sayist g(A) nin bir 6zdegeridir. g(A) tersinir oldugundan
g(\) # 0dir. x € C™1) & # 0 vardir 6yle ki agagidakiler yazilabilir :

Ar = \x
f(A)z = f(AN)z

g (A = ﬁx
F(A)g Az = f(A) S5z = Ta

]

Lemma 2.2.4. f(z) ve g(z) polinomlar ve g(A) matrisi tersinir olsun. Eger

w sayse f(A)g H(A) 'mn bir 6zdejeri ise A'mn bir X ozdederi vardwr oyleki

g(A\) #0 ve pu= § dar.

\_/v

Kanat. A\, Ag, ..., Ay A'min 6zdegerleri olsun . O zaman g(\;) #0 (i =1,2,...,

f()

ve Lemma 2.2.3 den dolayr 55 sayilar f(A)g 1 (A)nin 6zdegerleridir. Bu-

F0)

Few) ) olacak sekilde bir ¢ vardir. O]

radan, p =

Teorem 2.2.5. Bir A € R™" matrisi ve D (2.1.1) kararlilik béolgesi verilsin.
O halde asagidakiler denktir :

15
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i) A matrisi, D-kararhdr .

i) g;(A) tersinirdir ve r;(A) = fj(A)gj_l(A) matrislert Hurwitz kararldr
(j=1,2,...,m).

iii) g;(A) tersinirdir ve
(A" P+Plrj(A)] <0 (j=1,2,...,m). (2.2.13)
olacak sekilde bir P € R™™ | P > 0 vardar.

Kanat. iii)==ii) implikasyonu Lyapunov Teorem’inden gortiliir.

ii)==1) : A sayist A'nin keyfi bir 6zdegeri olsun. Buradan g;j(A) # 0 ve

fi()
g;(N)

kararli oldugu igin, Reggi% < 0 yada Refj(Ng;(A\) <0 (j=1,2,...,m) dur.
O halde A € Ddir.

sayilar: r;(A) nin 6zdegerleridir (j =1,2,...,m). r;(A) matrisi Hurwitz

i)==1iii) : Keyfi j alahm ve p sayist gj(A)'nin bir 6zdegeri olsun. A'nin
Ozdegerleri Aj, Mg, ..., A, olsun. O zaman g(\y), ..., g(\,) sayilar g;(A) nin
ozdegerleridir. Buradan p = g;()\;) olacak sekilde ¢ vardir. A matrisi D-kararh
oldugu i¢in g;(\;) = p # 0’dur. p sayist g;(A)’nin keyfi bir 6zdegeri oldugu i¢in
sonug olarak g;(A) tersinirdir.

Lemma 2.2.2 ve 2.2.3" den dolay1 ;(A) (j = 1,2,...,m) matrisleri Hurwitz
ve komiitatiftirler. O halde Teorem 2.1.3’den dolay1 6yle P > 0 vardir ki
(2.2.13) dogrudur. O

Ornek 2.2.6. A matrisi asaqidaki gibi verilsin

—94.7 471 —-41.1 -23 ]
15.2 —-46.9 3.0 —7.6
121.0 779 463 9.1
—116.9 65.2 —54.6 —4.7 |

ve 2 bolgesi Sekil 1’deki gibi verilsin.
Bu bolge Q = {z € C: Refi(z) < 0,5 = 1,2,3}, fi(2) = 2z, falz) = =22,
f3(2) = =23} olarak ifade edilebilir. Teorem 2.2.5° in i) sikkindaki matrisler
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soyledir: i
—-94.7 —47.1 —-41.1 -2.3

15.2 —-46.9 3.0 —7.6

A= ,
121.0 77.9 46.3 9.1
I —116.9 65.2 —54.6 —4.7 |
| —3547.9 —-3317.7 —1973.5 —212.57 ]
a2 900.88 —1221.9 211.56 —384.5
5736.1 5152.5  3092.6  491.78
—6004.3 2111.7 —2728.8 701.42
[ 71614. 1.5511 x 10° 56100.0 16415. ]
Byt —33339. 6285.4 —9902.9 10947.
—1.4818 x 10° —2.3885 x 10> —1.0396 x 10° —26521.
1.8852 x 10° 16922. 88469. —30368.

Bu matrisler Hurwitz kararlbdir. Teorem 2.2.5°den dolayr A matrisi

O-kararbdur .

Im(z)

15°
30°

Sekil 2.1: Ornek 2.2.6 i¢in kararhlik bolgesi

[24]’de bu kararhlik A, —A? ve —A3 matrisleri i¢in ortak bir P > 0 ma-

trising bulma yontemiyle kanitlanmastir.
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Ornek 2.2.7. A matrisi soyle tanimlansin

0 —0.01 0.5
A=1|1 0 —1.5
—-0.01 1 1.9

ve D = {z € C: Refj(2).9;(z) <0,7 =12}, fi(z) = 2+ 1, g1(2) = z — 1,
foz) = =z — L, 92(2) = z — L werilsin. D bolgesi {(z,y) : 3 <a*+y*> <1}
halkadwr. Burada

—11.48 —-1048 —10.712 ]
r(A) = | 18409 19.616  20.8
—20.592 —20.802 —20.008 |

—8.1846 —4.6161 —2.3799
ra(A) = 12.438  5.2416  2.2451
—8.9358 —4.4912 —3.3351

dir ve r1(A) matrisi —10.805, —0. 533 41 4 2. 25244, —0. 533 41 — 2. 252 47 Gzde-
gerlerine sahip olurken ro(A) matrisinin dzdegerleri de —4.063 3, —1. 107 4+1.
709 1i, —1.1074—1.709 1¢ “dir (burada i sanal birimdir: i* = —1 ). Dolayswla
bu matrisler Hurwitz kararlidirlar. Buradan, Teorem 2.2.5 ’den dolayr A mat-

rist D-kararlidar.

2.3 Komiitatif Bir Ailenin Kararlihg

Bu bolimde komditatif bir aile i¢in D-kararhilik kriterini Lyapunov
esitsizlikleri kimesi igin bir ortak pozitif belirli ¢ozimiin varlgr yoluyla verecegiz.

Asaqidaki Lemma [27] ve [28] den alinmastar.

Lemma 2.3.1. (/27],/28]) B C C™*" ailesi Hurwitz kararl ist tdi¢gensel mat-

rislerin kompakt bir kiimesi olsun. O zaman her A € A i¢in
A*D + DA < —al

olacak sekilde bir a > 0 sayist ve D pozitif diagonal matrisi vardar.

Burada I, birim matrisi gostermektedir.
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Teorem 2.3.2. F CR™" kompakt komutatif ailesi verilsin. O zaman F aile-

sinin Hurwitz kararly olmasy icin gerekli ve yeterli kosul her F' € F i¢cin
FT'P+ PF <0. (2.3.1)
olacak sekilde bir P € R™™ | P > 0 matrisinin varhgidr.

Kanit. =) : Schur ti¢genlestirme teoreminin sonucuna gore ([23], p.81) bir
tiniter U matrisi B = {U*FU:F € F} st tiggensel (ve Hurwitz kararli) olacak
sekilde vardir. Lemma 2.3.1°i B ailesine uygulayalim ve ) = UDU* yazalm.
O zaman her F' € F i¢in

FITQ+QF <0 (2.3.2)

elde ederiz. @ € C™" @ > 0 oldugundan Q = P + jL, P, L € R™" ve
P> 0dir.

O zaman (2.3.2)’den (2.3.1) elde edilir.

<) implikasyonu ise Lyapunov teoreminden elde edilir.

Yukaridaki Teorem 2.2.5’¢ gére A € R™™ matrisi igin D-kararhlik, g;(A)
matrislerinin tersinir olmasi ve f;(A) gj_l(A) matrislerinin ise Hurwitz kararh
olmasia denktir (j =1,2,...,m). Bu durumda, Teorem 2.2.5 ve 2.3.2’den

agagidaki sonug elde edilebilir.

Sonug 2.3.3. F C R"*"ailesi kompakt komitatif olsun. O zaman F ailesinin
D-kararl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ' € F i¢in ve her j =1,2,....m

icin g;(F') matrisinin tersinir olmasy ve
_ T _ :
5 (F) g (BT P+ P [f; (F) g (F)] <0G =1,2,....,m)

olacak bicimde bir P € R™", P > 0 matrisinin varlgidar.

2.4 Kuadratik Ailelerin Hurwitz Kararliligi

Bu boliimde kuadratik polinomsal bir ailenin Hurwitz kararliligi icin

bir yeter kosul verecegiz.
At) = Ag+tA; + 2 Ay (2.4.1)
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matrisler ailesi verilsin. Burada t € [0,1], A; € R™" (j = 0,1, 2) ve komutatif
olsunlar. Teorem 2.3.2'den dolay1 A = {A(t):t € [0,1]} ailesinin Hurwitz
kararl olmas i¢in gerek ve yeter kosul A ailesi i¢in Lyapunov esitsizliklerinin
ortak bir pozitif taniml ¢oziimiiniin var olmasidir (bakimiz (2.3.1)). Burada

ortak pozitif tanimli P’nin var oldugu bir matrisler ailesini ele alacagiz.

Teorem 2.4.1. (2.4.1) formiiliyle verilen A(t) ailesi verilsin ve Ay, Ay, Az
matrisleri ikiser ikiser komutatif olsun ve Ag, Ag + A1 + Ao matrisleri Hurwitz
kararly olsun. Py > 0 herhangi bir matris A = Ay, B = Ay + A1 + As olmak

uzere

pP= / el { / eATTP()eATdT} ePldt (2.4.2)
0 0
matrist 1¢in
ATP+ PAy >0 (2.4.3)

saglansin. O zaman A = {A(t) : t € [0,1]} ailesi Hurwitz kararldur ve (2.4.2)
ile verilmais olan P matrisi A ailesi i¢in Lyapunov esitsizliginin ortak ¢ozimai-

dir.
Kanat. Apax (.) en biiyiik 6zdeger olmak iizere

max Apax (A7 ()P + PA(t)) <0, (2.4.4)

te(0,1]
oldugunu géstermemiz gerekiyor. Ote yandan V' = {v € R" : ||v|| = 1} olmak

uzere

p(t) = Anax(AT()P + PA(t))

= maxv’ (AT (t)P + PA(t))v

veV

Ay
= max f(t,v)

yazilabilir, burada f(t,v) = v (AT (t)P + PA(t))v.

f(t,v) fonksiyonu her v € V' igin konvekstir. Gergekten (2.4.3) koguluna gore
o0 f
W = QUT(AgP + PAQ)U >0
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oldugundan f(t,v) konvekstir. ¢(t) fonksiyonu ise konveks fonksiyonlarin
bir parametreye gére maksimumu olduguna gore konvekstir. Kapali aralik
tizerinde konveks fonksiyon en biiyiik degerini ug¢ noktalarda almaktadir. Buna

gore

tgl[fi)ﬁw(t) = max {p(0), (1)} (2.4.5)
= max {Amax (A4(0)), Amax (A(1))}

yazilabilir. A(0) = Ag, A(1) = Ap + A1 + Az dir ve bu matrisler komiitatiftir.
Teorem 2.1.2°ye gore A(0), A(1) matrisleri igin Lyapunov esitsizliklerinin ortak

¢O6ztimi vardir ve (2.4.2) ile verilmis P boyle bir ¢oztimdiir. Dolayisiyla
Amaz(A(0)) < 0, Anaz(A(1)) < 0.

Buradan (2.4.5)’e gore her ¢ € [0, 1] igin ¢(t) < 0 dir ve (2.4.4)saglanmaktadir.
[l

Sonug 2.4.2. AgA; = A1 Ay ozellgine sahip A(t) = Ag +tA; + 31, (t € [0,1])
ailesi verilsin. O zaman {A(t) : t € [0,1]} ailesinin Hurwitz kararl olmasu i¢in
gerekli ve yeterli kosul ( ve aile igin ortak bir P’ nin varolmas: i¢in gerekli ve

yeterli kosul ) Ag ve Ag+ Ay + I’'nin Hurwitz kararly olmasidar.

Simdi Ay, Ay, Ay matrislerinin komiitatif olmadigi (2.4.1) ailesini ele

alalim. Asagidaki teorem kolayca kanitlanabilir.

Teorem 2.4.3. {A(t) : t € [0,1]} (2.4.1) ailesi verilsin. Ay ve Ag + Ay + Az
nan Hurwitz kararl ve {Ag, Ao + A1 + As} ¢ifti i¢in Lyapunov egitsizliklerinin
ortak bir P > 0 ¢éziminin var oldugunu ve ortak P’nin (2.4.3)% sagladigina
varsayalim. O zaman A = {A(t) : t € [0,1]} Hurwiztz kararlhdur ve P > 0

matrisi A ailesi i¢in Lyapunov esitsizliklerinin ortak bir ¢ozimudir.

Ornek 2.4.4.
-1 0 1 -2 0 0
A= 0 -2 0 [, AAa=| 0 -4 0
-5 0 =5 0O 0 =2
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matrislerine alalvm. Bu matrisler komutatiftir. Gergekten

2 0 -2 2 0 -2
AAi=10 8 0 |, 44=]|0 8 0
10 0 10 10 0 10

Ag matrisinin ozdegerlert —2,—3 + 1, —3 — 1,

-2 0 1
A+ A +1=| 0 -5 0
-5 0 -6

matrisinin ozdegerleri —5, —4+1, —4—1 " dir ve bu matrisler Hurwitz kararlidr
(burada i sanal birimdir: > = —1). Sonug 2.4.2°den dolayr {A(t) : t € [0,1]}
ailest Hurwitz kararhidir. Bunun yan sira bu aile i¢in Lyapunov esitsizliklerinin

ortak P > 0 ¢ozumu vardwr. Bu P > 0 matrisi

5.2430 0 3.3171
P = 0 6.2369 0
3.3171 0 D.7674

gibi segilebilir. Dolayiswyla, bu P > 0 matrisi A(t) = Ay + tA; + 21 olmak
uzere

[A(H)]FP + P[A(t)] <0

egitsizliklerinin her t € [0, 1] i¢in saglanmaktador.
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3 BIR MATRIS POLITOPU ICIN
SEKTOR KARARLILIK

Bu boliimde bir matris politopu i¢in giirbiiz kararlilik problemi ele
alindi. Kararlilik bolgesi kompleks diizlemde bir sol sektordiir. Kararlilik igin
bir gerek ve yeter kosul elde edildi. Niimerik ¢oztimler diigiiniildii. Bu ¢oziimler
bir ¢ok degigkenli polinomun Bernstein ac¢ilimina ve multilineer donitigiimiin

gortintli kiimesinin hesaplanmasina dayanmaktadir.

3.1 Sektor Kararhlik igin Gerek ve Yeter Kosul

Ay € R (1 = 1,2,...,k) gergel matrisleri i¢gin bu matrislerin tiim

gercel konveks kombinasyonlarin kiimesini
A = conv{A;, As,..., A} (3.1.1)

konveks zarfi (convex hull) olarak tanimlayalim. Bu kiimeye matrisler politopu
denir.
a > 0,b > 0 icin C kompleks diizlemin asagidaki A ve A alt kiimelerini

tanimlayalim.

A={t(-a+jb):t>0},A={t(—a—jb):t >0} (3.1.2)

Sol yar1 diizlemde smir1 A U A olan © = Q (a,b) acik kiimesi bir sektordiir.
A € R™™nin tim 6zdegerleri (’da ise A’'ya (2-kararhidir denir. A ailesin-
deki tiim matrisler 2-kararl ise A ailesine {2-kararlidir denir.
[29]’da I birim matris olmak {izere bir A € R™*" matrisinin 2 = (1, 0)
(yani @ = 1,b = ) kararl olmasi igin gerek ve yeter kogul
A — det[A\2T—20 AA+(6% + 1) A?] polinomunun Hurwitz kararh olmasi gerektigi

kanitlanmistir.
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Im(z)

45°

Sekil 3.1: 7§ sektor

[24]'de A matrisi Q = Q (1, 1) kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
ATP+PA < 0
(AP +PA? > 0

olacak sekilde simetrik pozitif tanimli P > 0 matrisinin bulunmasi oldugu
gosterilmigtir. A politopunun Hurwitz kararlihigr [30, 31]’de ele ahmmistir.

Simdi sektor kararlilik i¢in kogullar verecegiz.
x,y € C" x = (x1,29,...,2,), ¥y = (Y1,Y2, - - -, Yn) vektorleri igin skaler carpim
(T, y) = 2191 + 222 + . + Tnln

olarak tanmimlanmaktadir. Asagidaki teorem [30]’da verilmistir.

Teorem 3.1.1. ([30/) A C C kapalr , konveks, A C C*™"™ konveks kompakt
olsun. o (A) ’nin , A’nin spekturumu (tim ozdegerlerinin kiimesi) oldugunu
varsayalim. OA , ile A "man sinwrime ve E ile A ‘man u¢ noktalarin kimesini
gosterelim. O zaman o (A)NA = 0 olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul asagidaki

1) ve 2) dnermelerinin saglanmasidar.
1) Kompleks diizlemde Ay , A nin i¢ noktalar kiimesini géstermek tizere
og(A)NAy=10
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olacak sekilde en az bir A € A matrisi vardar.

2) Sifirdan farkly her x € C™ vektori igin
Ale%fA Re (\x,y) > 13412; Re (Az,y) (3.1.3)

olacak sekilde y = y(x) € C™ vardr.

Asagida, Teorem 3.1.1°de 1) kogulunun fazla oldugunu gosteren bir teorem

verecegiz.

Teorem 3.1.2. A ve A Teorem 3.1.1° de tanwmlandige gibi olsun. O halde
o (A)NA = 0 olmasi igin gerek ve yeterli kosul Teorem 3.1.17 deki 2) kosulunun

saglanmasidar.

Kamt. =) : x # 0, z € C" i¢in B(z) C C™ kiimesini agagidaki gekilde
tanimlayalim :

B(z)={Az —Xx: Ac A\ € A}

O zaman

c(A)NA=0<0¢ B(zx) ,Vx #0. (3.1.4)

B(x) kiimesi konveks ve kapalidir. Konveks kiimelerin ayirma teoremiyle
sup Re (2,y) < Re(0,y)
z€B(z)

yada

sup Re (Az,y) — inf (Az,y) <0 (3.1.5)
AeA A€A

olacak sekilde y = y(x) € C™ vardir. Lineerlikten dolay:

sup Re (Az,y) = sup Re(Az,y),  inf Qa,y) = inf (Az.y)

ve (3.1.5)" den (3.1.3) esitsizligi elde edilir.
<) (3.1.3) ’iin saglandigim varsayalim. Tersine, o (A) N A # 0 oldugunu
varsayalim. O halde A,x, = .z, olacak sekilde A, € A , \, € A ve xz, € C"
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x # 0 vardir.
(3.1.3)’den agagidaki esitsizlikleri elde ederiz.

> 1 = 1 =
Re (M, ys) > ,l\relzf\ Re (A, y.) )\lenafA Re (A\x,,y.) > Re (A, ys) = Re (A\w, Ys)
Varilan bu celigkiden dolay:

o(A)NA=10

Q—kararlilik i¢cin Teorem 3.1.2'nin uygulamasi agagida veriliyor.

Teorem 3.1.3. A C R™"™ konveks kompakt kiime olsun. A, (3.1.2)’de ver-
ilmek tizere, sinare AUA olan Q sektori verilsin. A’nan en az bir Q-kararl ele-
mans olsun. O halde A’nin Q- kararly olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sifirdan
farkly her x € C™ i¢cin

sup Re (Az,y) <0 (3.1.6)

AcE
aRe (x,y) + bIm (x,y) <0

olacak sekilde y € C" 'nin varligidor.

Kanat. A ailesi gercel matrisler ailesi oldugu i¢in onun ozdegerleri gercel eksene
gore simetriktirler. Buna gére o (A) N A = ) ise o (A) N A =  dir. Diger bir
deyisgle A’nin en az bir 2-kararli bir elemani oldugu igin siireklilikten A ailesinin

-kararli olmas igin gerek ve yeter kosgul

c(A)NA=10 (3.1.7)
dir. A kiimesi konveks ve kapalidir. Buradan (3.1.7) igin Teorem 3.1.2 uygu-

lanabilir. Bu teoremi uygularsak

,\le%fA Re (\z,y) = )\len8fA Re) (z,y)

= %Izlg Ret(—a + ib) (z,y)
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elde ederiz. (3.1.3)’den dolay1 bu infimum sonlu olmak zorundadir. Eger
—aRe (x,y) —bIm (z,y) <0 (3.1.8)
ise bu infimum -oo ’a esit olur. Dolayisiyla
—aRe (z,y) —bIm (x,y) >0 (3.1.9)

dir. (3.1.9)’dan infimum sifira esittir ve (3.1.3)’den (3.1.6)’y1 elde ederiz.
Simdi (3.1.10)’daki “>” igaretinin yerine “>" yazilabilecegini gosterelim.
(3.1.6) ve (3.1.10)’un saglandigim varsayalim . Yeterince kiiciik € > 0 igin

y =y — ex vektoriinii diisiinelim. Siireklilikten

sup Re (Az,g) <0 (3.1.10)
Aeg

dir. Diger bir deyisle

aRe (x,y) + bIm (x,y) = aRe(x,y—ex)+bIm(z,y—ex)

= aRe(x,y) +bIm (z,y) —ac|z|* <0

olur. Son egitsizlikte a > 0 oldugu dikkate alinmaktadir.

Kanit tamamlanmigtir. O]

(3.1.7)'nin yerine o (A) N A = () kullanabilecegimizi asagidaki teoremle elde

ediyoruz.

Teorem 3.1.4. A C R™" konveks kompakt kiime olsun. Swairs A UA (3.1.2)
olan € sektori verilsin. A ‘nin en az bir Q) - kararl elemaninin var oldugunu
varsayalim. O zaman A ailesinin Q- kararl olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul

sifirdan farkl her x € C" igin

sup Re (Az,y) <0

A€E

aRe (z,y) — bIm (x,y) <0

olacak sekilde bir y € C" vektorinin varlgidor.
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Ornek 3.1.5. €, Z-sol sektor (a=1,b=1) olsun.

-1 1 0 -31 0
Ai=10 -2 1 Ar=12 0 1
-10 -9 -5 -4 -7 =5

olmak izere A = conv {Ay, As} olsun.

A’min T-sektor kararhligine Teorem 3.1.37i kullanarak gosterecegiz.
Tr = ([mrlv Ly, xrg] + j[iL‘[l, Ty, $13])T7 Yy = ([ym y Yras yTg] + j[yh y Yl ylg])T-
alalim. O halde
(Aiz,y) = (—ary +ara)yry + (=2xrs + 273)Yrs
+(=10zr; — 9xre — Hars)yrs + (xj1 — xJ2)yj1

+(2xj2 — xj3)yja + (1024 4+ 9zj2 + Sxjs)yjs

(Agz,y) = (=3xry +xre)yry + (211 + 2r3)yrs
+(—4dxry — Txry — bxrs)yrs + (3xj1 — xJ2)yj1

+(—=2xj1 — xj3)yJg2 + (4xj1 + Txjs + 51J3)YJs

Re(x,y) + Im(x,y) = (wri+xj)yrs + (zr2 + x52)yrs
+(zrs + xjs)yrs + (xj1 — xr1)ysi
+(xjo — xra)yjo + (xj5 — 273)YJs

Asagida keyfi z € C?; ||z|| = 1 igin uygun y € C*'nin secimini gosterecegiz:

1. Bger x = ([1, 2ry, xrs] + i [xj1, 22, xj3])" ve 0 < 2ry < 1,0 < 273 < 1,
O<zxj <1,0<2jo<1,0<axj3 <1 ise
Yy = ([_37 _57 2] +1 [57 27 _1])T

(Az,y) = =17
<A21’,y> = -2

Re<z,y>+Im<x,y>=-—-2.
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2. Eger © = ([wry, 1, 2rs] + i [2j1, 22, 2j3])" ve 0 < 21y < 1,0 < a1y < 1,
O<zji<1,0<2jo<1,0<axy3 <1 ise
Yy = ([_57 _57 2] +1 [57 27 _1])T

(Ajz,y) = —13
(Agz,y) = —12
Re<z,y>+Im<uz,y>=-3
3. Eger x = ([xry, 219, 1] +z’[:cj1,xj2,xj3])T ve 0 < ar; < 0.25,0 < ory <

0.25, 0 < xj; < 0.25, 0 < xjy < 0.25, 0 < 273 < 0.25 ise
y = ([-1.5,—-9.5,—0.001] 4+ i [—0.55,0.02, —0.0001])T

(Ayz,y) = —4.592975
(Agz,y) = —9.357675
Re <z,y>+Im < x,y >= —0.0009 .

Eger x = ([zry, zre, 1] —I—i[le,ij,:ng])T ve 0.25 < zr; < 0.5, 0.25 <
oy < 0.5, 0.25 < 2j; < 0.5, 0.25 < xjs < 0.5, 0.25 < x7j5 < 0.5 ise
y = ([~1.75,—3.75, —0.001] + i [—0.025, —0.001, —0.1])"

(Ayz,y) = —5.58575
(Asz,y) = —5.15400
Re<x,y>+Im<x,y>=—2.67625 .

Eger © = ([xry, zry, 1] +i[mj1,xj2,xj3})T ve 0.5 < zr; < 0.75, 0.5 <
21y < 0.75, 0.5 < zj; < 0.75, 0.5 < 2jy < 0.75, 0.5 < zj5 < 0.75 ise
y = ([=1.75, —3.5, —0.002] + i[~0.05,0.001, —0.15])"

(Ayz,y) = —0.01100

(Agz,y) = —6.4805

Re<z,y>+Im < x,y>= —5.1780 .

Eger x = ([zry, zrs, 1] —i—i[le,ij,xjg])T ve 0.75 < zrp < 1, 0.75 <

xro < 1,075 <21 < 1,075 <z < 1,0.75 < xj3 < 1 ise
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y = ([~1.75,—2.5, —0.002] + 4 [~0.05,0.001, —0.15])"

(Ayz,y) = —0.15125

(Agzx,y) = —5.41125

Re <x,y>+Im < x,y >= —6.34100.

. Bger & = ([wry, xre, ars) + i [1, xja, xj3])) ve 0 < arp < 1,0 < ary < 1,

O<ars<1,0<ajo<1,0<2j3<1
ise y = ([—2, =2, —0.03] + i [-10, —2.5, —0.1])"

(Ayz,y) = —0.33

(Agz,y) = —11.98

Re<z,y>+Im<x,y>=-343 .

. Eger x = ([wry, xry, xrs] +i[:vj1,1,xj3])T ve D <ary <1,0 < ary < 1,

O<ar;<1,0<2j; <1,0<2j3 <1ise
y = (0.2, -0.2, —0.03] 4 i [-0.1, —0.25, —0.1])"

(Ayz,y) = —0.33

(Agz,y) = —0.27

Re<x,y>+Im<x,y>=—0.33.

. Eger x = ([wry, xry, xrs) + i [x]1, 2], 1])T ve 0 <arp < 1,0 < ary < 1,

O<ars<1,0<xzj; <1,0<axj, <1ise
y = ([-1,-0.2,-0.03] +i[0,-0.25,-1))"

(Ayz,y) = —3.45

(Agz,y) = —2.03

Re <z,y>+Im < z,y >= —0.01 .

. Eger x = ([1, zre, xrs] + 1 [le,ij,:ng])T ve —1 < ary < —0.5,

—1<ars < —0.5, -1 <zj; <05 —1<zjy < —0.5, -1 < zjs < —0.5
ise y = ([2,—0.1,2] +[0.1,1.5,1.5])"
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(Ayz,y) = —14.85
(Asx,y) = —1.95
Re <z,y>+Im < z,y >=—0.25

Eger x = ([1, xre, xr3] + 4 [le,xjg,a:jg])T ve —0.5 < xry < 0,
—0.5 <aryg <0, =05 <xj; <0, =0.5 <xjy <0, —0.5 < xj3 <O0ise
y=([2,-0.1,2] +4[3,1.5,1.5))"

(Ajz,y) = —9.05

(Aszx,y) = —3.15

Re<x,y>+Im<x,y>=—0.20

. Bger © = ([ary, 1, 2r3) + i [x]1, T2, xj3])" ve —1 < xry < —0.5,
—1<ar; < —0.5, -1 <azj; < —0.5, -1 < zjs < —0.5, =1 < zj5 < —0.5
ise

y = ([=0.5,—0.001,0.35] 4 i [—0.01,4.5,1.5])"

(Ayz,y) = —19.147

(Agz,y) = —4.9730

Re <z,y>+Im < x,y >= —5.5255.

Eger = ([zry, 1, 23] + 4 [le,a:jQ,xjg])T ve —0.5 < ar; <0,
—05 <ary <0, =05 <2j; <0, =0.5 <xjy <0, —0.5 < xj3 <0 ise

y = ([-0.25,—0.01,0.35] 4 i [—0.01,2.75,1.5])"
(Ajz,y) = —0.875

(Agz,y) = —1.485

Re <z,y>+Im < x,y >= —1.935.

. Eger z = ([xr, 219, 1]+ [le,xjg,xjg])T ve
—1<ar; <0, -1 <ary <0,

1<z <0, -1 <2j<0, =1 <xj3 <0 ise
y = ([~1.5,-2,0.01] +[1,-0.01, 10])"
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10.

11.

12.

(Ayjz,y) = —1.350

(Agz,y) = —0.250

Re <x,y>+Im<x,y>=-—299.

Eger @ = ([wry, aro, ar3) + i [1, 2o, 2j3])" ve —1 < ary < 0, =1 < a1y <

0, -1<ars <0, -1 <2j2 <0, =1 <zj3 <0 ise
y = ([~0.1,-0.05,—0.05] + i [~0.23, —0.05,0])"

(Ajz,y) = —0.23

(Agz,y) = —0.59

Re<z,y>+Im<z,y>=-0.13 .

Eger z = ([xry, 279, x73] + 1 [2]1, 1, 2j3)) " ve —1 < 2r; < —0.5,

-1 <ary < =05, -1 <axr; < —-0.5, -1 <zj; < —-0.5, -1 <xj3 <—-0.5
ise

y = ([~0.05, —0.05, —0.05] + i [—0.23, —0.45, —0.1])"

(Ajz,y) = —0.915

(Agzx,y) = —0.605

Re<x,y>+Im<x,y>=—0.385.

Eger © = ([zry, xre, xrs] + i [x]1, 1,;Ej3])T ve —0.5 < ar; <0,
—05 <ary; <0, =05 <ary <0, =05 <zj; <0, =0.5 <233 <0 ise
y = ([-0.1,-0.25, —0.01] 4 i [-0.1, —0.25, —0.1])"

(Ayz,y) = —0.525

(Asz,y) = —0.180

Re<x,y>+Im<x,y>=—345

Eger x = ([xry, #ry, xrs] + i [2j1, 272, 1)) ve =1 < zr; < —0.75,

-1 <ary < =075, =1 < 2r3 < —0.75, =1 < xj; < —0.75, =1 < xj5 <

—0.75 ise
y = ([-0.15,0.85, —0.9] + i [—0.001, —0.015, —0.01])T
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(Ayz,y) = —15.4675

(Agz,y) = —12.8605

Re <z,y>+Im < x,y >= —0.34625 .

Eger © = ([ary, o1y, xr3] + i [2]1, 272, 1)) ve —0.75 < 2r; <0,

—0.75 < ary <0, =0.75 < 2r3 <0, =075 < zj; < 1, =0.75 < zj, <0
ise

y = ([0,0,—2] +1[0.12,0.3, —0.001])"

(Ayz,y) = —0.305

(Agz,y) = —0.02675

Re<x,y>+Im<x,y>=—1.2862

lllllllvlllllll"l"l‘r""rllllllnllll
5 4 -sj-z -1 r 1

X

Sekil 3.2: Ornek 3.1.5 matrisler ailesinin koklerinin dagilimi

Ornek 3.1.6. ©, T-s0l sektor (a=1,b=1) olsun.

33



-1 1 1 -3 1 1
Ar=10 -2 -1 [4A=]2 0 1
-5 =3 =5 -4 -3 -5
olmak tizere A = conv {A;, As} olsun.

A’min T-sektor kararhligine Teorem 3.1.4 70 kullanarak gosterecegiz.
T = ([:137»1,1‘7«2, x?“3] + j[mh’ Ly x13])T7 Yy = ([yru yrgvyra] + j[yhv Yo yl:;])T'
alalim. O halde
(Ajz,y) = (—ary +ary + ars)yry + (—2xr2 + 273)Yrs
+(=dry — 3xry — wrz)yrs + (vj1 — i — Tj3)Ys

+(22j2 — xj3)yje + (5xj1 + 3xj2 + 52j3)yJs

(Asz,y) = (=3xry + ary + xr3)yry + (2xr1 + 213)yrs
+(—4ar; — 3zry — bars)yrs + (3xj1 — xjs — TJ3)yj1

(=251 — x73)yjo + (4xjy + 372 + 5xj3)yjs

Re (z,y) — Im(z,y) = (xry —xj1)yrs + (xry — xj2)yre
+(ary — xjs)yrs + (vr1 + 1)y

+(xry + xj2)yje + (2713 + 2h3)YJs
Asagida keyfi z € C3; ||z|| = 1 i¢in uygun y € C*nin secimini gosterecegiz:

1. Bger x = ([1, 21y, xrs] + i [xj1, 22, 7j5])" ve 0 < 2ry < 1,0 < 273 < 1,
O0<zxj <1,0<2jo <1, 0<aj3 <1 ise
y=([-4,-5,2.5] +i[-52,—1])"
(Ajz,y) = —2.5
(Agz,y) = —6.0

Re<z,y>—-Im<uxz,y>=-0.5.
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2. Eger © = ([wry, 1, 2rs] + i [2j1, 22, 2j3])" ve 0 < 21y < 1,0 < a1y < 1,
O<zji<1,0<2jo<1,0<axy3 <1 ise
Yy = ([_17 _574] +1 [07 _37 _1])T

(Ajz,y) = —3
<A2.17,y> =—11
Re<zxzy>—-Im<zy>=-2
3. Eger © = ([xry, 1), 1] +i[a;j1,:cj2,xj3])T ve 0 <ar < 1,0 < ary <1,

O<zj1<1,0<2jo<1,0<xj3 <1 ise
y=([-1,1,2] +[0.05,0.1, —5])"

(Arz,y) = —10
(Asz,y) = —10
Re<x,y>—-Im<uz,y>=-0.85.
4. Eger x = ([xry, xre, xrs] +i[1,:pj2,xj3])T ve 0 <arp < 1,0 < ary < 1,

O<ars<1,0<ajo<1,0<2j3<1
ise y = ([<0.1,—0.25, =0.01] 4+ i [-0.15, —0.25, —0.1])"

(Ajz,y) = — —0.07
(Asz,y) = —0.35
Re<z,y>—-Im<uz,y>=—-0.05.
5. Eger x = ([xry, xr), 73] +i[xj1,1,a:j3])T velD <ary <1,0 < ary <1,

O<ar3<1,0<z2j; <1,0<2j3 <1ise
y = ([-0.1,-0.1,—0.01] 4 i [-0.15, —0.25, —0.1])"

(Ajz,y) = — —0.37
(Agz,y) = —0.01

Re<x,y>—Im<z,y>=—0.15.
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6. Eger © = ([zry, xro, xrs) + i [2j1, 22, 1)) ve 0 < 2ry < 1,0 < a1y < 1,
O<ars<1,0<2)1 <1,0<2) <1ise
y=([-1,-0.1,-0.1] + [0, —0.25, —2])"

(Ayz,y) = —8.25
(Agz,y) = —6.55
Re<z,y>—Im<ux,y>=-09.
7. Eger x = ([1,zry, xrs) + 1 [le,xjg,xjg])T ve —1 < xry < —0.5,

—1<ars < —05,-1 < zj; < —0.5,—1 < 2jy < —0.5,—1 < xj5 < —0.5
ise y = ([0,—0.1,—0.3] +i[-1,1,1]))"

(A1z,y) = —6.7
<A2._'L',y> =-24
Re<x,y>—-Im<z,y>=-—-2

Eger = ([1, 27y, xr3] + 4 [:vjl,a:jg,:ng])T ve —0.5 < a1ry < 0,
—05<ary <0, =05 <25 <0, =0.5 <xjs <0, 0.5 <zj3 <0 ise
y = ([0,-0.1,-0.3] + i [-1,—0.1,1])"

(Ajz,y) = —0.35
(Aszx,y) = —0.15
Re<x,y>—-Im<z,y>=-040.
8. Eger x = ([ary, 1, 73] + @[], 272, 2j3])" ve —1 < zry < —0.5,
-1l <ars < —-0.5,-1<xj; <—-0.5, -1 <zjy <—-0.5, -1 <xj3<—-0.5
ise
y = ([-0.1,0.1,0] +4[1,3,1])"
(Ajz,y) = —7.85
(Agz,y) = —2.35

Re<z,y>—Im<uz,y>=—0.35.
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Eger z = ([xry, 1, zrs] + i [2]1, ]2, 273])" ve —0.5 < zry < 0,
—0b5 <aryg <0, =05 <2j; <0, 0.5 <xjp <0, —0.5 < xj3 <O0ise

(Ayz,y) = —0.3

<A2.17,y> =—0.1
Re<z,y>—-Im<uz,y>=—-0.35.

. Eger x = ([xry, 219, 1] + i [le,xjg,xjg])T ve
-1 <ar; < —=0.5, =1 < ary < —=0.5,

-1 <axj; <—-05, -1 <zjo < —0.5, =1 < xj3 < —0.51ise
y=([-2,-2,0]+1i[2,—0.01,1))"

(Ayz,y) = —11.495
(Agz,y) = —10.015
Re<z,y>—Im<uz,y>=—0485.

Eger 2 = ([xr1, 279, 1] 4 i [2)1, 2ja, x73])" ve

—0.5 <ary < —0.25, —0.5 < zry < —0.25,—0.5 < 53 < —0.25 ise
—0.5 < zj; < —0.25, —0.5 < zjy < —0.25,

y=([-1,-4, -1 +1i[2,3,2))"

(Ayz,y) = —10.75
(Agz,y) = —4.25
Re<z,y>—-Im<zy>=-2.

Eger o = ([wry, 21, o73) + i [2]1, ]2, 2j3]) ve

—0.25 < axry <0, —0.25 < axry <0,

—-0.25 <xj; <0, —=0.25 <zjy <0, —0.25 < zy3 < 0 ise
y = ([-1.5,-7.5,—0.9] +i[3,4.8,0])"

(Ayz,y) = —2.8

(Agz,y) = —0.47

37



10.

11.

12.

Re<x,y>—Im<z,y>=-—0.025.

Eger z = ([xry, 279, x73] + i [1, 22, 7j5])" ve —1 < 2ry <0,

—l<ary <0, -1 <ar; <0, -1 <xj; <0,
y= ([057070] +1 [_170'170])T

<A1£L',y> =—-0.5
(Agz,y) = —1.7

Re<x,y>—-Im<uz,y>=-—1.

—1 < xj3 <0 ise

Eger 2 = ([zry, o1y, x13) + i [2j1, 1, 2j3])" ve —1 < 21y < 0,

—1l<ars <0, -1 <ar; <0, =1 <xj; <0,
y = ([0.5,0,0] +1i[0.1,—1,0])"

(Ajz,y) = —1.1
(Agz,y) = —0.1

Re<x,y>-—-Im<zy>=-—1.

—1 < a3 <0 ise

Eger © = ([xry, 219, x73] + i [2]1, ]2, 1]) ve —1 < 21y <0,

—l<ars <0, -1 <ar; <0, -1 <xj; <0,
y = ([0,0.1,0.01] +4[1.5,1.5, —1])"

(Ayz,y) = —2.72
(Agar,y) = —0.97

Re <z,y>—-Im<z,y>=—-0.02.
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Sekil 3.3: Ornek 3.1.6 matrisler ailesinin kdklerinin dagilimi

3.2 Sektor Kararhlik ve Tersinirlik

Bu bolumde A; sektor kararli bir matris olmak tizere

A = conv{A;, Ay, ..., A} ailesinin sektor kararhihiginin genigletilmis
conv{Ay, A, ..., A, (a—1ib)I}

konveks zarfin tersinir olmasina denk oldugunu gosterecegiz.
Ilk olarak Teorem 3.1.2’de A = {0} ise agagidaki sonuc elde edilir.
Teorem 3.2.1. A C C™" kompakt konveks kiime olsun. O zaman A’nin

tersinir olmast i¢in gerek ve yeter kosul sifirdan farkl her x € C™ vektori igin

sup Re (Az,y) <0 (3.2.1)
Aeg

olacak sekilde y = y(x) € C™ vektoriniin varhgudar.

conv {Ay, As, ..., Ag, (a — ib) I} kompakt konveks kiimesi i¢in (3.2.1) kogulu

agagidaki kogullara denktir.
Re (Ajx,y) <0 (I1=1,2,...,k) (3.2.2)
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Re {a —ib)x,y) <0 (3.2.3)

(3.2.3)tin sol tarafi aRe (x, y)+bIm (z,y) ye esittir yani (3.2.2), (3.2.3) esitsizlikleri

(3.1.6) esitsizligine denktir . Bu agagidaki sonucu verir.

Teorem 3.2.2. A, C R™" (I =1,2,...,k) matrisleri verilsin. Ay matrisi Q-
kararl ve A = conv { Ay, As, ..., Ag} olsun. O zaman A ailesinin Q-kararl ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul conv {Aq, As, ..., Ag, (a —ib) I} konveks zarfinin

tersinir olmasidar.

( 3.2.1) tersinirlik kogulu
conv{Ay, Aa, ..., A, (a +ib)I}
politopuna uygulanirsa
Re (Ajx,y) <0
Re ((a +ib)x,y) <0

esitsizligi elde edilir. Son esitsizligin sol tarafi

aRe (x,y) — bIm (z,y)
dir ve bu ailenin tersinirlik kogulu, sifirdan farklh her x € C™ vektorii igin

Re (Ajz,y) <0 (l=1,2,...,k)

aRe (x,y) — bIm (z,y) <0

olacak bicimde y € C" vektoriiniin varligi olacaktir. Bu kogul ise Teorem
3.1.47 de ifade edilmis olan esitsizliklerle aynidir. Buna gore, asagidaki elde

edilmektedir.

Teorem 3.2.3. A, C R™™ (I =1,2,...,k) matrisleri verilsin. Ay matrisi Q-
kararl ve A = conv { Ay, As, ..., Ax} olsun. O zaman A ailesinin Q-kararly ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul conv {Ay, As, ..., Ag, (a + bj)I} konveks zarfinin

tersinir olmasidar.
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Yukaridaki teoremler (Teorem 3.2.2 ve 3.2.3) gercel matrisler politopu i¢in

gecerlidir. Ancak kompleks matrisler politopu i¢in de benzer teorem verilebilir.

Teorem 3.2.4. A, € C" (1 =1,2,...,k) kompleks matrisleri verilsin ve A;

matrisi Q- kararl olsun. Bu durumda
A = conv{A;, As, ..., A} (3.2.4)
politopunun - kararl olmasi i¢in gerekls ve yeterli kosul

conv{Ay, Ag, ..., Ay, (a —ib)I} (3.2.5)
conv {Ay, Ag, ..., Ag, (a +1ib)I} (3.2.6)

politoplarinin tersinir olmasidar.

Kanit. (3.2.5) politopunun tersinir olmasi A kiimesi iizerinde bu politopun
ozdegerinin olmadigini gosterir. (3.2.6) politopunun tersinir olmasi ise A iizerinde
(3.2.4)™in 6zdegerinin olmadigim ifade etmektedir. A; matrisi (2- kararh olduguna
gore sifir1 igermeme prensibine gore (3.2.4)"in tiim 6zdegerleri Q sektoriindedir.

]

3.3 Numerik Cozumler

Bernstein Acgilimi ve Multilineerizasyon

Yukarida verdigimiz Teorem 3.2.1’e gore eger matris politopunda en
az bir tane sektor kararli matris var ise o zaman bu politopun sektor kararliligt
genigletilmis kompleks politopun tersinir olmasina esdegerdir. Tersinirlik ise
determinant fonksiyonunun sifirdan farkli olmasi demektir. Determinant fonksiy-
onu bir ¢ok degiskenli polinom oldugu i¢in burada, ¢ok degiskenli polinomlarin
bir kutu tizerinde deger kiimesinin hesaplanmasi algoritmalar1 kullanilabilmekte-
dir.

k41

0<N<1(@GE=12,...,k), > A\ =1 olmak lizere

i=1

conv {Ay, As, ..., Ag, (a —ib)I}
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konveks zarfi

AMAL+ X As + o+ N Ak + A (CL — Zb)f

gibi tim konveks kombinasyonlarin kiimesidir.

(A1, Agy .., Ap) € A, A € P olmak tizere agagidakiler tanimlansin:

A:{()\17)\277)\k>)\1€[071]77)\k€[071]7>\1+)\2++/\k§1}

(3.3.1)
P = {)\1141 + )\QAQ + ...+ /\k:Ak: + (1 - /\1 — )\2 — ... )\k)(a - Zb)]} (332)
F ()\1, )\2, cey )\k) = det(A) (333)

Teorem 3.2.2."ye gore A; matrisi 2-sektor kararl ise P ailesinin €2-sektor kararh

olmas igin gerek ve yeter kogul (Aq, Ay, ..., \x) € A igin
F<)\17)\27"'7>\k) ;éo

olmasidir. F fonksiyonu kompleks bir fonksiyon oldugu igin f ve g gercgel

fonksiyonlar olmak tizere bu fonksiyon
F ()\1, )\2, ceey )\k) == f ()\1, )\2, ey )\k) + Zg ()\1, )\2, ce ,)\k) (334)

seklinde yazilabilir. O halde P ailesinin {2-sektor kararli olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kogul her (A, Ay, ..., Ax) € A igin
h(A17A27' . 7)\"&) = f2 ()\17)\27‘ . a)\k‘) +92 ()\1;)\2a e 7A]€> >0 (335)
olmasidir.

Lemma 3.3.1. (3.53.2) ailesindeki herhangi bir A matrisi Ar ve A; gercel

matrisler olmak tzere
A= Ap +iA;

biciminde yazilsin. O zaman (3.53.5)°de tanimly h (A, Aa, ..., A) fonksiyonu

1¢CIn
h(AL, Mg, .., Ag) = det(A% + AY))
esitligi dogrudur.
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Kanat. z kompleks sayisi i¢in |z| modiilii, Z ise eglenigi gostermek {izere

|2]? = 27 esitliginden

det A]> = det Adet A (3.3.6)

yazabiliriz. Bir f(z) polinomsal ifadesi i¢in f(z) = f(Z)esitligini ve
det(AB) = detAdet B esitligini kullanirsak (3.3.6)’dan

h(A, Ag, s he) = |det AP
detAdetA = det(AA)
det(Ar +iA[)(Agr —iA;) = det(A% + A?)

elde ederiz. O

h (A1, Ag, ..., A\g) fonksiyonu bir ¢ok degiskenli polinomdur. Bir kutu iizerinde
¢ok degiskenli bir polinomun pozitifligi Bernstein agilimiyla kontrol edilebilecegi
bilinmektedir. Bu algoritmay1 kisaca tanimlayalim ([32-34]).

L = (i1, 19, . . ., iy) negatif olmayan tam sayilarim m—lisi ve x = (21, 22, ..., Tp,)
icin

L i1, .12 im
T =TTy ... 0, -

olsun. N = (ny,ng,...,n,) icin

Bir m—degiskenli p(z) polinomu

p(x) = ZaLxL, (x € R™). (3.3.7)

L<N

gibi tanimlanabilir. Burada N’ye p(z) polinomunun derecesi diyecegiz.

d dereceli 7’inci Bernstein polinomu

d\ .
ba(r) = r(1—z)70<i<d.
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olarak tanimlanir. Cok degiskenli durumda , N dereceli L’inci Bernstein poli-

nomu
BNJJ(Q?) = bn1,i1 (LCl) RN bnm,im (%m) (338)

olarak tanimlanr. m-boyutlu birim kutu tizerinde U = [0, 1] x [0, 1] x. .. x [0, 1]

p’'nin Bernstein katsayilar1 py (U)

L
J

p(U) =) s (L <N). (3.3.9)
J

olmak ftizere (3.3.7) kuvvet formundan Bernstein formundaki bir polinoma

dontigiim
p(z) = ZPL<U)BN,L(5U) (3.3.10)
L<N
N ny N
seklindedir. Burada say1sl, e 'lerin carpimi olarak
L 0 Im
tanimlanir.

Ornek 3.3.2. p(x1, 19, 3) = T3wo + T2+ 23 tle verilen p polinomunu Bernstein
formunda ifade edelim:

N multi indeksi N = (2,1) ve S = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1)}
dir. (3.8.22) ’yi kullanarak Bernstein katsaylar: asaqudaki sekilde elde edilir:

boo = 3bo1n=40bug =3

b(l,l) - 4 b(270) - 3 b(g,l) - 5
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Bernstein polinomlar: ise

Big) (@) = (1=21)*(1~ )
B((gll))(x) = (1 —z1)n,
Biol(x) = 2m(1—21)(1— )
B((fll))(x) = 2x1(1 — z1)xs
By () = ai(l— )
Bgll))(x) = 2379

olarak bulunur. O halde p polinomunun Bernstein formunda ifade edilisi
by = 3(1—21)*(1 —x2) + 3221 (1 — 1) (1 — 32)]
+327 (1 — 22) + 4(1 — 21)23
+4 2x1(1 — z1) 2] + +522 15
bi¢imindedir.
m=min{p(z):x e U}, m=max{p(z):zec U},

a=min{p,(U): L < N},f=max{p,(U): L<N}.
sayilarini tanimlayalim.

Teorem 3.3.3. (/33])

esitsizlikleri saglanar.

Teorem 3.3.3 U birim kutusunda (3.3.7) ¢ok degigkenli polinomunun goriintii
kiimesi i¢in smirlar veriyor. Bernstein katsayilarini ve keyfi bir D kutusu
tizerindeki sinirlar1 elde etmek icin , D kutusu U’ya afin olarak doniigtiiriiliir,
sonugda yeni bir polinom elde edilir ve katsayilar1 D’de p(x) (3.3.7)baslangig
polinomunun Bernstein katsayilaridir.

Teorem 3.3.3’den, a > 0 ise p(z) (3.3.7) polinomu U’da pozitiftir ve 5 < 0
ise p(z) U ’da negatiftir. Eger a < 0, 8 > 0 ise U kutusu koordinat yonii

45



belirlenerek ikiye boliiniir ve yeni kutu i¢in yeni Bernstein katsayilari pr(U)
(3.3.10) kolayca hesaplanabilir. [33]’de bélmenin koordinat yo6nii i¢in segim
kurali 6nerilmistir. Bu kural Berntein formundaki (bak(3.3.10)) bir polinomun
kismi tiirevine dayanmaktadir. Polinomumuzun isareti kutu tizerinde sabit
olana kadar a > 0 yada [ < 0 egitsizliklerini saglayan yeni kutu elimine edilir.
Kutuda a > 0 yada § < 0 esitsizlikleri saglanmadigi siirece bolme iglemine
devam edilir.

h (A1, Ag, ..., Ag) fonksiyonu gok degiskenli bir polinomdur ancak A kiimesi
bir kutu olmamaktadir. Bununla beraber ,yukaridaki algoritma kolayca bu
probleme de uyarlanabilir. Gergekten Bernstein katsayilarinin bir dizisi ayni
isaretli ise bir D = [ay, B1] X [ag, fa] X ... X [ag_1, Br_1]alt kiimesini elimine
ederiz. Eger bu kutu i¢in a1 + ap + ... + ag_1 > 1 esitsizligi saglanirsa bu D

alt kiimesi A kiimesinin diginda kaldig: i¢in otomatik olarak elenecektir.

Ornek 3.3.4. Q kiimesi % -sol sektor (a=1,b=1) ve

-2 1 =5 -1 1 =5 -3 2 —4
Ai=12 -5 =5 Asr=11 -2 —6 Az3=11 -2 —4
1 -2 —6 1 -1 -7 1 -1 —6

olmak tizere A = conv{Ay, Ay, A3} gercel matrisler politopu verilsin. Burada

Ay matrisi Q kararhdwr. Gergekten, NI — 260\A; + (62 + 1) A? matrisi

AN +AN+ 62+ 1 —2\d +36%2+3 10\ + 3562 + 35
—4XS — 1982 — 19 A2+ 10X\6 + 3762 + 37 10\S + 4562 + 45
—200 — 1262 — 12 ANS + 236% + 23 A2 4+ 1208 + 4162 + 41

oldugu i¢in ve § = 1 oldugundan
det[N2T —2XA; +2A%] = A0 +26A° + 338\ + 21883 + 8100\ + 13 680 + 11 552

Bu polinomun Hurwitz kararliige bilinen kararlhik kriterlerinden birisiyle gos-
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terilebilir. Bu polinomunun kokleri

—7.9291 —-7.929 11
—7.9291+7.9291:
—3.8145 — 3.814 52
—3.8145 + 3.814 51
—1.2564 — 1.256 4¢
—1.2564 + 1.2564:

dir.
A={MAT +XMA0+ M43+ (1 =X —do—X3) (L+ )1 : X €[0,1], (i=1,2,3)}
Her Ae A, A= Agp +iA; icin

Ap = MAL 4+ XAy + A3As 4+ (1= X — Xy — \3) [

Ar=1=M—d—X3) I

olmak “tizere Lemma 3.3.1°e gore
det(A% + A7) #0

kosulunun saglandigine gostermemiz gerekmektedir. Bu determinant ile
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p(A1, Ao, A3) = 8 — 213567 — 6692)5 — 87 2441 Ay — 100 052A7 A3
—140324M303 — 184 292\3 )2 — 111 128\3)5
—166 612ATA\3 — 43 384\ N5 — 738961 \;
—27172M1 Aoz — 202 2040\ A3 A3 — 348 948\ A5)3
—264 000X\ A2 A5 4+ 650025 + 35 02823 + 20 0583 A3
+58855M503 + 90 804AIN3 + 281015 + 22 168\, \)
+45 792X 05 + 116 850ATA5 + 123 188AIA3 + 195 7283 A3
+72022A3 )5 + 131296033 + 160 126723 + 11 890)¢
+58 2125 Ay + 68 292A7 N3 — 12880)3
—152X\; — 128y — 136)3 — 39 142\5 )3
—90480A3)\3 — 103 162X\305 — 58 012\ N3 + 77 725353
+2754T6 AT Ao A3 + 510226 A5 A0 A3 + 461 338 A2\ )\5
+599 T66AIAIAZ + 341 72602 A3 3 + 437 246\ M3 )3
F113 736 A1 A3 A3 — 323 764\ Mo N5 — 442 622\I A\
—386 674N NI N3 + 203 4040 Mo A3 + 356 830\ A3N3
+308 TH2A ASAZ 4+ 131 7020 A\5)3 — 15 12072\,
—16508\2 A3 — 12388\ A3 — 14 768 A1 A2 — 11 088A2)\;
—12120A73 + 51 884X\ )y + 58 144M3 M5 + 62 880AI\3
+79028ATA; + 33 404N N5 + 47 112003 + 30 028A3)3
+50 8T4M3A3 + 37 832X0\5 — 43763 — 3352\3
+15830AT + 65783 + 1041635 + 127 596 A1 Ao\
+141 828 AT Ao A3 — 609203 + 1316)% + 2200\, Ay

+234401 A3 4+ 92075 4 1960X2 A3 + 10443

ti¢ degigkenli polinomu elde edilir. Bu polinomun kutu tizerindeki pozitifligi

Bernstein acihmiyla kontrol edilmektedir. Oncelikle p(A1, A2, A3) polinomunu
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Bernstein formunda ifade edildikten sonra agagidaki sonuclar elde edilir.

1.) p(A1, A2, A3) polinomunun [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] kutusundaki minimum ve
maksimum degerleri

—10022 max = 2470504

min =

2.) [0,1]x[0,1] % [0, 1] kutusu bir yoniinde boliindiigiinde [0, 3] x [0, 1] x [0, 1]
kutusunda

—5968 19187081
mar = ————

min = ——,
32
[5,0] x [0,1] x [0,1] kutusunda
2
min = %, max = 2470504

3.) [0, 1] x[0,1] x [0, 1] kutusu ii¢ yoniinde bolindiigiinde [0, 5] x [0, 1] x [0, 3]

kutusunda

, —2581 1852749
min = , maxr =
10 16

[0,2] % [0,1] x [%, 0] kutusunda
. 65 19187081
min = —, mar = ————
16 32
4.) [0, 3] %[0, 1] x [0, 5] kutusu iki yoniinde bolindiigtinde [0, 5] x [0, 1] % [0, 3]
kutusunda

—2617 S 569313
1440 32

29 o — 1852749
32’ 16

min =
5.) [0,1]x[0, 3] [0, 3] kutusu bir yéniinde bolindiigiinde [0, 1] x [0, 3] x [0, 3]
kutusunda

61723 7048913
M= "eg12 M 75048
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1937 569313
min = ——, max =
2048 32
6.) [0,1]x[0, 1] %[0, 1] kutusu ii¢ yoniinde bolindiigiinde [0, ] x [0, 2] x [0, 1
kutusunda
min = -8 maxr = 488601
- 37 -~ 1024
[0, 4] x [0, 2] x [1, 3] kutusunda
585 7048913

min

~ 10247 T 2048
7.) [0,4]%0, 3] x [0, ] kutusu iki y6niinde béliindiiginde [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]
kutusunda

—25 105785

"= a6 M T o048

. 7529 488601
min = ——, mar =

10240 1024

8.) [0,1]x[0, 1] %[0, 1] kutusu bir yéniinde bolindiigiinde [0, £] x [0, 3] x [0, 1]

kutusunda

1367 1172393
= 6912 0 M T 131072

[£,4] % [0, 4] x [0, 1] kutusunda

~ 203501 105785

= 303216 T To04R

mwn

Ik adimda p(A1, Az, A3) polinomunun [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] kutusundaki mi-

nimum ve maksimum degerleri

min = _13022 max = 2470504
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olarak bulunur. Bu polinomun pozitifligini vermediginden uygun yon secerek
bolme iglemine devam edilir ve asagidaki sonuclar elde edilir: Besinci adimda

incelenen kutu tizerinde

61723 7048913
6912 = 5048

minimum ve maksimum degerleri elde edilir. Son olarak sekizinci adimda

. 203501 S 105785
© 393216’ 2048

degerleri alinir. Bu sonugclar polinomun kutu tizerindeki pozitifligini gosterir.

Tamim 3.3.5. f : R¥ — R™ fonksiyonu her bir dejiskene gore afin lineer ise

f fonksiyonuna multilineer fonksiyon denir.

D={(x1,...,2%) : oy < x; < B;(i = 1,...,k)} kutusu lizerinde tanimlanan

f D — R multilineer fonksiyonu asagidaki ozelligi saglar.

Teorem 3.3.6. ([1]) Kutu tizerinde tansmlanan bir multilineer skaler fonksiyon

maksimum ve minimum degerlerini kutunun uc¢ noktalarinda alir.

{0, A0, X)) M €0, 1), M+ X+ o+ e =1,060=1,...k+ 1)}

uzerinde
det ()\1A1 + )\2142 + ...+ )\kAk + )\k+1(—a + Zb)f) =0

esitligini aragtirmanin alternatif bir yolu polinom denklem sisteminin ve Teo-

rem 3.3.6’min kullanmilmasidir.
det (A Ay 4+ Xodo + ..+ Mg + Nesa(—a +i0)1) = F (N + g (V)

oldugunu varsayalim. O zaman (k 4+ 1)— boyutlu birim kutuda agagidaki poli-

nom denklemler sistemini elde ederiz.

F) = 0 (3.3.11)
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Teorem 3.3.6’y1 kullanmak i¢in f () ve g (A)’y1 multilineerlegtirecegiz. Bu,
yeni degigkenler tanimlama ve (3.3.11)’e yeni denklemler ekleme ile yapilabilir.
Ornegin, A\? yerine ty1t15 ve t; — to = 0 denklemi yazilabilir. (Burada A\, =
t11'dir.) Bu iglemleri mertebesi birden biiytik olan Ay, Ag, ..., Ag1” ler igin
yaparsak f(\), g(\) fonksiyonlar ¢;; degiskenlerinin multilineer fonksiyonlarina
donitigiir, ancak denklem sayisi ¢ogalir. Bunun sonucunda kutunun boyutuda
artar. Ancak buna ragmen diigiik boyutlarda (hem matrislerin boyutu hemde
matrislerin sayisi ) bu yéntem hizli sonug vermektedir.

Simdi agagidaki 6rnekte bunu agiklayalim.
Ornek 3.3.7.

0 10 0 10
A= Ay =
—-10 —20 —-10 —15

olmak “tzere

A = conv {A;, Ay}

olsun.

det( M Ay + XAy + As(1 —0)I) = —20A3\; — 15A3)s
+A2 — 2X25 + 2035\

+15X35 X0 + A35% + 1007

+200A1 A\ + 10073,

FOL A2 A3) = —20A3A1 — 15A3A0 + 100A2 4 200A1 Ay + 1002,

g\, A2, A3) = —2X3 + 2003\ + 15A3),.
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Sekil 3.4: Ornek 3.3.7 matrisler ailesinin kdklerinin dagilimi

dir. )\1 = tn, )\% = tll.tlg, )\2 = t21; )\% = t21.t22, )\3 = t31, )\g = t31.t32 olmak-
tadir. O zaman

f (t117 e ,tgg) = —2Ot31t11 — 15t31t21 + 10015112512 (3312)
+200t11t1 + 100t21t0s, (3.3.13)
g (t117 c. ,t32) = —2t31t32 + 20t31t11 + 15t31t21, (3314)

alt1 degiskenli fonksiyonlar ve

t11 —ti2 =0,
t21 - t22 - O, (3315)
t31 — t32 =0,
(3.3.16)
gibi yeni denklemler ve
tll -+ tgl -+ t31 - 1 - O (3317)
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denklemi elde edilir.

(3.3.11)-(3.3.14) denklemler sistemi multilineer bir sistemdir ve ¢;;(i =
1,2,3;5 = 1,2) degiskenlerinin hepsi [0, 1] araliginda degismektedir. Bu sis-
temin alt1 boyutlu birim kutu tizerinde ¢oziimiiniin olmadigr Teorem 3.3.6
yardimiyla gosterilebilir. Bunun i¢in kutu her yonde ikiye boliiniir ve her bir
alt kutuda sistemin denklemlerinden birisinin sifir1 igermedigi gortiliir. Buna

gore A ailesi 7-sektor kararhdir.
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4 7Z-MATRISLERIN KARARLILIGI

Bu boliimde z-matrislerin pozitif kararliligi, konveks kombinasyon-
larinin kararlihigi, Lyapunov esitsizliklerinin ortak ¢oziimiiniin varhigi v.s. gibi

problemler ele alinacaktir.

4.1 3 x 3 Matrisler igin Ortak Cozum

Tanim 4.1.1. A = (a;;) gercel kare matrisi verilsin. Eger i # j iken a;; <0

1se A matrisine z-matris denir.

Ornegin,

matrisi bir 3 X 3 z-matristir. z-matrislerle ilgili agagidakiler bilinmektedir.([10,

35, 36))

a) A matrisi z-matris ise o gergel sayisi, P negatif olmayan matris olmak

iizere A = ol — P olarak yazlabilir.

b) A matrisi z-matris ise A'nin en az bir tane gercel 6zdegeri vardir. Burada,
A = al — P,a € R, P ise negatif olmayan matristir ve o — p(P) sayisi
A’'min gergel 6zdegeri olmaktadir. (p(P) sayist P matrisinin spektral

yarigapinin gostermektedir ).

c) A matrisi z-matris ise onun pozitif kararli olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul tiim gergel 6zdegerlerinin pozitif olmasidir.

d) Porzitif kararli A matrisi z-matris ise A'nin tiim esas alt matrisleri de

pozitif kararhdir.

e) Pozitif kararli A ve B matrisleri verilsin. O zaman A ve B matrislerinin

konveks kombinasyonu olan {(1 — a)A + aB : a € [0,1]} ailesinin de
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pozitif kararli olmas icin gerekli ve yeterli kosul B~ A matrisinin gercel

negatif 6zdegerlerinin bulunmamasidir.

f) A C R™™ ailesi z-matrislerden olugmusg olan kompakt yol baglantili bir
matrisler ailesi olsun. Bu ailede en az bir tane pozitif kararli matris

bulunsun. O zaman A ailesi tersinir ise pozitif kararldir.

Ote yandan iki tane herhangi 2 x 2 boyutlu gercel pozitif kararh A ve B

matrisleri i¢in

ATP+PA>0 (4.1.1)

BTP+PB>0

Lyapunov asitsizliklerinin saglanmasi icin gerekli ve yeterli kosul AB ve AB~!

matrislerinin gergel negatif 6zdegerlerinin bulunmamasidir. ([14))

Teorem 4.1.2. A ve B matrisleri n x n boyutlu gercel matrisler olsun ve
(4.1.1) Lyapunov egitsizliklerinin ortak P > 0 ¢ozimi varolsun. Bu durumda

{1 —=a)A+aB:«a€|0,1]} konveks kombinasyonu da pozitif kararldur.

Kanat. (4.1.1) esitsizliginin birincisini «, ikincisini 1 — « ile ¢arpip, iki pozitif

belirli matrisin toplamida pozitif belirli oldugunu kullanirsak
(1 —-a)A+aB)"P+ P[(1-a)A+aB] >0

elde ederiz. Buradan, Lyapunov teoremine gore konveks kombinasyon da po-

zitif kararli olur ve bu P > 0 matrisi bu aile i¢in de ortak ¢oziim olur. O

Yukaridaki Teorem 4.1.2’den goriildiigii gibi sonlu sayida kararli matrisler
i¢in konveks kombinasyonun kararliligi, Lyapunov esitsizliklerinin ortak ¢oziimiiniin
varhigi i¢in gerekli koguldur. Simdi, iki tane 2 x 2 boyutlu pozitif kararli z-matris

i¢in bu kogulun yeterli oldugunu gosterecegiz.
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Teorem 4.1.3. A ve B matrisleri 2 x2 boyutlu pozitif kararl z-matrisler olmak
tizere [A,B] = {(1 —a)A+ aB : « € [0,1]} segmenti pozitif kararliysa A, B

ikilisi i¢in (4.1.1) Lyapunov denklemlerinin ortak P > 0 ¢ozimi vardr.

Kanat. [A, B] segmenti pozitif kararli oldugu igin yukaridaki e) sikkina gore
B~ A matrisinin negatif 6zdegeri yoktur. B~1A ile AB~! matrisleinin 6zdegerleri
ayn1 olduklarindan AB~! matrisinin de negatif 6zdegeri yoktur. Simdi AB

matrisinin de negatif 6zdegeri olmadigini gosterelim.

a b m n
, B =

c d P q

A=
b<0,c<0,n<0,p <0 ve pozitif kararlilik ile d) sikkindan dolay1 a > 0,d >
0,m>0,qg>0.

am-+bp an+b
AB — /4 q

cm~+dp cn+dq

Bu matrisin karakteristik denklemi
— A+ det(AB) =0,

olur. Burada 8 = am + bp + cn + dq ve 3 > 0 dir.

B+ /3?2 — 4det(AB)
2

A=

olur. Olmayana ergi yontemiyle yukaridaki denklemin negatif kokiiniin oldugunu

varsayalim. O zaman

3% — 4det(AB) > 0
B — /3% — 4det(AB) <

olmas1 gerekmektedir.

(% > 4det(AB)

B < \/B% — 4det(AB)
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esitsizliklerinden
det(AB) <0

oldugu gikar. Bagka degisle det(A), det(B) determinantlar1 zit isaretli olmali-
dirlar. Ote yandan, —A matrisi Hurwitz kararh oldugu i¢in ve onun karakter-

istik polinomu
det(\ — (—A)) = det(M + A) = N> + (a + d)\ + det(A)

olur. Bu polinom Hurwitz kararli oldugu igin det(A) > 0 dir. Benzer yolla
det(B) > 0 olur. Varilan celigkiden dolayr AB’nin negatif 6zdegerlerinin ol-
madig1 kanitlanmig oldu. Sonucta AB ve AB~! matrislerinin negatif 6zdegeri

olmadig i¢in (4.1.1)’in ortak P > 0 ¢ozlimii vardir. O

Simdi iki tane 3 x 3 boyutlu pozitif kararli z-matrisler i¢in Lyapunov
esitsizliklerinin ortak ¢oziimiiniin varligmimn arastiracagiz. A = (a;j), B= (bij)
iki tane 3 x 3 boyutlu pozitif kararli z-matrisler olsun ve [Z, E] segmentinin
de pozitif kararli oldugunu varsayalim ( Ortak P > 0'in varligi i¢gin bu kogulun
gerekli kogul oldugu bilinmektedir. Bu kosulun saglanmas: icin (B~'A) ma-

trisinin negatif 6zdegeri bulunmamalidir ).

A a3 B 613
IZ = 23 | » Aé = bas
ag1 asz g3 bsi bsa bss

olarak yazarsak A ve B matrisleri esas alt matrisler oldugu i¢in d) sikkina gore
[A, B] segmenti hem z-matrislerden olugsmaktadir, hem de pozitif kararh olmak-
tadir. O zaman Teorem 4.1.3’den dolay1 A, B ikilisi i¢in (4.1.1) esitsizliklerinin

ortak P > 0 ¢ozimi vardir.

P 0
P = 0
0O 0 1



matrisini olugturalim. P > 0 dir. Bu matris bir ¢ok durumlarda Z, B ikilisi

icin ortak ¢oziim olmaktadir.

Teorem 4.1.4. Yukaridaki kosullara ek olarak eger

det [KTﬁ n 132{] > 0 (4.1.2)
det [ETﬁ + ﬁfé] > 0 (4.1.3)
ise P matrisi {Z,E} ikilisi i¢in (4.1.1) Lyapunov egitsizliklerinin ortak ¢o-
zumdair.
Kanit. AT P+PAve BT P+ PB simetrik matrisleri pozitif belirlidir. A7 P+PA
matrisini ele alalim. Bir simetrik matrisin pozitif belirli olmas: i¢in gerekli ve

yeterli kosul onun esas bag minérlerinin pozitif olmasidir. Yukaridaki matris

3 x 3 boyutlu oldugundan bu matris

ATP + PA *
*

* X ook

bicimindedir. Ilk iki esas bag minér ATP + PA > 0 esitsizliginden dolay
pozitifdir. Uciincii mindr ( determinant ) ise (4.1.2)’den dolay: pozitiftir. Ben-

zer yolla, BTP + PB simetrik matrisinin pozitif belirli oldugu goriillmektedir.

Ornek 4.1.5. A ve B matrisleri asagidaki gibi verilsin.

6 -1 —1 8 -2 -1
A=| -2 1 -o05|.B=|-2 4 -1
—05 -2 15 —0.5 —0.5 10

A ve B matrisleri pozitif kararly z-matrislerdir ve [K, é] segmenti de pozitif

kararhdir. Gercekten,

0.70955 —0.11397 0.14798
B'A=| —0.15073 0.14338 0.32997
—0.02206 —0.19853 1.5239
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dir ve ozdegerleri 0.73504,0.16703,1.474 8 olarak elde edilir.

6 —1 8 =2
A p— B pu—
-2 1 -2 4
olmak tizere [A, B] segmenti de pozitif kararlidir. O zaman Teorem 4.1.3 e

gore A, B ikilisi icin Lyapunov esitsizliklerinin ortak P > 0 c¢ozimi vardar.

Bu ¢ozim
12.6762 —2.7909

—2.7909 5.6962
biciminde secilebilir.
12.6762 —2.7909 0
P=| —27909 56962 0
0 0 1
matrisini olusturalim. Bu durumda
163.28 —43.605 —11.781

ATP+ PA=| —43.605 16.974 —2.0572
—11.781 —2.0572 30

9213.98 —70.236 —10.385
B'P+ PB | —70.236 56.733 —7.9053
~10.385 —7.9053 20

ve
det [A’Tﬁ " P’A’} — 20943 > 0
det [ETﬁ n ﬁé} — 1.3057 x 10° > 0

olur. Bu durumda Teorem 4.1.4 e gore P matrisi Z, B ikilisi 1¢in ortak matris

olmaktadar.
Ornek 4.1.6.
16 -3 -2 18 -5 -1
A=|_-83 —1|.B=|-74 =2
-5 —1 14 -6 —1 10
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A ve B pozitif kararl z-matrisleri verilsin. Ayni zamanda [,ZL E] segmenti de

pozitif kararhdwr. Gercekten,

38 17 14
243 81 243

BlA=| 82 58 43
243 81 243

31 16 37
243 81 243

matrist negatif ozdeger bulundurmamaktadar.

16 -3 18 =5
A= B =
-8 3 -7 4
olmak tizere [A, B] segmenti de pozitif kararlidir. O zaman Teorem 4.1.3 ’e

gore A, B ikilisi i¢in Lyapunov esitsizliklerinin ortak P > 0 ¢ozimi vardor.

Bu cozum

34.73 —8.68
—8.68 5.66

P =

biciminde secilebilir. Gergekten,

. 1249.4  —313.44
ATP 4+ PA=
—313.44  85.74
. 1371.1  —403.13
B'P+PB=
—403.13  131.58

matrisleri pozitif tanimbdirlar. Simdi

34.73 —8.68 0
—8.68 5.6962 0
0 0 1

P

matrisini olusturalim. Bu durumda

1249.4 —313.44 —65.83
AP+ PA=| —313.44 85.74  10.6
—65.83  10.6 928
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1371.1 —403.13 —23.47
B'P+PB=| —403.13 131.58 —3.69
—93.47  —3.69 20

ve

det [A’Tﬁ n ﬁﬁq — 1741 x 10° > 0

det [ETﬁJr ﬁé} — 1.9694 x 10° > 0

olur. Boylece P matrisi ;[, B ikilisi i¢in ¢cozum olmaktadar.

Bu tez caligmasinda agagidaki sonuglar elde edilmistir: tek bir matrisin

ve matrisler ailesinin Hurwitz ve sektor kararliligi problemleri incelenmistir.
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5 SONUCLAR

Bu tez calismasinda agagidaki sonuglar elde edilmistir :

Tek bir matrisin 6zdegerlerinin, rasyonel fonksiyonlarla ifade edilmis olan
bolgede kalmasi problemi incelenmis ve daha basit bir kriter elde edilmistir.
Burada, komiitatif bir ailenin kararliligi i¢in genel bir kriter elde edilmistir.
Bunun yanmisira kuadratik bir ailenin Hurwitz kararliligi icin yeni yeterli kogullar
verilmistir.

Gergel matrisler politopunun sektor kararliligi problemi incelenmistir.
Burada konveks kiimelerin ayirma teoreminden yararlanilmigtir. Verilen poli-
topun kararlilik kogulunun genisletilmis kompleks politopun tersinirlik koguluna
denk oldugu gozlenmis ve buradan sektor kararlilik i¢in yeni gerekli ve yeterli
kosgullar elde edilmistir. Bu kogullar yeni ailenin tersinirligi kosulu gibi ifade
edilmektedir. Burada kararlilik probleminin ¢oziimii i¢in niimerik yontemler de
ele almmistir. Once, bir ¢cok degiskenli polinomun bir kutu tizerindeki deger
kiimesini yaklagik bulmaya olanak saglayan Bernstein agilimi, sonra ise bir
multilineer fonksiyonun bir kutu iizerindeki deger kiimesini bulmaya yonelik
sonuclardan yararlanilmaktadir.

Pozitif kararli 2 x 2 ve 3 x 3 boyutlu z- matrisler i¢in Lyapunov esitsizlikle-
rinin ortak ¢ozlimiiniin varligi i¢in yeterli kogul verilmigtir. Tezde elde edilmis

sonuclar ¢ok sayida orneklerle agiklanmaktadir.
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