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ÖZET

RIEMANN GEOMETR�S�NDE BOCHNER TEKN���

Özge ÖZMEN

Matematik Anabilim Dal�

Anadolu Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Ocak, 2018

Dan�³man: Prof. Dr. Murat L�MONCU

Bu tezde Riemann geometrisinde Bochner tekni§i tan�t�lm�³t�r. Bochner tekni§inde

kullan�lan Riemann metrik tensörü, Levi-Civita ba§�nt�s�, tensör türevi, Riemann

e§rili§i, Ricci e§rili§i, skaler e§rilik gibi baz� temel kavramlar verilmi³tir. Bochner

formülü elde edilmi³tir. Bu formül kullan�larak Riemann geometride iyi bilinen baz�

teoremler ispatlanm�³t�r. Bu teoremler hem orijinal Ricci e§rili§ini hem de onun

bir modi�kasyonunu içermektedir. Ayr�ca bu teoremler harmonik vektör alanlar�,

Killing vektör alanlar� ve konformal Killing vektör alanlar� ile de ilgilidir. Bu se-

bepten bu vektör alanlar� tan�mlanm�³t�r ve baz� özellikleri not edilmi³tir.

Anahtar Sözcükler: Riemann Manifoldlar�, Ricci E§rili§i, Bochner formülü,

Bakry-Emery Ricci E§rili§i.
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ABSTRACT

THE BOCHNER TECHNIQUE IN RIEMANNIAN GEOMETRY

Özge ÖZMEN

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, January, 2018

Supervisor: Prof. Dr. Murat L�MONCU

In this thesis, the Bochner technique is presented in Riemannian geometry. Some

basic concepts such as Riemannian metric tensor, Levi-Civita connection, tensor

derivation, Riemannian curvature, Ricci curvature, scalar curvature used in Bochner

technique are given. The Bochner formula is obtained. Some well-known theorems

in Riemannian geometry are proved by use of this formula. These theorems include

both the original Ricci curvature and a modi�cation of its. Additionally, these the-

orems concern with harmonic vector �eld, Killing vector �eld and conformal Killing

vector �eld. Hence, these vector �elds are de�ned and their some properties are

noted.

Keywords: Riemannian Manifolds, Ricci Curvature, Bochner Formula,

Bakry-Emery Ricci Curvature.
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S�MGELER VE KISALTMALAR D�Z�N�

TpM : M manifoldunun p ∈ M noktas�ndaki tanjant uzay�

X(M) : M manifoldu üzerinde tan�ml� vektör alanlar�n�n kümesi

C∞(M) : M manifoldu üzerinde her mertebeden türevi var olan fonksiyonlar�n kümesi

C : Kontraksiyon (büzülme) operatörü

g : Riemann metrik tensörü

DVW : W vektör alan�n�n V vektör alan�na göre kovaryant türevi

R : Riemann e§rili§i

grad(f) : f fonksiyonunun gradyant operatörü

div(f) : f fonksiyonunun diverjans operatörü

Hess(f) : f fonksiyonunun Hessian operatörü

∆f : f fonksiyonunun Laplacian operatörü

Ric : Ricci e§rili§i

S : Skaler e§rili§i

RicBE : Bakry-Emery Ricci e§rili§i
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1. G�R��

Matematikte geometrik analizin yap�ld�§� en temel alan Riemann manifoldlar�d�r.

Riemann manifoldlar�nda analitik bir yöntem olan Bochner Tekni§i ilk kez

Bochner [3] ve Yano [10] taraf�ndan ortaya konulmu³tur. Bu çal�³malarda Bochner

Tekni§i'nde yer alan temel argümanlar harmonik vektör alanlar�, Killing vektör alan-

lar�, konformal Killing vektör alanlar� ve Ricci e§rili§i gibi Riemann geometrisinin

önemli kavramlar�d�r. Bu teknik Riemann manifoldlar�n�n geometrisi ve topolojisi

ile ilgili bilgiler vermektedir. Son zamanlarda Ricci e§rili§inin modi�kasyonlar� Rie-

mann manifoldlar�nda s�kça kullan�lmaya ba³lanm�³t�r [1], [5], [6], [8]. Ricci e§ri-

li§inin bu modi�kasyonlar� Bochner Tekni§i'nde de ele al�nm�³t�r [1], [5], [6], [8]. Tez

çal�³mam�zda Bochner Tekni§i'nin klasik teoremleri ispatlanm�³t�r. Sonras�nda Ricci

e§rili§inin Bakry-Emery [1] taraf�ndan verilen modi�kasyonu kullan�larak, Killing

vektör alanlar�n�n paralel olmas�yla ilgili bilinen bir teoremin ispat� yap�lm�³t�r. Bu

tezde yap�lan ispat, Yano'nun [10] konformal Killing vektör alanlar� ile ilgili teore-

minin ispat�ndaki yöntem ile yap�lan bir ispatt�r.

Tezde s�ras�yla

i) Tanjant ve kotanjant vektörler tan�mlanacak,

ii) Vektör alanlar�, 1-formlar ve tensör alanlar� tan�mlanacak,

iii) Riemann metrik tensörü ve Levi-Civita ba§�nt�s� tan�mlanacak,

iv) Riemann e§rili§inin tan�m� verilecek,

v) grad(f), div(f), Hess(f) gibi baz� diferansiyellenebilir operatörlerler tan�m-

lanacak,

vi) Riemann e§rili§inin kontraksiyonu yard�m�yla Ricci e§rili§i tan�mlanacak,

vii) Harmonik, Killing ve konformal Killing vektör alanlar�n�n tan�mlar� verilip

Bochner formülü yard�m�yla bu vektör alanlar�n�n paralelli§i gösterilecek,

viii) Ricci e§rili§inin bir modi�kasyonu olan Bakry-Emery Ricci tensörü tan�mlan�p

Killing vektör alanlar�n�n paralelli§i gösterilecektir.
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2. R�EMANN MAN�FOLDLARI

Öncelikle türevlenebilir manifoldlarda diferansiyel hesap yap�labilmesini sa§layan

temel baz� kavramlar� tan�tal�m. Bu kavramlarla ilgili daha ayr�nt�l� bilgi için [2]

numaral� kayna§a bak�labilir. Ayr�ca bu çal�³ma boyunca, matematiksel ifadelerde

kendini tekrar eden altl� üstlü indisler üzerinde toplam oldu§u kabul edilecektir.

2.1. Tanjant ve Kotanjant Vektörler

n-boyutlu türevlenebilir bir M manifoldu verilsin. Bir p ∈ M noktas�nda, gerçel

de§erli C∞(M)-s�n�f�ndan fonksiyonlar�n kümesinden gerçel say�lar kümesine her

f, h ∈ C∞(M) ve her λ ∈ R için,

i) Vp (f.h) = Vp(f)h(p) + f(p)Vp(h)

ii) Vp (λf + h) = λVp(f) + Vp(h)

ko³ullar�n� sa§layan

Vp : C
∞(M) → R

fonksiyonuna p ∈ M noktas�nda bir tanjant vektör denir. p ∈ M noktas�ndaki

tanjant vektörlerin kümesi TpM ile gösterilir. (TpM,R) ikilisi n-boyutlu bir vek-

tör uzay�d�r (bak�n�z [2]). Dolay�s�yla bu vektör uzay�n�n dualinden bahsedilebilir:

p ∈ M noktas�ndaki TpM uzay�n�n duali T ∗
pM ile gösterilir. (T ∗

pM,R) ikilisi de n-

boyutlu bir vektör uzay�d�r. Öyleyse dual uzay tan�m� gere§i θp ∈ T ∗
pM elemanlar�

θp : TpM → R

biçimindeki R-lineer fonksiyonlard�r. T ∗
pM nin elemanlar�na p ∈ M noktas�ndaki

kotanjant vektörleri denir.

2.2. Vektör Alanlar� ve 1-Formlar

n-boyutlu türevlenebilir bir M manifoldu üzerinde bir V vektör alan�, M mani-

foldunun noktalar�n� tanjant vektörlerle e³le³tiren bir fonksiyondur. Yani bir V

2



vektör alan�,

V : M →
∪
p∈M

TpM

q 7→ Vq ∈ TqM

³eklinde bir fonksiyondur. Bir V vektör alan� ve bir f ∈ C∞(M) fonksiyonu

verildi§inde, V (f) ile gösterilen gerçel de§erli fonksiyon
(
V (f)

)
(p) := Vp (f) ku-

ral� ile tan�mlan�r. E§er her f ∈ C∞(M) için V (f) ∈ C∞(M) ise V vektör

alan� türevlenebilirdir. Tanjant vektör tan�m�ndan dolay� bir V vektör alan� her

f, h ∈ C∞(M) ve her λ ∈ R için,

i) V (fh) = V (f)h+ f V (h)

ii) V (λf + h) = λV (f) + V (h)

özelliklerine sahiptir. Vektör alanlar�n�n kümesi X(M) ile gösterilir.
(
X(M), C∞(M)

)
ikilisi bir modül yap�s�na sahiptir (bak�n�z [2]). C∞(M) kümesi birimli ve de§i³imli

bir halkad�r.

M manifoldunun noktalar�na kotanjant vektörler kar³�l�k getiren fonksiyonlara

1-form (veya kovektör alan�) denir. Yani bir θ 1-formu,

θ : M →
∪
p∈M

T ∗
pM

q 7→ θq ∈ T ∗
q M

biçiminde bir fonksiyondur. 1-formlar�n kümesi X∗(M) ile gösterilir. Kotanjant

vektörlerin tan�m�ndan dolay� bir θ ∈ X∗(M) 1-formu ve bir V ∈ X(M) vektör

alan� için θ(V ) gerçel de§erli fonksiyon
(
θ(V )

)
(p) := θp(Vp) biçiminde tan�mlan�r.

E§er her V ∈ X(M) için θ(V ) ∈ C∞(M) ise θ ∈ X∗(M) 1-formu türevlenebilirdir.(
X∗(M), C∞(M)

)
ikilisi de modül yap�s�na sahiptir (bak�n�z [2]). Ayr�ca(

θ(V )
)
(p) = θp(Vp) tan�m�ndan θ ∈ X∗(M) 1-formlar� her V,W ∈ X(M) ve her

f ∈ C∞(M) için θ(fV +W ) = fθ(V )+ θ(W ) özelli§ine
(
C∞(M)-lineerlik

)
sahiptir.
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�imdi de yukar�da verilen tan�mlar yard�m�yla tensörleri aç�klayal�m.

2.3. Tensörler

n-boyutlu türevlenebilir M manifoldunun bir p ∈ M noktas�ndaki Tp M tanjant

uzay� ile T ∗
pM kotanjant uzay� dü³ünüldü§ünde,

Tp : (TpM)r × (T ∗
pM)s −→ R

biçimindeki R-multilineer fonksiyona p ∈ M noktas�nda (r, s)-tipinden bir tensör

denir. r-mertebesi kovaryant mertebe ve s-mertebesi de kontravaryant mertebe

olarak isimlendirilir. p ∈ M noktas�ndaki (r, s)-tipinden tensörlerin kümesi Trs(p)

ile gösterilir.
(
Trs(p),R

)
ikilisi nr+s-boyutlu bir vektör uzay�d�r.

Benzer bir yakla³�mla,
(
X(M), C∞(M)

)
vektör alanlar� ve

(
X∗(M), C∞(M)

)
1-form modülleri üzerinden

T : X(M)r × X∗(M)s −→ C∞(M)

biçimindeki C∞(M)-multilineer fonksiyona (r, s)-tipinden tensör alan� denir.

r-mertebesi kovaryant mertebe ve s-mertebesi de kontravaryant mertebe olarak isim-

lendirilir. (r, s)-tipinden tensör alanlar�n�n kümesi Trs(M) ile gösterilir. Daha önceki

durumlarda oldu§u gibi
(
Trs(M), C∞(M)

)
ikilisi de bir modüldür. Daha önce

belirtti§imiz θ(fV + W ) = fθ(V ) + θ(W ) özelli§inden dolay� θ 1-formlar� (1, 0)-

tipinden kovaryant tensör alanlar�d�r. Ayr�ca bir V vektör alan�, her θ ∈ X∗(M) için

V (θ) := θ(V ) kural� ile verilen V : X∗(M) → C∞(M) biçiminde bir fonksiyon olarak

da dü³ünülebilir. Bu fonksiyonun C∞(M)-lineer oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla vektör

alanlar� (0, 1)-tipinden kontravaryant tensör alanlar�d�r. f ∈ C∞(M) fonksiyonlar�

(0, 0)-tipinden tensör alanlar� olarak tan�mlan�rlar. E§er

T : X(M)r → X(M)

biçiminde C∞(M)-multilineer bir fonksiyon varsa, bu fonksiyon (r, 1)-tipinden bir

tensör alan� olarak göz önüne al�nabilir (bak�n�z [2] sayfa 36, 37).

A ∈ Trs(M) ve B ∈ Tkℓ(M) olsun. Her X1, . . . , Xr, Xr+1, . . . , Xr+k ∈ X(M) ve

4



θ1, . . . , θs, θs+1, . . . , θs+ℓ ∈ X∗(M) için

(A⊗B)(X1, . . . , Xr, Xr+1, . . . , Xr+k, θ
1, . . . , θs, θs+1, . . . , θs+ℓ) :=

A (X1, . . . , Xr, θ
1, . . . , θs)B(Xr+1, . . . , Xr+k, θ

s+1, . . . , θs+ℓ )

olarak tan�mlanan A⊗B ∈ T(r+k)(s+ℓ)(M) tensör alan�na A ve B tensör alanlar�n�n

tensör çarp�m� denir. (0, 0)-tipinden bir tensör alan� olan f ∈ C∞(M) fonksiyonlar�

için, f ⊗A tensör çarp�m� f ⊗A := fA olarak tan�mlan�r. Buradaki �fA� gösterimi

modül yap�s�ndaki d�³ar�dan çarpmad�r (bak�n�z [2]).

Bir A ∈ Trs(M) tensör alan� r ̸= 0 ve s ̸= 0 olacak ³ekilde verilsin. Her

X1, . . . , Xr−1 ∈ X(M) ve her θ1, . . . , θs−1 ∈ X∗(M) için herhangi bir koordinat

sisteminde 1 ≤ i ≤ r ve 1 ≤ j ≤ s olmak üzere

(Cj
i A )(X1, . . . , Xr−1, θ

1, . . . , θs−1) :=
n∑

m=1

A (X1, . . . , Xi−1, ∂m, . . . , Xr−1, θ
1, . . . , θj−1, dxm, . . . , θs−1)

olarak tan�mlanan (r− 1, s− 1)-tipinden Cj
iA tensör alan�na A tensör alan�n�n kon-

traksiyonu denir. Burada ∂m = ∂
∂xm ve dxm söz konusu koordinat sisteminin koor-

dinat tabanlar�d�r. Yukar�da verilen kontraksiyon tan�m�n�n koordinat sisteminden

ba§�ms�z oldu§u Teorem 2.4.4 ün ispat�ndaki yöntem ile görülebilir.

Vektör alanlar� ve 1-formlarda oldu§u gibi tensör alanlar� da M manifoldunun

noktalar�na tensörler kar³�l�k getirirler. Yani (r, s)-tipinden bir T tensör alan�, bir

p ∈ M noktas�na Tp : (TpM)r × (T ∗
pM)s → R biçimindeki tensörü kar³�l�k getirir

(bak�n�z [2] sayfa 37).

2.4. Riemann Metrik Tensörü

Tan�m 2.4.1. n-boyutlu diferansiyellenebilir bir M manifoldu verilsin. 2. mertebe-

den kovaryant bir g tensör alan�, (g : X(M)× X(M) → C∞(M))

i) Her V,W ∈ X(M) için g(V,W ) = g(W,V ) ve

ii) Her p ∈ M ve s�f�rdan farkl� her Xp ∈ Tp(M) için, gp(Xp, Xp) > 0

5



ko³ullar�n� sa§l�yorsa g tensör alan�na Riemann metrik tensörü ya da k�saca Rie-

mann metri§i denir. M manifoldu da Riemann manifoldu olarak adland�r�l�r.

Tan�m 2.4.2 (nondejenerelik). Her p ∈ M ve s�f�rdan farkl� her Xp ∈ Tp(M)

için, gp (Vp, Xp) = 0 ∈ R e³itli§ini sa§layan tek çözüm Vp = 0 ∈ Tp(M) ise g,

nondejeneredir.

Teorem 2.4.3. Bir Riemann metri§i nondejeneredir.

Kan�t. Varsayal�m ki g, Riemann metri§i nondejenere olmas�n. Buna göre en az bir

Vp ̸= 0 vard�r öyle ki her Xp ∈ Tp(M) için gp(Vp, Xp) = 0 olmal�d�r. Xp = Vp olarak

al�n�rsa varsay�m�m�zdan dolay� gp (Vp , Vp) = 0 olur. Bu da g, Riemann metri§inin

pozitif tan�ml� olmas�yla çeli³ir.

Herhangi bir η = (x1, ..., xn) koordinat sisteminde g, Riemann metri§i

g = gij dx
i ⊗ dxj ³eklinde yaz�l�r. Böyle bir koordinat sisteminde, g nondejenere

oldu§undan X = ∂µ al�nd�§�nda, (her bir 1 ≤ µ ≤ n için)

gµαV
α = gµ1V

1 + gµ2V
2 + · · ·+ gµnV

n = 0 (2.1)

denklem sisteminin tek çözümü V i = 0 d�r (1 ≤ i ≤ n). Öyleyse lineer cebirden

bilindi§i gibi katsay�lar matrisi olan gµα n�n determinant� s�f�rdan farkl� olmal�d�r

yani det(gµα) ̸= 0 d�r. Demek ki gµα matrisi bu koordinat sisteminde terslenebilirdir.

(gµα)
−1 ile gösterilecek olan bu ters matris kullan�larak a³a§�daki 2.mertebeden

kontravaryant tensör tan�mlanabilir:

Teorem 2.4.4. Bir η = (x1, ..., xn) koordinat sisteminde bile³enleri gµν := (gµν)
−1

olarak al�nan ve

g−1 := gµν∂µ ⊗ ∂ν (2.2)

ile tan�mlanan 2.mertebeden kontravaryant g−1 tensörü koordinat sisteminden ba§�m-

s�zd�r.
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Kan�t. Bu koordinat sisteminde (η = (x1, ..., xn)), g−1' in tan�m�ndan

g−1(dxi, dxj) = (gµν∂µ ⊗ ∂ν)(dx
i, dxj)

= gµν∂µ(dx
i)∂ν(dx

j)

= gµνδiµδ
j
ν

= gij (2.3)

dir. Demek ki η koordinat sisteminde

g−1 = g−1(dxµ, dxν)
∂

∂xµ
⊗ ∂

∂xν
(2.4)

yaz�labilir. �imdi η dan farkl� herhangi bir ξ = (y1, y2, ..., yn) koordinat sistemi

al�ns�n. Ayn� sebepten,

g−1 = g−1(dyµ, dyν)
∂

∂yµ
⊗ ∂

∂yν
(2.5)

olur. η koordinat sistemindeki ifadeden ba³lanarak,

g−1 = g−1(dxµ, dxν)
∂

∂xµ
⊗ ∂

∂xν

= g−1
(∂xµ

∂yα
dyα,

∂xν

∂yβ
dyβ
)∂yk
∂xµ

∂

∂yk
⊗ ∂yl

∂xν

∂

∂yl

=
∂xµ

∂yα
∂xν

∂yβ
∂yk

∂xµ

∂yl

∂xν
g−1(dyα, dyβ)

∂

∂yk
⊗ ∂

∂yl

= δkαδ
l
βg

−1(dyα, dyβ)
∂

∂yk
⊗ ∂

∂yl

= g−1(dyk, dyl)
∂

∂yk
⊗ ∂

∂yl

= g−1(dyµ, dyν)
∂

∂yµ
⊗ ∂

∂yν
(2.6)

bulunur. Bu g−1 in ξ koordinat sistemindeki kar³�l�§�d�r. Buna göre g−1 tensörü

koordinat sisteminden ba§�ms�zd�r.

g−1 tensörünün de nondejenere dahas� pozitif tan�ml� oldu§u görülebilir. Kon-
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traksiyon yard�m�yla,

C(g−1 ⊗ g) = δ (2.7)

gµνgνα = δµα (2.8)

oldu§u görülür.

2.5. Levi-Civita Ba§�nt�s�

Tan�m 2.5.1 (Kovaryant Türev). Diferansiyellenebilir bir M manifoldu üzerinde

D : X(M)× X(M) → X(M) fonksiyonu, her V,W ∈ X(M) için,

D1) DVW , V üzerinde C∞(M)-lineerdir.

D2) DVW , W üzerinde R-lineerdir.

D3) Her f ∈ C∞(M) için DV fW = V (f)W + fDVW

ko³ullar�n� sa§l�yorsa, D ye bir ba§lant�, DVW ye de W nun V ye göre kovaryant

türevi denir. Ayr�ca DV : X(M) → X(M) ye de kovaryant türev operatörü denir.

Böyle bir fonksiyon var m�d�r sorusunun yan�t� a³a§�da verilecektir. Bunun

öncesinde bu sorunun yan�t� için a³a§�daki önermeye ihtiyaç duyulacakt�r.

Önerme 2.5.2. Diferansiyellenebilir bir M Riemann manifoldu üzerinde, her

X, V ∈ X(M) için, X(M) den X∗(M) ye, (ϕ : X(M) −→ X∗(M))

(ϕ(V ))(X) := g(V,X) (2.9)

olarak tan�mlanan ϕ fonksiyonu bir C∞(M)-lineer izomor�zmad�r.

Kan�t. Öncelikle, ϕ iyi tan�ml� m�d�r? Yani ϕ(V ) gerçekten bir 1-form mudur? Her

X, Y, V ∈ X(M) için,

(ϕ(V ))(fX + Y ) = g(V, fX + Y )

= fg(V,X) + g(V, Y )

= f(ϕ(V ))(X) + (ϕ(V ))(Y ) (2.10)
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olur. Yani ϕ(V ), C∞(M)-lineerdir ve (ϕ(V ))(X) ∈ C∞(M) oldu§u aç�kt�r. Görüldü§ü

gibi ϕ(V ), bir 1-formdur. Buna göre ϕ, iyi tan�ml�d�r. ϕ fonksiyonunun izomor�zma

oldu§u a³a§�daki sonuçlardan elde edilir:

i) ϕ,C∞(M)-lineer midir? Yani ϕ(fV + Y ) = fϕ(V ) + ϕ(Y ) midir?

Her X ∈ X(M) için,

(ϕ(fV + Y ))(X) = g(fV + Y,X)

= fg(V,X) + g(Y,X)

= f(ϕ(V ))(X) + (ϕ(Y ))(X)

= (fϕ(V ) + ϕ(Y ))(X) (2.11)

e³itli§inden ϕ nin C∞(M)-lineer oldu§u görülür.

ii) ϕ, bire-bir midir? Yani, ϕ(V ) = ϕ(W ) iken V = W mudur?

ϕ(V ) = ϕ(W ) ise, her X ∈ X(M) için (ϕ(V ))(X) = (ϕ(W ))(X) olmal�d�r. ϕ

nin tan�m�ndan,

g(V,X) = g(W,X) (2.12)

dir. Buradan,

g(V,X)− g(W,X) = 0 (2.13)

e³itli§i elde edilir. g nin lineerli§inden,

g(V −W,X) = 0 (2.14)

oldu§u görülür. g, nondejenere oldu§undan bu durum ancak V −W = 0 iken

sa§lan�r. Buradan da V = W oldu§u görülür. ϕ birebir dönü³ümdür.

iii) ϕ, örten midir? Yani verilen her bir θ ∈ X∗(M) için ϕ(W ) = θ olacak ³ekilde

W ∈ X(M) var m�d�r? Verilen bir θ 1-formu herhangi bir koordinat sisteminde

θ =
∑
i

θidx
i olarak yaz�labilir. Aran�lan W ∈ X(M), bu koordinat sisteminde

9



W =
∑
i,j

gijθi∂j dir (W nin koordinat seçiminden ba§�ms�z oldu§u Teorem 2.4.4

ün ispat�ndaki ayn� yöntemle görülebilir). Gerçekten de, her X ∈ X(M) için,

(ϕ(W ))(X) = g(W,X)

= g(
∑
i,j

gijθi∂j, X)

= g(
∑
i,j

gijθi∂j,
∑
k

Xk∂k)

=
∑
i,j,k

gijθiX
kgjk

=
∑
i

θiX
i

= θ(X) (2.15)

e³itli§i sa§lan�r. Bu e³itlik her X ∈ X(M) için geçerli oldu§undan

ϕ(W ) = θ bulunur. Buna göre, ϕ örtendir. Bu üç özellikten de ϕ fonksi-

yonunun izomor�zma oldu§u görülür.

Kimi kaynaklarda ϕ(V ) 1-formu, V ∗ ile de gösterilebilir. Bu 1-forma V nin

metrik duali denir. �imdi Tan�m 2.5.1 de bahsedilen ba§lant�n�n varl�§�yla ilgili

sorunun yan�t� a³a§�daki gibi verilebilir:

Teorem 2.5.3. Bir M Riemann manifoldu verilsin. Her X, V,W ∈ X(M) için

a³a§�daki ko³ullar� sa§layan tek bir D ba§�nt�s� vard�r.

D4) [V,W ] = DVW −DWV

D5) Xg(V,W ) = g(DXV,W ) + g(V,DXW )

Bu D ba§�nt�s�na M manifoldunun Levi-Civita Ba§�nt�s� denir ve bu ba§�nt� a³a§�-

daki Koszul formülü ile karakterize edilir.

2g(DVW,X) = V g(W,X) +Wg(X, V )−Xg(V,W )

−g(V, [W,X]) + g(W, [X, V ]) + g(X, [V,W ]) (2.16)
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Kan�t. D ba§�nt�s�n�n D1, D2, D3, D4 ve D5 ko³ullar� yard�m�yla Koszul formülü

a³a§�daki gibi elde edilir: Formülün sa§ taraf� F (V,W,X) ile gösterilsin. F (V,W,X)

nin ilk üç terimi D5 yard�m�yla, son üç terimi ise D4 yard�m�yla yaz�ls�n:

F (V,W,X) = V g(W,X) +Wg(X, V )−Xg(V,W )

−g(V, [W,X]) + g(W, [X, V ]) + g(X, [V,W ])

= g(DVW,X) + g(W,DVX) + g(DWX, V )

+g(X,DWV )− g(DXV,W )− g(V,DXW )

−g(V,DWX −DXW ) + g(W,DXV −DVX)

+g(X,DVW −DWV )

= g(DVW,X) + g(W,DVX) + g(DWX, V )

+g(X,DWV )− g(DXV,W )− g(V,DXW )

−g(V,DWX) + g(V,DXW ) + g(W,DXV )

−g(W,DVX) + g(X,DVW )− g(X,DWV )

= g(DVW,X) + g(X,DVW )

= 2g(DVW,X) (2.17)

oldu§u görülür. Koszul formülü yard�m�yla D1, D2, D3, D4 ve D5 ko³ullar� a³a§�-

daki gibi elde edilir:

D1) Koszul formülünden

2g(DfX+YZ,W ) = (fX + Y )g(Z,W ) + Zg(W, fX + Y )−Wg(fX + Y, Z)

−g(fX + Y, [Z,W ]) + g(Z, [W, fX + Y ]) + g(W, [fX + Y, Z])

(2.18)

olur. g, Riemann metri§inin C∞-lineerli§i, [W, fX+Y ] = W (f)X+f [W,X]+[W,Y ]
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ve [fX + Y, Z] = f [X,Z] + [Y, Z]− Z(f)X e³itlikleri yard�m�yla,

2g(DfX+YZ,W ) = fXg(Z,W ) + Y g(Z,W ) + Z(fg(W,X))

+Zg(W,Y )−W (fg(X,Z))−Wg(Y, Z)

−fg(X, [Z,W ])− g(Y, [Z,W ])

+g(Z,W (f)X + f [W,X] + [W,Y ])

+g(W, f [X,Z] + [Y, Z]− Z(f)X)

= fXg(Z,W ) + Y g(Z,W ) + Z(f)g(W,X)

+fZg(W,X) + Zg(W,Y )−W (f)g(X,Z)

−fWg(X,Z)−Wg(Y, Z)− fg(X, [Z,W ])

−g(Y, [Z,W ]) +W (f)g(Z,X) + fg(Z, [W,X])

+g(Z, [W,Y ]) + fg(W, [X,Z]) + g(W, [Y, Z])

−Z(f)g(W,X)

= f
(
Xg(Z,W ) + Zg(W,X)−Wg(X,Z)

−g(X, [Z,W ]) + g(Z, [W,X]) + g(W, [X,Z])
)

+Y g(Z,W ) + Zg(W,Y )−Wg(Y, Z)

−g(Y, [Z,W ]) + g(Z, [W,Y ]) + g(W, [Y, Z])

= fg(2DXZ,W ) + g(2DYZ,W )

= 2g(fDXZ +DYZ,W ) (2.19)

elde edilir. Buradan,

2g(DfX+YZ,W )− 2g(fDXZ +DYZ,W ) = 0 (2.20)

2g(DfX+YZ − fDXZ −DYZ,W ) = 0 (2.21)

oldu§u bulunur. g Riemann metri§inin nondejenere olmas�ndan dolay�,

DfX+YZ − fDXZ −DYZ = 0 d�r. Sonuç olarak, DfX+YZ = fDXZ +DYZ e³itli§i

elde edilir.
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D2) Koszul formülünden

2g(DX(aY + Z),W ) = Xg(aY + Z,W ) + (aY + Z)g(W,X)

−W (X, aY + Z)− g(X, [aY + Z,W ])

+g((aY + Z), [W,X]) + g(W, [X, aY + Z]) (2.22)

olur. g Riemann metri§inin C∞-lineerli§inden,

2g(DX(aY + Z),W ) = aXg(Y,W ) +Xg(Z,W ) + aY g(W,X)

+Zg(W,X)− aWg(X,Y )−Wg(X,Z)

−ag(X, [Y,W ])− g(X, [Z,W ]) + ag(Y, [W,X])

+g(Z, [W,X]) + ag(W, [X,Y ]) + g(W, [X,Z])

= a
(
Xg(Y,W ) + Y g(W,X)−Wg(X, Y )

−g(X, [Y,W ]) + g(Y, [W,X]) + g(W, [X, Y ])
)

+Xg(Z,W ) + Zg(W,X)−Wg(X,Z)

−g(X, [Z,W ]) + g(Z, [W,X]) + g(W, [Z,X])

= a.2g(DXY,W ) + 2g(DXZ,W )

= 2g(aDXY +DXZ,W ) (2.23)

elde edilir. Buradan,

2g(DX(aY + Z),W )− 2g(aDXY +DXZ,W ) = 0 (2.24)

2g(DX(aY + Z)− aDXY −DXZ,W ) = 0 (2.25)

oldu§u bulunur. g, nondejenere oldu§undan, DX(aY +Z)− aDXY −DXZ = 0 d�r.

Sonuç olarak, DX(aY + Z) = aDXY +DXZ e³itli§i elde edilir.
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D3) Koszul formülünden

2g(DV fW,X) = V g(fW,X) + fWg(X,V )−Xg(V, fW )

−g(V, [fW,X]) + g(fW, [X,V ]) + g(X, [V, fW ])

= V (fg(W,X)) + fWg(X, V )−X(fg(V,W ))

−g(V, f [W,X]−X(f)W ) + fg(W, [X, V ])

+g(X, V (f)W + f [V,W ])

= V (f)g(W,X) + fV g(W,X) + fWg(X,V )

−X(f)g(V,W )− fXg(V,W )− g(V, f [W,X])

+g(V,X(f)W ) + fg(W, [X, V ]) + g(X,V (f)W )

+g(X, f [V,W ])

= V (f)g(W,X) + fV g(W,X) + fWg(X,V )

−X(f)g(V,W )− fXg(V,W )− fg(V, [W,X])

+X(f)g(V,W ) + fg(W, [X, V ]) + V (f)g(X,W )

+fg(X, [V,W ])

= 2V (f)g(W,X) + f
(
V g(W,X) +Wg(X, V )

−Xg(V,W )− g(V, [W,X]) + g(W, [X,V ])

+g(X, [V,W ])
)

= 2V (f)g(W,X) + 2fg(DVW,X)

= 2g(V (f)W + fDVW,X) (2.26)

elde edilir. Buradan,

2g(DV fW,X)− 2g(V (f)W + fDVW,X) = 0 (2.27)

2g(DV fW − V (f)W − fDVW,X) = 0 (2.28)

oldu§u bulunur. g, nondejenere oldu§undan, DV fW − V (f)W − fDVW = 0 d�r.

Sonuç olarak, DV fW = V (f)W + fDVW e³itli§i elde edilir.
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D4) Koszul formülünde ayr� ayr� DVW ve DWV olu³turulursa

2g(DVW −DWV,X) = 2g(DVW,X)− 2g(DWV,X)

= V g(W,X) +Wg(X,V )−Xg(V,W )

−g(V, [W,X]) + g(W, [X,V ]) + g(X, [V,W ])

−Wg(V,X)− V g(X,W ) +Xg(W,V )

+g(W, [V,X])− g(V, [X,W ])− g(X, [W,V ])

= 2g(X, [V,W ])

= 2g([V,W ], X) (2.29)

oldu§u görülür. Buradan,

2g(DVW −DWV,X)− 2g([V,W ], X) = 0 (2.30)

2g(DVW −DWV − [V,W ], X) = 0 (2.31)

e³itlikleri elde edilir. g, nondejenere oldu§undan, DVW −DWV = [V,W ] bulunur.

D5) Yukar�dakilerle benzer biçimde gerekli terimler Koszul formülünde olu³tu-

rulursa g Riemann metri§inin simetrikli§inden ve Lie parantezinin ters simetrikli§in-

den, ilk olarak

2g(DXV,W ) = Xg(V,W ) + V g(W,X)−Wg(X,V )

−g(X, [V,W ]) + g(V, [W,X]) + g(W, [X, V ]) (2.32)

2g(V,DXW ) = 2g(DXW,V )

= Xg(W,V ) +Wg(V,X)− V g(X,W )

−g(X, [W,V ]) + g(W, [V,X]) + g(V, [X,W ]) (2.33)

sonuçlar� bulunur. Bu ifadeleri taraf tarafa toplad�§�m�zda,

2g(DXV,W ) + 2g(DXW,V ) = 2Xg(V,W ) (2.34)

g(DXV,W ) + g(DXW,V ) = Xg(V,W ) (2.35)

g(DXV,W ) + g(V,DXW ) = Xg(V,W ) (2.36)
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e³itli§i elde edilir.

�imdi de Koszul formülünü sa§layanD ba§�nt�s�n�n varl�§� ve tekli§i ispatlanacak-

t�r. Önerme 2.5.2 deki ϕ izomor�zmas�n�n örtenli§i D ba§�nt�s�n�n varl�§�n�, birebir-

li§i ise D nin tekli§ini gösterir: V,W ∈ X(M) vektör alanlar� seçilsin ve formülün

sa§ taraf� θV,W (.) = F (V,W, .) olarak gösterilsin. Bu fonksiyon seçilmi³ V ve W

vektör alanlar�na kar³�l�k gelen bir 1-formdur. Gerçekten de,

θV,W (fX + Y ) = F (V,W, fX + Y )

= V g(W, fX + Y ) +Wg(fX + Y, V )

−(fX + Y )g(V,W )− g(V, [W, fX + Y ])

+g(W, [fX + Y, V ]) + g(fX + Y, [V,W ])

= V (fg(W,X)) + V g(W,Y ) +W (fg(X,V ))

+Wg(Y, V )− fXg(V,W )− Y g(V,W )

−g(V,W (f)X + f [W,X] + [W,Y ])

+g(W, f [X,V ] + [Y, V ]− V (f)X)

+g(fX + Y, [V,W ])

= V (f)g(W,X) + f(V g(W,X)) + V g(W,Y )

+W (f)g(X,V ) + f(Wg(X,V )) +Wg(Y, V )

−fXg(V,W )− Y g(V,W )−W (f)g(V,X)

−fg(V, [W,X])− g(V, [W,Y ]) + fg(W, [X, V ])

+g(W, [Y, V ])− V (f)g(W,X) + fg(X, [V,W ])

+g(Y, [V,W ])

= f
(
V g(W,X) +Wg(X,V )−Xg(V,W )

−g(V, [W,X]) + g(W, [X, V ]) + g(X, [V,W ])
)

+V g(W,Y ) +Wg(Y, V )− Y g(V,W )

−g(V, [W,Y ]) + g(W, [Y, V ]) + g(Y, [V,W ])

= fF (V,W,X) + F (V,W, Y )

= fθV,W (X) + θV,W (Y ) (2.37)
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oldu§u görülür.

�imdi de verilen V , W vektör alanlar�na kar³�l�k gelen bir DVW vektör alan�n�n

tek türlü var oldu§u gösterilsin. Bunun için yine Önerme 2.5.2 deki ϕ izomor�zmas�

kullan�lacakt�r: Bu θV,W bir formuna tek bir Z0 ∈ X(M) vektör alan� kar³�l�k gelir

öyle ki ϕ(Z0) = θV,W dir (Önerme 2.5.2). Bu e³itli§in sol taraf� ϕ nin tan�m�ndan

X ∈ X(M) için (ϕ(Z0))(X) = g(Z0, X) olarak yaz�l�r. Sa§ taraf� ise θV,W tan�m�ndan

X ∈ X(M) için θV,W (X) = F (V,W,X) ³eklinde yaz�l�r. Buna göre,

(ϕ(Z0))(X) = θV,W (X) (2.38)

g(Z0, X) = F (V,W,X)

= 2g(DVW,X)

= g(2DVW,X) (2.39)

dir. Buradan,

g(Z0 − 2DVW,X) = 0 (2.40)

e³itli§i gelir. g nondejenere oldu§undan,

Z0 − 2DVW = 0 (2.41)

d�r. Öyleyse,

DVW =
1

2
Z0 (2.42)

oldu§u görülür.

Tan�m 2.5.4 (Levi-Civita Tensör Türevi). M , diferansiyellenebilir bir Riemann

manifold olsun. X, M manifoldu üzerinde bir vektör alan� ve DX Levi-Civita ba§�n-

t�s�ndan gelen kovaryant türev operatörü olmak üzere, her Vi ∈ X(M), θj ∈ X∗(M)

ve A ∈ Trs(M) için,
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(DXA)(V1, ..., Vr, θ
1, ..., θs) := XA(V1, ..., Vr, θ

1, ..., θs)

−
r∑

i=1

A(V1, .., DXVi, .., Vr, θ
1, ..., θs)

−
s∑

j=1

A(V1, ..., Vr, θ
1, .., DXθ

j.., θs) (2.43)

olarak tan�mlanan DX : Trs(M) → Trs(M) fonksiyonuna Levi-Civita tensör türevi

denir. Burada �DXVi� ifadesi Vi nin X e göre Levi-Civita kovaryant türevidir.

�DXθ
j� ifadesi de yine Levi-Civita kovaryant türevine ba§l� olan, (her Y ∈ X(M)

için)

(DXθ
j)(Y ) = X(θj(Y ))− θj(DXY ) (2.44)

e³itli§i ile tan�ml�d�r. Özel olarak bir f ∈ C∞(M) fonksiyonunun ((0, 0)-tipinde bir

tensör alan�) tensör türevi DXf := X(f) ile tan�mlan�r.

Her X, Vi ∈ X(M) ve A ∈ Tk1(M) için, A : Xk(M) → X(M) biçimindeki tensör

alanlar�n�n tensör türevi

(DXA)(V1, V2, ..., Vk) = DXA(V1, V2, ..., Vk)−
k∑

i=1

A(V1, .., DXVi, .., Vk) (2.45)

olarak tan�mlan�r.

Tensör türevi, X ∈ X(M) için,

DX(A⊗B) := (DXA)⊗B + A⊗ (DXB) (2.46)

³eklinde Leibniz kural�n� sa§lar. Burada A ve B herhangi tipte iki tensör alan�d�r

(Farkl� tiplere sahip olabilirler).

(r, s)-tipinde bir A tensörü için (r ̸= 0, s ̸= 0),

CDXA = DXCA (2.47)

e³itli§i her X ∈ X(M) için sa§lan�r. Burada C herhangi bir kontraksiyon opera-

törüdür.

NOT: Bundan sonra kontraksiyon operatörü yukar�daki gibi �C � ile gösterile-
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cektir. Kontraksiyonun hangi kovaryant ve kontravaryant haznelere göre yap�laca§�

önemli ise bu haznelerin kodlar� kontraksiyon operatöründe �C j
i � ³eklinde yaz�l�r.

E§er önemli de§ilse (tensörlerin simetrikli§inden dolay�) sadece �C � yaz�l�r.

Tan�m 2.5.5 (Kovaryant Diferansiyeli). M , diferansiyellenebilir bir Riemann

manifold olsun. M manifoldu üzerinde r. mertebeden kovaryant ve s. mertebe-

den kontravaryant bir tensörü, (r + 1).mertebeden kovaryant ve s.mertebeden kon-

travaryant bir tensörle e³le³tiren a³a§�daki fonksiyona kovaryant diferansiyeli denir:

Her X, Vi ∈ X(M), θj ∈ X∗(M) (1 ≤ i ≤ r ve 1 ≤ j ≤ s) ve A ∈ Trs(M) için,

D : Trs(M) → T(r+1)s(M) kovaryant diferansiyeli

(DA)(X,V1, ..., Vr, θ
1, ..., θs) := (DXA)(V1, ..., Vr, θ

1, ..., θs) (2.48)

olarak tan�mlan�r. Burada DXA Levi-Civita tensör türevidir.

Örnek olarak bir f ∈ C∞(M) fonksiyonu dü³ünülürse, her X ∈ X(M) için,

(Df)(X) = DXf = X(f) = df(X) (2.49)

olaca§�ndan

Df = df (2.50)

bulunur.

2.6. Riemann E§rili§i

Teorem 2.6.1. M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. D, M nin

üzerinde Levi-Civita ba§�nt�s� olmak üzere, her X, Y , Z ∈ X(M) için,

R(X, Y )Z := DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z (2.51)

olarak tan�mlanan R fonksiyonu (3, 1) tipinden bir tensör alan�d�r. Bu tensör alan�na

Riemann e§rili§i denir.

Kan�t. D1, D2, D3 ko³ullar� ve [X, fY + V ] = X(f)Y + f [X,Y ] + [X, V ] e³itli§i

19



yard�m�yla R fonksiyonunun Y bile³eni için C∞-lineer oldu§u a³a§�daki gibi ispat-

lanabilir: Her X, Y , V , Z ∈ X(M) için,

R(X, fY + V )Z = DXDfY+VZ −DfY+VDXZ −D[X,fY+V ]Z

= DX(fDYZ +DVZ)− (fDYDXZ +DVDXZ)

−(DX(f)Y+f [X,Y ]+[X,V ]Z)

= DX(fDYZ) +DXDVZ − fDYDXZ −DVDXZ

−
(
DX(f)YZ +Df [X,Y ]Z +D[X,V ]Z

)
= X(f)DYZ + fDXDYZ +DXDVZ − fDYDXZ

−DVDXZ −X(f)DYZ − fD[X,Y ]Z −D[X,V ]Z

= f
(
DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z

)
+DXDVZ

−DVDXZ −D[X,V ]Z

= fR(X, Y )Z +R(X, V )Z (2.52)

oldu§u görülür.

D1, D2, D3 ko³ullar� ve Lie parantezi yard�m�yla R fonksiyonunun Z bile³eni

için C∞-lineer oldu§u a³a§�daki gibi ispatlanabilir: Her X, Y , V , Z ∈ X(M) için,

R(X,Y )(fZ + V ) = DXDY (fZ + V )−DYDX(fZ + V )

−D[X,Y ](fZ + V )

= DX

(
Y (f)Z + fDYZ +DY V

)
−DY

(
X(f)Z + fDXZ +DXV

)
−[X,Y ](f)Z − fD[X,Y ]Z −D[X,Y ]V

= X(Y (f))Z + Y (f)DXZ +X(f)DYZ

+fDXDYZ +DXDY V − Y (X(f))Z

−X(f)DYZ − Y (f)DXZ − fDYDXZ

−DYDXV − [X,Y ](f)Z − fD[X,Y ]Z

−D[X,Y ]V (2.53)
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oldu§u görülür. Buradan,

R(X, Y )(fZ + V ) = f
(
DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z

)
+DXDY V −DYDXV −D[X,Y ]V

= fR(X,Y )Z +R(X, Y )V (2.54)

e³itli§i sa§lan�r.

R fonksiyonunun X bile³eni için de C∞-lineer oldu§u yani

R(fX + V, Y )Z = fR(X, Y )Z +R(V, Y )Z (2.55)

e³itli§i benzer ³ekilde gösterilir. Buna göre R fonksiyonu (3, 1) tipinden bir tensör

alan�d�r.

NOT (Riemann E§rili§inin Ba³ka �fadeleri): Riemann e§rili§i her

X, Y, Z, V ∈ X(M) ve her θ ∈ X∗(M) için ayn� gösterimle

R(X,Y, Z, θ) := θ(R(X, Y )Z) (2.56)

ile de ifade edilir. Dahas� Riemann e§rili§i 4. mertebeden kovaryant bir tensör olarak

(ayn� gösterimle),

R(X,Y, Z, V ) := g(R(X, Y )Z, V ) (2.57)

³eklinde de tan�mlan�r. (2.56) ve (2.57) e³itlikleri aras�ndaki ili³ki daha do§rusu θ

1-formu ile V vektör alan� aras�ndaki ili³ki a³a§�daki gibidir: Her X, Y, Z, V ∈ X(M)

ve her θ ∈ X∗(M) için, (2.57) e³itli§inden dolay�,

R(X, Y, Z, V ) = g(R(X,Y )Z, V )

= g(V,R(X,Y )Z) (2.58)

dir. Burada Önerme 2.5.2 den,

R(X, Y, Z, V ) = ϕ(V )
(
R(X,Y )Z

)
(2.59)
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yaz�labilir. Dolay�s�yla θ = ϕ(V ) al�n�p (2.56) kullan�ld�§�nda,

R(X, Y, Z, V ) = θ
(
R(X, Y )Z

)
= R(X, Y, Z, θ) (2.60)

e³itli§i sa§lan�r.

Önerme 2.6.2. M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.

X, Y , Z, V , W ∈ X(M) olmak üzere,

1) R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z

2) g(R(X, Y )V,W ) = −g(R(X,Y )W,V )

3) R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 (Birinci Bianchi Özde³li§i)

4) g(R(X, Y )V,W ) = g(R(V,W )X,Y )

e³itlikleri sa§lan�r.

Kan�t. 1) Lie parantezi ters simetrik oldu§undan a³a§�daki e³itlik sa§lan�r:

R(X, Y )Z = DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z

= DXDYZ −DYDXZ +D[Y,X]Z

= −(DYDXZ −DXDYZ −D[Y,X]Z)

= −R(Y,X)Z (2.61)

2) g nin lineerli§inden ve D5 ko³ulundan a³a§�daki e³itlik sa§lan�r:

g(R(X, Y )V,W ) = g(DXDY V −DYDXV −D[X,Y ]V,W )

= g(DXDY V,W )− g(DYDXV,W )

−g(D[X,Y ]V,W )

= Xg(DY V,W )− g(DY V,DXW )

−
(
Y g(DXV,W )− g(DXV,DYW )

)
−
(
[X, Y ]g(V,W )− g(V,D[X,Y ]W )

)
(2.62)
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dir. Buradan,

g(R(X, Y )V,W ) = Xg(DY V,W )− g(DY V,DXW )

−Y g(DXV,W ) + g(DXV,DYW )

−[X, Y ]g(V,W ) + g(V,D[X,Y ]W )

= X(Y g(V,W )− g(V,DYW ))

−(Y g(V,DXW )− g(V,DYDXW ))

−Y (Xg(V,W )− g(V,DXW ))

+Xg(V,DYW )− g(V,DXDYW )

−[X, Y ]g(V,W ) + g(V,D[X,Y ]W )

= XY g(V,W )−Xg(V,DYW )

−Y g(V,DXW ) + g(V,DYDXW )

−Y Xg(V,W ) + Y g(V,DXW )

+Xg(V,DYW )− g(V,DXDYW )

−[X, Y ]g(V,W ) + g(V,D[X,Y ]W )

= g(DYDXW −DXDYW +D[X,Y ]W,V )

= −g(DXDYW −DYDXW −D[X,Y ]W,V )

= −g(R(X,Y )W,V ) (2.63)

e³itli§i elde edilir.

3) Bu e³itli§in sol taraf� �H(X,Y, Z)� ile gösterilip Jakobi Özde³li§i ve D4 ko³ulu

kullan�l�rsa a³a§�daki e³itlik sa§lan�r. Buna göre,

H(X,Y, Z) = R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y

= DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z

+DYDZX −DZDYX −D[Y,Z]X

+DZDXY −DXDZY −D[Z,X]Y (2.64)
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oldu§u görülür. Lie parantezi yard�m�yla,

H(X,Y, Z) = −D[X,Y ]Z −D[Y,Z]X −D[Z,X]Y

+DX(DYZ −DZY )

+DY (DZX −DXZ)

+DZ(DXY −DYX)

= DX [Y, Z]−D[Y,Z]X +DY [Z,X]

−D[Z,X]Y +DZ [X,Y ]−D[X,Y ]Z

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]]

= 0 (2.65)

elde edilir.

4) 3. ko³ul kullan�larak a³a§�daki e³itlikler yaz�labilir:

g(R(X, Y )V,W ) + g(R(Y, V )X,W ) + g(R(V,X)Y,W ) = 0 (2.66)

g(R(Y, V )W,X) + g(R(V,W )Y,X) + g(R(W,Y )V,X) = 0 (2.67)

g(R(X, Y )W,V ) + g(R(Y,W )X,V ) + g(R(W,X)Y, V ) = 0 (2.68)

g(R(X, V )W,Y ) + g(R(V,W )X, Y ) + g(R(W,X)V, Y ) = 0 (2.69)

Bu e³itlikler taraf tarafa toplan�p 1 ve 2 ko³ullar� uyguland�§�nda,

g(R(X, Y )V,W ) = g(R(V,W )X,Y ) (2.70)

e³itli§i ispatlan�r.

�imdi de R e§rili§inin kovaryant diferansiyeli olan DR : X4(M) → X(M) tensörü

için a³a§�daki özde³lik gösterilsin:

Önerme 2.6.3 (�kinci Bianchi Özde³li§i). M , diferansiyellenebilir bir Riemann

manifold olsun. Her X, Y , Z, W ∈ X(M) için a³a§�daki e³itlik geçerlidir.

(DZR)(X,Y ) + (DXR)(Y, Z) + (DYR)(Z,X) = 0. (2.71)
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Kan�t. Kovaryant diferansiyelin tan�m�ndan R e§rili§i için a³a§�daki e³itlik yaz�la-

bilir:

(DZR)(X,Y )W = DZ(R(X, Y ))W −R(DZX,Y )W

−R(X,DZY )W −R(X, Y )DZW

= [DZ , R(X,Y )]W −R(DZX, Y )W

−R(X,DZY )W (2.72)

�imdi de, �(DZR)(X, Y )+(DXR)(Y, Z)+(DYR)(Z,X)� ifadesinin s�f�ra e³it oldu§unu

ispatlamak içinD4 ko³ulu, Jakobi Özde³li§i ve Lie parantezinin ters simetrikli§i kul-

lan�ls�n: Önce,

BZ,X,Y = (DZR)(X,Y ) + (DXR)(Y, Z) + (DYR)(Z,X) (2.73)

notasyonu belirlensin. Bu notasyon alt�nda,

BZ,X,Y = [DZ , R(X, Y )]W −R(DZX,Y )W −R(X,DZY )W

+[DX , R(Y, Z)]W −R(DXY, Z)W −R(Y,DXZ)W

+[DY , R(Z,X)]W −R(DYZ,X)W −R(Z,DYX)W

= [DZ , R(X, Y )]W + [DX , R(Y, Z)]W + [DY , R(Z,X)]W

+R([X,Z], Y )W +R([Z, Y ], X)W +R([Y,X], Z)W

= [DZ , [DX , DY ]]W − [DZ , D[X,Y ]]W + [DX , [DY , DZ ]]W

−[DX , D[Y,Z]]W + [DY , [DZ , DX ]]W − [DY , D[Z,X]]W

+[D[X,Z], DY ]W −D[[X,Z],Y ]W + [D[Z,Y ], DX ]W

−D[[Z,Y ],X]W + [D[Y,X], DZ ]W −D[[Y,X],Z]W

= 0 (2.74)

oldu§u görülür.
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2.7. Baz� Diferansiyel Operatörler

M manifoldu üzerinde bilinen diferansiyel operatörler ³unlard�r: gradyant, di-

verjans ve Laplacian.

Tan�m 2.7.1 (gradyant). M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.

f ∈ C∞(M) olmak üzere, her X ∈ X(M) için,

g(grad(f), X) = df(X) = X(f) (2.75)

olarak tan�mlanan grad(f) ∈ X(M) vektör alan�na f nin gradyant� denir.

Önerme 2.5.2 deki C∞-lineer izomor�zmas� dü³ünüldü§ünde, yukar�daki tan�m

a³a§�daki gibi de verilebilir: df bir formuna ϕ(V ) = df ile kar³�l�k getirilen �V �

vektör alan� f nin gradyant vektör alan�d�r.

Bir η : (x1, ..., xn) : U ⊂ M → Rn koordinat kom³ulu§u üzerinde bir fonksiyonun

gradyant�,

g(grad(f), X) = X(f) (2.76)

tan�m�ndan X = ∂ν al�nd�§�nda

g((grad(f))µ∂µ, ∂ν) = ∂ν(f) (2.77)

(grad(f))µgµν = ∂ν(f) (2.78)

(grad(f))µgµνg
νκ = gκν∂νf (2.79)

(grad(f))κ = gκν∂νf (2.80)

bulunur. Öyleyse grad(f),

grad(f) = (gradf)µ∂µ

= gµν ∂νf ∂µ

= gµν
∂f

∂xν

∂

∂xµ
(2.81)

³eklindedir.
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Önerme 2.7.2. M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. f, h ∈ C∞(M)

ve V ∈ X(M) için,

grad(fh) = f grad(h) + h grad(f) (2.82)

dir.

Kan�t. f ∈ C∞(M) için grad(f) = gµν ∂f
∂xν

∂
∂xµ dir. Buradan,

grad(fh) = gµν
∂(fh)

∂xν

∂

∂xµ

= gµν(
∂f

∂xν
h+ f

∂h

∂xν
)
∂

∂xµ

= gµν
∂f

∂xν

∂

∂xµ
h+ f gµν

∂h

∂xν

∂

∂xµ

= f grad(h) + h grad(f) (2.83)

e³itli§i bulunur.

Önerme 2.7.3. M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. f ∈ C∞(M)

ve A ∈ Trs(M) için, a³a§�daki e³itlik geçerlidir.

D(fA) = df ⊗ A+ f DA (2.84)

Kan�t. V , Xi ∈ X(M) ve θj ∈ X∗(M) (1 ≤ i ≤ r ve 1 ≤ j ≤ s) için,

D(fA)(V,X1, ..., Xr, θ
1, ..., θs) = (DV fA)(X1, ..., Xr, θ

1, ..., θs)

=
(
V (f)A+ fDVA

)
(X1, ..., Xr, θ

1, ..., θs)

= (df)(V )A(X1, ..., Xr, θ
1, ..., θs)

+f (DVA)(X1, ..., Xr, θ
1, ..., θs)

= (df ⊗ A)(V,X1, ..., Xr, θ
1, ..., θs)

+f (DA)(V,X1, ..., Xr, θ
1, ..., θs)

= (df ⊗ A+ f DA)(V,X1, ..., Xr, θ
1, ..., θs)

(2.85)

elde edilir.
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Tan�m 2.7.4 (diverjans). M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.

Herhangi bir V ∈ X(M) için,

divV = C (DV ) ∈ C∞(M) (2.86)

olarak tan�mlanan fonksiyona V nin diverjans� denir.

Diverjans ifadesi bir koordinat sisteminde ³u ³ekilde gösterilebilir:

divV = C(DV )

= (DV )µµ

= (DV )(∂µ, dx
µ)

= (D∂µV )(dxµ)

= (D∂µV )µ

= δµκ(D∂µV )κ

= gµνgκν(D∂µV )κ

= gµν(D∂µV )κg(∂κ, ∂ν)

= gµνg((D∂µV )κ∂κ, ∂ν)

= gµνg(D∂µV, ∂ν) (2.87)

Tan�m 2.7.5. M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. Herhangi bir

(r, 0)-tipinde bir A tensörü için, A n�n diverjans�

(divA)(X1, ..., Xr−1) = C1
rC

1
1(g

−1 ⊗DA)

= gµν(D∂µA)(X1, ..., Xr−1, ∂ν) (2.88)

³eklinde tan�ml�d�r.

Tan�m 2.7.6. M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. Herhangi bir

(r, 1)-tipinde bir A tensörü verilsin (A(X1, ..., Xr) ∈ X(M) olacak ³ekilde). Öyleyse,

Ã(X1, ..., Xr, Y ) = g(A(X1, ..., Xr), Y ) (2.89)
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olarak tan�mlanan (r + 1, 0) tipinde Ã tensörü kullan�ld�§�nda A n�n diverjans�,

divA = C1
r+1C

1
1(g

−1 ⊗DÃ)

= gµν(D∂µÃ)(X1, ..., Xr, ∂ν) (2.90)

³eklinde tan�mlan�r.

Önerme 2.7.7. M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. f ∈ C∞(M)

ve V ∈ X(M) için,

divfV = V (f) + fdivV (2.91)

dir.

Kan�t. f ∈ C∞(M) ve V ∈ X(M) için,

divfV = gµνg(D∂µfV, ∂ν)

= gµνg(∂µfV + fD∂µV, ∂ν)

= gµνg(∂µfV, ∂ν) + fgµνg(D∂µV, ∂ν)

= gµν∂µfg(V, ∂ν) + fgµνg(D∂µV, ∂ν)

= g(V, gµν∂µf ∂ν) + fgµνg(D∂µV, ∂ν)

= g(V, grad(f)) + fgµνg(D∂µV, ∂ν)

= V (f) + fdivV (2.92)

elde edilir.

Önerme 2.7.8. M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. V,W ∈ X(M)

ve herhangi bir λ ∈ R için,

div(λV +W ) = λdiv(V ) + div(W ) (2.93)

dir.

Kan�t. Diverjans�n tan�m� kullan�ld�§�nda e³itlik do§rudan elde edilir.
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Tan�m 2.7.9 (Hessian). M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.

f ∈ C∞(M) olmak üzere, f fonksiyonunun 2.mertebeden kovaryant diferansiyeline

Hessian operatörü denir ve

Hess(f) := D(Df) (2.94)

³eklinde gösterilir.

Bu tan�m yard�m�yla,

Hess(f)(X, Y ) = D(Df)(X,Y )

= (DXDf)(Y )

= X
(
(Df)(Y )

)
−Df(DXY )

= X(df(Y ))− df(DXY )

= Xg(grad(f), Y )− g(grad(f), DXY )

= g(DXgrad(f), Y ) + g(grad(f), DXY )

−g(grad(f), DXY )

= g
(
DXgrad(f), Y

)
(2.95)

e³itli§i elde edilir.

Önerme 2.7.10. M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. f ∈ C∞(M)

için Hess(f) simetriktir yani herhangi iki X, Y ∈ X(M) için,

(
Hess(f)

)
(X,Y ) =

(
Hess(f)

)
(Y,X) (2.96)

dir.

Kan�t. Hess(f) nin simetrikli§i D4 ve D5 ko³ullar� kullan�larak gösterilsin:
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Her X,Y ∈ X(M) için,

(Hess(f))(X, Y ) = g(DXgrad(f), Y )

= Xg(grad(f), Y )− g(grad(f), DXY )

= XY (f)− (DXY )(f)

= XY (f)− (DYX)(f)− [X,Y ](f)

= Y X(f)− (DYX)(f)

= Y g(grad(f), X)− g(grad(f), DYX)

= g(DY grad(f), X)

= (Hess(f))(Y,X) (2.97)

oldu§u görülür.

Önerme 2.7.11. M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.

f, h ∈ C∞(M) olmak üzere,

Hess(fh) = f Hess(h) + hHess(f) + df ⊗ dh+ dh⊗ df (2.98)

dir.

Kan�t. Her X, Y ∈ X(M) için,

Hess(fh)(X, Y ) = g(DXgrad(fh), Y )

= g
(
DX(fgrad(h) + h grad(f)), Y

)
= g

(
DX(f grad(h)) +DX(h grad(f)), Y

)
= g

(
DX(f grad(h)), Y

)
+ g
(
DX(h grad(f)), Y

)
= g

(
X(f)grad(h) + fDXgrad(h), Y

)
+g
(
X(h)grad(f) + hDXgrad(f), Y

)
= X(f)g(grad(h), Y ) + fg(DXgrad(h), Y )

+X(h)g(grad(f), Y ) + hg(DXgrad(f), Y )

(2.99)
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e³itli§i sa§lan�r. Gradyant tan�m�n�n yard�m�yla,

Hess(fh)(X, Y ) = df(X)dh(Y ) + f(Hess(h))(X, Y )

+dh(X)df(Y ) + h(Hess(f))(X,Y )

= (df ⊗ dh)(X,Y ) + f(Hess(h))(X,Y )

+(dh⊗ df)(X, Y ) + h(Hess(f))(X, Y ) (2.100)

oldu§u görülür.

Tan�m 2.7.12 (Laplacian). M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.

f ∈ C∞(M) olmak üzere, f fonksiyonunun Laplacian � (∆f), ³u ³ekilde tan�ml�d�r:

∆f = div(grad(f)) (2.101)

Bu tan�m yard�m�yla,

∆f = div(grad(f)) = gµνg(D∂µgrad(f), ∂ν)

= gµν(Hess(f))(∂µ, ∂ν)

= CC (g−1 ⊗ Hess(f)) (2.102)

oldu§u bulunur.

Önerme 2.7.13. M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun.

f , h ∈ C∞(M) için,

∆(fh) = f∆h+ h∆f + 2g
(
grad(f), grad(h)

)
(2.103)

dir.
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Kan�t. f , h ∈ C∞(M) için,

∆(fh) = gµνg
(
D∂µgrad(fh), ∂ν

)
= gµνg

(
D∂µf grad(h), ∂ν

)
+ gµνg

(
D∂µh grad(f), ∂ν

)
= gµνg

(
(∂µf)grad(h), ∂ν

)
+ gµνg

(
fD∂µgrad(h), ∂ν

)
+gµνg

(
(∂µh)grad(f), ∂ν

)
+ gµνg

(
hD∂µgrad(f), ∂ν

)
= gµνg

(
(∂µf)grad(h), ∂ν

)
+ fgµνg

(
D∂µgrad(h), ∂ν

)
+gµνg

(
(∂µh)grad(f), ∂ν

)
+ hgµνg

(
D∂µgrad(f), ∂ν

)
= gµνg

(
(∂µf)grad(h), ∂ν

)
+ f∆h

+gµνg
(
(∂µh)grad(f), ∂ν

)
+ h∆f (2.104)

bulunur. A³a§�daki e³itliklerden,

gµνg((∂µf)grad(h), ∂ν) = (∂µf)g
µνg(grad(h), ∂ν)

= g(grad(h), (∂µf)g
µν∂ν)

= g(grad(h), grad(f)) (2.105)

gµν((∂µh)grad(f), ∂ν) = g(grad(f), gµν(∂µh)∂ν)

= g(grad(f), grad(h)) (2.106)

∆(fh) = f∆h+ h∆f + 2g(grad(f), grad(h)) (2.107)

oldu§u görülür.
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2.8. Ricci ve Skaler E§rilikleri

Tan�m 2.8.1 (Ricci E§rili§i). M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold ol-

sun. R, M üzerinde Riemann e§rili§i olmak üzere M nin Ricci e§rili§i,

Ric = C 1
1R (2.108)

olarak tan�mlan�r.

Tan�mdan, her Z, Y ∈ X(M) için,

Ric(Z, Y ) = (C 1
1R)(Z, Y )

= R(∂l, Z, Y, dx
l) (2.109)

dir. Bu e³itlikte Z = ∂ν ve Y = ∂µ al�n�rsa,

Ric(∂ν , ∂µ) = R(∂l, ∂ν , ∂µ, dx
l) = R l

lνµ (2.110)

olur.

Teorem 2.8.2. M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olsun. M nin Ricci

e§rili§i simetriktir yani her X, Y ∈ X(M) için,

Ric(X,Y ) = Ric(Y,X) (2.111)

dir.

Kan�t. Her X, Y ∈ X(M) için,

Ric(X, Y ) = gijg(R(∂i, X)Y, ∂j)

= gijg(R(Y, ∂j)∂i, X)

= −gijg(R(Y, ∂j)X, ∂i)

= gijg(R(∂j, Y )X, ∂i)

= gjig(R(∂j, Y )X, ∂i)

= Ric(Y,X) (2.112)
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elde edilir.

Tan�m 2.8.3 (Skaler E§rili§i). M , diferansiyellenebilir bir Riemann manifold

olsun. M manifoldunun Skaler e§rili§i,

S = CC (g−1 ⊗Ric) (2.113)

³eklinde tan�mlan�r.
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3. BOCHNER TEKN���

Riemann geometride Bochner tekni§i ve geometrik analiz ile ilgili baz� temel

kaynaklar [3], [4], [7], [9], [10] dur.

3.1. Bochner Formülü

Önce baz� kavramlar� not edelim:

i) Adjointlik : (1, 1) tipinde yani L : X(M) → X(M) formundaki bir tensör

alan�n�n adjointi bir g Riemann metri§ine göre, her V,W ∈ X(M) için,

L∗ : X(M) → X(M)

g(L∗(V ),W ) = g(L(W ), V ) (3.1)

olarak tan�mlanan (1, 1) tipindeki yeni L∗ tensör alan�d�r. Bu tan�m�n iyi

tan�ml� oldu§u Önerme 2.5.2 kullan�larak hemen görülür. (bak�n�z sayfa 16

Levi-Civita varl�k teklik). Mesela bir W vektör alan�n�n kovaryant diferan-

siyeli, DW : X(M) → X(M) , (DW )(X) = DXW olarak tan�mlanm�³t�.

Öyleyse (DW )∗ dan bahsedilebilir.

ii) Tensörlerin iç çarp�m� : F,G ∈ Trs(M) olsun. Öyleyse bu tensörlerin iç

çarp�m� herhangi bir koordinat sisteminde,

< F,G >= gi1j1gi2j2 ...girjrga1b1ga2b2 ...gasbsF
a1a2...as
i1i2...ir

Gb1b2...bs
j1j2...jr

(3.2)

ile tan�ml�d�r. Bu ifade uygun kontraksiyon kodlamas� seçimi ile

< F,G >= CC...C︸ ︷︷ ︸
2(r+s) defa

(g−1 ⊗ ...⊗ g−1 ⊗ g ⊗ ...⊗ g ⊗ F ⊗G) (3.3)

biçimindedir. Özel olarak F,G ∈ Tr1(M) ise yani

F,G : Xr(M) → X(M) (3.4)

³eklinde iki tensör alan� varsa bu tensörlerin iç çarp�m� yukar�daki tan�m kul-
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lan�larak,

< F,G >= gi1j1 ...girjrg
(
F (∂i1 , ..., ∂ir), G(∂j1 , ..., ∂jr)

)
(3.5)

³eklinde yaz�labilir.

iii) Simetrik tensörlerde e³itsizlik : F ∈ T20 simetrik bir tensör alan� verilsin.

F tensör alan�n�n g Riemann metrik tensöründen büyük ya da küçük olmas�

a³a§�daki gibi tan�mlan�r: k ∈ R ve her V ∈ X(M) için,

1) F ≥ k.g ⇔ F (V, V ) ≥ k.g(V, V )

2) F ≤ k.g ⇔ F (V, V ) ≤ k.g(V, V )

dir. �imdi Bochner formülünü ispatlayal�m:

Önerme 3.1.1 (Bochner Formülü). (M, g) Riemann manifoldu olsun. Ad�na

Bochner Formülü denilen

div(DVW ) = Ric(V,W ) + V (divW )+ < DV, (DW )∗ > (3.6)

e³itli§i her V,W ∈ X(M) için geçerlidir.

Kan�t. Her V,W ∈ X(M) için

div(DVW ) = gµνg(D∂µDVW,∂ν)

= gµνg(D∂µDVW,∂ν)− gµνg(DVD∂µW,∂ν)− gµνg(D[∂µ,V ]W,∂ν)

+gµνg(DVD∂µW,∂ν) + gµνg(D[∂µ,V ]W,∂ν)

= gµνg(D∂µDVW −DVD∂µW −D[∂µ,V ]W,∂ν)

+gµνg(DV (DW )(∂µ), ∂ν) + gµνg(DD∂µV−DV ∂µW,∂ν)

= gµνg(R(∂µ, V )W,∂ν) + gµνg(DV (DW )(∂µ), ∂ν)

+gµνg(DD∂µV
W,∂ν)− gµνg(DDV ∂µW,∂ν)

= Ric(V,W ) + gµνg(DV (DW )(∂µ), ∂ν)

+gµνg((DW )(D∂µV ), ∂ν)− gµνg((DW )(DV ∂µ), ∂ν) (3.7)
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bulunur. Yukar�da D4 özelli§i, �DW � kovaryant diferansiyel tan�m� ve e§rilik-

lerin tan�mlar� kullan�lm�³t�r. Tk1(M) ye ait tensör alanlar�n�n tensör türevi kul-

lan�ld�§�nda
(
sayfa 18, e³itlik (2.45)

)
,

div(DVW ) = Ric(V,W ) + gµνg
(
DV (DW )(∂µ)− (DW )(DV ∂µ), ∂ν

)
+gµνg((DW )(D∂µV ), ∂µ)

= Ric(V,W ) + gµνg((DVDW )(∂µ), ∂ν) + gµνg((DW )(D∂µV ), ∂ν)

(3.8)

bulunur. Buradaki ikinci terim a³a§�daki gibidir:

gµνg((DVDW )(∂µ), ∂ν) = gµνg((DVDW )γµ∂γ, ∂ν)

= gµν(DVDW )γµg(∂γ, ∂ν)

= (DVDW )γµδ
µ
γ

= (DVDW )µµ

= C (DVDW )

= DVC (DW )

= V (divW ) (3.9)

Burada (2.86) de verilen diverjans tan�m� kullan�lm�³t�r. Denklem (3.9) yukar�da

(3.8) de yerine konursa,

div(DVW ) = Ric(V,W ) + V (divW ) + gµνg((DW )(D∂µV ), ∂ν) (3.10)

elde edilir. (1, 1) tipinden tensör alan� olan DW nin adjointi kullan�l�rsa,

div(DVW ) = Ric(V,W ) + V (divW ) + gµνg((DW )∗(∂ν), D∂µV )

= Ric(V,W ) + V (divW ) + gµνg((DW )∗(∂ν), (DV )(∂µ))

= Ric(V,W ) + V (divW )+ < DV, (DW )∗ > (3.11)
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e³itli§i elde edilir. Burada Tr1(M) ye ait tensörler için geçerli olan iç çarp�m tan�m�

kullan�lm�³t�r.

�imdi baz� önemli vektör alanlar�n�n tan�mlar�n� verelim:

3.2. Harmonik ve Killing Vektör Alanlar�

Tan�m 3.2.1 (Harmonik Vektör Alan�). M , diferansiyellenebilir bir Riemann

manifold olsun. Her V , W ∈ X(M) için,

g(DV ξ,W ) = g(DW ξ, V ) (3.12)

(
yani Dξ = (Dξ)∗

)
ve

div(ξ) = 0 (3.13)

ko³ullar�n� sa§layan ξ vektör alan�na harmonik vektör alan� denir.

Tan�m 3.2.2 (Killing Vektör Alan�). M , diferansiyellenebilir bir Riemann

manifold olsun. Her V , W ∈ X(M) için,

g(DV ξ,W ) = −g(DW ξ, V ) (3.14)

(
yani Dξ = −(Dξ)∗

)
e³itli§ini sa§layan ξ vektör alan�na Killing vektör alan� denir.

Sonuç 3.2.3. ξ Killing vektör alan�, div(ξ) = 0 özelli§ine sahiptir.

Kan�t. Her ξ ∈ X(M) için,

div(ξ) = gµνg(D∂µξ, ∂ν)

= −gµνg(D∂νξ, ∂µ)

= −div(ξ) (3.15)

olur ve div(ξ) = 0 elde edilir.
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Tan�m 3.2.4 (Konformal Killing Vektör Alan�). M , diferansiyellenebilir bir

Riemann manifold olsun. Her V , W ∈ X(M) ve ρ ∈ C∞(M) için,

g(DV ξ,W ) + g(DW ξ, V ) = ρg(V,W ) (3.16)

e³itli§ini sa§layan ξ vektör alan�na konformal Killing vektör alan� denir.

Sonuç 3.2.5. Konformal Killing vektör alan�n�n tan�m�nda yer alan ρ ∈ C∞(M)

fonksiyonunun e³iti

ρ =
2divξ

n
(3.17)

dir.

Kan�t. V = ∂µ ve W = ∂ν vektör alanlar� için, tan�mdan

g(D∂µξ, ∂ν) + g(D∂νξ, ∂µ) = ρg(∂µ, ∂ν) (3.18)

gµνg(D∂µξ, ∂ν) + gµνg(D∂νξ, ∂µ) = gµνρg(∂µ, ∂ν) (3.19)

2divξ = ρgµνgµν

= ρ.n (3.20)

bulunur. Bu e³itlikten,

ρ =
2divξ

n
(3.21)

oldu§u görülür.

Sonuç 3.2.6. ξ ∈ X(M) herhangi bir konformal Killing vektör alan� olmak üzere,

(Dξ)∗ = −Dξ +
2

n
(divξ) id (3.22)

dir (Burada id tensörü id(X) = X olarak tan�mlanan (1, 1) tipinden tensördür.)

40



Kan�t. Her V,W ∈ X(M) için konformal Killing vektör alan� tan�m�ndan,

g((Dξ)(V ),W ) = g(DV ξ,W )

= −g(DW ξ, V ) +
2

n
div(ξ)g(V,W ) (3.23)

bulunur (bak�n�z Sonuç 3.2.5). Öyleyse

g((Dξ)(V ),W ) = g(−(Dξ)(W ), V ) + g(
2

n
div(ξ)W,V )

= g(−(Dξ)(W ) +
2

n
div(ξ) id(W ), V ) (3.24)

olmal�d�r. Burada id(W ) = W ile tan�ml� (1, 1) tipinden �id� tensör alan� kul-

lan�lm�³t�r. Bu son e³itlikten

g((Dξ)(V ),W ) = g

((
−Dξ +

2

n
(divξ) id

)
(W ), V

)
(3.25)

yaz�labilir. (1, 1) tipinden tensörlerin adjointi kullan�ld�§�nda,

g((Dξ)∗(W ), V ) = g

((
−Dξ +

2

n
(divξ) id

)
(W ), V

)
(3.26)

bulunur. Burada g nin nondejenereli§i kullan�ld�§�nda,

(Dξ)∗(W ) =
(
−Dξ +

2

n
(divξ) id

)
(W ) (3.27)

olur. Bu ifade her W ∈ X(M) için geçerli oldu§undan,

(Dξ)∗ = −Dξ +
2

n
(divξ) id (3.28)

olarak elde edilir.

S.Bochner [3] ve K.Yano [10] a³a§�daki teoremleri ispatlam�³t�r:

Teorem 3.2.7. (M, g) n-boyutlu, kompakt, kenars�z, yönlendirilmi³, ba§lant�l� bir

Riemann manifold olsun. E§er,

Ric ≥ 0 (3.29)
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ise tüm harmonik vektör alanlar� paraleldir. Yani tüm Y ∈ X(M) harmonik vektör

alanlar� için DY = 0 d�r.

Kan�t. Y ∈ X(M) herhangi bir harmonik vektör alan� olsun.

W = DY Y (3.30)

vektör alan� tan�mlans�n. Bu vektör alan�n�n diverjans�,

divW = Ric(Y, Y ) + Y (divY )+ < DY, (DY )∗ > (3.31)

dir. Harmonik vektör alanlar�n�n tan�m�ndan divY = 0 ve DY = (DY )∗ oldu§u

biliniyor. Demek ki yukar�daki e³itlik,

divW = Ric(Y, Y )+ < DY,DY > (3.32)

³eklinde yaz�labilir. Teoremde verilen Ric ≥ 0 varsay�m� kullan�l�rsa (böyle tensör-

lerin e³itsizlik tan�m�ndan) Ric(Y, Y ) ≥ 0 olur ve

divW ≥< DY,DY > (3.33)

sonucu elde edilir. Her iki taraf M manifoldu üzerinde integre edilirse,

∫
M

divWdvol ≥
∫
M

< DY,DY > dvol (3.34)

0 ≥
∫
M

< DY,DY > dvol (3.35)

bulunur. Burada kenars�z ve kompakt manifoldlarda Diverjans Teoremi olarak bili-

nen (bak�n�z [7] sayfa 364) ve herhangi bir V ∈ X(M) için geçerli olan

∫
M

(divV )dvol = 0 (3.36)
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e³itli§i kullan�lm�³t�r. Öte yandan, < DY,DY >≥ 0 oldu§undan (iç çarp�m özellik-

lerinden dolay�)

∫
M

< DY,DY > dvol ≥ 0 (3.37)

d�r. (3.35) ve (3.37) e³itsizliklerinden

∫
M

< DY,DY > dvol = 0 (3.38)

bulunur. Bilindi§i gibi < DY,DY >≥ 0 oldu§undan bu e³itlik ancak ve ancak

< DY,DY >= 0 durumunda geçerli olur. Öyleyse iç çarp�m�n pozitif tan�ml�l�§�n-

dan DY = 0 bulunur.

Teorem 3.2.8. (M, g) n-boyutlu, kompakt, kenars�z, yönlendirilmi³, ba§lant�l� bir

Riemann manifold olsun. E§er,

Ric ≤ 0 (3.39)

ise tüm Killing vektör alanlar� paraleldir. Yani tüm X ∈ X(M) Killing vektör

alanlar� için DX = 0 d�r.

Kan�t. X ∈ X(M) herhangi bir Killing vektör alan� olsun.

W = DXX (3.40)

vektör alan� tan�mlans�n. Bu vektör alan�n�n diverjans�,

divW = Ric(X,X) +X(divX)+ < DX, (DX)∗ > (3.41)

dir. Killing vektör alanlar�n�n tan�m�ndan divX = 0 ve (DX)∗ = −DX oldu§u

biliniyor. Demek ki yukar�daki e³itlik,

divW = Ric(X,X)− < DX,DX > (3.42)

³eklinde yaz�labilir. Teoremde verilen Ric ≤ 0 varsay�m� kullan�l�rsa, Ric(X,X) ≤ 0
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olur ve

divW ≤ − < DX,DX > (3.43)

sonucu elde edilir. Teorem 3.2.7 nin ispat�ndaki yöntem burada kullan�l�rsa, yukar�-

daki ifadeden

0 ≥
∫
M

< DX,DX > dvol (3.44)

e³itsizli§i ve sonras�nda Teorem 3.2.7 nin ispat�nda verilen ayn� sebeplerle

∫
M

< DX,DX > dvol = 0 (3.45)

bulunur ve DX = 0 sonucu elde edilir.

A³a§�daki teorem Yano [10] taraf�ndan ispatlanan konformal Killing vektör alan-

lar�n�n paralelli§i ile ilgili olan teoremdir:

Teorem 3.2.9. (M, g) n-boyutlu, kompakt, kenars�z, yönlendirilmi³, ba§lant�l� bir

Riemann manifold olsun. E§er,

Ric ≤ 0 (3.46)

ise tüm konformal Killing vektör alanlar� paraleldir. Yani tüm Z ∈ X(M) konformal

Killing vektör alanlar� için DZ = 0 d�r.

Kan�t. Z ∈ X(M) herhangi bir konformal Killing vektör alan� olsun.

W := DZZ − div(Z)Z (3.47)

vektör alan� tan�mlans�n. Bu vektör alan�n�n diverjans�,

divW = div(DZZ)− div
(
div(Z)Z

)
= div(DZZ)− Z(div(Z))− (div(Z))2 (3.48)
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dir. Bu e³itli§in sa§�ndaki ilk terimde (3.6) de verilen Bochner formülü kullan�l�rsa,

divW = Ric(Z,Z) + Z(div(Z))+ < DZ, (DZ)∗ > −Z(div(Z))− (divZ)2 (3.49)

elde edilir. Sonuç 3.2.6 da verilen (DZ)∗ e³iti kullan�ld�§�nda,

divW = Ric(Z,Z)+ < DZ,−DZ +
2

n
(divZ)id > −(divZ)2

= Ric(Z,Z)− < DZ,DZ > +
2

n
(divZ) < DZ, id > −(divZ)2

= Ric(Z,Z)− < DZ,DZ > +
2

n
(divZ)2 − (divZ)2

= Ric(Z,Z)− < DZ,DZ > −n− 2

n
(divZ)2

≤ Ric(Z,Z)− < DZ,DZ > (3.50)

bulunur. Teoremdeki Ric ≤ 0 varsay�m�ndan,

divW ≤ − < DZ,DZ > (3.51)

e³itsizli§i elde edilir. Her iki taraf�n integrali al�nd�§�nda Diverjans Teoremi'nden,

0 ≤ −
∫
M

< DZ,DZ > dvol (3.52)

sonucuna ula³�l�r. Yukar�daki teoremlerin ispatlar�nda kullan�lan ayn� yöntem ile

DZ = 0 bulunur.

NOT: Yukar�da kullan�lan < DZ, id >= div(Z) e³itli§i ³u ³ekilde görülebilir:

Z ∈ X(M) olmak üzere,

< DZ, id > = gijg((DZ)(∂i), id(∂j))

= gijg(D∂iZ, ∂j)

= div(Z) (3.53)

e³itli§i bulunur.

Son zamanlarda Ricci e§rili§inin baz� modi�kasyonlar� yukar�daki teoremlerde

orijinal Ricci e§rili§i yerine kullan�lm�³t�r [5], [6]. Bu modi�kasyonlardan en bilineni
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Bakry-Emery [1] taraf�ndan tan�mlanan ve RicBE ile gösterilen

RicBE = Ric− Hess(h), h ∈ C∞(M) (3.54)

e§riliktir. Burada key� h ∈ C∞(M) fonksiyonu kullan�larak

u := exp (h) (3.55)

pozitif fonksiyonu tan�mlan�rsa h = ln(u) olaca§�ndan RicBE e§rili§i,

RicBE = Ric− 1

u
Hess(u) +

1

u2
(du⊗ du) (3.56)

³eklinde de yaz�labilir. Gerçekten de RicBE nin tan�m�nda yer alan Hess(h) ifadesi

her V,W ∈ X(M) için,

(Hess(h))(V,W ) =
(
Hess(lnu)

)
(V,W )

= g(DV (grad(lnu)),W )

= g(DV (
1

u
grad(u)),W )

= g(
1

u
DV grad(u) + V (

1

u
)grad(u),W )

=
1

u
g(DV grad(u),W ) + V (

1

u
)g(grad(u),W )

=
1

u
(Hess(u))(V,W )− 1

u2
V (u)W (u)

=
1

u
(Hess(u))(V,W )− 1

u2
(du⊗ du)(V,W )

=
(1
u
Hess(u)− 1

u2
(du⊗ du)

)
(V,W ) (3.57)

olarak elde edilir. Demek ki,

Hess(h) =
1

u
Hess(u)− 1

u2
(du⊗ du) (3.58)

dir. Bu sonuç RicBE nin tan�m�nda yerine konulursa (3.56) e³itli§i elde edilir.

NOT: Yukar�da grad(ln(u)) = 1
u
grad(u) e³itli§i kullan�lm�³t�r. Bu e³itlik gradyan-

t�n tan�m�ndan hemen elde edilebilir.

�imdi J.Lott [6] taraf�ndan ispatlanan ve Bakry-Emery Ricci e§rili§inin (RicBE)
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yer ald�§� a³a§�daki teoremin ispat� verilecektir. Bu çal�³mada verilecek olan is-

pat, Yano'nun [10] konformal Killing vektör alanlar� ile ilgili teoreminin ispat�ndaki

yöntemle yap�lan bir ispatt�r:

Teorem 3.2.10. (J.Lott) (M, g) n-boyutlu, kompakt, kenars�z, yönlendirilmi³, ba§lan-

t�l� bir Riemann manifold olsun. h ∈ C∞(M) olmak üzere, RicBE e§rili§i

RicBE ≤ 0 (3.59)

e³itsizli§ini sa§l�yor ise tüm Killing vektör alanlar� paraleldir. Yani tüm X ∈ X(M)

Killing vektör alanlar� için DX = 0 d�r.

Kan�t. W ile gösterilen

W = uDXX − g(grad(u), X)X (3.60)

vektör alan� in³a edilsin. Her iki taraf�n diverjans� olu³turulursa,

divW = div(uDXX)− div(g(grad(u), X)X) (3.61)

e³itli§i elde edilir. Burada (2.91) kullan�l�rsa,

divW = (DXX)(u) + udiv(DXX)−X(g(grad(u), X))

−g(grad(u), X)divX (3.62)

bulunur. Killing vektör alanlar�n�n paralelli§i, D5 özelli§i, Hess(u) tan�m� ve (3.42)

e³itli§inden

divW = (DXX)(u) + uRic(X,X)− u < DX,DX >

−g(DXgrad(u), X)− g(grad(u), DXX)

= (DXX)(u) + uRic(X,X)− u < DX,DX >

−g(DXgrad(u), X)− (DXX)(u)

= uRic(X,X)− u < DX,DX > −g(DXgrad(u), X)

= uRic(X,X)− u < DX,DX > −Hess(u)(X,X) (3.63)
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oldu§u sonucuna var�l�r. RicBE nin (3.56) ile verilen biçimi ve RicBE ≤ 0 varsay�m�

kullan�l�p her iki taraf u pozitif fonksiyonu ile çarp�l�rsa,

Ric(X,X)− 1

u
Hess(u)(X,X) +

1

u2
(du⊗ du)(X,X) ≤ 0 (3.64)

uRic(X,X)− Hess(u)(X,X) +
1

u
(du⊗ du)(X,X) ≤ 0 (3.65)

elde edilir. E³itsizli§in son terimi sa§ tarafa at�ld�§�nda,

uRic(X,X)− Hess(u)(X,X) ≤ −1

u
(du⊗ du)(X,X) (3.66)

bulunur. Bu sonuç (3.63) e³itli§inde kullan�l�rsa,

divW ≤ −1

u
(du⊗ du)(X,X)− u < DX,DX > (3.67)

oldu§u görülür. E³itsizli§in her iki taraf� M manifoldu üzerinde integre edildi§inde,

∫
M

divWdvol ≤
∫
M

−1

u
(du⊗ du)(X,X)dvol−

∫
M

u < DX,DX > dvol

(3.68)

elde edilir. Diverjans Teoremi'nden,

0 ≤
∫
M

−1

u
(X(u))2dvol−

∫
M

u < DX,DX > dvol (3.69)

0 ≥
∫
M

1

u
(X(u))2dvol +

∫
M

u < DX,DX > dvol (3.70)

bulunur. Öte yandan u pozitif fonksiyon oldu§undan ve iç çarp�m�n pozitif tan�m-

l�l�§�ndan,

∫
M

1

u
(X(u))2dvol +

∫
M

u < DX,DX > dvol ≥ 0 (3.71)
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sonucuna var�l�r. (3.70) ve (3.71) e³itliklerinden,

∫
M

1

u
(X(u))2dvol +

∫
M

u < DX,DX > dvol = 0 (3.72)

elde edilir. Buradan,

u < DX,DX >= 0 ve (X(u))2 = 0 (3.73)

oldu§u görülür. �ç çarp�m�n pozitif tan�ml�l�§�ndan,

DX = 0 (3.74)

sonucu ç�kar.
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4. SONUÇLAR, TARTI�MA VE ÖNER�LER

Bochner Tekni§i'nin temel teoremlerinden ve Bakry-Emery Ricci e§rili§inin kul-

lan�ld�§� teoremlerden görülmektedir ki Bochner Tekni§i bir vektör alan� in³as�ndan

hareketle faydal� e³itlikler veya e³itsizlikler elde etme yöntemidir. Yano'nun kon-

formal Killing vektör alan� ile ilgili teoreminin ispat�ndaki (bak�n�z [10] sayfa 41)

ayn� yöntem Teorem 3.2.10 da da geni³letilerek kullan�lm�³t�r. Bu tez bu aç�dan

göstermektedir ki, bu yöntem bundan sonra yap�lacak olan modi�ye edilmi³ Ricci

e§riliklerinin kullan�ld�§� çal�³malarda aktif olarak kullan�labilir.
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