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OZET

DUGUM GRUPLARININ SU (2) TEMSILLERI
Mehmet ERGEN
Matematik Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Nisan 2018

Danisman: Prof. Dr. Hiiseyin AZCAN

Bu tez tamsay1 diigiim ve tamsayi link gruplarinin SU (2) temsilleri uzayi, G tamsayi
diiglim ya da link grubu olmak iizere, R(G) = Hom(G, SU(2)) uzayinin topolojik yapisi
hakkindadir. Késegen bir temsille eslenik olan temsile indirgenebilir denir. Késegen
temsiller abelyen temsiller olarak da alinabilir ve bunun tersi de dogrudur. Bu ¢alis-
manin amaci tamsay1 diigiim ve tamsayi link gruplarinin SU (2) temsillerini SO(3) den-
klik altinda siniflandirmaktir. Bilindigi iizere SO(3) = S3/{+I}'nin S3 tizerine eslenik ile
verilen bir etkisi vardir. Bu etki R(G) lizerine dogal bir sekilde genisler ve indirgene-
mez temsiller kiimesi R*(G)’ye kisitlandiginda serbest bir etki oldugundan [R*(G)] =
R*(G)/(SO(3)’iin etkisi) tanimlanabilir. Calisma boyunca SU(2) ve S® izomorf Lie gru-
plari olarak ve S3, d(x, y) = cos”l < x, y >€ [0, ] metrigiyle bir metrik uzay olarak goz
ontine alinmistir. Kompleks sayilarda oldugu gibi bir Q birim kuaterniyonu Q = cosa +
sina g = e* kutupsal formda kullanilmigtir. Wirtinger gésterimiyle verilen bir diigiim
grubunun {iiretecleri meridyenlerin homotopi siniflar1 oldugundan grubun bir SU(2)
temsili, gruptaki karsilik gelen iliskileri saglayan kuaterniyonlarin bir kiimesi olarak
diistiniilebilir. Dolayisiyla bir temsil SU(2)'da diigiim grubunun {iirete¢ sayisi olan n
noktanin bir konfigiirasyonu olarak goz 6niine alinabilir. O halde (SU(2))"'nin bir alt
kiimesi olarak; temsil uzayi, (SU(2))"'den bir altuzay topolojisi devralir. Bu altkiime
kompakt-acik topoloji ile donatilabilir ancak denk olmalarina ragmen altuzay topolo-
jisi bir sekilde daha kanoniktir. Anlasilirlik bakimindan 6ncelikle diiglim durumu daha
sonra link durumu incelenmistir. Tamsay1 diigiim ve tamsayi link gruplarinin cember
temsillerinin siniflandirilmasi daha énce calisilmis ve bu tezde bu ¢calisma baz alinarak
G grubunun bir ¢cember temsili ile bir SU(2) temsili iligskilendirilmistir. Bir tamsay1
diigim ya da link grubu G’nin herhangi bir SU(2) temsili bir cember temsili indirger
ve tersine bir cember temsil bir SU(2) temsile kaldirilabilir. Sonug olarak G'nin temsil
uzay1 SO(3) denklik altinda karakterize edilmis olur.

Anahtar Sozciikler: Diiglim grubu, Link, Eslenik, Alexander polinomu, Temsil
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ABSTRACT

REPRESENTATIONS OF KNOT GROUPS IN SU(2)

Mehmet ERGEN

Anadolu University, Graduate School of Sciences, April 2018
Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin AZCAN

This thesis is a study of the structure of the space R(G) = Hom(G, SU(2)) of rep-
resentations of integer knot and integer link groups into SU(2), where G is integer
knot or integer link group. A representation is said to be a reducible representation
if it is conjugate to a diagonal representation. The diagonal representations can be
taken as the abelian representations and vice versa. Purpose of this work is to clas-
sify SU(2) representations of integer knot and link groups up to SO(3) equivalence.
It is known that SO3) = S3/ {+I} acts on S° by conjugation. This action naturally ex-
tends on R(G) and since it is a free action when restricted to irreducible representations
R*(G) one can define [R*(G)] = R*(G)/ action by SO(3). Throughout the thesis SU(2)
and S® are regarded as isomorphic Lie groups and S3 is a metric space with the met-
ricd(x,y) = cos”! < x, y >€ [0,7]. As in the complex numbers a unit quaternion Q is
used in polar form Q = cosa +sinag = e*9. A SU(2) representation of the group can be
thought of as a set of quaternions which satisfy corresponding relations in the group
since generators of a knot group with Wirtinger presentation are the homotopy classes
of meridians. Hence a representation can be regarded as a configuration of n points,
number of generators of the knot group, in SU(2). So, being a subset of (SU(2))", the
representation space inherits a (subspace) topology from (SU(2))". The compact-open
topology can be assigned to this subset but subspace topology somehow more canon-
ical although they are equivalent. For clarity it was discussed the knot case first and
link is latter. The circle representations of integer knot and link groups have been clas-
sified before and taking this classification as a fundamental idea any SU (2) represen-
tation has been identified with a circle representation. Any SU(2) representation of
integer knot or link group G induces a circle representation of G and conversely a cir-
cle representation can be lifted to an SU(2) representation. As a result the topology of
representation space of G modulo SO(3) have been characterized.

Keywords: Knot group, Link, Conjugate, Alexander polynomial, Representation
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1. GIRisS

Diiglimlerin matematiksel acidan ¢alisilmasi C. E Gauss ile baslamistir. Onun elek-
trodinamik {izerine arastirmasi (1833), diigiim teorisinde ve topolojinin diger dallarin-
da temel bir ara¢ olan “gecisme sayis1”nin (“linking number”) analitik bir formtilasyo-
nunu iceriyordu.

Diigiim tiplerinin siniflandirilmasina yonelik ilk calisma 50 y1l kadar sonra bir in-
giliz grup tarafindan yapildi. Tait, Kirkman ve Little’in ¢alismasi “on kath diigtimlenme”
(“tenfold knottiness”) bakimindan diiglimlerin ¢ok giizel diyagramlarda listelenmesi
ile sonuclanmistir. Bu grubun baslangictaki yontemleri kombinatoryal ve deneyseldi.
Diigiimlerin ve linklerin sahip oldugu 6zelliklerin anlasilmasi, H. Poincaré’nin topoloji
ve cebirsel topoloji alaninda yaptig1 devrimsel gelismelerle hiz kazanmistir. Diigiim
teorisi, cebirsel topoloji, grup teorisi ve diger pek cok alanda 6nemli fikirlerin gelisme-
sine neden olmustur.

Klasik diigiim teorisinin gelismesine M. Dehn, J. W. Alexander, W. Burau, O. Schreier,
E. Artin, K. Reidemeister, E. R. Van Kampen, H. Seifert, J. H. C. Whitehead, H. Tietze, R.
H. Fox katkida bulunmustur. R*’te cokgensel bir egri olarak goz éniine alinan diigiim
kavrami, S!’in R¥e (hatta S"’'nin S™’ye) gémiilmelerinin denklik siniflar1 olan diigiim
kavramina modernize edilmistir. Dligiim teorisi surgery ve singularity theory kullani-
larak yiiksek boyutlarda da ¢alisiimaktadir [5].

Bugiin diigiim teorisi matematikgilerin yani sira biyologlar, kimyagerler ve fizikg¢iler

tarafindan da ¢alisilmaktadir [1].



2. S® VE KUATERNIYONLAR

2.1. Kuaterniyonlar

Diizlemin kompleks sayilar yardimiyla bir cebirsel yapiya (cesime) doniistiiriilme-
sinde oldugu gibi dort boyutlu uzay da kuaterniyonlar ya da stiper kompleks sayilar

yardimuiyla bir cebirsel yapiya (béliimlii halkaya) déniistiiriiliir. R*'{in bir eleman1
x = (X1, X2, X3, X4)

sirali dortliisii olarak goz 6niine alinip bu sirali dortli x; + x2i + x3 j + x4 k kuaterniyonu

ile iligkilendirilir. Bilindigi gibi
H={xi+x0+x3j +xsk|i*=j>=k*=ijk=-1}

seklinde tanimlanan kuaterniyonlar bir b6liimlii halkadir. Burada (H, +) bir degismeli
gruptur ve yukaridaki kuralla verilen ve dagilmali olan carpmaya gore de [ kiimesi

degismeli olmayan bir gruptur.

e ijk=-1denkleminin her iki tarafi k ile carpilirsa i jk*> = —k ve k? = —1 oldugun-

dan —ij = —k, buradan da i j = k sonucuna ulasilir.

e ijk = -1 denkleminin her iki tarafi i ile carpilirsa i’ jk = —i ve i* = —1 oldugun-

dan —jk = —i, buradan da jk = i sonucuna ulasilir.

* ijk=-1denkleminin her iki tarafi soldan jiile ve sagdan i ile carpilirsa ji% jki =

—ji?ve i? = -1, j2 = —1 oldugundan ki = j sonucuna ulagihr.

1

e i2=j2=k?=-1oldugundani™! =—i,j ! = —jve k™! = —k. Buradan ij = k ise
1

(ij)~t = jli7! = k7! ve boylece (—j)(—i) = —k yani ji = —k sonucuna ulasilr.

Benzer sekilde kj = —i ve ik = —j elde edilir.

Sekil (2.1)de i, j, k kuaterniyonlarinin carpimlar: soyle de 6zetlenebilir; cember iiz-
erindeki herhangi iki elemanin ¢arpimi eger ok yoniinde yapiliyorsa bu ¢arpim ti¢iincii

elemanin + isaretlisine, diger durumda ticiincii elemanin — (eksi) isaretlisine esittir. [H

2



Sekil 2.1: i,j, k kuaterniyonlarinin ¢carpimi

kiimesi, kompleks sayilar kullanilarak
H={z+wjlz,weC,j*=-1,jw=wj}
seklinde de tanimlanabilir. Bir x = x; + x27 + x3j + x4 k kuaterniyonunun eslenigi
X=Xx1— X0 —X3] — Xak

ve normu

x| = VxX

seklinde tanimlanir. Dikkat edilirse v xXx negatif olmayan bir reel sayidir;

XX = (x1+x20+x3]+x4k)(x1 —X20 — X3 — x4 k)
= xf + x% + x§ + xﬁ + i(=X1 X2 + XoX1 — X3X4 + X4X3) + J(—X1X3 + X3X1 + X2 X4 — X4 X2)
+k(—X1X4 + X471 — X2 X3 + X3X2)

_ 2.2 .2 2 _m+
= x7+x;+x3+x;€ RTU{0}.

Normu 1 olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir. Yukarida tanimlanan norm R*’te

bilinen norm ile ¢akistigindan birim kuaterniyonlar kiimesi 3-boyutlu kiiredir, yani
S*={xeH]||xI=1}

Bir x = x1 + x21 + x3j + x4k kuaterniyonundaki x;’e x’in reel kismi denir ve Re(x) ile
gosterilir. Reel kismu sifir olan kuaterniyona piir-imajiner kuaterniyon denir. Ayrica
bir x kuaterniyonunun imajiner kismi xpi + x3j + x4k kuaterniyonudur ve Im(x) ile

gosterilir. Bir u piir-imajiner kuaterniyonunun eslenigi # = —u ve normunun karesi



|ul? = uit = u(-u) = —u®dir. Eger u piir-imajiner kuaterniyonu birim kuaterniyon ise

u? = —1 sonucuna ulasilir. Bunun tersi de dogrudur, yani u® = -1 ve |u| = 1 ise u bir

piir-imajiner kuaterniyondur. u = uj + upi+u3 j + usk olmak iizere u? = -1 o ut=-u

ve |ul? = uit=11ise it = u~! oldugundan i = —u elde edilir ve bu da

ul—ugi—ugj—u4k:—u1—u2i—u3j—u4k

denklemini ve u; = 0 sonucunu verir. Boylece asagidaki 6nerme ispatlanmis olur.

Onerme 2.1.
Bir birim kuaterniyonun piir-imajiner olmasi icin gerekli ve yeterli kosul karesinin —1

olmasidir.

Tipkt kompleks sayilarda oldugu gibi kuaterniyonlarin da bir kutupsal formundan

bahsetmek miimkiindiir. Hatirlanacak olursa z = x + yi € C — {0} kompleks sayis1

_ s ]2 2 X y :
Z=X+yi= x+y(\/x2+y2+\/x2+yzl)

seklinde yazilabilir. (—2=)* + (—=2£=)” = 1 oldugundan uygun bir « € [0,27) icin

/x2+y2 /x2+y2
X 2 . y 2
cosq = —— ve sina=———
(=) (=)

seklinde secilebilir. (Buradaki se¢im keyfidir fakat geometrik nedenlerden dolay1 yu-

karidaki gibi segilir, cosa = ( \/%)2 vesina = (\/%)2 secimi de yanhs olmaz.) Bu
2 +y x2+y

durumda z kompleks sayis1

z=x+iy=1/x?+y*(cosa+isina)

seklinde yazilabilir. Buradan kuaterniyonlara bir anoloji yapilarak bir kuaterniyonun

da kutupsal formundan bahsedilebilir. Bir x = x; + x2i + x3j + x4k birim kuaterniyonu

X = X1+Xol+X3]+ x4k

X2 . X3 . X4
X141/ X5+ X5+ x5 i+ j+ k
2., 2 .2 2, 2. .2 2, 2. .2
\/x2+x3+x4 \/x2+x3+x4 \/ X5 + x5+ X7




seklinde yazilabilir. Diger taraftan

2
xf+(\/x§+x§+x§) =1

oldugundan uygun bir a € [0,27) icin x; = cosa, |/ x5 + x5 + X2 = sina yazilabilir. Bu

durumda g bir piir-imajiner kuaterniyon olmak {izere Q birim kuaterniyonu
Q=cosa+sinaq

formundadir ve tamamen kompleks sayilardan esinlenerek Q = e*7 seklinde gosterilir.
Bu durumda

Q=e"=cosa+sinag

gosterimiyle iki kuaterniyonun ¢arpimi daha kolay bir sekilde yapilir. Ornegin,
Qi =e"" ve Qy=ef®

olmak tizere

Q1Q2

(cosa +sinagq;)(cos B +sinfq»)

= cosacosf+cosasinfqg, +sinacosfq; +sinasinfiq; ® qo,

burada 1 ® g2 =— < q1,q2 > +q1 x g2 ve g1 = x1i+ y1j+z1kile qo = x2i+ y» j + 2o k plir-
imajiner kuaterniyonlari sirasiyla (x1, y1, z1) ve (x2, y2, z2) sirali ticliiliileri ile eslenip bi-
linen i¢ ¢carpimla vektorel ¢carpim kullanilmistir.

Kuaterniyon ¢arpimi acikca degismeli degildir ve bu altb6liim iki birim kuaterniy-
onun hangi kosullarda degismeli oldugu ile sonlandirilacaktir.

Q1 =cosa +sinagqg; ve Q2 = cos f + sin §g» iki birim kuaterniyon olsun ve

Q1Q2=0Q2Q

olsun. Bu durumda

Q1Q2 =cosacosf+cosasinfig, +sinacos g, +sinasinfq; ® g»



Q2Q1 =cosfcosa+cosPsinaq; +sinfcosaqgy +sinBsinag. ® q;

denklemlerinden
Q1Q2 = Q2Q1 & sinasinfq1 ® g, =sin fsinaqgz ® g
elde edilir. Vektorel gcarpimin gq; x g2 = —¢2 x q1 Ozelligi hatirlanacak olursa
Q1Q2=0Q20, ©2sinasinfq1 x g2 =0 a=knveya f=kn,keZ veyaq, =*q>
elde edilir. Ozetle bir g piir-imajiner birim kuaterniyonu i¢in
Sy =1e"" | ae[0,2m)} 2.1)

kiimesindeki kuaterniyonlar degismelidir hatta bu kiime bilinen birim ¢cembere home-
omorftur ve Cartan altgrubu olarak adlandirilir. Sonug olarak iki birim kuaterniyon
carpmaya gore degismeli ise ya bu ikisinden biri +1'dir ya da her ikisi de ayn1 Cartan
altgrubunun elemanidir. Ayrica birim kuaterniyonlarin ¢carpim grubunun merkezi de

Z(8%) = £1 olarak belirlidir.
2.2. Kuaterniyon Carpiminin Geometrisi

Otelemeler haricindeki R¥’iin izometrileri (yani orjini sabit birakan izometriler)
dénmelerdir. Bilindigi tizere R’"'nin bir izometrisi bir lineer déniisiimdiir. R*’iin dén-
me izometrisinin, dolayisiyla lineer doniisiimiiniin matrisi A olsun. A,3 x 3 tipinde
bir matris oldugundan karakteristik polinomu kiibiktir ve kiibik polinomun en az bir
gercel kokii vardir. Bu gercel kok A olmak iizere ve matrisi A ile verilen lineer doniisiim
icin v vektorii A'ya karsilik gelen 6zvektor olmak iizere A(v) = Av'dir. Dolayisiyla A,
v’'nin belirttigi dogruyu kiime olarak sabit birakan ve bunun ortogonal diizleminde
verilen bir donmedir.

R’de tiim izometriler ya bir 6teleme ya da bir noktaya gore yansimadir. R?'de ise
izometriler ya 6teleme ya bir nokta etrafinda dénme ya da bir dogruda yansimadir.

Benzer izometriler aslinda R3’te de vardir, diizlemden farkli olarak R3’te bir eksen



etrafinda dénmeler vardir. Bununla kastedilen, v € R3 vektoriiniin orto gonal diizle-
mindeki dénmeler ve ddnmenin her paralel dogruya ayni sekilde genislemeleridir. R*’te
durum biraz farklidir, orda yeni bir izometri sinifi gelir, bunlar da burgu hareketidir. Bir
Q=e%e S%icin

Ro:R*—R* Ro(X)=QX

doniisiimii agikca lineerdir. u vektorii g vektoriine dik bir birim vektor ve
v=qu=—-<q,u>+qxu=qxu

vektoril olmak tizere Ro doniistimii altinda {1, g, u, v} tabaninin goriintiisii sirasiyla

Ro(1) = Q-l1=cosa-l+sina-q

Ro(g) = Qg =cosaqg+sinag® = -sina-1+cosa-q

Ro(u) = Qu=cosau+sinaqu=cosa-u+sina-v

Ro(v) = Qu=cosav+sinaqu=cosa-v-sina-u=-sina-u+cosa-v

seklindedir. Bu durumda R doniistimiiniin belirtilen tabana gore matrisi

cosa -—sina 0 0
sina cosa 0 0
0 0 cosa -—sina
0 0 sina cosa

matrisidir. Buradan agikca goriiliir ki bu doniistim {1, g} diizleminde a-lik d6nme ile

{u, v} diizleminde a-lik donme olan iki ddnmenin bileskesidir. Benzer bir sekilde
Lo:R*—-R*Y LoX)=XQ

doniisiimii de agikca bir lineer dontisiimdiir ve Lo doniisiimii altinda {1, g, u, v} ta-



baninin goriintiisii sirasiyla

Lo(1) = 1-Q=cosa-1+sina-q

Lo(q) = gQ=cosaq+sinag’=—sina-1+cosa-q

Lo(w) = uQ=cosau+sinauqg=cosa-u—sina-v

Lo(v) = vQ=cosav+sinavg=cosa-v+sina-u=sina-u+cosa-v

oldugundan Lq doniislimiiniin matrisi

cosa -—sina 0 0
sina cosa 0 0
0 0 cosa Ssina
0 0 —sina cosa

matrisidir. Lo doniisiimiiniin matrisinden goriildiigii tizere Lo doniisiimii {1, g} diizle-
minde a-lik donme ile {u, v} diizleminde (—a) -lik donmenin bileskesidir.

Simdi bu iki doniisiimden hareketle Ry-1 0 Lo : R* — R* déniisiimii géz 6niine
alindiginda

Rg10Lo(X) = Ry (XQ) = Q7' XQ

doniisiimiine ulagilir. Q = e%7 ise Q™! = e~%7 oldugundan R-1 dontiglimiiniin matrisi

cos(—a) -sin(—a) 0 0 cosa sina 0 0

sin(—a) cos(—a) 0 0 —sina cosa 0 0
0 0 cos(—a) -—sin(-a) B 0 0 cosa sina
0 0 sin(-a) cos(—a) 0 0 —-sina cosa

seklindedir. Bu durumda Rg-1 o L doniiglimiiniin matrisi ise

cosa sina 0 0 cosa -—sina 0 0

—sina cosa 0 0 sina cosa 0 0
0 0 cosa Ssina 0 0 cosa sina
0 0 —sina cosa 0 0 —sina cosa



10 0 0
1 0 0

0 cos2a sin2a

o o O

0 -sin2a cos2a

seklindedir. {1, g} vektorlerinin gerdigi diizlemdeki herhangi bir a-1+ b - q vektorti ile

{u, v} vektorlerinin gerdigi diizlemdeki herhangi bir ¢ u + d - v vektorii i¢in
<a-l+b-q,ccu+d-v>=ac<l,u>+ad<1l,v>+bc<q,u>+bd<q,v>=0

oldugundan bu diizlemler birbirine diktir, yani ITj; g LT, 4.

Ayrica (yukaridaki matristen de goriildiigii gibi) Il 4y diizlemi sabit kalirken Iy,
diizlemi 2« kadar doner.

Rq ve Lg doniisiimleri g ekseni boyunca burgu hareketleridir ve bu doniigstimler
birer izometridir. R*'{in sirali dértliileri ile eslenen X ve Y kuaterniyonlar1 icin X ve

Y’nin i¢-carpimi < X, Y >= Re(XY) ile hesaplanabilir. Bu durumda

< Rq(X),Ro(Y) >=<QX,QY >=Re(QXQY) =Re(QXY Q)
=Re(Y QQX) =Re(XY)

=< X,Y>.

Benzer sekilde Ly doniisiimii de R*'{in bilinen i¢ ¢arpimini korur.

Rg-1 0 Lo doniisiimii $*’e kisitlandiginda S*'iin kendi iizerine bir etkisini verir. A-
cikca, Rp-10Lo(X) = Q™! XQ déniisiimii ¢'nun dik oldugu diizlemde dénmeye karsilik
gelir. Benzer sekilde Rgo Lp-1(X) = QX Q! déniisiimii de ¢’'nun dik oldugu diizlemde
donmeye karsilik gelir. Bu déniisiimler kullanilarak S®’iin eslenik siniflar1 belirlenebi-

lir.
2.3. S%te Eslenik Stmiflar

Bir grupta eslenik olmak 6nemli bir kavramdir. G bir grup ve x, y € G olsun. Eger
x = g7 'yg olacak sekilde g € G varsa x ve y esleniktir denir. Bir grubun eleman-

lar1 arasinda tanimlanan eslenik olma bagintisi acikca bir denklik bagintisidir. Birim



kuaterniyonlar olarak gz oniine alinan S, kuaterniyon ¢arpimina gore bir gruptur.
Calisgmanin bu kisiminda S® grubundaki eslenik siniflar1 incelenecektir. Bunun igin de
asagidaki onermeyle verilen eslenik olmanin geometrik 6zelliginden faydalanilmistir.
Bir Q = e%7 = cosa + sinaq € S° kuaterniyonunda g’ya Q'nun vektérii ve a’ya Q'nun

acis1 denir.

Lemma 2.2,

Q = €% € $® ve x bir piir-imajiner kuaterniyon olmak iizere Q" 'xQ ¢arpimi(ya da
QxQ~! carpimi) geometrik olarak x vektoriinii Q'nun vektorii g etrafinda Q'nun agisi-
nin iki kat1 kadar, yani 2a kadar negatif yonde (ya da pozitif yonde) dondiirmeye karsi-

lik gelir.

Ispat.

€ =1yadae = -1 olmak iizere
Re(QxQ ™€) =Re(xQ¢Q°) =Re(x) =0

oldugundan Q°xQ~° bir piir imajiner kuaterniyondur. Bu durumda 7, (x) = Q°xQ~°
fonksiyonlar1 R® — IR? birer fonksiyon olarak géz 6niine alinabilir. x, y piir-imajiner
kuaterniyonlarinin R3’teki bilinen i¢ ¢arpimi < x,y >= Re(xy) ile belirlidir. Bu du-
rumda T¢(x) fonksiyonlar1 acik¢a lineerdir ve bilinen i¢ ¢arpimi korurlar, dolayisiyla
birer izometridir.

{q, ﬁ, q x IZ%;CI} vektor kiimesi ortonormal bir vektor kiimesi oldugundan R? i¢in bir

tabandir ve

Te(x) = cos2ax+2sin’a < X,q>q+esin2aq x x

izometrilerinin bu tabana gore matrisleri ise

T.(q) = q
Te(ﬂ) = cos2a qxx +esin2aq x qxx
lg x x| lg x x| lg x x|
Te(g x M) = cos2aq x qxXx —esin2a qxx
lg x x| lg x x| lg x x|
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olmak tizere
1 0 0

Te=| 0 cos2a —esin2a

0 esin2a cos2«a

seklindedir. O

Lemma 2.3.
X,Y € S3 birim kuaterniyonlarin eslenik olmasi icin gerekli ve yeterli kosul Re(X) =

Re(Y) olmasidir.

Ispat.
X,Y € S® kuaterniyonlari eslenik ise X = Q™'Y Q olacak sekilde Q € S* vardir. Bu du-
rumda

Re(X) =Re(Q 'Y Q) =Re(YQQ™!) =Re(Y).

Tersine Re(X) = Re(Y) olsun. Bu durumda X = e**, Y = e% olmak iizere x ve
y pur-imajiner birim kuaterniyonlarinin 872[ 1, kiiresinde Sekil (2.2)'deki gibi yerlestigi
g6z oniine alinabilir. xy dogru parcasinin orta dikmesi iizerinden secilen herhangi
bir g noktasi ve 2y = <xqy agis1 icin Q = 9 € S3 kuaterniyonu X = e 79YeY9 denk-
leminin bir ¢6ztimiidiir, ¢iinkii e”77Ye’? ¢arpiminin vektorii y vektoriiniin 2y kadar

dondiirmesiyle elde edilen vektordiir. Burada bu iddianin ayrintili ispat1 verilmistir.

Sekil 2.2: e7Ve%Y e¥9 = e** denkleminin ¢oziimii

11



< x,y >=cos¢ olmak lizere xy dogru par¢asinin orta noktasi u,

costx+sinty

()= :
lcostx+sinty|

dogrusu iizerinde u = (%) olarak belirlidir, bu durumda

xX+y
7
2

u=
2cos

x% y kiiresel ticgeninde kosiniis formiiliinden

cosgp —cosfcosf cos @ —cos® f
sin Bsin 8 B sin? B

cos2y =

xﬁq dik ticgeninde kosiniis formiiliinden

cos f— cos ¥ cosf

¢
2

cosm/2 = :>cosﬁ:cos%cose.

sin = sin®

A
xqu liggeninde kosiniis formiiliinden

¢
cos 5 —cos fcosh

cosy = , -
4 sinsinf

Ao . e .
Son olarak xugq dik ticgeninde siniis teoreminden

sin% _siny . sin%
— = — >siny = —=.
sinfi - sin% sin 8

e 7Ye’ = (cosy-sinyq)(cosa+sinay)(cosy +sinyq)

cosa + sina(coszyy+ cosysiny(y®g—-qey) — sinzy(q ®))® q)

yeq—qey = —<y,67>+y><q+<q,y>—qu:2qu

12



Bu durumda

e Yye’l = cosa+sina(coszyy+sin2yy x q-sin’y(y—-2<y,q> q))

= cosa+sina(c032yy+231n2y <¥,q>q+sin2yy x q),

e 79YeY?’in esitini hesaplamaya devam edebilmek i¢in bilinmeyenlerin bilinenler cin-

sinden hesaplanmas gerekir.

(x_); dogrusunun orta dikme dogrusu parametrik olarak /() = cos tu+sin ¢ ”ﬁi” sek-
linde ifade edilir, g = 1(0) olsun. Bu durumda
. xy
g =cosfu+sinf
x>yl
olmak iizere g’'nin x, y, ¢ cinsinden esiti asagidaki gibidir:
4= cosd x+y(p ) xxy. :cose(x-;y)+sint.9xxy-
2cos % llxIl Il sing 2cos sing
qft y tcgeninde kosiniis formiiliinden
<y,q>=cosf cos%
elde edilir. Ayrica,
cosO(yxx) sinfyx(xxy) sinf sinf cos6
= + - =——X————COSQy— X x
2cos ¥ sing sing~  sing 2cos ¥

13



e 7Ye’ = (cosy-sinyq)(cosa+sinay)(cosy +sinyq)

= cosa+sina(c052yy+251n2y <y,q>q+sin2yy x q)

0(x+ in6
= cosa+sina(cosZyy+Zsin2ycost9cos£(cos (x J/)+sm XXy

)

2cos¥ sin¢
-+ sin? (sinH sinf cosf )
sin2y(——x— ——cospy— FXXY
sing sing 2cos 5
. . sin2ysind
= cosa+ 51na((51n2)/c0526 + 4))6
sing
. sin2ysinf
+(cos2y +sin®y cos® 0 — # cos@)y
sing
sin?ysin26cos¥  sin2ycos
+ - - 5 )XxYy
sing 2cos 7
x’in katsayisi
. . . 2 sm2 0052 cosfcosf . . 0
. sin2ysind sin® % 25np " smpsmg ) S
smzycos2 0+ ,Y = —— 2 cos?0+ b P
sin¢g sin” 3 sing
sin? £ cos?6  sing —2sin% cos Bcosd
_ 2 ¥ 2
sin® sin? Bsin¢
sin? £ 5 COS 20 sing-2sin % cos % cosf cosO
sin® sin? Bsin¢g
sin? % cos?6  sing(1 — cos?0)
sin® sin? Bsin¢g
sin? £ cos?0 + 1 - cos? 6
sin? 3
sin? £ cos?0 + 1 - cos? 6
B 1—cos2
= 1.
Benzer hesaplamalarla
y’in katsayisi
. sin2ysinf
cos2y +sin’y cos® @ — # cosp =0
sing
ve

14



x x y'in katsayisi

sin?ysin26cos¥  sin2ycos

sing 2cos ¥
bulunur.
Sonug olarak

e Yiye' =cosa +sinax=X

elde edilir ve bdylece S*’te eslenik siniflar1 karakterize edilmis olur. Bir X € S° ele-
maninin eslenik sinifi

[(X]={Y € s3 | Re(X) =Re(Y)}
kiimesidir. O

Bu durumda X = ef* € $% ile QXQ! ve Q7! XQ kuaterniyonlar1 eslenik olduk-
larindan QX Q™! carpimi X’in reel kismini degistirmeyip imajiner kismini g ekseninde
2a kadar porzitif yonde dondiiriir. Benzer sekilde Q! XQ carpimi X’in reel kismini

degistirmeyip imajiner kismini g ekseninde 2a kadar negatif yonde dondiriir.

(@ (b)

Sekil 2.3: QXQ™! ve Q™' XQ carpimlarinin geometrik yorumu

3-kiire S3 tizerindeki kiiresel metrik

d(PQ) =cos ' <PQ> (2.2)

seklinde tanimlidir. Bu durumda bir X = e** € S® kuaterniyonunun eslenik sinifindaki

15



kuaterniyonlar +1’e esit uzakliktadir; ¢iinkii herhangi bir Y € [X] icin
d(1,Y) =cos 'Re(Y) =cos 'Re(X) = a.
Benzer sekilde X’in eslenik sinifindaki kuaterniyonlar —1’e de esit uzakliktadir ve
d-1,Y)=n—-a.

Bu sebeple S¥iin eslenik simiflarini +1 (ya da —1) merkezli ve cos ! Re(X) (ya da 7 —
cos™ ! Re(X)) yarigapli 2-kiireler olarak ifade etmek miimkiindiir. O halde SZ, reel kism1

cos a olan birim kuaterniyonlar gostermek iizere S$*’iin

$=1S;

a=0

seklinde bir ayrisimi verilebilir.
2.4. SO(3) ve S® Uzerine Etkisi

Bir Lie grubu olan $¥’iin bir béliim uzay olarak da ortaya ¢ikan SO(3) grubu bir

diger onemli Lie grubudur. Genel olarak SO(n) grubu
SOn)={T|T:R"—R",<Tx),T(y) >=<x,y>vedetT > 0}

seklinde tanimhdir. {fi, f>, f}, R3’iin ortonormal bir tabani ve det( fi f2 f3) =1olsun,
burada (fi f> f3), fi, f> ve f3'ii siitun kabul eden matrisi géstermektedir. R3 ’iin e; =

(1,0,0),e2=(0,1,0) ve e3 = (0,0, 1) standart tabani icin
T(e1)=fi, T(ex)=fo, T(e3)=f3

olacak sekilde R3’e tek tiirlii belirli genisletilen T : R3—R3 dontisimi SO(3)’lin bir
elemanidir.
Tersine T € SO(3) ise T bir izometri oldugundan {7 (e;), T'(e2), T (e3)} vektor kiimesi R3

icin ortonormal bir tabandir. Bu durumda detT = +1'dir. Diger taraftan detT > 0

16



olmasi {T'(ey), T(e2), T(e3)} tabaninin {ey, e, e3} tabam gibi yonlendirildigi anlamina
gelir. O halde SO(3) grubu R¥’{in {ey, e,, e3} ile ayn1 yonlendirmeye sahip ortonormal

tabanlarinin kiimesi olarak goz 6niine alinabilir.

Lemma 2.4.

S3/{+1} = SO(3).

Ispat.

T: S3— S0O(3)
Q=e"9—Ty: R}*—R3
u— QuQ™!

fonksiyonu diisiiniildiigiinde Q;, Q, € S° icin

T(Qi1Q2) =Tqq,

ve

T0:(1) = (Q1Q)u(Q1Q2) ™! = Q1 QuuQ; ' Q1! = Q1 T, w) Q1 = To, (T, (w)

oldugundan T bir homomorfizmdir. f € SO@) icin I1;, f(q) = g 6zvektoriiniin dik
oldugu diizlemi gostermek tizere f|I1, : I1; — II; dOniisiimii I1, diizleminin bir izo-
metrisidir. Diizlem izometrileri ya bir 6telemedir ya da bir déonmedir. f izometrisi,
dolayisiyla f|I1; izometrisi orijini sabit biraktigindan f|II; bir donmedir. Bu dénme
acis1 @ olmak tizere

Q:= e%q

seklinde tanimlanan Q € S® icin acik¢a T(Q) = f'dir. Dolayisiyla T homomorfizmi 6r-
tendir.
Yu e ImH = R? icin To(w) = QuQ™" = uise Q € Z(H) = R'dir ve | Q|| = 1 oldugundan

Q = £1 ve bunun sonucu olarak

Ker(T)={Qe S| T(Q) = To=1€ SO@B)} = {+1}

17



elde edilir. Boylece gruplar i¢in verilen Birinci Izomorfizm teoreminden
S /{+1} = SO(3)

sonucuna ulasilir. O

SO(3) grubunun S° iizerinde eslenik ile verilen dogal bir etkisi vardir.
0:503)xS* —§°, 0(g,Q) =gQg™"

fonksiyonu acik¢a SO(3)’iin S° {izerine bir (sol) etkisidir, burada g € SO(3) = §3/{+1}
oldugundan yukaridaki carpma anlamlidir. Bu etki S3-lerin k tanesinin ¢arpimina da

asagida verildigi gibi dogal bir sekilde genisler

5:50(3) x (SH)F — (S3)k

5(8’; (QI!QZr---er)) = (ngg_l;ngg_l;---;ngg_l)- (23)
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3. DUGUMLER VE DUGUM GRUPLARI

3.1. Diigiim, Diigiimiin Regiiler izdiisiimii, Diigiim Grubu ve Wirtinger Gosterimi

Tanim 3.1.
Bir X topolojik uzaymnin p-kiire S”’ye homeomorf olan bir K altkiimesine bir diigiim

denir.
Bu calismada X = R? veya X = S3 olacaktir ve p = 1 alinacaktir.

Tamim 3.2. (Regular projection)

K, R%'te gokgensel bir diigiim, IT herhangi bir diizlem ve 7 : R*> — II dik izdiisiim
olsun. x € IT olmak tizere 771 (x) ile K diigtimii 0,1 veya 2 noktada kesisiyorsa ve 2 nok-
tada kesistiginde bu noktalar K’nin kdse noktalari degilse, 7 (ya da m(K)) izdiistimiine

regiiler denir.

Bu calismada daima diigiimlerin regiiler izdiisiimleri gosterilecektir. Asagida ¢
yaprakli yonca diiglimiiniin (trefoil) ve sekiz-sekli diigiimiiniin (figure-eight) birer re-

giiler izdlistimi verilmistir.

Ornek 3.3.

R

(a) (b)

Sekil 3.1: U¢ yaprakli yonca ve sekiz-sekli diigiimii

Tanim 3.4.
m1(R? - K) grubuna, yani K diigiimiiniin tiimleyeninin temel grubuna K diigiimiiniin

grubu denir.
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Tanim 3.5. (Wirtinger gosterimi)

* Oncelikle verilen K diigiimiiniin regiiler izdiisiimii ahnir. izdiigiim alindiginda
ortaya ¢ikan diigiim diyagraminda bir yonlendirmeyle birlikte diigiim diyagra-

mindaki yaylar x1, xo, ..., x, seklinde etiketlenir.

* Diigiim diagramindaki herbir alttan gecis i¢in, yonlendirmeye bagh olarak asagi-

daki iki durumdan birisi mevcuttur.

Xk

1D £
5 \ J o % \ J Yo

Xk

(@ Rit1: Xit1 = xlzlxixk ) Riv1: X1 = xkxixlzl
Sekil 3.2: Alttan gegis tipleri

Bu durumda 71 (R3 - K) diigiimii
G=<X1,X2,...,Xi, Xit1y-.,Xn | R1=1,Rp=1,..., R, =1>

gosterimine sahiptir ve G grubundaki iireteclerin saglamasi gereken iliski, herbir alttan

gosterimine Wirtinger gosterimi denir.

Ornek 3.6.
Ug-yaprakli yonca diigiimiiniin (Trefoil) grubunun Wirtinger gosteriminde {iiretecler

X1, X2 ve x3 olmak tizere tiretecler arasinda iliskiler
o Ri:xjlapxsx;'=1
| -1 _
* Ryixy x3x1x5 =1
| -1 _
* R3:xg x1x2x;, =1

20



X2 X1

Sekil 3.3: Yonlendirilmis ii¢ yaprakli yonca diigiimii

seklindedir. Bu durumda ii¢ yaprakli yonca diiglimiiniin grubu asagidaki Wirtinger

gosterimine sahiptir

71 (R3 = Trefoil) = G =< x1, X, X3 | X1 = xe?,xz_l, Xy = xgxlxgl,

X3 = X1 XX > (3.1)

Ornek 3.7. (Figure-Eight)
Sekiz-sekli diiglimiiniin (figure-eight) grubunun Wirtinger gosteriminde iiretecler x;,

X2, X3 ve x4 olmak lizere {iretecler arasinda iliskiler

X1

X2

X3

Sekil 3.4: Yonlendirilmis sekiz-sekli diigiimii
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o Ri:ixylxglxgxg=1
.1 -1 _
* Ryix, xyx1x, =1

1,-1

® R3:xg X xpx1=1

1

o Ry:xjlapxsx;'=1

seklindedir. Bu durumda sekiz-sekli diigiimiiniin grubu asagidaki Wirtinger gosterimi-

ne sahiptir

-1,-1 -1 -1
G=<X1,X2,X3, X3 | X] X3 Xgx3=1, %, Xgx1%, =1,

x5 s =1, X aaxsx, = 1>, (3.2)

3.2. Bir Diigiimiin Alexander Matrisi ve Polinomu

Tamim 3.8.
R birimli degismeli bir halka olsun ve A, girdileri R halkasindan olan m x n tipinde bir
matris olsun. Negatif olmayan herhangi bir k tamsayisi i¢cin A'nin k. elementary ideali

E(4) ile gosterilir ve su sekilde tanimlidir:

e 0<n—-k<miseEx(A), Anin (n— k) x (n— k) tipindeki tiim alt matrislerinin deter-

minantlarinin iirettigi idealdir.
e n—k>mise Ex(A) =0.
e n—k<0ise Ex(A) =R.

Ave A', R iizerinde iki matris olsun. Eger asagidaki 5 islem sonlu adimda uygula-
narak A matrisinden A’ matrisine ulasilabiliyorsa A ile A’ bagintili olsun ve A ~ A’ ile

gosterilsin:

(1) satirlarin yerini degistirmek veya siitiinlarin yerini degistirmek
(2) matrise bir sifir satir1 eklemek ya da silmek, yani A < ()

(3) bazi satirlarin bir lineer toplamini diger bir satira eklemek
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(4) bazi siitunlarin lineer toplamini diger siituna eklemek

(5) yenisatir ve siitunun kesisimi 1 olacak ve diger girdiler 0 olacak sekilde matrise yeni

satir ve siitun eklemek ya da boyle bir satir ve siitun varsa silmek, yani A — (4 9)
Yukaridaki baginti acik¢a bir denklik bagintisidir.

Teorem 3.9.

Denk matrisler ayni elementary ideal zincirini belirler, yani, A ~ A’ ise Ex(A) = Ex(A").

Teoremin detayli ispati [2]’de bulunabilir.
Bir diigiim diyagramindaki herbir alttan gecis icin yonlendirmeye bagl olarak Sekil
(3.2)’teki iki durumdan birisi s6z konusudur. Bu durumda {iiretecler arasindaki iliski-

den hareketle
(@ Rijy1: Xjy1= x,;lx,-xk ise x;11 = (1 — ) x; + tx; denklemi

(b) Ris1: Xig1 = XXX ise tx;1 = (t—1xp +x; yada

Xi1 =1 -t Hxp+ t1x; denklemi

yazildiginda, yani K diiglimiiniin Wirtinger gosterimiyle verilen
G=<X1,X2,...,Xi, Xit1y-.,Xn | R1=1,Rp=1,..., Ry =1>
grubundaki iiretecler arasinda
X1 = XX x5, €€{-1,+1}

iliskisine karsilik

Xip1= Q= 1)xp + 1x; 3.3)

denklemi yazildiginda katsayilar1 sonlu Laurent polinomlari olan bir denklem sistemi

elde edilir.

Tanim 3.10.

Xiy1 = A=t xp + x5, i,k,i+1€({1,2,...,n} denklem sisteminin katsayilar matrisi A
olmak iizere A'nin 1. temel idealine (E; (A)), yani A matrisinin tiim (n—1) x (n—1) tipin-
deki alt matrislerinin determinantlarinin iirettigi ideale A'nin Alexander ideali denir.

Alexander idealinin {iretecine Alexander polinomu denir.
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Bir diigiim grubunun 1. temel ideali bir tek iiretecli idealdir ( [2], sayfa 123, (3.8)).
Alexander polinomu A(¢) ile gosterilir. A(¢)’yi bulmak icin 6ncelikle yukarida anlatilan

katsayilar matrisi yazilir:

X1 X2 ... Xij Xiy1 .. Xk ... Xp-1 Xn
£ -1 ... 0O 0 O
A= | S ’ (3.4)
0 0 ¢ -1 1-1¢° o o0 |.
0O O 0 O -1

Sistemin katsayilar matrisi yazildiktan sonra bu matrisin asagidaki teoremle varligi ver-

ilen (teoremin ispati [3]'de bulunabilir) Smith normal formu elde edilir.

Teorem 3.11.
R bir tek tiretecli idealler bolgesi ve A, R tizerinde m x n tipinde bir matris olsun. Bu
durumda R iizerinde sirasiyla m x m ve n x n tipinde ters ¢evrilebilir P ve Q matrisleri

vardir oyle ki

d 0 0 .. 0

0 do 0 ... 0
PAQ =

0 ... d ... 0

0 0 0

vei=1,2,...,r—1licind;|d;;;.

Girdileri sonlu Laurent polinomlari olan 7 x n tipindeki A matrisinin Smith normal
formundaki matrisin sifir satir silindikten sonra kalan (n—1) x n tipindeki A’ matrisinin
(n—1) x (n—1) tipindeki alt matrislerinden determinanti sifirdan farkli olan alt matrisin

determinanti K diiglimiiniin Alexander polinomudur.

Ornek 3.12.

Ug yaprakli yonca diigiimiiniin grubu

G=<Xx1,X2,X3 | X1 :x2_1X3.X2 =1, x= xglxlxg =1, x3= xl_lxle =1>

24



oldugundan asagidaki denklem sistemine ulasilir:

x1 = A=t Hxp+t1x3 yada fx;=(—-1)x2+x3
x» = (-t Hxz+tlx yada txo=(t—-1)x3+x
X3 = A-t Hx + 1 'x yada fx3=(t-1x1+x2

Boylece
—tx1+({—-Dxp+x3 = 0
X1—txp+(t—-1x3 = 0
(t—Dx1+x2—txz3 = 0.

denklem sisteminin katsayilar matrisi

-t t-1 1 |Ri+R3—Rs3

1 -t t-1 1 —t -1
-t -1 1 Co+C3—C3| 0 —2+t—1 0
0 0 0 0 0 0
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1 0 0
tC1+Cy— C,C1+C3—C3| 0 —2+t-1 0
0 0 0

seklindedir. Bu matris
P 0 0
0 —t*+t-1 0
matrisine denk oldugundan
1 0
0 —?+r-1
matrisinin determinanti dolayisiyla ii¢ yaprakli yonca diigiimiiniin Alexander polino-
mu

1

A)=—tP+t-1=—t+1-t 1 =1-(t+1t})

olarak bulunur.

Ornek 3.13.

Sekiz-sekli diigiimiiniin grubu

-1,-1 -1 -1 -1,-1
G=<X1,X2,X3, X4 | X] X3 X4X3=1, X5 XgX1X, =1,%3 X7 Xox1=1,

X Xoxzxyt =1 >

olmak tizere
—tx1+ (- 1x3+ x4

IxX1—x2+(1—1)x4

(t—Dx1+x2—tx3 =

-
o o o O

(1-0xy+tx3— x4

sisteminin katsayilar matrisi

seklindedir. Bu durumda A matrisinin Smith normal formu

26



-t 0 t-1 1 -t 0 t-1 1
) t -1 0 1-t| Ri+R—R | 0 -1 -1 2-¢
-1 1 = 0 Ri+R3—R3; | -1 1 -1 1
0 1-t ¢t -1 0 1-t t -1

-1 0 0 0

0 -1 0 0

) 0 0 -—r*+3t-1 0

0 0 0 0

Bu son matris
-1 0 0 0

A= o0 -1 0 0
0 0 —f£*+3t-1 0

matrisine denktir ve dolayisiyla sekiz-sekli diigiimiiniin Alexander polinomu

-1 0 0
A= 0 -1 0 =—?+3t-1=3-(t+1 )

0 0 —t*+31t-1

bulunur.
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3.3. Tamsayl Diigiimleri ve Gruplar

Sekil 3.5: Tamsay: diigiimiiniin izdiisiimii

Diyagrami Sekil 3.5’teki gibi olan bir diigiime bir tamsay1 diigtimii denir. Daha agik
olarak eger n bir tek tamsayi ise bu bir diigiim diyagramidir. Bu diyagramin sekildeki

gibi etiketlendigi goz oniine alinirsa diigiimiin grubu

-1 -1
Gp=<X1,X2,.., Xn = X241 | X1 = X1 XnXppy1s Xit1 = XkXi Xy

-1
Xi+1 = Xi+1 XX > 3.5)

ile verilen Wirtinger gosterimine sahiptir. Eger n bir ¢ift tamsayi ise elde edilen diya-

gram bir link diyagramidir.
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4. TAMSAYI LINK VE DUGUM GRUPLARININ SU (2) TEMSILLERi

4.1. Bir Grubun SU(2) Temsili

Tanim 4.1.
V (gercel ya da kompleks) bir vektér uzayr ve G bir grup olsun. G’nin bir V' temsili
G’nin V lizerine bir p: G x V — V etkisidir dyle ki her g € G icin

lg:V—V, ls(v)=p(g,v)seklinde tanimlanan doniisiim lineerdir.

g ' eGigin l,1(v) = p(g~", v) oldugundan

lgoly1(v)=1Ig(p(g™", v)) =p(g,p(g™", ) =p(gg™ ", v) =pleg,v) =V

elde edilir, dolayisiyla l,-1 = (I g)~Vdir. O halde I doniisiimii V'nin bir izomorfizmidir.

Bu da lg € GL(V) anlamina gelir.

l: G— GL(V)
doniisiimii bir homomorfizmdir. Tersine herhangi bir / : G — GL(V) homomorfizmi
verildiginde
p: GxV—V
(g, v)— lg(v)

seklinde tanimlanan dontisiim bir etkidir. O halde bir G grubunun V temsilleri, G —
GL(V) homomorfizler olarak g6z 6niine alinabilir.

lg : V — V doniigiimii izerine ekstra kosullar konularak daha 6zel temsiller elde
edilebilir. Ornegin bir grubun O(n) temsillerini bulmak igin V = R” ve [ {izerine or-

togonal olma kosulu kondurulur.

Tanim 4.2.

G bir grup ve p, G’nin C? iizerine bir etkisi olsun. Her g € G i¢gin
lg: C? — C?, lg(v)=p(g,V)

doniisiimii bir Hermitian doniisiim ise ve C?’nin bir {e, [} tabaniigin {l¢(e), l¢(f)} ta-
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ban1 C?'nin {e, f} tabani ile ayn1 yonlendirmeye sahip ise béyle bir temsile G’nin SU(2)

temsili denir.

Bu temsil teorisine, 6zelde SU(2) temsil teorisine su gozle de bakilabilir:
G bir grup olmak tizere G'nin bir SU (2) temsilinden kastedilen sey G grubundan SU(2)
grubuna bir homomorfizm olarak tanimlanabilir. Yani, R(G) kiimesi G grubunun SU (2)

temsilleri kiimesini gostermek iizere
R(G)={plp:G— SU2) homomorfizm}

olarak alinabilir. Bu durumda G'nin SU(2) temsilleri bir anlamda G’nin SU (2) icindeki

oturus bicimlerinin teorisidir. Bu haliyle R(G), oldukga biiyiik bir kiimedir.

Tanim 4.3.
Bir p temsili icin p’nun gériintiisii Gér(p) < S,, ise p’ya indirgenebilir (Abelyen) tem-
sil denir. Daha acik olarak verilen bir temsil kbsegen bir temsille eslenik ise boyle bir

temsile indirgenebilir denir. Yani, bir p : G — SU(2) temsili i¢in, Ap A~! matrisi

(4]

seklinde késegen bir matris olacak sekilde A € SU(2) varsa p’ya indirgenebilir tem-
sil denir. BOyle matrisler ise bilinen cemberden baska birsey degildir. Dolayisiyla in-

dirgenebilir temsillere Abelyen temsil demek denktir.

Bu ¢alismanin asil amaci (tamsay1) diigiim ve (tamsay1) link gruplarinin non-Abel-
yen temsilleri uzayini incelemek ve bunu da (2.3)'de verilen denklik (etki dogal bir
denklik bagintisidir) altinda siniflandirmaktir. Burada R(G), temsil uzayinin kendisini,
R*(G) indirgenemez temsillerin uzayini ve [R*(G)] de indirgenemez temsillerin (2.3)'de-
ki etkiye gore denklik siniflarinin kiimesini gostermektedir. G,,, tamsay1 diigtim grubu-
nu ya da tamsayi link grubunu gostermek iizere G, grubu ayrik topoloji ile goz 6niine
aliacaktir. S3 = SU(2) ise d(P,Q) =cos ' < PQ > metrigi ile bir metrik uzaydir. Bu du-
rumda R(G) kompakt-acik topoloji ile donatilabilir. Hatirlanacak olursa kompakt-acik
topoloji, X ve Y topolojik uzaylaricin YX = {f: X — Y siirekli fonksiyonlar} olmak
tizere < K,U >={f € YX| f(K) c U, K c X kompakt, U c Yacik} kiimelerinin alt taban
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oldugu topolojidir.
4.2. Diigiim Gruplarinin Cember Temsili

Genel bir SU(2) temsilin varhgini géstermek ve bunun ne oldugunu bulmak olduk-
ca zor bir istir. Burada kullanilacak ydontem ¢cember temsili denen bir kisim temsillerin
tim SU(2) ustiine yayilip yayillamayacagini anlamak olacaktir. G diigiim grubunun
Wirtinger gosterimiyle verildigi g6z 6niine alinirsa, xi, xp, ..., X, meridyenlerin homo-

topi siniflar1 olmak tizere
G=<x1,%X,..,xs | R1=1,R,=1,...,R,=1>

seklindedir. Hatirlanacak olursa diigtim diyagraminda i. ve (i + 1). meridyen i¢in Sekil
4.1'deki iki durumdan birisi s6z konusudur. R;,; iliskisinin R;4; @ X7}, x; x; ¢ ya da
Ry xl._+11 xkx,-xlzl alinmasi bir tiir konvensiyondur, burada meridyenler (iiretecler)
arasindaki iliskiler, gecisi saatin tersi yoniinde doniip kavsaga gelen noktalar pozitif,

cikan noktalar negatif olarak alinmistir. R; = 1 bagintisinin bir sonucu olarak x; ve x;;

Xk

Xi Xi+1 Xi Xi+1

Xk

-1

@ Rip1: XX xixe =1 ) Riv1: X xxix =1

i+1

Sekil 4.1: Alttan gegis tipleri ve karsilik gelen iireteg iliskileri

elemanlar1 G grubu i¢inde esleniktirler. Diger yandan bir grup homomorfizmi eslenik
olmay1 da korur, dolayisiyla bunlarin goriintiileri de eslenik olacaklardir. SU(2) icinde
eslenik siniflar1 ise +1 merkezli a yarigaph kiireler ya da —1 merkezli (7 — a)-yaricaph
kiirelerdir. S(Zx ve szl_a bu kiireleri gbstermek iizere bir G — SU(2) homomorfizmi,

aslinda, uygun bir S,ZX kiiresinde Ry = 1,R, = 1,..., R, = 1 bagintilar1 saglanacak sek-
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ilde Xi, X», ..., X, kuaterniyonlar1 bulmaktir. Yani bu durumda bu bir konfigiirasyon
problemine doniisiir.

Ozel olarak a = 7/2 secildiginde meridyenlerin homotopi siiflarinin goriintiileri
olan kuaterniyonlar piir-imajiner birim kuaterniyonlardir. Bu durumda bir o : G —
SU(2) homomorfizmi i¢in o(x;) = Xi gosterimiyle Xi € 8721 /Z’dir. o bir homomorfizm

oldugundan R; . iliskisinin yoniine bagh olarak ya
Xiyl = XpXiXg |

yada
-1
Xi+1 = Xk XXk
1_

gecerlidir. Diger yandan xj € 5721 ;o 0ldugundan x; " = —x;'dir ve bdylece bu iki baginti

da asagidaki tek bagintiya doniisiir

Xi+1 = =X XiXk- (4.1)

Herhangi iki piir-imajiner p ve g kuaterniyonunun ¢arpimi

peqg=—-<p,g>+pxq

oldugundan denklem (4.1) daha acik olarak

Xi+1 = —XkXiXk

— (= < Xg, Xi > +Xg X Xi) X

2< X, Xi > X — Xi

seklinde yazilabilir. Diger taraftan tim x;, i = 1,2,..., n, noktalar 872[ /z’dedir ve bu kiire
R3'te standart birim kiire ile bir tutulursa Xi+1 noktasinin x; ile x;'nin gerdigi diizlem
lizerinde oldugu sonucuna ulagilir. O halde x;, xi ve x;+1 noktalan $ekil 4.2'de goster-
ildigi gibi ayn1 biiyiik cember (jeodezik) tizerindedir.

Biitiin jeodezikler standart birim ¢embere izometrik oldugundan x;, xi ve x;,; nok-

talarini ve x;+1 = 2 < Xxj, X > Xxj — X; iliskisini cember iizerinde incelemek yerinde
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Sekil 4.2: S2 , kiiresinde X1 = 2 < Xj, Xi > Xj — X; iligkisi

olacaktir. w vektorii xi ile ayni yondeki vektor olmak tizere w = |w|x; yazilabilir.
<Ix;xr = 0 olmak tizere cosf = |w|/|x;| ve boylece |w| = |x;| < x;,xx > buradan da
w = |x;| < x;, X > xi elde edilir. v = x; — w olmak tizere

Xi
X -

Sekil 4.3: x;11 =2 < x;, X > X — X; bagintis

Xisp = wH(-v)=w-xi-w=2w-x;

21x;| < Xj, Xk > X — X

2< X, X > X — X



sonucuna ulasilir. Yani x;4; =2 < Xi, Xk > X — Xi bagintisi diizlemde Sekil 4.3’te gos-
terildigi gibi x; vektoriiniin xj vektoriine gore yansimasidir. Ortogonal grup diliyle

ifade etmek gerekirse v vektorii, x; vektoriine dik bir vektér olmak tizere x;.; vek-

torti o, (yansima) doniistimii altinda x; 'nin resmidir. Yani oldukg¢a geometrik bir kon-
figlirasyon vardir. Ayrica iireteglerin goriintiileri ayni cember {izerinde alinacagindan

asagidaki gibi bir tanim yapilabilir.

Tanim 4.4. (Cember Temsili)
Asagidaki iki 6zelligin saglandig bir o : G — SU(2) homomorfizmine G'nin bir cem-

ber temsili denir.
1) {o(x1),0(x2),...,0(xp)} €S2,
2) {o(x1),0(x2),...,0(x,)} kiimesi 5721 /» deki ayn1 biiylik gember tizerindedir.

Bu konfigiirasyon standart birim ¢ember {izerinde diisiiniildiigiinde

Ok

' xp=el% xp =elfin

olmak lizere x+1 = 2 < x, X; > X — x; denklemi Sekil 4.4'te goriildiigii gibi surf acilar
cinsinden bir kongiirense doniisiir.

X
k %

. Oiv1 = 0;+20,—-0))
il g = 0;+20,—-20;
Aﬁ‘ ) = 20r-0; (mod2n)

Sekil 4.4: x;.1 = x{x;x, € iligkisinin agi yorumu

Bu noktada sunu belirtmek gerekir ki bir diigiim grubunun iireteclerinin goriintii-
leri 872[ /» kiiresinde ise tiim tiretecler ayni jeodezik tizerinde yer almak zorunda degildir,
boyle bir yanlis anlasilmaya kapilmamak gerekir. (Fakat tamsay1 diigiim gruplarinin

cember temsili vardir.)
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Tanim 4.5.

G bir diigiim grubu ve o : G — SU(2) bir homomorfizm olsun. Eger G’'nin iireteg-
lerinin goriintiileri birim boylu piir-imajiner ve ayni jeodezik tizerinde bulunuyorsa
boyle bir temsile geometrik temsil denir. Teknik olarak bir diigiim grubunun goster-
iminde iiretecler meridyenlerin homotopi siniflari ise boyle bir gosterime geometrik

gosterim denir.

Bu calismada Wirtinger gosterimi kullanildigindan buradaki gésterimler geometrik

gosterimdir.

Ornek 4.6.

Ug yaprakli yonca diigiimiiniin grubu
G=< _ 1 _ 1 _ 1
=<X1,X2,X3 | X1 =X, X3X2, X2 = X3 X1X3, X3 = X] XpX1 >

seklinde idi. A¢1 yorumu kullanilarak iiretecler arasindaki iliskilerin verdigi kongiirent

sistemi agsagida verilmistir.

6, = 20,-03 mod 27
0, = 205-6, mod 27
05 = 20,-0, mod 27

Bu kongiirent sisteminde (6rnegin) sonuncu denklem ilk iki denklemin sonucudur.
Dolayisiyla bu kongiirent sisteminden biri atilabilir.

x1, cember iizerinde bir noktaya yerlestirilirse, 6rnegin 8, = 0 secilirse

0

292 - 93 mod 27

92 = 293 mod 27

denklem sistemine ulasilir ve buradan 0 = 2.203 — 03 mod 27 bulunur. Bu durumda
0s = 2m/3, dolayisiyla 8, = 47/3 bulunur. O halde cember {izerindeki dizilim Sekil 4.5'te
gosterildigi gibidir.
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Sekil 4.5: U¢ yaprakli yonca diigiimiiniin grubunun ¢cember temsili

Ornek 4.7.
Grubu

-1.-1 -1.-1 -1.-1
G=<X1,X2,X3, X4, X5 | X] X3 X5X3=1,%, X, X1X4=1,X3 X5 XpX5=1,

x;lxl_lxgxl = l,xglxz_lx4x2 =1> 4.2)

olan ve Sekil4.6’da verilen diigiimiin cember temsillerini elde edebilmek icin asagidaki

kongiirent sistemini ¢cozmek gerekir.

X4
&

X3

Sekil 4.6: Yonlendirilmis 5 alttan gegisli bir diigiim
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0, = 205-05
0, = 20,-6,
4 63 = 205-06, ( mod2n)
0, = 260,-05
05 = 20,-0,

01 = 0 secilip sistemdeki son denklem atilirsa

0 = 203-05
0, = 20,4

< 0 = 205-0, ( mod2n)
0, = -03

sistemine ulasilir ve sistemin ¢6ziimii

6, = 0
2kn 2km
0, = 22764 =-203= _ZT = 3T
/4

e B 2k 2k

/4 /4
0, = —-03= —ZkT = 4T

/4
05 = 203= e

elde edilir. k =1 ve k =2 icin bu diigiimiin cember temsilleri Sekil 4.7'deki gibidir.

5) diiglimiiniin aslinda Sekil 4.7'de verilenlerden baska cember temsili yoktur. Asa-
gi1daki teoremde bir (tamsay1) diiglimiin gember temsillerinin hangi kosulda var oldu-

gu ve say1sl verilmistir.

Teorem 4.8. A(f), K diigiimiiniin Alexander polinomu olmak tizere |[A(-1)| # 1 ise

K’nin grubunun apacik olmayan ¢ember temsilleri vardir. Ayrica K diigiimiiniin Alex-
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X3 X2

X1 X1

X2 X4

X3 X5
(@) (b)

Sekil 4.7: 5, diigiimiiniin cember temsilleri

ander matrisinin —1'deki degerinin Smith normal formu

d 0 0 .. 0

0 d 0 .. 0
S =

0O O 0 d 0

0 0 0 0

matrisi olmak tizere K’nin cember temsillerinin sayisi

|

d;

2

Il

ld;|#1

formiilii ile belirlidir.

Ispat.

(3.4) ile verilen K’'nin Alexander matrisinin —1'deki degeri A(-1) ile, x;4; = ﬁexixk_e

iliskisinin a¢1 yorumundan elde edilen

0;s1=20,—-60; (mod2n)

kongiirent sisteminin katsayilar matrisi olan
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0, 0, ... 0, 0in O ... 0,-1 0,

-1 -1 O 0 2 0 0
B= 0 0 -1 -1 0 0 2 0 0
0 0 2 0 0 -1 -1

matrisi aynidir. Bu matrisin determinantina diigiimiin determinant1 denir. B ma-
trisinin herbir siitunu son siituna eklenirse son siitunundaki herbir girdisi 0 olan bir

matris elde edilir. Bu durumda
B-(01,05,...,0,)T =0 (mod2n) (4.3)

denklem sisteminin trivial olmayan bir ¢6ziimii vardir.
B-(01,6,,...,0,)T =0 (mod 27) denklem sisteminde 6; = 0 secilip sistemden son
denklem cikarildiktan sonra kalan sistemin katsayilar matrisi By olsun. A(-1) = B

oldugundan |A(-1)| = det B, 'dir. Bu durumda B; matrisinin Smith normal formu

db 0 0 .. 0

0 dg 0 ... 0
Sp, =

0 0 ... 0 dy

olmak iizere Sp, - (02,03,...,0,) T'=0 (mod 2n) sisteminin trivial olmayan ¢6ziimii var

demektir. Bu durumda |d,,| # 1ise d;,0,,, =0 (mod 27) denkleminden

O = — k=1,2,...,dm—1

2km
2kn 4, Om
Oy = 5 = = =
dm1  a a

demektir. O halde cember iizerinde x;, x;,;, ve x,,+1 noktalarinin yerlesimi, 6rnegin, k =

1 ve k = d,,—1icin Sekil 4.8'de gosterildigi gibi olmalidir ve bu iki yerlesme x; eksenine
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gore simetrik oldugundan denk yerlesmelerdir. Genellestirilecek olursa |d,,| # 1 ise K
diigiimiiniin k i¢in elde edilen cember temsili ile d,, — k i¢in elde edilen cember temsili

denktir.

Sekil 4.8: Cember temsillerinin sayist

O halde K’nin cember temsilleri sayisi

Il

Id;|#1

2|
a0

4.3. Tamsay1 Diigiim Gruplarimin SU (2) Temsilleri Uzay1

Ornek 4.9.

Uretecler arasindaki iligkiler Sekil 4.9'da gosterilidigi gibi olan ii¢ yaprakli yonca
diigiimiiniin grubu G3 olmak iizere ¢ : G3 — SU(2) bir homomorfizm olsun. Gos-
terimden de goriildiigi gibi ilk iliskinin sonucu olarak x; ve x3, ikinci iliskinin sonucu
olarak x, ve x; ve son iliskinin sonucu olarak x3 ve x, esleniktirler, yani x; ~ x, ~ x3.
Bunun sonucu olarak, ¢(x;) = X; € SU(2) = S3 gosterimi kullanilirsa ¢ bir homomor-

fizm oldugundan X; ~ X, ~ X3'tlir ve Lemma 2.3’ten dolay: reel kisimlari yani acilari

2

2, olmak iizere X; = e formundadr.

aynidir. O halde x; € S
Lemma 2.2'den X; = X> X3 X, Liliskisinin geometrisi goz 6niine alinacak olursa;

X1'in acis1 X3'tin acis1 kadardir ve x; noktasi 5721 /» kliresinde x,'nin ortogonal diizle-
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X1

— -1
x3 X3 = xlexl

X2 = .X'3X1x?:l

X1 = Xpx3%, "

Sekil 4.9: Bir tamsay: diigiimii olarak ii¢ yaprakli yonca diigiimii

minde saatin dénme yoniiniin tersine 2a-lik donmenin sonucunda elde edilen x3 nok-
tasinin goriintiisiidiir. Bu durumda X1, X2 Ve X3 noktalar: 5721 /2 kiiresi lizerine, Sekil 4.10
(a)'da gosterildigi gibi, x; x, dogrusu ile x; x3 dogrusu arasindaki yonli ag1 2a ve x3
noktasiin x, noktasina uzakligi ile x; noktasinin x; noktasina uzakhg: aym olacak

sekilde yerlesirler. Bu yerlesme Sekil 4.10 (b)'deki gibi de 6zetlenebilir. Simdi bu ¢

(@) (b)
Sekil 4.10: x;, x, ve x3'iin kiire iizerindeki yerlesimi

noktanin S72T 1o deki konfigiirasyonu goz oniine alinirsa x;, X, ve x3 bir eskenar tiggenin
kose noktalar1 olmak zorundadir, c¢iinkii iliskiler sirasiyla kenarlarin ikiser ikiser esit
oldugunu soyler. Diger taraftan Sekil 4.11'de gosterilen bu eskenar tiggenin i¢ acilari

toplami 2a + 2a + 2a > n olmak zorundadir, yani a > 7/6 olmak zorundadir ve bu da
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K3’tin bir SU (2) temsili olmasi i¢cin dnemli bir obstriiksiyon verir. a < 7/6 i¢in indirgen-

emez bir temsil olamaz.

Sekil 4.11: xj xox3 eskenar ticgeni

G, x1 é X3 eskenar tiggeninin agirlik merkezi olsun ve I', G'nin kutup ¢emberini
gostersin. Gx; dogrularini G'den x; yoniinde uzatip I' gemberini kestigi noktalar, Sekil
4.12'de gosterildigi gibi, X; olmak lizere %, X, ve X3 bir cember temsilidir. Bu iddia
d(X1, %) = d(%,%3) = d(X3,X2) oldugundan dolayr dogrudur. d(X;,x2) = d(%;,%3) =
d(X3, %) olmasi da x;, X, x3 noktalarinin bir eskenar ticgenin kdseleri olmasinin sonu-

cudur. Ozetle, asagidaki sonug elde edilmis olur.

Sekil 4.12: Trefoilin cember temsilinin elde edilisi
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Sonuc 1.

Eger trefoilin bir SU(2) temsili varsa bu temsilden bir cember temsili elde edilebilir.

Tersine, trefoilin herhangi bir cember temsili, trefoilin genel bir SU(2) temsilene kaldi-
rilabilir.

o : G — SU(2) bir gember temsili olsun. Bu durumda G3’iin iiretecleri x, x2, x3 i¢cin
o(x1),0(x,) ve 0(x3) ayni cember tizerindedir. T, Sekil 4.13’te oldugu gibi bu cemberi

—

gostersin. I' cemberinin kutbu ¢ olmak tizere ¢o (x;) dogrulari,

o (x3)

o(x1)

o(x)

Sekil 4.13: Trefoilin cember temsili

1(8) = cosB¢ +sinfbo(x;)

seklinde parametrize edilebilir. Bu durumda /(0) = ¢ ve [(n/2) = o(x;)dir. Sabit bir
icin

¥i = c0s0p¢ +sinByo (x;)

noktalar1 g6z 6niine alindiginda, y; ﬁz ¥3 licgeni bir eskenar ticgendir ¢linkii

d(o(x;),0(xj)) =2n/3,({ # j).

A A A
Diger taraftan ¢y, y», ¢ y2 3, ¢ y1y3 licgenleri kongiirenttir. Bu ticgenlerden birinin y;'de-

ki acis1 a ise {e®71, e*V2, e*¥3} bir SU(2) temsildir ve tireteglerin goriintiileri S,ZX kiiresin-
dedir. Ayrica, y; fg ys Uicgeninin var olmasi i¢in 6a > 7 olmak zorundadir. Sonugc olarak
a € (n/6,m —m/6) icin yanhzca bir tane SU (2) temsil vardir. @’'nin 7/6 ve m — /6 deger-

leriicin y; = y» = y3 olup indirgenebilir bir temsil elde edilir.
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o (x3) r

o(x1)

o (x2)
Sekil 4.14: Trefoilin SU(2) temsili

Sonuc 2.
Trefoilin indirgenemez SU (2) temsilleri uzay1 SO(3) denklik altinda (/6,7 — 7/6) acik

araligina homeomorftur.

Sekil 4.15: K;, tamsay: diigiimiiniin yonlendirilmis diyagrami

Genel durum

0:G, — SU(2), 0(x;) = X; = "X bir homomorfizm olsun. Ureteglerin goriintii-
leri eslenik oldugundan «a sabittir. O halde X, X5,..., X, noktalarinin S,ZX kiiresi tize-
rinde bir konfiglirasyonu var demektir. Bu durumda tipik bir X;; = X © 1X; X iliskisi
icin X;, Xj ve X;;1 noktalarinin imajiner kisimlari olan x;, xj ve x;+1, Sekil 4.16'de gos-
terildigi gibi S kiiresi iizerine yerlesirler. Tiim x; noktalarinin olusturdugu x; Xz ... X,
cokgeninin orta dikme dogrular bir noktada kesisirler, Sekil 4.17. Bu kesisim noktasi
O olmak iizere I', kutbu O olan ¢cemberi gostersin, yaniI' = {x € Si |< x,0 >=0}. Ox;
dogrusu ile I gemberinin arakesiti, Ox; NT" = X; noktalar1 i¢in eger X1 = X, 1X; X il-

iskisi gecerli ise d(x;, xx) = d(xg, x;+1) oldugundan X;;; = fcklfcifck iligkisi saglanir. Bu
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sebeple G,,’nin herhangi bir SU(2) temsili G,,'nin bir cember temsilini indirger.

Sekil 4.16: G,, grubunun iireteglerinin goriintiisiiniin kiireye yerlesimi

Xi+] Xk

Yi+1

Yi X;

o

Sekil 4.17: x1x,... x, cokgeninin orta dikme dogrulari bir noktada kesisir

Tersine G, grubunun bir cember temsili SU (2) temsile kaldirilabilir.

Teorem 4.10.
Sekil 4.15’teki gibi yonlendirilmig bir tamsay1 diiglimiiniin SU(2) temsilleri uzay1 |[5]]

tane acik araligin ayrik birlesimidir.

Ispat.
p:G,— Si ;» © SU(2) bir cember temsili olsun. Boylece meridyenlerin goriintiileri

ayni biiyiik gember tizerindedir (ya da orijinden gecen ayni diizlem {izerindedir). I' bu

cemberi ¢ de ['nin kutbunu gostersin. 872[ /» kuiresindeki
yi=cosOx; +sinf¢, 0¢€(0,m) (4.4)
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Sekil 4.18: ¢y; yi licgeni

noktalariicin 2, Sekil 4.18'de gosterildigi gibi yﬁi ve ykﬁll dogrular1 arasindaki aciy1
gostersin. Bu durumda

-1
Xi+1 = Xp - Xj X

iliskisinden Y; = e*Yi olmak tizere
Yie =Y Vi

A
iliskisi elde edilir. Buradaki tek kisit ¢ y; yx ticgeninin var olmasidir ve bu ti¢genin var
olmasi icin de gerekli ve yeterli kosul 2a + ¢ > 7 olmasidir. Ayrica iliski cemberin diger

tarafina da genisletildiginde

n—£<a<n+£ (4.5)
2 2

kn

elde edilir. Tamsay1 diiglimleri i¢in ¢ = %’dir dolayisiyla 7 — 2% < < 7w + k—: Sonug

olarak bir cember temsili x; iireteglerini e*X’ye gotiiren bir SU (2) temsile kaldirlabilir

ve burada x; — e <= 51— k—jl’ <a<m+ k—jl’ Bu sebeple temsil uzayi [| 5] sayida ([|51],
5 nin tam degerini gostermektedir) agik araligin ayrik birlesimidir, Sekil 4.19. O
o, O
o, O
o, O

Sekil 4.19: [|51] sayida agik araligin ayrik birlesimi
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4.4. Tamsay1 Link Gruplarmmin SU (2) Temsilleri Uzay1

Bir linke karsilik gelen orgiiler i¢in durum biraz farkhidir. Bilindigi gibi n cift bir
pozitif tamsay1 ise K, tamsay1 orgiisiine karsilik gelen diyagram bir link diyagramidir.

n = 2m olmak tizere Sekil 4.20’teki gibi etiketlenmis bir linkin grubu

Sekil 4.20: K, linkinin yonlendirilmis diyagrami

Gp =< X1, Xy V1. Ym | Xix1 = Yis1Xi Y71y (mod m),
Vit1 = x,-y,-xl._1 (modm),i=1,2,...,m> (4.6)
seklindedir.

Ornek 4.11.
Ks linkinin diyagrami Sekil 4.21'de verilmistir. Uretegleri arasindaki iligkiler (4.6)’ten de

kolayca elde edilebilecek olan Kz'nin grubu

-1 -1 -1
Ge =< X1,X2,X3, Y1, V2, V3 | X1 = Y1X3)] » X2 = Y2 X1Y5 , X3 = Y3X2)3

V1= X3)3%50, Yo = XX L, 3= XXyt > (47)

grubudur. Gg'nin diigiim gruplarindan farki Gg'nin iiretecleri arasinda iki tane farkl

eslenik sinifi olmasidir. Bunlardan birisi [x;] ve digeri [y;]'dir. Acik olarak

[x1] ={x1,%2,x3} ve [yi]l=1{y1,¥2,¥3}

seklindedir. Yani bir f : Gg — SU(2) homomorfizmi g6z oniine alindiginda f(x;) =
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e ve f(y;) = ePYi olmak durumundadir. Tamsay1 diiglimleri durumunda oldugu
gibiyine, f(x;)-lerin ve f(y;)-lerin imajiner kisimlarinin, x;-lerin ve y;-lerin, 872[ /o deki

pozisyonlari incelenebilir.

Y1 x1

_ -1
Y2=X1)1X
X2 = Vox1V5 !
X 2=)2X1)5
_ -1
Y2 V3= X2)2X,
X3=V3Xo Vol
X3 3= )V3X2)3

V3

_ -1
V1= X3)3Xg

_ -1
X1 =)143)

Sekil 4.21: Kg linkinin diyagrami

Mk iliski g6z oniine alindiginda, yani 5721 o de x1'in ve yy’in bir sekilde yerlestirildigi
diistiniiliirse bu durumda y», Sekil 4.22'deki gibi yerlesmis olur. Tiim diger iliskiler kul-

lanilarak benzeri yapilirsa Sekil 4.23’teki kiiresel cokgen elde edilir.

¥ n

Sekil 4.22: x1, y1, y2 'nin kiireye yerlesimi

Ozetle Gg'nin bir SU(2) temsili demek Sekil 4.23'teki bir konfigiirasyon demektir. (EI-

bette bu islerin SO(3) denklik altinda yapildig1 unutulmamalidir.)
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Sekil 4.23: Gg'nin bir SU(2) temsili

Simdi diigiimdeki durumun burada da gegerli oldugunu gérmek icin Sekil 4.23’teki
temsilin var oldugu varsayilip bundan bir cember temsili edilebilir. Apacik olarak Sekil
4.23’teki gokgenin kenarortay dikmeleri ayni noktadan gegmezler. O noktasi x; é X3
licgeninin agirlik merkezini gostersin. x; é X3 licgeni bir eskenar tiggendir, yani bu tig-
genin aclortaylari da kenarortaylar: da yiikseklikleri de ayn1 noktadan gecerler. Ayrica
O' noktasi n ﬁ y3 ticgeninin agirlik merkezini gostermek {izere y; ﬁ y3 ticgeni de bir

eskenar tiggendir. Diger taraftan x; ﬁ Y2, X2 ﬁ V3 X3 ﬁ s ticgenleri de birer ikizkenar

X3 X3

X2 X2

Sekil 4.24: x; x,x3 ve y1 y2 y3 licgenlerinin agirlik merkezleri

ticgendir. Ornegin x; ﬁ Y2 ticgeninde y1y, kenarinin orta dikmesi /; ile gosterilecek
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olursa, /; dogrusu <y; x; y» acgisinin aclortayidir. Benzer olarak diger ikizkenar ticgen-

lerde de

l> dogrusu y» y3 dogru parcasinin orta dikmesi ve < y3x» y» acisinin agiortayidir
ve

I3 dogrusu y; y3 dogru parcasinin orta dikmesi ve <{y; x3 y3 agisinin agiortayidir.

Diger taraftan O noktasi <(y;x1y2, <y3X2)2 ve <{)1X3y3 acilarinin aclortaylarinin
kesigim noktasidir ¢linkii x; ﬁ X3, X1 ﬁ Xp Ve Xp ﬁ X3 liggenleri de birer eg ikizkenar tig-
gendir. O halde O noktasi ile O’ noktasi ayni noktadir, Sekil 4.24.

I', O noktasinin kutup ¢cemberi olsun. /; dogrusunun, Ox; yoniinde I' cemberini
kestigi nokta X; ve [, dogrusunun Oy, yoniinde I' cemberini kestigi nokta y; olsun.

Benzer sekilde diger dogrularin da I gemberini kestigi noktalar %», j», X3 ve y3 olsun.

X3 n
b
N4
L ¥y
N 3 ~
3 X1
Y X
X2
I3
X2 Ve

Sekil 4.25: Gg'nin ¢ember temsilinin elde edilisi

xp?gxg bir eskenar ticgen oldugundan d (X, X2) = d (X2, X3) = d(X3, X1)'dir. Ayrica Iy, I, I3
dogrular1 xlegxg ticgeninin kenar ortay dogrular1 oldugundan d(%1, 1) = d(j1, X3) =
d(X3,y3) = d(J3,%X2) = d(X2,72) = d(j», X1)'dir. Dolayisiyla O'dan gecen bu ii¢ dogru
kutup ¢emberini 6 esit parcaya boler. O halde X;-ler ve y;-ler I' cemberine esit aralik-
larla yerlesir ve bu da bir cember temsili verir.

Yukarida anlatilanin tersi de dogrudur, yani bir cember temsili bir SU(2) temsile

2

2 olsun. Bu du-

kaldinlabilir. p : Gg — SU(2) bir homomorfizm ve p(x;),p(y;) € S
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rumda iliskiler, p(x;) = x; ve p(y;) = y; olmak tizere

Y = ayxnl=2<a,n>na-n
% = oy =2<pa>p-xn
Y3 = X)Xy | =2<Xp,)a>X2— Y2
B o= panys S2<Ya%> )ik
Vi = X3ysX3 l=2<X3,)3>X3-)3
X=X =2<yX>N-xs

halini alir.

Diger taraftan < XL, Y1 >=< Yo, X1 >=<Xp, Yo >=< Y3, Xp >=< X3, )3 >=< J1, X3 >'dir.
Eger < xi, »n>= 1 ise bu durumda biitiin Xi ve yi noktalar1 ayni yerdedir, bu da (iste-
nilmeyen) abelyen ¢6ztimdiir. Dolayisiyla < x,, y1 ># +1 varsayilabilir. Bu durumda da
basit bir argimanla x1, X, X3 Ve y1, J2, y3 noktalarinin orijinden gecen ayni diizlemde
yer aldig1 goriiliir, dolayisiyla bu noktalar S;ZT /» Nin (yalnizca) bir jeodezigi tizerinde yer
alir. Yani diigimde oldugu gibi burada da Si ,» Uzerinde gember temsilden bagka temsil

yoktur. Bu cember temsiller de Sekil 4.26'da gosterildigi gibidir.

Sekil 4.26 (a)’daki cemberin kutbu O olsun. Ox; dogrusu tizerinde
L= c059ﬁ+sin90, (4.8)
benzer sekilde Oy; dogrusu tizerinde
i =cosyy;+sinyO

noktalar1 goz 6niine alindiginda s; #; 52 £ 533 cokgeni icin <(s3f35; = <(S111 52 = <IS21283
ve <3811 = <t S2br = <1t s3t3'diir, Sekil 4.27.

OtAg s1 liggeni ile OsAl t; licgenleri kongiirenttir, dolayisiyla esit kenarlarin karsilarin-
daki ac1 da esittir. Benzer argiiman diger ticgenlerin kongiirentliginde de kullanilirsa
iddia edilen acilarin esitligi goriiliir. Bu durumda g : Gg — SU(2), g(x;) = e*!i ve

&(y;) = ePsi bir grup homomorfizmidir. Diger yandan bu homomorfizmin var olmasi
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X
X o Y2, X3

V3 X1 X1, Y3

*3 N X2, Y1

(b)

(@)
Y1,Y2,¥3 Q X1, X2, X3
(©

Sekil 4.26: Gg 'nin cember temsilleri

icin 6rnegin Os; f; liggeni var olmalidir. Bu ise ancak
a+pB+n/3>n

olmasiyla miimkiindiir. Yani a+f > %” olmalidir. Bu durumda temsil uzayi Sekil 4.28’te
gosterilen ve bir acik diske homeomorf olan 5-gendir.

Sekil 4.26 (b)'deki cember temsili alindiginda da temsil uzayi (n/6, 7 — 7/6) agik ar-
aligidir.

Sekil 4.26 (c)'deki cember temsili alindiginda temsil uzayi tek noktadar.

Genel durum

Yukaridaki 6érnekten hareketle n = 2m olmak iizere bir K,, tamsayi linkinin SU (2)
temsilleri uzay1 belirlenebilir. K, linkinin grubu G, iki farkli eslenik sinifina sahip-
tir, bunlardan birisi [x;] ve digeri [y;]'dir. o : G, — SU(2) bir homomorfizm olsun
ve o (x;) = e®¥i ve o (y;) = ePY1 ile gosterilsin. Bu durumda xi-lerin ve y;-lerin S7 ,'deki
konfigiirasyonu $ekil 4.30'de gosterildigi gibidir. x; x» ... x,, cokgeninin (yada y1y2... ym

>

cokgeninin) agirlik merkezi O olsun ve kutbu O olan cember de Or olsun. Ox; dogrusu-
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X2 N2

V3 X1
$3
| S1
X3 N
Sekil 4.27: s, 1152t 8313 cokgeni
p
(m, )
3 |

Sekil 4.28: Gg 'nin agik diske homeomorf olan temsil uzay:

— —

nun Or ¢cemberini kestigi nokta, yani Ox; N Or = X; olmak iizere, benzer sekilde Oy; N
Or = y; olmak lzere {Xy,...,Xm, J1,--., ¥m}, Gn grubunun bir ¢cember temsilini verir.

Tersine G, grubunun bir cember temsili, G,'nin bir SU(2) temsiline kaldirilabilir.

0:G,— S2,cSUQ2), o(x) =Xi, olyd=yi

s as 1 . 1
olsun ve X1, X2, Xy Y1, Y25 -++» Ym AyNL biiyiik gember, S;. tizerinde yer alsin. S;. ¢em-

berinin kutbu O olmak tizere S;ZT /2 kiiresinde

X;j=cosyx;+sinyO ve J;=cos@y;+singpO
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Y2, X3

X1,)3

X2, )1

Sekil 4.29: x) x,x3 eskenar ii¢geni

Xi Yi+l

Sekil 4.30: x; ve y; noktalarinin S, deki konfigiirasyonu

noktalar1 kullanilarak G,,’nin SU (2) temsilleri elde edilebilir. 2«, J%Tj/} ile )?:i;;.l dogru-

— —

lar1 arasindaki aciy1 gostersin ve 2, X; ;41 ile y;41%;+1 dogrular arasindaki aciy1 gos-
A

tersin, Sekil 4.31. Bu durumda a ve f agilar tizerindeki kisit, OX; j; tiggeninin varligina

indirgenmis olur. Bir kiiresel ticgenin i¢ acilar1 toplami n'den biiyiik 3n’den kiigiik

oldugundan

n<a+f+60<3m, (4.9)

esitsizligi gecerlidir ve bu durumda
n—-0<a+p<3n-0. (4.10)

Sabit bir 0 icin dolayisiyla sabit bir cember temsili i¢in

a # fise G, grubunun cember temsilinin SU(2) temsili Sekil 4.32'de de gosterildigi

gibi acik diske homeomorftur.
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Xi Y/

Yi+1

Sekil 4.31: G, grubunun SU(2) temsillerinin elde edilisi

a=pise t-0<a+a<3m—-0,veburadan ”—59 <a< # olacagindan temsil bir agik

araliktir.

a = f=mise temsil tek noktadir.

p

Sekil 4.32: G, 'nin agik diske homeomorf olan temsil uzayt

Tiim bunlarin sonucu asagidaki teorem ile ifade edilebilir.

Teorem 4.12.
K, tamsay linkinin grubu G,’'nin SO(3) denklik altinda SU (2) temsilleri uzay1 p tane

acik diskin ve r tane acik araligin ayrik birlesimidir. Burada p # 0'dir ve r = 0 olabilir.
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Asagida Kg ve Kjo tamsay1 link gruplarinin ¢ember temsilleri verilmistir. Yukarida
anlatilan yontem ile bu cember temsiller kullanilarak Kg ve Ko tamsayi link gruplari-

nin SU(2) temsilleri elde edilebilir.

Ornek 4.13. (Kg linkinin grubu Gg’in gember temsilleri)

X2 Y2, Y4
V3 Y2
X3 X1 X2,X4 X1, X3
JVa 71
X4 V3, )1
(a) (b)
X4
Y2 V3
J’I ) J/Z: X1, X2,
X3 X1
V3, V4 X3, X4
1 hZ!
X2
(c) (d)

Sekil 4.33: Gg'in cember temsilleri
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Ornek 4.14. (Kjg linkinin grubu G1¢’un ¢ember temsilleri)

V3 X2
X3 )2
NZ! X1
X4 1
Vs X5
(a)
Y2 X3
X5 Vs
hZ! X1
X2 NE]
N X4
(©
Sekil 4.34
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y2’ X4
X2,)5
X1,)a
X5,Y3
X3, )1
(b)
X5, J’S
X4, )2
X1,)a
X3, V1
X2, Y5
(d)



J/I»J/Z,J/?n X1, X2, X3,
Va4 Y5 X4, X5

(e)

Sekil 4.34: (devam) G 'un cember temsilleri
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5. SONUC

Bir tamay1 diiglimiiniin Wirtinger gosterimiyle verilen G,, grubunun iiretecleri me-
ridyenlerin homotopi siniflaridir ve iiretecler arasindaki iliskiler diigtim diyagraminin
yonlendirilmesine baglh olarak ya hep x;;; = x,;lxi Xi ya da hep x;11 = xpx; x,;l for-
mundadir. G, grubunun bir SU(2) temsili, G, grubundan SU(2) grubuna bir homo-
morfizm oldugundan, x; iireteclerinin bu homomorfizm altindaki goriintiileri X; ku-
aterniyonlar1 olmak {iizere; G, grubunun bir SU(2) temsili, G, grubundaki iliskilere
karsilik gelen iliskileri saglayan {Xi, X»,..., X;} kuaterniyonlarinin bir kiimesi olarak
diistiniilebilir. X; kuaterniyonlarinin saglamasi gereken iliskiler, 6rnegin, X;;; = X © 1X;
X seklindedir. iki birim kuaterniyonun eslenik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul reel
kisimlarinin ayni olmasidir. Bunedenle X; = e** kuaterniyonlarinin imajiner kisimlar
S,ZI kiiresindedir. {X;, X»,..., X;;} kuaterniyonlarinin bu kiireye nasil yerlesebildiklerini
belirleyebilmek igin X, 1 X; X} carpiminin geometrisi kullanilmistir. Genel olarak Q =
e% ve X birim kuaterniyonlari icin Q! XQ carpiminin reel kismi X’in reel kismi olup
imajiner kismiise X’in imajiner kisminin g ekseninde sol el kuralina gére dondiiriilme-
siyle elde edilen kuaterniyondur. Benzer sekilde QXQ™! sag el kuralina gére déndiirm-
eye karsilik gelir. Dondiirmenin miktar1 da Q'nun agisinin iki kati kadardir. Dolayisiyla
X1, X2,..., X, kuaterniyonlarinin S? kiiresinde oldukga geometrik bir konfigiirasyonu
vardir. Bu konfigiirasyondan G,, grubunun bir gember temsili elde edilebilir ve tersine
G, grubunun bir cember temsilinden G, grubunun bir SU(2) temsili elde edilebilir.
G,,'nin cember temsilleriile SU (2) temsilleri arasindaki bu iliskiden G,,’nin SU(2) tem-
silleri uzaymnin [|7|] tane agik arahigin ayrik birlesimine homeomorf oldugu gosterilmig
olur.

Tamsay1 diiglim grubunun geometrik konfigiirasyonlarindan hareketle tamsayi link
grubu G,'nin SU(2) temsilleri uzayinin da acik disklerin ve acgik araliklarin ayrik bir-
lesmine homeomorf oldugu gosterilmistir. Ornegin Gg tamsay link grubunun SU(2)
temsilleri uzay1 bir acik disk ile bir acik araligin ayrik birlesimidir. Gg link grubunun
SU(2) temsilleri uzay: 3 acik diskin ayrik birlesimidir ve Gjg link grubununki 2 agik
diskin ve 2 acik araligin ayrik birlesimidir.

Bir K c S3 diiglimiiniin Alexander polinomu A(#) olmak iizere |A(—1)| sayisina K
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diigiimiiniin determinanti denir. Determinanti 1’'den farkli olan bir diigiimiin gru-
bunun abelyen olmayan SU(2) temsili vardir ( [12], Corollary 11). Bundan sonraki
calismalarda bu tezde verilen tamsay:r diigtimlerinin SU(2) temsilleri uzayimnin belir-
lenmesinde kullanilan geometrik yontemler ile diger tipten baz1 diiglimlerin, 6rnegin
2-kopriilii diigtimlerin SU (2) temsilleri uzayinin topolojik yapisi belirlenmeye calisila-
caktir. Bir diigiim grubunun bir SU (2) temsilini belirlemek demek diigiim grubundaki
iliskiler saglanacak sekilde birim kuaterniyonlar bulmak demektir. Bu da kuaterniyon-
lardan olusan bir denklem sistemini ¢ozmeyi gerektir. Elbette bu denklemler cebirsel
islemler kullanilarak da ¢oziilebilir ancak tiretec sayis1 n olan bir diiglim grubunun
SU(2) temsilini bu yontemle bulmaya ¢alismak 7 bilinmeyenli n kuaterniyonik den-
klemi ¢6zmeyi gerektirir ki bu da oldukca zahmetli ve zor bir istir. Bu sebeple boyle
denklemleri ¢c6zmek i¢cin geometrik yontemler kullanmak kontrolii elde tutmak agisin-

dan oldukc¢a 6nemlidir.
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