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V = R? olmak iizere, elemanlari £- boyutlu alt vektér uzaylariolan ve V'\ {0} kiimesini ayrigtiran bir S
kiimesine V vektor uzayinda bir yayiim denir. Bu calismada, R?¢ vektor uzaywmna kargihk gelen topolojik
Oteleme diizlemleri iginde, sonsuzdaki her noktasi bir diiz ayaga sahip olan her Oklidyen kiirenin bir birimlik

oldugu gosterilmigtir.
Anahtar Kelimeler:

Topolojik 6teleme diizlemi, Yayilim, Birimlik

UNITALS IN TOPOLOGICAL TRANSLATION PLANES

ABSTRACT

A spread of V = R% is a set of {— dimensional subspaces L < V partitioning V\ {0}. Here, it is
shown that, in the corresponding topological translation spaces, every Euclidean sphere is a unital with the
additional property that every point at infinity has flat feet.

sahip olmasi da istenebilir. Owvaller olmast duru-

Key Words: Topological translation plane, Spread, Unital
1. GIRiS
Birimlige hemen verilebilecek bir &rnek,

Dezargsel projektif diizlem icinde iiniter kutup-
salligin mutlak noktalar: ve mutlak olmayan dogru-
larindan olugan bir kiimedir. Sonlu durumda bir
birimlik, bir projektif diizlem i¢ine bir daldirmaya
dayandirmadan belirli kardinalite parametrelerinin
diizenlenmesiyle tamimlanabilir. Sonsuz halde b&yle
bir yaklasim genel olarak daldirilmig birimlikler
icin bile gegerli degildir. Burada biz topolojik bir
bakis acisim benimseyecegiz. Kardinalite ile ilgili
varsayimlari, homeomorfizm tipleri iistiine hipo-
tezlerle veya diizlemin dogrularinin boyutlar: tistiine
ve onlarm birimliklerle arakesitleri iistiine hipo-
tezlerle degigtirecegiz.

Klasik kompakt projektif diizlemler {istlindeki
cesitli polaritelere kargihik gelen birkag boyut vardir
(Salzmann,vd,1995).  Ustelik bir birimligin ge-
ometrik iglemlerinin bazi siireklilik &zelliklerine

munda bdyle 6zellikler, ovalin, verilen diizlemdeki
noktalarin kapali bir kiimesi olarak tamimlanmasi
halinde ispatlanabilir (Buchanan,vd,1980). An-
cak birimliklerin kullanilmasinda bu 6zellikler ciddi
olarak ele alimmamugtir. Bu dogrultuda ( Immervoll
, 2001) en giicli tanumlarmm taban: Gstiine bitiin is-
tenen siireklilik 6zelliklerini i¢ine alan bir aragtirma
baglatmigtir.

Bu ¢aligmada baz1 temel zorluklardan kacinarak
eg-boyutu (codimension) 1 olan nokta kiimeleri ile
Ozel birimlik tipleri incelenmigtir. Ele alinan birim-
likler es-boyutu 1 olan birimlikler olacaktir.

Daldinlmig bir U birimligine bir teget demek, U
birimligini tam olarak bir noktada kesen dogru de-
mektir. p noktasindan gecen biitiin tegetler bi-
rimlige dogrudag noktalarda degerse, gémiilii birim-
lik p ¢ U noktasina gbre diiz ayaga sahiptir, denir.
U birimligi her p € L\U i¢in diiz ayaga sahipse,
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U birimligi L dogrusuna gore de diiz ayaga sahip-
tir, denir. Sonlu projektif diizlemde U birimligi her
p ¢ U noktasina gore diiz ayaklara sahipse, U birim-
ligi bir Hermityen egridir (Thas,1992).

Burada ele alman diizlemler lokal kompakt
afin Gteleme diizlemleridir.  Boyle bir diizlemi
olusturmak icin R%*¢ uzay1 icindeki bir yayihima
gereksinme duyulur. Olusturulan diizlemin nokta-
lann R?¢ uzaymin noktalar, dogrular1 yayilimdaki
L dogrularinin 6telenmigleridir. Diizlemin topolo-
jik gereklilikleri (birlegim ve kesigimin siirekliligi)
saglamasi i¢in gerek ve yeter kogul S yayiliminin, R?¢
uzayinin biitiin £ boyutlu alt uzaylarmin Grassmann
manifoldunun kapali bir alt kiimesi olmasidir. Bu
durumda S yayilimi, S, ¢-kiiresine homeomorftur. ¢
nin alabilecegi degerler 1,2,4 ve 8 dir. Her kompakt
yayilim, ayni zamanda bir dual yayihmdir. Bagka
bir deyigle, R? uzaymn her lineer hiperdiizlemi S
yayiliminin tam olarak bir elemanin icerir (Salz-
mann,vd,1995). R?* vektdr uzayinda icin standart
skalar ¢arpimi gozoniine alacagiz. R?‘vektor uzay:
icindeki S yayilimimn self-ortogonal olmasi demek,
S = St olmasi demektir. Bu durumda S yayilimi
yardimiyla olugturulan diizlemler kendi iistiindeki
transpozuna izomorftur (Buchhanan ve Hihl, 1978).
Bu 6nermenin karsiti dogru degildir. Aykir1 6rnekler
icin 6zel near field diizlemleri alinir. Agikardir ki,
klasik yayilimlar (reel, kompleks, kuaterniyon ve ok-
tanyon diizlemleri) self-ortogonaldir. Burada esas
amag self-ortogonal kompakt yayilimlara klasik ol-
mayan Ornekler vermektir.

2. BIRIMLIKLER

Bir lokal kompakt irtibathh afin oOteleme A
diizlemini, bir S yayiimi ile birlikte alinmig R%
nokta kiimesi ile ele alacagiz. U, noktalarmn bir
kiimesi, L, A diizleminin bir dogrusu olsun. LNTU
kiimesi bog kiime ise, L dogrusuna U kiimesinin bir
dig dogrusu, LNU kiimesi tek elemanl bir kiime ise,
L dogrusuna U kiimesinin bir tegeti, L N U kiimesi
birden fazla elemanli bir kiime ise, L dogrusuna U
kiimesinin bir keseni diyecegiz.

Tanim 1. U, R* wzaywn bir alt kiimesi olsun.
Asagidaki 6nermeler dogrulaniyorsa U kiimesine eg-
boyutu bir olan bir kompakt birimlik denir.

U1) U kiimesinin her noktas: bir ve yalnaz bir tejet
tzerinde bulunur.

U2) U kiimesi, boyutu 20 — 1 olan Sz¢_1 kiiresine
homeomorftur.

U8) L dogrusu bir kesen ise, L N U kimest,
Sp-1 ktiresine homeomorftur.

Birimlik denilince, eg-boyutu 1 olan kompakt bi-
rimlik anlayacagiz. Afin 6teleme diizlemlerindeki
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birimlik drnekleri kolayca elde edilir. Ornegin, R?
afin Oteleme diizleminde her ¢ember bir birimliktir.
Cemberin her noktas bir ve yalmz bir teget tizerinde

bulunur. Diizlemde ¢ember, S; kiiresine homeo-
morftur. Cember, S; kiiresine birim doéniigiimle
homeomorftur. L dogrusu bir kesen ise, L N U

kiimesi, Sy kiiresine homeomorftur. Diizlemde L ke-
seni, ¢cemberi yalmz iki noktada keser. Bu durumda
So = {po,p1} kiimesi , R tstiinde bir sifir kiire de-
mektir.

O, R™ kiimesinin bir alt kiimesi olsun. O
kiimesi kompakt ise, @ kiimesinin her keseni tam
olarak O kiimesinin iki noktasini kapsiyorsa ve O
kiimesinin bir p noktasindan gegen tegetler bir H,
hiperdiizlemini &rtiiyorsa, O kiimesine ovoid denir.
Oteleme diizlemlerinin ¢ -boyutlu dogrularindan
ayirt etmek icin, ovoidin kesenine ve tegetine bir
boyutlu dogrular diyecegiz. Kompakt projektif
diizlemdeki ovaller gibi R™ kiimesindeki her kom-
pakt O ovoidi S,,—; kiiresine homeomorftur. R"
kiimesindeki O ovoidi icin p noktasini c¢ikarinca
geriye kalan kiime birebir, 6rten ve siirekli olacak
bicimde R?~! kiimesi ile eglenebilir.

Onerme 2. Reel afin uzay R? i¢indeki bir O kom-
pakt ovoidi, R? wuzay: iistinde tansmlanmus lokal
kompakt A afin dteleme diizlemi i¢inde eg-boyutu 1
olan bir birimliktir. '

Kamt. A diizleminin bir L dogrusu ovoidin bir ke-
seni ise, bu durumda L N O kiimesi, £ -boyutlu
reel afin L uzayi iginde bir kompakt ovoid tir.
Buna goére U3 &énermesi yukaridaki uyarilarin bir
sonucudur. Ayni uyarilar U2 Onermesini gerek-
tirir. Bagka bir anlatimla U kiimesi, boyutu 2¢ — 1
olan Sop_; kiiresine homeomorftur. Son olarak
Ul Onermesinin saglandigini gosterelim. O ovoi-
dinin bir p noktasindan gecen bir boyutlu tegetler
bir H, hiperdiizlemini orterler. A dizleminin S
yayihmi ayni zamanda dual yayihim oldugundan H,
hiperdiizlemi, A diizleminin p noktasindan gecen
tam olarak birtek L elemanin igerir. Agikar olarak
L bir tegettir. p noktasindan gecen Steki dogrular
birer kesen dogru olmak zorundadir (Léwe,vd,2000).

S, reel afin uzay R? iistiinde bir yayilim olsun.

V = R? vektér uzaymin | — boyutlu
bir alt vektér uzayidir ve

I\ {0} kiimelerinin birlegimi

V\ {0} kiimesinin bir ayrigtmidir

S={L|L,

V=R? reel afin uzaymnda baslangic nok-
tasindan gecen herbir dogru S yayihmmin bir
elemamdir.R*reel afin uzayinda ise baglangic nok-
tasindan gecen 2-diizlemlerinin bir alt kiimesi bir
yayllimdir. Bu uzayda yalmz orijin ortak noktasina
sahip olan 2-diizlemleri alinir.
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Her ¢klidyen U kiiresi bir ovoiddir ve béylece lokal
kompakt, irtibath afin A Steleme diizlemi i¢inde bir
birimliktir. Simdi K € S &zellikli bir X dogrusunu
gozoniine alalim. K dogrusunun sonsuzdaki nok-
tasinin ayaklarinin kiimesini F ile gsterelim.

Fr={(z+ K)NU:z € R* z + K birtegettir}

Onerme 3. Merkezi baglangi¢ noktase olan bir kire
U ise, K dogrusunun sonsuzdaki bir noktasinin
ayaklarimin kimesi

Fx =UnK+
bicimindedir.

Kanit. Afin 2/-uzay1 igindeki bir U ovoidi, p € U
noktasinda H, = p+p' teget hiperdiizlemine sahip-
tir. K C p* ise, £—boyutlu p + K dogrusu tegettir.
Bu ifadeye denk olarak p € K+ NU dir. Bagka bir
anlatimla, K C pt ise K+ D pt+ dir. p € pt+
oldugundan p € K+ olur. Ayrica p € U oldugundan
p € K+ N U elde edilir.

Boylece agagidaki teoremi elde etmig olduk.

Teorem 4. R* wzay dstindeki bir S yayloma
ile’ elde edilen bir A dteleme dizlemi igindek:
her Oklidyen kiire bir birimliktir. Sonsuzdaki bir
dogruya gére bu birimligi diz bir ayada sahip ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul S nin self-ortogonal
olmasidar.

Acgik Problem: Lokal kompakt, baglantili afin
Oteleme diizlemi igindeki her birimlik afin 2£-uzay
icinde bir ovoid midir? Diizlem kompleks afin
diizlem olsa bile yamt pek acik degildir.

3. SELF-ORTOGONAL YAYILIMLAR

R%¢ = R¢ x Rf uzay icindeki bir yayilim zaman
zaman onun Grassmann koordinatlariyla verilebilir.
M, £x £ bicimindeki matrislerin kiimesi olmak lizere,
yayihmin dogrulan V = O x Rf ve

Ly = {(z,Mz):z€R}, MeM

biciminde verilsin. Bu yayilimi, M den elde ettigimiz
icin Sy ile gbsterecegiz. M matrisinin transpozunu
M? ile, adjointini (M*)™' = M* ile gosterelim.
Kolaylikla goriilebilir ki V' = LE ve M # 0 igin
L = L_p+ dir. Boylece

(z, Mz),(y,—M*y)) =(z,y) — (Mz, M*y)
=(z,y) — <MM_1a:,y>

elde edilir.
Sonu¢ olarak asgagidaki yardimer teoremi elde
etmis olduk.

Yardimer Teorem 5. M kimesi tarafindan
tansmlanan bir Sy yaybminin standart skalar
carpima gore self-ortogonal olmasy ig¢in gerek ve
yeter kogul sifir matrisini kapsamas: ve

VM € M\ {0} igin — (M) = —M*
olmasidur.

Ornek 6. Klasik olmayan lokal kompakt, irtibath
ilk 6teleme diizlemleri Betten [1] tarafindan ve-
rilmigtir. A = Ay diizlemleri, monoton, siirekli
birebir-6rten f : ]0,00[ — ]0,00[ fonksiyonuna
baghdir. Yayilim elemaninin Grassmann koordinat-
lar

a b
(—f(a2+b2)b f(a2+b2)a>a a,b e R

bi¢imli matrislerdir. Basit bir hesaplama yardimac
teorem 5 deki kosulun saglandigimi gosterir. f
tanimlayici fonksiyonu simetrik ise, yayihm stan-
dart skalar carpima gére self-ortogonaldir. Burada
f fonksiyonunun simetrik olmas: Vr icin

fG) =75

olmasi anlamindadir.
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