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1. GİRİŞ 
 

Klasik fizik yasaları Newton mekaniğine dayanır. 
Bu yasalar, hareketli bir cismin düşük hızlardaki dav-
ranışını bütün yönleriyle çok başarılı bir şekilde yansı-
tabilirken, cismin hızının ışık hızıyla karşılaştırılabilir 
büyüklüğe ulaştığı durumlarda ise yetersiz kalırlar. 
Yüksek hızlarda Newton yasalarıyla deneysel gerçek-
ler örtüşmez. Bu yasaların ifadelerinin Einstein tara-
fından öne sürülen özel rölativite teorisine göre değiş-
tirilmesi gerekir. Bu anlamdaki rölativite teorisinin 
temelinde Lorentz dönüşüm bağıntıları yatar.  

 
Kuaternionlar rölativistik mekaniğin incelenme-

sinde de önemli roller üstelenmektedir. Bu nedenle 
kuaternionların önemi yirminci yüzyılın başından iti-
baren uzay-zaman kavramı üzerindeki çalışmaların 
yoğunlaşması üzerine artmaya başlamıştır. Silberstein 
1912 yılında yayınlanan çalışmasında Lorentz dönü-
şümlerini kuaternionlarla ifade etmeyi başarmıştır. 
Rölativistik incelemelerde kuaternionların kullanıldığı 
son yıllardaki diğer çalışmaların yine Lorentz dönü-
şümleri üzerinde yoğunlaştığı görülmektedir (Rao, 
1983, Manogue ve Schray, 1993, De Leo, 2001). Öte 
yandan De Leo (1996) tarafından yapılan çalışmada ise 
kuaternionlar kullanılarak özel rölativite teorisi ince-
lenmiştir. Kompleks kuaternionların ortaya çıkışının 
hemen ardından elektromanyetik teoride kendisine uy-
gulama alanı bulmuştur. Klasik elektromanyetizma 
Imaeda (1976) tarafından kompleks kuaternionlarla 
yeniden incelemiştir. Minkowski uzayının doğası, 
Lorentz dönüşümleri ve Maxwell denklemleri komp-
leks kuaternionların fonksiyonu olarak yeniden tanım-
lanmıştır. Bu çalışmadan etkilenen Negi ve arkadaşla-
rı, 1998 yılında yayınlanan çalışmalarında kompleks 
kuaternionların izomorfik 88×  matris temsillerini ta-
nımlamış, Maxwell denklemlerinin kapalı ve açık 
formlarını kompleks kuaternionlarla vermişlerdir. Ay-
rıca bu eşitliklere karşı gelen izomorfik matris temsil-
lerini de ifade etmişlerdir. Öte yandan kompleks 
kuaternionların klasik elektromagnetik teoriye ilişkin 
uygulamaları Lambek (1995), Gürsey ve Tze (1996), 
Colombo ve arkadaşları (1998), Sweeter  ve Dandri 
(1999), Gsponer ve Hurni (2001) tarafından da ince-
lenmiştir. Tüm bu uygulamalar yardımıyla Maxwell’in 
dört eşitliği daha kısa ve daha şık formdaki bir eşitliğe 
indirgenmiştir. Kompleks kuaternionların kullanıldığı 
rölativistik elektromagnetizmaya ilişkin çalışmalar ise 
Silberstein (1912), Sobczyk (1981), Jantzen (1982), 
Abonyi ve arkadaşları (1991), Kassandrov (1995), 
Ward (1997) ve Dahm (1998), tarafından yapılmıştır. 
Sözü edilen çalışmalarda Maxwell denklemlerinin 
Lorentz dönüşümleri altındaki yeni formları elde edil-
miştir. 

 
Yukarıda belirtildiği üzere kompleks kuater-

nionların rölativistik elektromanyetizmanın incelenme-
sinde kullanılması yeni değildir. Bu çalışmada hedef-
lenen; kompleks kuaternionlarla elektrik ve manyetik 
alanlar ifade edildikten sonra bu ifadelerin çok iyi bili-
nen Lorentz dönüşümleri ile yeni biçimlerinin elde e-
dilmesi, ardından kompleks kuaternionik dönüşümle 

elde edilen sonuçlarla karşılaştırılarak hangi yöntemin 
kullanışlı olduğunun araştırılmasıdır. 

 
2. KOMPLEKS KUATERNİONLAR 

 
Kompleks kuaternionlar, reel kuaternionların 

kompleks bir ifadesidir. q ve q′  reel kuaternionları; 
 

33221100 +++= eeee qqqqq                                               (2.1) 
 

ve 
 

3210 +++= eeee 3210 qqqq ′′′′′q                                               (2.2) 
 

ile verilmek üzere Q kompleks kuaternionu; 
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)3)2)10
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qiqqiqqiqqiq
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qqQ   (2.3) 

 
biçiminde yazmak mümkündür (Negi vd., 1998). Bu-
rada 12 −=i  olup, 3210 Q,Q,Q,Q  ise kompleks sayı-

lardır. Kuaternionların taban elemanları olan 0e  ve 
321 e,e,e  aşağıdaki çarpım kurallarına uyarlar: 

 
ljkljkkj eεeee1e2

0 +−== 0δ    )3,2,1,,( =lkj     (2.4) 
 

jkδ  ve jklε  terimleri sırasıyla Kronecker deltası ve 
Levi-Civita sembollerini göstermektedir. Bir P komp-
leks kuaternionu skaler 0P  ve vektörel bileşenleri 

332211 PP eee ++P  cinsinden de yazmak mümkündür: 
 

P+= 0PP                                                                                          (2.5) 
 
P ve Q gibi iki kompleks kuaternionunun çarpımı, 
 

QPP.QPQ)Q)(P( ×+−++=++= 000000 QPQPQPPQ  (2.6) 
 

biçiminde tanımlanır. Buradaki nokta ve kros çarpım-
lar, üç boyutlu uzaydaki skaler ve vektörel çarpımlara 
karşılık gelmektedir. Her kompleks kuaternion için bir 
eşlenik tanımlamak mümkündür. Q kompleks kuater-
nionunun eşleniği *Q ile gösterilir ve 

 
33221100 eeeeQ0

* QQQQQ −−−=−=Q                    (2.7) 
 

şeklinde tanımlanır. Görüldüğü gibi Q’ nun eşleniği 
vektörel kısmın işaretinin değiştirilmesi ile elde edilir. 
P, Q kompleks kuaternion olmak üzere bunların çar-
pımının eşleniği için; 

 
**PQPQ =*)(                                                                                (2.8) 

 
ifadesi yazılabilir. Kompleks kuaternionlar için komp-
leks eşlenik de tanımlanabilir. cQ  ile gösterilen komp-
leks eşlenik; 
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ile verilir ve 3210 Q,Q,Q,Q  kompleks sayılarının eşle-
niğinin alınmasıyla elde edilir. Kompleks kuater-
nionların normu da tanımlıdır. Q kompleks kuater-
nionunun normu QN  ile gösterilmek üzere; 

 
2
3

2
2

2
1

2
0 QQQQN +++== *QQQ                                     (2.10) 

 
şeklinde tanımlanır. 3210 , QQ,Q,Q ve  kompleks sayı-
lar olduğuna göre, kompleks kuaternionların normu 
kompleks bir skalerdir. Normu birim olan kompleks 
kuaterniona birim kompleks kuaternion denir. P ve Q 
kompleks kuaternionlarının çarpımının normu, herbi-
risinin normlarının çarpımına eşittir: 

 
QPPQPQ NNNNN ===== **** PQPQPQ PQPQPQ *)(  (2.11) 

 
Normu sıfırdan farklı olmak kaydı ile ele alınan Q 

kompleks kuaternionunun tersi ise 
 

QN

*
1 QQ =−                                                                                       (2.12) 

 
şeklinde tanımlanır. 

 
3. RÖLATİVİSTİK ELEKTROMANYETİZMA 

 
Bu bölümde Lorentz dönüşüm denklemleri hem 

vektörlerden yararlanılarak hem de kompleks 
kuaternionik dönüşüm denklemlerinden yararlanılarak 
elde edilecektir. Eylemsiz gözlem çerçeveleri arasın-
daki göreli dönüşümü ifade eden bu denklemler kolay-
lıkla elde edilebilir. S  gözlem çerçevesine göre pozitif 
−x ekseni yönünde v  hızı ile hareket eden S′  gözlem 

çerçevesinde ölçülen konum ve zaman değerlerini bir-
birine bağlayan ifadeler aşağıdaki gibi özetlenebilir: 
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yy =′                                                                                                   (3.2) 

 
zz =′                                                                                                    (3.3) 
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−
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Burada 22 /1/1 cv−=β  ve cv /=µ ’ dir. 

Lorentz dönüşüm denklemleri incelendiğinde uzay ve 
zaman kavramlarının bağımsız nicelikler olmadığı, 
aksine birbirleriyle yakından ilişkili olduğu görülmek-
tedir. Diğer bir deyişle klasik Newton mekaniğindeki 
incelemelerde yer alan mutlak uzay ve mutlak zaman 
kavramları artık tek başlarına anlam taşımazlar. Bu 

kavramların yerine birbirleriyle yakın ilişkilerini ifade 
eden uzay-zaman kavramı kullanılır. 

 
3.1 Lorentz  Dönüşümleri ve Kompleks 

Kuaternionlar 
 
Yukarıda ifade edilen Lorentz dönüşümleri x -

ekseni yönündeki iki farklı koordinat sisteminin göre-
celi hareketine dayanır. Fakat genel anlamda aynı yön-
de olmayan bir vr  hızından söz edilmelidir. Öte yandan 
bir rr  konum vektörü, vr  yönündeki bileşeni ile vr ’ ye 
dik diğer bir bileşenin toplamı olarak iki parçaya ayrı-
labilir. vr  yönündeki bileşen, 

 

2
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v
vvr rrr

                                                                                                 (3.5) 

 
ise vr ’ ye dik diğer bileşen, 

 

2
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−                                                                                          (3.6) 

 
olacaktır. Bu takdirde rr , 
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şeklinde ifade edilmelidir. rr ’ den r ′r ’ ne tanımlanan 
bir Lorentz dönüşümünde, sadece vr  yönündeki bileşen 
dönüşümden etkilenirken vr ’ ye dik bileşende bir deği-
şim gözlenmeyecektir: 
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Yukarıdaki denklemler düzenlenerek; 
 

tvv
v

vrrr rr
rr

rr
ββ −−+=′ 2

).(]1[                                                (3.10) 

 
ve 
  





 −=′

c
vrcttc ).( rr

β                                                                     (3.11) 

 
şeklinde de ifade edilebilir (Kyrala, 1967). 

 
Bütün bu tartışmalardan yola çıkarak elektro-

magnetik denklemleri Lorentz dönüşümleri altında in-
celemek mümkündür. Uzay-zamanı tanımlayan, 

 
rr iict +=+= τR                                                                      (3.12) 

 
kompleks kuaternionunu (3.10) ve (3.11)’ den ya-

rarlanarak, 
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cv
vv)r.v(]1[rr 2 τββ −−+=′                                               (3.13) 

 
ve 
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c
)r.v(τβτ                                                                        (3.14) 

 
biçiminde ifade etmek mümkündür. Böylece R′  
kompleks kuaternionu ise, 

 





 −−++



 −=′

cv
i

c
vv)r.v(]1[r)r.v(

2 τββτR          (3.15) 

 
şeklinde verilmelidir. v  yerine v−  alınarak kompleks 
kuaternionik differansiyel operatörünün 
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Lorentz dönüşümü altındaki 
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şeklinde olması gereken formu ele alınsın. Operatörün 
skaler bileşeni, 
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ve vektörel bileşeni ise, 

 

t
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halini almalıdır. Öyleyse (3.17) ifadesi, (3.18) ve 
(3.19) eşitlikleri gereğince, 
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ile tanımlanmalıdır. 

 
E
r

 elektrik ve H
r

 manyetik alanlarının Lorentz 
dönüşümü altında nasıl değiştiğini görmek için elektrik 
alanı ifade eden, 
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eşitliğini bileşenleri cinsinden yazmak daha uygun o-
lacaktır: 
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Benzer şekilde manyetik alanı için yazılan, 
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eşitliği de, 
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şeklindeki bileşenlerine ayrılabilir. Öte yandan hız 
vektörü, x-bileşenleri yönünde seçilirse yani, 
 

1ev v=                                                                                              (3.25) 
 

reel vektör kuaternionuyla tanımlanırsa (3.1) ve (3.4) 
denklemleri gereğince A

r
 ve ϕ ’ nin Lorentz dönüşüm-

leri, 
 

)( µϕβ −=′ xx AA                                                                       (3.26) 
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şeklinde ve (3.17) denkleminin bileşenleri ise, 
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biçiminde olmalıdır. Bu tanımlardan yola çıkarak 
(3.22)’ de verilen E  alanının Lorentz dönüşümü, 
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ve 
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şeklinde elde edilir. Benzer şekilde H  alanı ise 
Lorentz dönüşümleri altında, 
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ile verilen dönüşümlere tabi tutulacaktır. Böylelikle, 
 

321 e)(e)(eE yzzyx HEHEE µβµβ ++−+=′       (3.40) 
 
ve 
 

321 e)(e)(eH yzzyx EHEHH µβµβ −+++=′     (3.41) 
 
ifadeleri elde edilir. v  hızının x -eksenine paralel ol-
madığı durumda ise bu denklemler, 
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ve 
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biçiminde ifade edilir. 
 
3.2 Elektrik ve Manyetik Alanların Kompleks 

Kuaternionik Dönüşümleri 
 

Klasik Lorentz dönüşüm formülleriyle elde edilen 
elektrik ve magnetik alana ilişkin denklemleri komp-
leks kuaternionik dönüşüm formülleri ile de elde et-
mek mümkündür. H

r
 manyetik alanı ile E

r
 elektrik 

alanını birleştiren, 
 

]eee[]eee[EH 332211332211 EEEiHHHi +++++=+=M   (3.44) 

kompleks kuaternionu ele alınsın. Tanımlanacak dönü-
şüm sonucunda elde edilecek kompleks kuaternionun 
da, 
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formunda olması beklenir. Öte yandan diğer bir Q  
kompleks kuaternionu, 
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şeklinde tanımlanmak üzere kompleks kuaternionik 
dönüşüm bağıntısı, 
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elde edilir. Öte yandan, 
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vektör eşitliğinden yararlanarak )qH(q ×× ifadesi için, 
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ve )qE(q ××  ifadesi için ise, 

 
)q.E(q)q.q(E)qE(q −=××                                               (3.51) 

 
yazılabilir. Böylece (3.48) denklemi, 

 
[ ]

[ ])q.E(q)q.q(E)qE(q)E.q(q)Hq(2E
)H.q(q)q.H(q)q.q(H)qH(q.)qE(2H

0
2
0

0
2
0

−+×−−×++
−−+×−×+=′

qqi
qqM   (3.52) 

 
halini alacaktır. Öte yandan, 

 
)qH(q ×⊥                                                                                     (3.53) 

 
olduğuna göre yukarıdaki denklemde yer alan 

)qH(q. ×  terimleri sıfırdır. (3.52) denklemi tekrar dü-
zenlenirse, 

 

)]q.q(E)E.H(q2)Hq(2E[
)]q.q(H)H.q(q2)qE(2H[

0
2
0

0
2
0

+−×++
+−×+=′

qqi
qqM    (3.54) 

 
elde edilir. (3.45)’ de verilen tanım gereğince, 
 

)H.q(q2)qE(2H]q.q[H 0
2
0 −×++=′ qq                       (3.55) 

 
ve 

 
)E.H(q2)Hq(2E]q.q[E 0

2
0 −×++=′ qq                      (3.56) 

 
olmalıdır. Bununla birlikte 
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2
ας i=                                                                                               (3.57) 

 
şeklinde tanımlanmak üzere q0 iq +=Q  için, 

 







−






=






−






=−=+=

2
sinhq̂

2
cosh

2
sinq̂

2
cossinq̂cosq0

ααααςς iiiiqQ   (3.58) 

 
ifadesi verilsin. Burada, 

 







=

2
cosh0

αq                                                                                          (3.59) 

 
ve 
 







−=

2
sinhq̂q α                                                                                      (3.60) 

 
eşlemesi yapılmıştır. 

 

21

1cosh
v−

== βα                                                                        (3.61) 

 
vβα −=sinh                                                                                            (3.62) 

 
ve 
 

v
vq̂ =                                                                                                 (3.63) 

 
tanımları yapıldığı takdirde (3.55)’ de verilen H′  ifadesi, 
 






















−















 ×






−














+






=′

2
sinhH.v

2
sinhv2

2
sinhvE

2
cosh2H

2
sinh

2
coshH 22

αα

αααα

vv

v   (3.64) 

 
halini alacaktır. Trigonometrik denklemlerden, 
 







+






=

2
sinh

2
coshcosh 22 ααα                                        (3.65) 

 
ve 
 















=

2
sinh

2
cosh2sinh ααα                                               (3.66) 

 
bilindiğine göre Η′  denklemi, 
 

vv
)H.v(v

2
sinh2vEsinhHcoshH 2 






−






 ×

−=′
ααα  (3.67) 

 
halini alır. Yine trigonometrik denklemlerden 
yararlanarak, 
 

)1(
2
1)1(cosh

2
1

2
sinh 2 −=−=






 βαα                            (3.68) 

ifadesi yazılabilir. Sonuç olarak H′  için, 
 

222
)H.v(v)H.v(v)Ev(H)H.v(v)1()vE(HH

vvv
+



 −×−=−−×+=′ ββββ   (3.69) 

 
denklemi elde edilir. Benzer şekilde E′  için, 
 

vv

vv

v

)E.v(v
2

sinh2vHsinhEcosh

2
sinhE.v

2
sinhv2

vH
2

cosh
2

sinh2E
2

sinh
2

coshE

2

22
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 ×

+=






















−







 ×














−














+






=′

ααα

αα

αααα

(3.70) 

 
eşitliği elde edilir. Bu ifadede (3.61) ve (3.62) tanımla-
rı kullanılarak, 
 

222
)E.v(v)E.v(v)Hv(E)E.v(v)1()vH(EE

vvv
+



 −×−=−−×−=′ ββββ   (3.71) 

 
bulunur (Ward, 1997). Görüldüğü gibi H′  ve E′  için 
elde edilen bu denklemler, alışılagelen Lorentz dönü-
şüm denklemleriyle elde edilen (3.42) ve (3.43) ifade-
leri ile aynıdır. 
 
4. SONUÇLAR VE TARTIŞMA 
 

Kompleks kuaternionlar rölativistik denklemlerin 
ifade edilmesinde önemli derecede rol oynamaktadır-
lar. Kompleks kuaternionların iki reel kuaternionun 
kompleks bir kombinasyonu ile elde edildiği daha önce 
belirtilmişti. Bu nedenle sahip oldukları “ i ” kompleks 
sayısı fiziksel niceliklerin büyük bir açıklıkla ifade e-
dilmesi açısından büyük bir önem teşkil eder. Zira dört 
vektörler gibi dört boyutlu uzayı temsil etmek için kul-
lanılan yöntemlerin aksine, kompleks kuaternionların 
sahip oldukları “ i ” sayısı farklı fiziksel doğaya sahip 
niceliklerin kolaylıkla birbirinden ayırt edilebilmesine 
olanak sağlar. Örneğin; (3.12) ifadesinde görüldüğü 
gibi uzay ve zaman koordinatları, (3.44) tanımında ol-
duğu gibi elektrik ve manyetik alan bileşenleri kolay-
lıkla ayırt edilebilir. Böylece (3.47) denklemine benzer 
bir dönüşüm sonrasında elde edilen fiziksel sonuçlar 
birbirleriyle kolaylıkla ilişkilendirilebilir. (3.44) eşitli-
ğinde M  kompleks kuaternionunun reel bileşeni ile 
manyetik alan, kompleks bileşenle ise elektrik alan 
ifade edilmiştir. Bu nedenle rölativistik dönüşüm so-
nucunda elde edilen (3.54) denkleminde manyetik ve 
elektrik alan bileşenlerini ayırt etmek artık zor değildir. 
Bu ifadede (3.44) ile verilen tanım gereğince M′  
kompleks kuaternionunun reel bileşeni H′  manyetik 
alanına, “ i ” sayısının bulunduğu kompleks bileşen ise 
E′  elektrik alanına karşılık gelmelidir. Bu gösterim, 
yukarıda belirtildiği gibi elde edilen sonuçların kolay-
lıkla birbirleriyle ilişkilendirilebilmesine imkan da sağ-
lamaktadır. 

 
Öte yandan diğer yöntemlerin aksine kompleks 

kuaternionlar fiziksel niceliklerin sekiz boyuta kadar 
ifadesine imkan sağlamaktadır. (3.44) tanımında gö-
rüldüğü üzere altı bileşenli kompleks kuaternion, elekt-
rik ve  manyetik alanların birlikte ifade edilmesine ve 
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yine birlikte dönüşüme tabi tutulmasına olanak tanı-
maktadır. Zira, (3.22) ve (3.24) denklemleri ile ifade 
edilen elektrik ve manyetik alanların Lorentz dönüşü-
münü aynı anda gerçekleştirmek klasik yöntemle 
mümkün değildir. Klasik yöntemde bu alanlara kay-
naklık eden A

r
 ve ϕ  potansiyelleri ile ∇

r
 operatörünün 

Lorentz dönüşümleri altındaki yeni formlarını ayrı ayrı 
elde etmek gerekirken kompleks kuaternionik dönü-
şüm bağıntısının kullanıldığı yöntemde elektrik ve 
manyetik alanlar birlikte ifade edilebilmekte, (3.47) 
dönüşüm bağıntısı ile rölativistik biçimleri de kolayca 
elde edilebilmektedir.  

 
Kompleks kuaternionların hem skaler hem de vek-

törel bileşenlerden oluşması, gerektiğinde skalerlerin 
özelliklerinden gerektiğinde de vektörlerin 
özelliklerinden yararlanmayı olanaklı hale getirir. Ni-
tekim, (3.5)-(3.11) arasındaki vektörel özelliklerden 
yararlanılarak R  kompleks kuaternionunun klasik 
Lorentz dönüşümleri altındaki (3.15) ile verilen yeni 
ifadesi elde edilmiştir.  

 
Sonuç olarak; kompleks kuaternionların 

rölativistik elektromanyetizmanın incelenmesinde di-
ğer yöntemlere göre daha kullanışlı, daha iyi ifade edi-
ci, daha kısa ve basit formülasyona imkan verdiği gö-
rülmektedir. 
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