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Bu tezde, temel matematiksel yapilar tamimlanmis, grup yapilar ve klasik
siirekli gruplardan olan Lie gruplarinin yerel ve global 6zellikleri 6rnekler
verilerek aciklanmis, daha sonra fiziksel sistemin tamimlanmasi i¢in gerekli
olan temel varsayimlar ve kavramlar yazildiktan sonra simetri ve invaryans

kavramlan a¢iklanmis, SO(n) ozel ortogonal ve SU(n) o6zel iiniter Lie

gruplarimin bu kavramlarin kuantum mekanigi uygulamalan i¢cin uygun
olduklar1 gosterilmistir. Son olarak serbest rijit doniicii klasik ve kuantum

mekaniksel olarak tanimlanmis ve Hamiltonyen denklemi yazilmistir.
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ABSTRACT

Master of Science Thesis

SO(n) SPECIAL ORTOGONAL AND SU(n) SPECIAL UNITARY
GROUPS AND THEIR APPLICATION IN QUANTUM MECHANICS

Engin ATA

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Physics Program

Supervisor : Prof. Dr. Kudret 0ZDAS
2001, 142 pages

In this thesis; after the basic hypothesis and consept which one esential to
explain physical system in quantum mechanics are written, symmetry and

invariance concepts have been expressed. In addition, it is shown that SO(n)
special ortogonal and SU(n) special unitary Lie groups are suitable for the

aplication of quantum mechanics. For last step, the definition of rigit
rotatorclassical and quantum has taken place and the hamiltonian function

has been written.
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1. GIRIS

1872’de Klein’in Erlanger programi yayinlandiktan sonra geometrik
cisimleri veya uzaylar1 belirleyen tutarli bir ¢erceveye kavusuldu. Bir uzay: diger
uzaylardan ayiran bu uzaya uygulanan doniisiimlerin sonunda uzayin davranislari
oldugu godz Ontine alindi. Klein’in verilen doniisiimler altinda sabit kalan
degismeyen uzaylar hakkinda ki 6nermeleri ¢ok 6nemlidir. Bir uzay i¢in tiim kati
hareketlerin kiimesi o uzaymn doniisiim grubunu olusturur. Erlanger programi
uzaylarin doniisiim grubunun belirli altgruplart uygulandiginda degismeyen
ozellikleri oldugunu soyler. Bu nedenle bir uzayin karakteri déniisiim grubunun
ozellikleriyle olusur, uzaym elemanlar1 degil de uygulanan doniisiim grubunun
elemanlarinin uzay elemanlarina uygulanmasiyla nasil degistikleri dnemli hale
gelir[1].

Invaryant ve simetri kavramlari bir ¢ok yeni fiziksel olayin anlasiimasina
yardimc1 olmus ve bu kavramlar sayesinde yeni teoriler kurulmustur. Invaryant ve
simetri islemleri fiziksel veya matematiksel yapilarda grup teorisi ile yapilir.
Kesikli gruplar katihal fizigi ve kristalografide yaygin olarak kullanilirlarken,
siirekli gruplar kuantum mekanigi ve uygulamasi olan diger fizik dallarinda
kullanilirlar. Siirekli gruplardan klasik Lie gruplar olarak bilinen &zel ortogonal
SO(n), 6zel iiniter SU(n) gruplan yerel ve global simetri uygulamalarinda ¢ok

6nemli rol oynarlar(2].

1.1. Temel Yapilar
1.1.1. Kiime

Bir kiime kesinlikle herhangi bir ek yapt ve &zellige sahip olmayan
nesnelerin bir koleksiyonudur. Ornegin, n tane portakal veya muz veya insan veya
nokta koleksiyonu birer kiime olusturur. n tane sonsuz nesneyi kapsayan bir
kiimenin ilk drnegi n tane noktanin olusturdugu kiimedir.

1.1.2. Grup

2,,8,,85s.. clemanlarina sahip olan G kiimesi grup carpimi denilen e

islemini;



kapalilk g,,g, €G> g,0g,€G 1.1

birlesme g, (g, 2g,)=(g:°g,)* g, 12
birim eleman g, g, =g,°8, =g, 1.3
tek ters eleman g, =gk—‘,gk g, =8 %8 =& 1.4

ozellikleriyle yerine getiriyorsa gruptur.

ORNEKLER

1. 1,2,3,4 noktalarinin tiim olasi permiitasyonlarimin koleksiyonu 4! tane elemanla
veya P4 denilen islemle bir grup olusturur.

onceki grup islemu 1 2 3 4

sonraki grup iglemu 3 1 2 4

1234

&= (3124)
2. 2—:— radyanlarn  multiplesi bir engelle karsilasmadan ¢ember iginde
dénmelerinin kiimesi n bagumsiz islemle bir grup olusturur. Bir sonlu grup =
siral1 olmalidir denir.
3. Bir ¢ agisiyla 0<¢ <27 engellenmeden c¢ember iginde donmelerin
koleksiyonu bir siirekli gruba émektir. g(4) grup islemleri 0<¢ <27z aralikh
noktalar iizerinde birebir karsilik gelmeyle varolurlar.
4. Dogrusal bir ¢izginin icinde bir a araliginin kati donmelerinin kiimesi siirekli
gruplarin diger bir Ornegidir. Grup islemleri -co<a<+eo ¢izgisi {lizerindeki
noktalarla birebir karsilik gelmeyle varolurlar.
5. Sifir disarida tutuldugunda reel sayilar kiimesi carpma islemi altinda bir grup
bi¢imlendirirler. Sifir disarida birakildiginda kompleks sayilar kiimesi de ¢arpma
islemi altinda bir grup olustururlar. Her grupta 6zdeslik iglemi 1’dir. Fakat
toplama islemi altinda reel ve kompleks sayilar 0 6zdeslik islemi ortak olmak
iizere ayr1 ayn1 grup bi¢imlendirirler.

Bir grubun g,g;eG elemanlar: i¢in g;eg;=g;eg; sarti saglaniyorsa bu grup
abelyan veya komiitatif gruptur denir.



1.1.3. Cisim

fo> 11> J5»--€lemanlarina sahip F kiimesi + toplama ve e skaler ¢arpim

islemlarint £, 6zdeslik elemantyla + islemi altinda abelyan grup ve

kapalilik fe f, € F 1.5
birlesme f,o(f;* f)=(fi*f,)* [, 1.6
birim eleman f, el=1e f, = f, 1.7
f, birim elemant harig ters eleman f, e £, = £, o £, =1 1.8
dagilma f; e (f;+ fi)=fiof; + fi /i 1.9
(fi+tf)efe=Lfiofi+ S/ 1.10
degisme ﬂ-]’j:j”j °f 1.11

bagintilarina uyarsa bir cisimdir.

Fizikte genelde yalnizca t¢ cisim kullanilir. Bu cisimler reel sayilar,
kompleks sayilar ve kuaterniyonlardir. Reel sayilarm 6zellikleri genelde herkes
tarafindan bilindiginden burada sadece kompleks ve kuaterniyon sayilarin
ozellikleri 6zetlenecektir.

Her kompleks say,

c=la+ib 1.12

seklinde yazilabilir. Buradaki 1 ve i(=+/—1) birimler,

1.1=1
il=1li=i 1.13
ii=-1

kosullarina uyarlar ve a,b keyfi reel sayilardir ve her hangi iki kompleks sayi
asagidaki toplama ve ¢arpma kosullarina uyar:

¢, + ¢, =(la, +ib)) +(la, +ib,) =1(a, +a,) +i(b, +b,)

1.14
¢,.c, =(la, +ib)(la, +ib,) =1(a,a, - bb,) +i(ab, + ba,)
Her kuaterniyon,
q=q 1t q A4 + 4,4, +q; 4 L15

seklinde gosterilebilir. Burada ¢, (i = 0,1,2,3) reel sayilardir ve A, sayilari,

Sl i



Aok = Ao = A

A =4,

Ay ==Ah = Ay 1.16
Ay ==A, =4,

A A ==-4A, =4,

esitlikleri tarafindan tanimlanmis carpim Ozelliklerine sahipti. p ve ¢
kuaterniyonlarinin toplama ve ¢arpimi
p+q=(py +qo)A +(py + )4 +(Py +92) A, +(ps +45) 4,
P4 =A(PoGo = P19y~ Py 4 = P393) + A (Pody + g + P2qs — P5,) + 117
Ay (Poqz + P20 + P3Gy = P1d5) + A (Poqs + P3G + 142 — P24))

seklinde tanimlanir. + 4, elemanlarinin kiimesi nonkomiitatif bir grup olusturur.

Kompleks eslenik kompleks sayilar kuaterniyonlarinda kompleks

eslenikleri tanimlanir:

(Ags Ais Azs A3)" = (+45,=A—4,,—4,) 1.18
Bu tanim kompleks sayilarin,

1,0 =(1-0) 1.19

tanimina birebir benzerdir. Bir kuaterniyonun eslenigiyle ¢arpiminin,

3
fq=l{Zij 1.20
i=0

oldugu kolayca goriiliir. Bir kuaterniyonun kompleks eslenigiyle carpimi sifir
veya sifirdan biiyiik bir sayidir. Aynica q.g" =0 ifadesi kompleks sayilara tam bir

benzerlikle bu kuaterniyonun sifir oldugunu gosterir.

1.1.4. Lineer Vektor Uzay

v, € V' vektor elemanlari ve f, € F cisim elemanlarinin bir koleksiyonu, +
vektor toplama islemi ve o skaler carpim islemiyle asagidaki A ve B postiilalarini
sagliyorsa ¥ kiimesi lineer vektor uzayidir.

A. (V,+) abelyan gruptur:
kapalilik v, +v, eV 1.21

birlesme v, + (v, +v,) = (v, +v,) +v, 1.22



dzdeslik elemani v, +v, = v, +v, =, 1.23

ters eleman v, +(-v,) = v, = (-v,) +v, 1.24

degisme v, +v, =v, +v, 1.25
B.

kapalilk f;ev, eV 1.26

birlesme f; e (f, ov,)=(f.2f)ev, 1.27

Ozdeslik eleman1 lev, =v, el =v, 1.28

bilineerlik {f, (v, +v,) = f, v, + f, v, (fi+f)eve=fiev,+f,ev, 129

ORNEKLER
1. Bir vektoriin bilinen eski 6rnegi, e, 3 boyutlu uzayin bazi ve x’ vektdriin
koordinat bilesenleri olmak {izere aynm yonlii noktalardir :

v=x'e +x’e, +x’e, 1.30
2. ¥V ve F kimelerinin birlestirilmesiyle olusan vekt6r uzayr tamimina reel
sayilarin, kompleks sayilarin ve kuaterniyonlarin uyduklarimi ve bunlarin da
vektor uzayi olduklar1 gortiniiyor. Kompleks sayilar reel say: veya kompleks say1

cismi iizerinde bir vektdr uzay: olustururlar. Benzer sekilde kuaterniyonlar reel

say1 veya kuaterniyon cismi iizerinde bir vektor uzayi olustururlar.

1.1.5. Cebir

v, eV ve f, € F koleksiyonlari, + vektor toplamasi, e skaler ¢carpim ve x
vektor carpimu islemleri asagidaki A, B, C postiillalarini sagliyorsa bir cebir
olustururlar.

A. (V,+) bir gruptur.

B. Bu koleksiyonlar vektor uzayi dzelliklerini tasidiklarindan bir vektor

uzay1 olustururlar.
C.
kapalilik v, xv, eV 1.31



+V,) XV, = X +(v,
bilineerlik 1 Y2 ¥ T () + (v xv) 1.32
VX (vy +vy) = (v, xv,) + (v, xvy)

birlesme (v, xv,)x v, = v, x (v, xv;) 1.33
x isleminin dzdesligi v, x1=v, 1.34

genelde bu 6zdeslik + ve o islemlerinin 6zdesliklerinden farklidir.

+ simetrik ve — antisimetrik ara degisim altinda

v, Xy, =1y, xv, 1.35
tiirev ozelligi v, x (v, xv;) = (v, X v, ) x v, +v, x (v, xv;) ’dir. 1.36
ORNEKLER

1. nxn reel matrisleri kiimesi reel sayilarin skaler ¢arpimi ve matris toplami

altinda bir n* boyutlu reel vektdr uzayi olustururlar.
(AxB), =Y A.B, 1.37
Jj=l

matris ¢arpimi iglemini sadece toplama isleminin tanimli oldugu bu vektor
uzayina eklersek bu uzay birlesimli bir cebir olur. Her islemin farkl: 6zdesligi
vardir. + isleminin 0 (sifir),  isleminin 1 ve x isleminin

(3), =9, 1.38
3 birim matrisi 6zdeslik elemanidir.
2. (S,) =8, =+S, 1.39
bagintisina uyan nxn reel matris kiimesi onceki vektér uzayinin lineer
altuzayidir. 1ki simetrik matrisin,

(ST) = (T)' ()" =TS # ST

. 1.40
(S;T5)" =TS, # ST,
matris ¢arpimi, x islemunun C-1 ve C-2 postiilalarint,
SxT =[8,T], =ST+7S
1.41

Js.af, + L], =als, 1.1 + 615, 7.1
seklinde saglar. nxn reel simetrik matrisleri simetriklestirme veya

antikomiitasyon altinda bir cebir olustururlar.

3. A" =—4 ve AU:—A" 1.42

Ji



kosullarina uyan nxn reel matrislerinin kiimesi matris ¢arpimi altinda kapali
degildir. Fakat,
AxB=[4,B]= 4B-BA
4.8 +1C]= l4. B+ r[4.C]

seklinde bir antisimetriklestirmeyle x birlesik islemi tanimlanirsa C-1 ve C-2

1.43

postiilalari saglanir ve bu sistem bir cebir olusturur.
Ax(BxC)=(AxB)xC+ Bx(4xC) 1.44

esitligi ayrica C-6 postiilasini saglarsa, komiitasyon bagintilartyla antisimetrik
carpimla tanimlanmis bir cebre, Lie cebri denir.

Bu 6zellik bir tiirevdir ve kolayca,
[4,]B,C]|=[[4, Bl C]+[B.,[4,C]] veya 1.45
[4,[B,c]|+[C.[4, B]]+[B.[c, 4] = 0 1.46

seklinde yazilabilir. Son yazilan esitlige Jacobi 6zdesligi denir.

1.2. Bazlar

NxM matrislerinin kiimesi matris carpimi altinda bir vektdr uzayi
olustururlar. Ozel olarak, Nx1 ve 1xN matrislerinin kiimeleri 7, ve
¥, uzaylarimi olustururlar.Bu durum vektdr uzaylarinin 6zellikleri i¢in kullanish
olan gesitli kavramlar ortaya koymaya uygundur.

v, vektorleri,

>alv,=0vea =0 1.47

durumunda lineer bagimsizdirlar. Cember tizerinde tanimly,

f@= Y a,e™ 1.48
kiimesi, 0<@# <27 ve m bir tamsay1 olmak iizere bir lineer vektdr uzayi
olusturur.

S@$=>Ya,e”=0vea,=0 1.49

m=—c

durumunda e™ vektorleri lineer bagimsiz olurlar.



Vektor uzaymndaki herhangi buna benzer maksimal kiimeye koordinat

sistemi veya baz denir. Her vektdr bu baza gore,
N .
,Bv+Za’vi =0 1.50
i=l

seklinde agilabilir. Bu durumda vektorler icin nontrivial ¢dziim vardir.
S = 0 durumunda trivial ¢6ziim,
alv,=0vea =0 1.51

olur. f# 0 durumunda

vzi(—% . 1.52

bagmtist v vektoriiniin v, bazina gore agilimudir.

Bazlar sadece vektér uzayr yapisinda degil diger yapilarda da

bulunmaktadir.

1.2.1. Grup igin

Bir grubun g,,g,,8;,..... elemanlarinin her biri,

8r = 8,88, 1.53
seklinde yazilabilir. Bir kisim kesikli grup islemi tiim olasi1 kombinasyonlar ve

olanaklarla, tiim kesikli grup islemlerini olusturup bir grup icin bir baz

olustururlar. Bu islemlere grup jeneratorleri denir.

1.2.2. Cisim icin
Fizikte ilgilenilen cisimler olan reel sayi, kompleks say1 ve kuaterniyon
cisimlerinin bazlar1 vardir. Reel sayilarin bazi (1); kompleks sayilarin reel bazi

(1,{), kompleks bazi (1); kuaterniyonlarin (4,,4,,4,,4;)reel bazi, (1)

kuaterniyon bazi vardir.

1.2.3. Vektdr Uzay: I¢in
Benzer cisimler iizerinde tanimli tim N boyutlu vekt6ér uzaylart denk

oldugundan herhangi bir vektdr uzayt i¢in kolayca bir baz segilebilir.



1.2.4. Cebir icin
Bir cebir bir vektdr uzay1 oldugundan segili olan baz herhangi bir cebrin
vektor uzayr icin olabilir. Cebirsel islem cebir tizerinde kapali oldugundan

herhangi iki e; ve e; bazi igin,

eier.:ZCifek 1.54
k=1

yazilabilir. C,;f sabitleri vektor uzaymnin tanimli oldugu cisimde yapi sabitleri
denilen reel sayilardir. Herhangi bir cebrin tamamen kesikli yapisi igin,
A=Y a'e, ve B=) f'e, < Cebir 1.55
olmak iizere x islemi bilineer oldugundan
AxB=Y a'e)x (D, ple;)
=Y a'pl(exe)=) > a' B/ Cle, 1.56
i i
esitligine sahip olunur.
M ,.5.") i.satir j.stitunu 1 diger yerleri sifir olan bir #x n matris olmak lizere

M " sayilari cebrin bazidir. Bu bazlar,

Mi,(-") xMP =MP5, 1.57
esitligine uyar. Yap sabitleri ise,
(rs) _ s
Covany = 66,9, 1.58
seklinde tanimlidir. nx 7 simetrik matrislerin cebri i¢in baz,
) _ Arm (n) _ g(n)
S =M"+M; =5} 1.59
simetrik matrisleridir. Burada;
[s0,80 =805, +SP5, +508, +SP5, 1.60

esitliginden hesaplanmis yapt sabitleriyle %n(n—l) tane baz vardir. nxn reel

antisimetrik matrislerin cebrinin En(n —1) tane,

T4 — apm () _ _ gm

AP =M - M P =4 1.61
bazmna ve

U, 49 |= AP, + 496, - 495, - 45, 162



komiitasyon bagintilariyla sahip olunur.

2(n~1) tane M), ve M) matrislerinin matris toplami ve garpimi

i+1,i
islemleri altinda nx n reel matris cebri boliinebilir ve bu gozlenebilir. Bu 2(n—1)
tane matrise cebrin bazi veya jeneratorleri denir. Fakat M matrisleri toplama

islemi igin tamimlandigindan, &nce cebir tizerinde tamimlanmis olan vektor

uzaylart i¢in baz olustururlar.

1.3. Gonderimler, Gergeklestirmeler, Temsiller

Fizikte, matematiksel yapilarla ¢alismak i¢in yapilarin agikca yazilabilmesi
ve yapilar iizerinde yapilan islemlerin yapilarin disma tasmabilmesi tercih edilir.
Boylece, N -boyutlu bir vektdr uzay: ile karsilastirilan bir yapi, kendisinden
kanonik vektér uzay: igine gonderim yapilmasina ve ayrik matrisler {izerinde
yapilan hesaplara uygundur.

Bir cebirsel yapi iginden bir baska cebirsel yap1 igine olan gdnderim
cebirsel yapiya birlesik islemleri koruyorsa bir homomorfizmdir. Bu génderim
toplama islemine gore birebir ise kendisinin tersi olan bir génderim vardir ve tam
olarak tanmmlidir. Bu génderim izomorfizmdir.

Gonderim bir cebirsel yapi igine ise, cebirsel yap1 analitik tanimli ve belirli
olarak yazilabilir. Bu yazima gergeklestirme denir.

Gonderim bir matris kiimesi igine ise bu gdnderime temsil denir.

1.3.1. Kiimeler

n obje iceren her kiime genelde diger bir n obje iceren kiimeye, 6zelde n
tane p,,p,,p,.--P, Doktasi igeren kiimeye denktir. m, muzlarim p,
noktalarina génderen bir f génderimi;

f(m,)=p, i=123,..n 1.63

seklinde tanimlanabilir. Bu génderim birebir oldugundan tersi,

7 (p,)=m, 1.64
seklinde olur. Gonderimi 7 nesne koleksiyonundan » nokta koleksiyonuna,
u(m,) = p, i=123,..n 1.65

seklinde giivenilir olmayan bir génderim olarak tanimlamak miimkiindiir.
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Bir kiime, sayilabilir sonlu sayida nesne igeren kiimeler iceriyorsa, R,
dogrusu iizerindeki tam sayr noktalarla birebir baglanti i¢ine konabilir. Kiime
icindeki nesneler 1,2,3,.n reel siirekli degiskenleriyle belirlenebildiginde,
R,R,,..R, reel Oklityen uzaylarindaki noktalarin bir altkiimesiyle birebir

baglantiya konulabilir. Bu génderimler N x1 matris kiimesinin igine oldugundan

kiimelerin temsillerini saglarlar.

1.3.2. Gruplar
Pozitif reel sayilar garpma islemi altinda bir grup olustururlar;

r>0 +oo>A>-0 AeR

i 1.66
r=e
seklinin giivenilir 1x1 matris temsili elde edildiginde,
nr, =elet = 1.67

In(r,r,) =Inr, +1nr,
seklinde olan ¢arpim problemini yalinlastirmak i¢in kullanilabilir. Pozitif sayilarin
carptm grubu 1-boyutlu reel R, lineer vektdér uzaymm eksponansiyellerine

1zomorfiktir.

Birim modiiliin kompleks sayilari,

@) >’ -—m<O<+r 1.68
kompleks 1x1 matrisi tarafindan dogru olarak temsil edilebilirler.

Bu temsillerin dogrulugundan ve grup ¢arpim yasalarindan,

(cos@ +isinf)cosp +ising)=e?e? ="+
(cos @ cosg —sinfsin ¢)+ i(cos @sing +sind cos ¢)= cos(@ + @) +isin(@ + @)
cos(@ + @) = cos@cosgp —sinfsin g

sin(@ + ¢) = cos@sin ¢ + sinf cos @
1.69

trigonometrik 6zdeslikleri ¢ikarilabilir.

Bir grup i¢in matris temsilinde matris toplami tanimhdir. Toplama islemi

e —e?  (1+iAf)-e”
lim ————— = lim
A0 AG AG—0 AB

1.70

kosullarni yerine getirebilir ve
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j—g(cos@)z —siné .
d /.

d—e-(sm 9)= cosé
ozel fonksiyonlarinin tiirevlerini hesaplayabilir.

Bu denklemler bazi &zel fonksiyonlari saglayan global ve yerel
ozdesliklerdir. Matematiksel fizigin biitiin 6zel fonksiyonlari bazi 6zel gruplarin
temsillerine baglidir. Tim global ve yerel ozdeslikler bu 6zel gruplarin
gerceklesmelerin veya ayrik temsiller lizerine benzer siireglerie bu yapilar digina
taginarak bulunabilirler.

Yukarida sozii edilen grubun R, uzaymin bir alt kiimesiyle birebir
baglantihidir. Bir grup eksponansiyel fonksiyon yardimiyla bir tam vektor uzayi
ile veya topolojiksel 6zellikler tizerine bagli vektdr uzaymnin bir alt kiimesiyle
birebir baglantili olup olmadigi 6nemlidir. Bu durum grup carpim yapisi
iizerindeki noktalar kiimesinin dzelliklerinin ¢alismasina bagli konum tanimlar.

Onceki 6rnek vektér uzaylarmin elemanlarmin eksponansiyeli grup
eleman1 bagintilarina sahiptir. Bu genel bir ozelliktir. Bir Lie cebri yapisi
iizerindeki vektdr uzayindaki bir elemanin eksponansiyeli benzer bir grubun
elemanidir.

exp(X) = g% 1.72
tanimindan, her nxn H iiniter matrisi bir nx#» hermityen matris (H; = H;)
olmak iizere,

U=e" 1.73

olarak yazilabilir.

1.3.3. Cisim
Bir I génderimi cismin,

(e, +c,)=T(c,)+T(c,)

1.74
Il 0c,)=T(c,)*T(c,)

islemlerini korur. Kompleks sayilar cismi i¢in,

12



10
F(l)=[0 1]

1.75
) 0 1
') = (_1 0)

temsilleri dogru temsillerdir. Bu temsillerden kompleks say1 cisminin garpim
yapist hesaplanir:
(al + bi)(cl + di) = (ac — bd)1 + (ad + be)i
rv{ 1 r+7 1.76
a bY c¢c d ac—bd ad+bc
(-b aJ(—d c] :L ad —bc ac—de

Kuaterniyonlar igin benzer bir temsil;

()= (10)
ot 1.77

I'(4,)=—io;

olarak yapilabilir. Burada o, matrisleri,

0 1 0 —i 1 0
o, = L0 o, =] . 0 o, = 0 —1 1.78
l —_

i —ig. —
q= qol + qlﬂq + qzllz +q3/13 _I‘)( qo s g . qz) 1.79
-4, +q, gotig,

temsili altinda Pauli spin matrisleridir. Kuaterniyonlar nonkomiitatif cisimlere bir
ornektir. ¢' ve ¢" kuaterniyonlarimin ¢arpimlari genelde,

q'q9"#4q"q 1.80
olur. Komiitatif cisimlere (reel ve kompleks sayilar) ait olan bir ¢ok odzellige

kuaterniyonlarda sahip olsa da bazi 6zelliklerde kuaterniyonlar farkii davranirlar.

1.3.4. Vektor Uzaylan
Vektor uzaylart arasindaki homomorfizmler ve izomorfizmler vektor

toplam1 ve skaler ¢carpim islemlerini korurlar :
T(aV, + pVy)=al' (V) + AU (V,) 1.81
Bu yiizden béyle bir gonderimin herhangi bir zamanda bazlar tizerindeki etkisi

bilindiginden génderim tamamen belirlidir.
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a,,a,,...ay ve b,b,,...b, bazlarina sahip benzer cisimler {izerinde
tanimli 4 ve B, N -boyutlu vektdr uzaylari olmak tizere a,——TI'(a,) =5,

gonderimi 4, ve B, arasinda bir izomorfizmi (denkligi) sart kosar. Bu durumda
izomorfizm daima benzer cisim tizerinde taniml ayni boyutlu vektdr uzaylar
arasinda bir bulgu olur. F cismi iizerinde tamimli tiim N -boyutlu vektdr uzaylari,
F izerinde V, wuzayma denk olduklarindan bu izomorfizm temel teoremi
dogrular.

I' gonderimi her ae 4, i¢in I'(a)eB,, 4,’den B, i¢ine bir
gonderimse bu génderim injektiftir. B,, uzaywmnin her b elemant 4, uzaywmnin
baziolan @ elemanina goriintiisii ise,

b=T(a) 1.82
esitligi ile I’ génderimi {izerinedir veya surjektiftir.

Ay, —t>B, 1.83
olarak tanimlanan I" gonderimi dogruysa bu génderim injektiftir ve M > N dir.

I' gonderimi surjektif ve M < N 1se I dogru degildir.

1.3.5. Cebirler ‘

4, =-4, 1.84
ozelligine sahip 4; bazli bir lineer vektdr uzayindan kurulu cebrin yapis,

|4, 4, |= 4,6, + 4,6, ~ 4,6, — 4,5, 1.85
komiitasyon bagmtilariyla verilsin. nxn antisimetrik A,.j(.”) matrislerine 4,
bazinin,

A, — AP 1.86
gonderimi bu cebir i¢in bir temsildir. 4,bazindan X, =x'6, —x’9, somut
operatérlerine R gonderimi,

A, —— X, 1.87
bu cebir igin bir gergeklestirmenin varligi sart kosar. Bu cebir toplamsal matris

temsillerine ve operator gerceklestirmelerine sahiptir.
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A" 22 5 S0(n) 1.88
eksponansiyel génderimi +1 determinantli nx#n ortogonal matris grubu iizerine

nxn antisimetrik 4 matris cebrini génderir[3].
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2. KLASIK GRUPLAR

2.1. Genel Lineer Gruplar
2.1.1. Baz Degisimi

V, vektor uzayindaki {e,e,,...e,} baz vektorleri kiimesinin segimi
zorunlu degildir. Baz vektorlerinin veya koordinat sistemlerinin
CS' ={e,e},...el,} CS"={elel,...en} 2.1

seklinde diger kiimelerini segmek olasidir.

~
B

!

”n
€ € €

CcS cs' CcS”

Sekil 2.1: Koordinat sistemi baz degisimi

Herhangi bir koordinat sistemi ig¢in baz vektorler diger bir koordinat
sistemindeki baz vektorlerinin lineer siiperpozesi olarak gosterilebilir. CS
koordinat sisteminden CS’ koordinat sistemine doniisiimii izleyen CS’

sisteminden CS” sistemine dontistimil,
ey =B e, =B, A'e, =(BA), e, 2.2
esitliklerinde gorillen déniistimlerle kolayhkla hesaplanir. 7, uzaymin baz

vektorlerinin her kiimesi tekil olmayan Nx N matris tarafindan bir diger

koordinat sistemine baglanur:

e, = Ajie, e, = Bkje;. el =Cle,. 2.3
Bu tekil olmayan bir ters matrise sahip olmalidir.

;RN,CN,QN vektér uzaylarindaki baz degisimlerini igine alan Nx N
matris gruplarina reel sayilar igcin GI(N,r), kompleks sayilar i¢in GI(N,c),

kuaterniyonlar i¢in GI(N,q) genel lineer gruplar denir.
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2.1.2. Kovaryans ve Kontravaryans

{el,ez,...e N} baz vektorleriyle CS koordinat sistemine gore veV,
vektoriiniin temsili;

v= Z Ve, 2.4
seklinde olur. Burada v'ler ¥,, uzayinn cismindeki skalerlerdir. v skalerleri CS
koordinatlarina gére v vektoriiniin koordinatlaridir.

e, =4 jiei 25
esitligi orijinal baz vektorlerinin CS’ koordinat sisteminin {e] ,€),...€ly } bazina
bagini gosterir. Yeni koordinat sisteminde v vekt6riiniin temsili,

v=vie =v'id e =V, 2.6
olur. Bu esitlik;

(74 ~v' ), =0 2.7
olarak da ifade edilebilir. e, baz vektorleri lineer bagimsiz olduklarindan
esitlikteki her bir e, vektorii birbirlerini etkilemeden yok olurlar ve esitlik,

V74 = 2.8
olur. Ters doniisiim CS’ koordinat sisteminin {e],e},...e},} bazindan CS
koordinat sisteminin {e,,e,.,...e, } bazina olur :

e=de v=vA4 v =v4" 2.9
Doniisiim baz vektorlerine dayanarak yapildigindan, doniisim altinda baz

vektorleri kovaryans yolla degisirler. Herhangi bir vektdriin koordinatlar1 veya

bilesenleri kontravaryant (veya kontragradyent) yolla doniisiirler. Genelde,
e'=Ade, v =v4d™' gibi tersine doniisen Ozelliklerinin herhangi bir pargasi

kovaryant veya kontravaryant yolla doniisiir.

2.2. Hacim Koruyan Gruplar
2.2.1. Direkt Toplamlar

Direkt toplam V¥, ve Vi vektdr uzaylarmin yeni bir vektdr uzayi

olusturmak tizere kullanilir. ¥} uzay igin baz vektorleri {e,,e,,...e,} ve Vi

17



uzay! igin baz vektorleri {£, fy,... fi}, Vi ® V2 direkt vektor uzayi toplamu igin

baz vektorleri {el,...eN;fl,...fN,}dir.
ueV) ve veVl vektorleri {e,} ve {f j} baz vektdrlerine gore {u‘} ve
{vj } bilesenlerine sahip olduklarindan # ve v vektorlerinin her birl

{el,...eN;fl,...fN,} baz vektorlerine gore;

uely veVy vie vk
{u‘,...uN} {u‘,...uN;O,...O} 2.10
{vl,...vN'} {0,...O;v1,...vN'} 2.11

seklinde verilen bilesenlerle ¥, @ V.. dogrudan toplam uzayinda vektdrler olarak
kurulabilirler.

Her bir ¥, ve V. vektdr uzaymnin baz vektorlerinin

e;=A'e, e' = Ade 2.12
f'=B’f, f'=Bf 2.13
degisimi ¥, ® V.. vektdr uzayi toplamindaki bazin degisimine neden olur.
0 0
. 0
0 0
1 -
0
e, =| 1 li.satir O f; = j |j-satir 2.14
J
0 A 0
0
0 0

kolon vektor bazlarinin déniisiimit ¥, @ V. vektdr uzay: bazinin doniistimii
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N N
~—
N{ (4 0©
2.15
N{\0 B
matris yapisina sahiptir. Bu yapiya blok-kdsegen yapi denir.
G, grubu V'uzay! bazinin olasi tiim déniigiimlerini igeren bir grupsa
doniisiim yasasiyla ¥V, ® V. vektér uzayi igindeki bazin genel doniisiimii
G, © G, dogrudan toplaminin bir elemanidir. Yukaridaki blok-késegen doniistimii

Vi®V, vektor uzay: igindeki bazin olasi tim degisimleri grubunun bir
altgrubudur.

Iki vektdr uzayi veya grubun direkt toplama tanimu ii¢ veya daha fazla

uzayin direkt toplami formasyonuna baglidir.

Direkt toplam diisiincesi vektdr uzaylari i¢in ¢ok sik olarak kullanilsa da

gruplar i¢in kullanilmaz.

2.2.2. Direkt Carpimlar
V,®V: direkt ¢arpm uzayr igin NN’  adet {ei ®f j}
(i=1,...N;j=1,..N') baz vektorii vardir. Vp®V2 direkt carpim vektér

uzayindaki keyfi bir £ vektorii {ei f j} baz vektorlerine gore &7 bilesenlerine,

N N
§:ZZ§ijei®fJ‘ 2.16
i
seklinde sahip olur. Genelde, & vektérii bir &' eV, vektorii ve bir £ eV,
vektériiniin,
Frl @& 2.17

carpimi olarak kurulamaz. Bununla beraber, & vektorii hep direkt ¢arpimin bir
sliperpozisyonu olarak kurulabilir.
V, ve Vi vektdr uzaylar igindeki bazlarinin e’ =Ade ve f'=Bf

degisimi direkt ¢arpim uzayinin bazinin degisimine neden olur:

d®f = ae )oY 8 7)=5S 486 ) 2.18

r=l s=1
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Bu déniisiimler NN’ -boyutlu vektdr uzayindaki tiim olasi déniisiimler grubunun
bir G, ® G, direkt ¢arpim altgrubunu olusturur. G, ® G, grubu Kronecer ¢arpimi
veya tensor ¢arpim grubu olarak da bilinir.

2. dereceden tensor bir vektordiir. Bir tensor, bir dogrudan ¢arpim vektor
uzayinin bir elemanidir. Tensor herhangi bir vektoriin tim 6zelliklerine sahiptir.

Bir spindr kompleks 2 — boyutlu vektor uzayinda bir vektordiir.

g ®f] =ii,4;3;.(e, ®f) 2.19

r=1 5=l

bazinin degisimi bir tensor olan spinér bilesenlerini;
&7 = > ETAB; 2.20
i
seklinde degistirir.
Carpim uzaymnin dontisimil sirasinda {ei ® fj} baz vektérleri kovaryant,

&Y bilesenleri ise kontravaryant yolla doniisiirler.

Iki vektdr uzayi veya grubun direkt carpimiyla yeni vektdr uzayir veya
gruplart olusturma ydntemi, ii¢ veya daha fazla vektor uzayr veya grubu iceren
dogrudan ¢arpima hemen genellestirir. Fiziksel uygulamalarda sik sik bir vektor
uzayimin iki veya daha fazla kez kendisiyle dogrudan ¢arpimiyla ilgilenilir.

e, ®e ®.®e | i, =1..N j=l..r 221
N' tane baz vektérii V,, @V, ®...®V, dogrudan ¢arpim uzaymn igindedir.

V, uzayi igindeki,

e =A'e ¢ = Bkje;. 2.22
bazlarinin doniistimii altinda direkt carpim uzayinin bazinin doniisiim &zellikleri,

e}l®...®e;r=A}‘T...A;;eil®...®eir | | )3

e, ®..Qe =B]'..Blre; ®...80¢; =(BA), ...(BA) e ©..Q¢,
seklinde olur. ¥V, ®...®V, = (V)" tensdr ¢arpim uzayinda V,, lizerinde tabanli
bir elemana r.dereceden tensor denir. ¥, uzayi bazinin doniisimii (V)" garpim

uzay1 bazinin doniigiimiine neden olur. ¥, uzayinin baz doniisiimlerinin grubu

(V)" ¢arpim uzay1 bazinin (G)" déniisiim grubuna kapalilikla baglantilidur.
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1. Be A —>(Be A) 2.24
G injektif — G’ injektif
Vy siirjektif — (V)" stirjektif
2. (G)" doniisiim grubu igindeki déniisiimler N” x N” matris doniisiimleridir. Bu
ylizden, (G)" doniisiim grubu G grubunun bir temsili olur. (V)" tensor ¢arpim
uzaymmin G grubunun r.dereceden tensor ¢arpim temsili (G)” déniisim grubu
icin tagtyici uzaydir. Basit kompakt Lie gruplarmnin genis bir sinifi i¢in olasi tiim

temsiller (G)” doniisiim grubu tensér ¢arpim temsillerinden kurulabilir.

2.2.3. Tensor Uzayinda Simetrik Indirgeme
V,®V, =(¥,)* formunun 2.smnif tensér uzayinda,
s, =¢, Qe . +e. Ve, =¢e ve, =+s,
y J J J Ji 225

a, :ei®ej—ej®e,. =e ne;, =-a,

baz vektorlerinin sira degisimi altinda simetrik veya antisimetrik olan e, ® e, baz

vektorlerinin lineer kombinasyonlarint olusturabilir. —;-N(N +1) adet s; Ve

%N (N - 1) adet a; baz vektorii ¥, uzaymndaki ¢ = 4 jiei baz doniigiimii altinda;

r __ oqm 4n
s; = 4; Ajs,,m
’ 2.26
__oqm 4n
a; = A; Ajam

dontisiim zelliklerine sahiplerdir. Birinci ve ikinci indislerin yerlerinin degismesi
grup islemunun (iki nesneli permiitasyon grubunun P, islemu) uygulanmasiyla
simetriklestirilmis s, ve a, vektor bilesenleri +1 katsayilartyla arpilmiglardir.
Bu 6zellik simetriklestirilerek kurulmus baz i¢in prosediir olarak kullanilabilir.
Ozellikle, S matrisi P, islemun 6zdesligini ve 2.25 denklemi degisim islemini
temsil ederse,

5, = {3+ (D1, ®e, =¢, ®e, +¢, Ve, 227

a, ={S+(-D(12)je, ®¢, =¢, ¢, —¢, O, 2.28
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esitliklerine sahip olunur. Bu iki grup isleminin baz vektorlerine etkisi ¢izelgeda

goriinityor:

Grup islemu Baz vektorler
5, a,
3 R +1 +1

(12) +1 -1

<

Cizelge 2.1: Grup isleminin baz vektérlere etkisi

e, ve, ve e Ae, simetriklestirilmig bazlarina gére e =B/e, donisiimilyle

olusturulmus (¥,,)* vektdr uzay1 bazinin,

B—>T(B)= SB) 0 Yeve 2.29
0  AB))\e ne, ‘

d6niisiimii bir dogrudan toplam yapist oldugunu farz eder. Burada S(B), B ’nin
2.dereceden simetrik matris temsili, 4(B), B’nin 2.dereceden antisimetrik

matris temsilidir.
r.dereceden (V)" tensdér uzayindaki altuzaylarin simetriklestirilme

yontemi P. permiitasyon grubu ve temsillerinin diisiincesiyle gozlenir. Bununla

-~

beraber, (V)" tensor uiaymm iki belirli altuzay kolayca kurulur. Bu uzaylar

e, V...ve, baz vektorleriyle tam simetrik ve e, n...ne

i

. baz vektorleriyle tam

antisimetriktirler.

Simetriklestirilmis baz vektorlerinin kurulmasi igin;

”,

e, Vv..ve,
' '}z > o(x)%, ®...Qe¢, 2.30
e N...ne P dei ' v

i
tiim elemanlar
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yontemi izlenir. Burada o, P, permiitasyon grubunun bir grup islemidir. o, P,
permiitasyon grubunun P, = (i, +1) bitisik doniisiim bazindan yapilabilir. P,
permiitasyon grubunun her bir bazina 1x1 matris temsiline (+1) atanmasiyla
(V)" tensér uzaymin tam simetrik ve tam antisimetrik altuzaylart kurulur. o
permiitasyon islemi oldugunda iizerindeki bag komsu doniisiimlerin tek veya ¢ift
sayilardan yapilir, (-)°, +1 veya —1°dir.

e, ®e; ®e, baz vektorlerine yukaridaki denklemin uygulanmastyla D)
uzayinn simetrik (antisimetrik) altuzaylar igin,

(el. Qe; Qe, +e, Ve, Ve +e Be, ®ej)i(e,. Qe Ve, +e, Qe Ve, +e, Qe ®ei)
lineer kombinasyonlari bulunur.

(V)" tensér uzaymin tan simetrik ve tam antisimetrik altuzaylarinda bir
¢ok bagimsiz baz vektdriin olmast ,(V, )" tensdr uzaymin baz grubunun genel

doniisiimiiniin ». dereceden tam simetrik ve tam antisimetrik tensér garpimi
temsillerinin tasiyict uzaylar i¢in boyutlart nelerdir? sorusu, simetrik uzaylar i¢in
Bose-Einstein istatistigine antisimetrik uzaylar i¢in Fermi-Dirac istatistigine

denktir. Tam simetrik ve tam antisimetrik altuzaylar ve temsilleri ¢ok ilgingtir.

2.2.4. Tam Simetrik Altuzaylar, Fonksiyonlarin Acilim
x=1x'e, eV, vektorinin kendisiyle dogrudan carpimi x®x, (Vy)’

uzaynin tam simetrik altuzayi ile,
x®x=2—1———xixjeivej 2.31
(1+5,)!
seklinde agilimi tamamen yanlistir. x vektoriintin 7.kati olan tensér (V)" tensor
uzaymin tam simetrik altuzayna agilimi yanlstir. e, v...ve, bazlarna gore
(%) tensoriiniin bilesenleri it tjy=r olmak lizere

(x")7 (x*)” ...(x")’" seklindedir. Bu polinomlar ¥, uzay! iizerinde tanimlanmig

tiim analitik fonksiyonlarin kiimest i¢in bir baz olusturur.
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Sekil 2.2: p noktasinin konumu

R, uzaymin her p noktasinda tamimli f fonksiyonunun p noktasmdaki

degeri f(p), fonksiyon analitik oldugunda s koordinat sistemindeki p noktasinin

koordinatlarinin bir gii¢ serisi olarak agilabilir:

f(p)=f[x(p)] 2.32
p noktasmin degeri, s koordinat sisteminden s’ koordinat sistemine bir déniigiim

PR

oldugunda degistiginden fonksiyonun degeri de degismek zorundadir.

fp) = xpl= X ®]= fp) 233

s koordinat sisteminde R, uzay1 lizerinde tanimlanmis reel-degerli analitik

skaler f(x',...,x") fonksiyonu p noktasimin R, uzay: koordinatlar1 x’ olmak
N

lizere e, bazina gore acilimy;
)= fS+xf; +%xixj y tees 2.34

seklindedir. x' bilesenleri ve kuvvetleri, R, uzayi iizerinde tanimli reel-degerli

analitik fonksiyon uzayr igin baz olusturur. f,, ’lar r.dereceden gesitli tam

simetrik uzaylardaki x'x/x* baz vektorlerinin carpim koordinatlaridir. fj;
koordin?tlarl ayrica,

£ =120

18 o fs 235

k... = e—— %
ox'ox’ox" ... -
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olarak yazilabilir.

R, uzayindaki baz degisiminin,

e.=Ale, 2.36
bagintisiyla yapudigr farz edildiginde f fonksiyonu tanimli ve peR,
noktasinda belirli bir degere sahiptir, koordinat sistemini hesaba katmadan R,
uzayt iginde segilebilir. S’ koordinat sisteminde fonksiyonun yapisi p noktasinda

benzer degerlerin:

fsl(p) :fOS' +x'ifis' +—;-x”'x'jﬂf' +... 2.37
seklinde oldugunu kabul eder.

x" koordinatlart e, bazindan kontravaryant, f; koordinatlari x'x’ye
kontravaryant yolla doniisiirler ve boylece e, ve, v... olarak kontravaryant ile
benzer yolla,

x'=x"7 4]

- ;f’j 2.38
oldugundan fonksiyon i¢in ayrica,

fr. =445 1 2.39

doniisiimiine sahip olunur. Bu durum genel bir formda,

arfS' | B axr axs arfS l
ool |, e ax e,

2.40

0

olarak yazilir. R, uzaymdaki bazin birbirini takip eden iki degisimi;

ox'
ox'’
ox'’
"

e = Aj.e,. x' =x'jA; Aj. =
241

e, =Ble, x" =x""B} B} =
seklinde olur. Ayrica fonksiyon igin,

'f'S, _ arfS' | —[axlk ax" J( axll 5xvj arfs l
if .

i = ax"iax”j - axni axlk ax”j axll . axuaxv .

IO 242

0
ot a0 |
T oxm T axtax |

0
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bagintis1 bulunur. Bu durum matematiksel analizde zincir kurali olarak bilinir.
Basitce belirtilirse,

ox'’ | ox' l
axnkl axrj

0

ox' |
ax”k

Bld,=C, =

2.43

0 0

bagmtis1 yerine getirilmistir. Buradaki sifir S ve S’ koordinat sistemlerinin
orijini ve (x',x%,..,x") ve (x%,...,x")ler S ve S’ koordinat
sistemlerindeki tekil p noktasinin koordinatlaridir.

Bu durum Oklityen R, uzay: lizerinde degil de 3 boyutlu uzaydaki

kiirenin 2 boyutlu ylizeyi gibi benzer baska c¢esit uzaylar lizerinde tanimlanmis
fonksiyonlarla ¢alisildiginda da olusur. Standart yéntem bir nokta segmek ve bu

nokta ve komsulugundaki tiim noktalar1 uygun boyuttaki R, uzaymn orijin

bélgesindeki noktalar lizerine birebir gondermektir. e, baz vektorleri R,

i

uzayinda secilebilir, @(p’) noktasimin x' koordinatlann p noktasinin

komsulugundaki p’ noktasinda tanimlanmis herhangi bir fonksiyon i¢in bir ifade
olusturabilir. p noktasinin yakin komsulugunda % ’lere R,, uzayindaki e, baz

vektorleri gibi benzer doniisiim 6zelliklerine sahip olduklarindan p' noktasindaki

teget vektdr uzayi denir.

(p)

Sekil 2.3: ¢ gonderimi p noktasini ve yakin komsulugunu R, uzay: orjininin
yakin komsuluguna gonderir. ¢ gonderimi yakinhk diisiincesini korur. Bu durum
yerel izomorfizmdir.
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Matematiksel analizin iki temel teoremi, basit diisiincelerin Oklityen
olmayan uzaylara baglanmalaridir. Lineer R, ve V, vektdr uzaylari icin bunlarla
karsilagild:.

ox'/ ox' ox' -
ox"t ax"’ B ax"* 244

zincir kurali birbirini takip eden tekil olmayan doniisiimlerin grup 6zelliklerinin
bir ifadesidir. Ters fonksiyon veya kesin fonksiyon teoremi x' = x'(x'",...,x""

ox!

ve _
ox'/
P

0, x7 =x"(x',...,x") ters doniisiminin varoldugunu

( p noktasinin komsulugunda kurulmus olabilir) ve her grup islemininin bir terse

sahip oldugunun ifadesi oldugunu sdyler.

2.2.5. Tam Simetrik Altuzaylar

(Vy) uzaymm tamamen antisimetrik altuzayi (}{VJ = W]\]I—V—}r_)' baz
vektorleri tarafindan kariglanmistir.

Ozellikle » = N igin bu altuzayda yalmz bir

e ne, A...nEy 2.45

baz vektorii vardir. Bu vektor tam simetriktir: bu bazin iki komsu vektdriiniin
degisimiyle (—1) multipleleri,

e, NeAC AL NEy =€ ANE A...N€Cy 2.46
seklinde olur. 2.45 denklemiyle verilen baza ayrica ¥V, uzayindaki {el ey}
baziyla ortaklanmig hacim elemani denir. Bazin keyfi,

el =Ale, 2.47
degisimi altinda yeni e; A... A e}y bazi, e, Ae, A...Ae, bazinin;

e n...ney =det|dle, n... A€, 2.48

seklinde bir multiplesidir. detHAH fakt6riine doniisiimiin determinanti denir.

det|d|= > (H)od 47 ... 4Y 2.49

tim
oePy
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Toplama tiim o € P, grup islemleri izerinden yapilir. o ’lar kendileri arasindaki
i,’leri degis-tokus ederler. (+) secime bagliysa da o, P, uzaymn jeneratorleri
veya bazlarinin tek veya ¢ift sayisindan kurulmustur.

GL(N) grup elemanlarinin altkiimesi hacmi korur,

' v
e N...N€y =€ N...Ney 2.50

bagintisi det[|A||=+1 ile tanimlanmig bir grup bi¢imlendirir. R, ve C,
uzaylarindaki dontisiimlerin hacim-koruyan gruplarina 6zel lineer gruplar denir ve
SL(N,r) ve SL(N,c) olarak belirtilir.

GL(N,c) grubu iki toplamsal altgruba sahiptir: reel determinantla
SL,(N,c) ve birim modiillerinin kompleks determinantiyla SL,(N,c). GL(N,q)
grubu iinitlik modiillerinin determinantli matrislerinin yalmz bir tinimodiiler
SL(N,q)  altgrubuna sahiptir. Bu durum kuaterniyon alanlarinin

nonkomiitatifliginden ileri gelir.

2.3. Metrik-Koruyan Gruplar
2.3.1. Metrik

Klasik (matris) gruplarmin ayrintih olarak siniflandirilmasi ve tanimlamasi
kesinlikle metrik toplam diisiincesini ortaya koyar.

V vektor uzayi tizerindeki metrik fonksiyonu, vektor uzayiyla birlesik F

cisminin bir sayisi igindeki vektor ¢iftlerinin bir génderimidir.

vv)=f v,v,eV;feF 2.51
Bu gonderim,

(vl,ozv2 + ,Bv3)= a(vl,v2)+ ,B(vl,vs) ve 2.52

(v, +/3v2,v3)=(vl,vs)a+(vz,v3)ﬁ veya 2.53

(ozvl + ,sz,v3)= (vl,v3)a‘ + (vz,v3 )ﬁ* 2.54

kosullarina uyar. 2.52 ve 2.53 sartlarina uyan metrikler bilineer, 2.52 ve 2.54
sartlarima uyan metrikler sesquilineer metriklerdir. Metrik baz vektor ¢iftleri ve

iccarpum islemi lizerinde,

(ei’ej):gij
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(v,u):(viei,ujej)zujgijvi* 2.55
bagntilariyla tam olarak belirtilir. e/ = 4/e, baz degisimi altinda g, metrik
‘ fonksiyonunun déniisiim &zellikleri,

g, =lele)=(4re, Ae,)= L3g, 4 2.56
- seklinde verilir.

Reel vektor uzaylari i¢in g, metrik fonksiyonu, ¢; ® ¢ islemiyle,

e;®e, =4/ Aje, Qe

g, =4/ 4;g, 2.57

seklinde 6zdes doniisiim 6zelliklerine sahiptir.

Reel vektor uzaylar i¢in metrik 2.dereceden tensordiir. Kompleks vektor

uzaylar1 igin bilineer metrik ayrica 2.dereceden kovaryant tensdr doniislim
Ozelliklerine sahiptir. Metrigin diger tamimlar1 ¢ogu kez bir veya daha fazla

toplama Ozelliginin metrik fonksiyonunu saglamak zorunda olmasiyla

diizenlenmistir. Bir simetri gerekliligi bazen,

(u,v) = i(u,v); g, =*g; 2.58

(wv)=tb,u); g, =zg, 2.59
bagmntilartyla diizenlenir.

(v,v)ZO (v,v)zO:>v=O 2.60
seklinde verilen pozitif kesinlik vardir.

Bilineer metrikler indis indirmek veya indis kaldirmak i¢in de kullanilir.

e, bazina sahip S koordinat sisteminde,

x, =x’ 8y 2.61
6zdesligini kuruldugunda. S koordinat sisteminin e, = 4/ e, baz doniisiimityle S’
koordinat sistemine déniismesiyle, 6zdeslik S’ sisteminde,

x =x"g, = x'A_lngj.g,SAi’ = (xsgrs )A,.’ 2.62
§eklindé olur. x, zdesligi kovaryant doniisiim ozelliklerine sahiptir. g, metrigi

x, =x’ g, kovaryant bilesenleri i¢indeki x’ kontravaryant vektor bilesenleriyle

kullanilirlar.
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detg, | = 0 2.63
oldugunda g; metrigi tekil olmadiginda yap: digina taginabilir ve bu durumda g,
matrisi,

(g"‘),,- =g’ 2.64
seklinde olan bir terse sahip olur. g™' metriginin g7 matris elemanlari iiniksizligi
saglayarak kurulabilirler. Ters metrik, g metriginin bir matris olarak ”g“:t 0
olmasi durumu fikriyle kolayca kurulur. g matrisi GL(n,—) genel lineer
gruplarinin elemanidir. Kovaryant x, ve kontravaryant x’ bilesenleri,

x! =glx, 2.65

esitligiyle bagl olduklarindan bu durum kolayca goriiliir.

2.3.2. Metrik Cesitleri

Toplamsal yapi, metrigin biciminde, F cismi lizerindeki N —boyutlu
vektdr uzayr igin zorlayici olmadigindan F cismi iizerinde denk olan tiim
N —boyutlu vektér uzaylar igin tamamrtyla dogru degildir. Bir ¢ok metrik
¢esidinin oldugu gibi, F cismi lizerine tanimli bir gok N — boyutlu vekttr uzayi
olacaktir.

Keyfi bir metrik, simetrik ve antisimetrik parcalarin toplami olarak
yazilabilir:

8 =8;+8;

gij :—;‘(gij +gji*>= gji*

éij :-;—(gij_gji*):—.gji* 2.66

Burada keyfi metrik kanonik bir bi¢im i¢ine konulamayacagindan, tlim
tekil olmayan antisimetrik bilineer ve tiim simetrik sesquilineer metrikler igin
kanonik bigimler vardir.

1. Bu durum daima
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g, =S,8,S =46, = . 2.67

i~y

A

n

kosegen bicimi iginde simetrik bir sesquilineer g; metrigini mecbur kilan

e; = §]e, doniigiimiiniin bulunmasiyla miimkiindiir. A, sayilarinin hepsi reeldir.

e; baz1

fi=e A, =0 2.68
zorunluluguyla renormalize edilmistir. Metrik f,’ye gére /,, d xd birim matris
olmak iizere,

+1,,
ékanoniksel = OINO 269

kanonik bi¢imine sahiptir.
Burada N, +N,+N_=N ile (N,,N,,N_) kanonik metriklerinin farkli
segimleri oldugu gibi bir F cismi tizerinde tanimli sesquilineer metriklerle bir

cok farkli N —boyutlu vektor uzaylar1 vardir. Bu metrik miktari

(N +2)
N12!

2.70

tane olur. Metrigin tekil olmasi isteniyorsa N, =0 olmalidir. Bu durumda N +1
farkli ¥, vektdr uzayr vardir. Metrigin pozitif tanimli olmasi isteniyorsa
N, = N_ =0 olmalidir. Bu durumda yalnizca bir ¥V, vektor uzayi olur.

2. g, bilineer, antisimetrik ve tekil degilse bir kanonik formu kontrol eder. Fakat

¢ indisr (M ‘ ),j = M , matris transpozunu belirtmek tzere,

el =[] =12l = -)"]el 271

yazilir.
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Bu nedenle g yalnizca N ler igin tekil degildir. Burada diizN =2M igin,

e, =Ae 2.72

1 r

seklinde tekil olmayan dontistimii vardir. Bu doniisiim g metrigini,

0 A
~4 0

ot 4

g = -2, 0 2.73

-4, 0
seklinde blok kosegen big¢imi igine getirir. Doniisiim tekrarlanirsa metrik

renormalize edilmis baz vektorleri tarafindan bir kanonik bigim i¢ine getirebilir:
(Fatseeos fis Farreeor foar)
(f,,f_,)= sign(r); r=+x1,+2,....*M 2.74
Diger tiim i¢garpimlar sifira esitlenir.
Bu baza gore V,,, uzaymin bilineer, tekil olmayan antisimetrik metrigi

i¢in kanonik bi¢im,

- 0 +17,
X = ~ 2.75
gkanamk (_ 1IM O J

seklinde olur. Burada T , mindr kosegeni +1, diger her yeri 0 olan bir dxd

matrisidir:
mindr késegen
0 0 1
1. 0
I=|. 2.76
01
1 0 . 0

major kdsegen

2.3.3. Uniter Weyl Hilesi
(N,,N_) izli bir lineer uzay

(el,...,eN* ,eMH,...,eNﬁN_)—) (el,...,eN+ ,zeNﬁl,...,zeNﬁN_)
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bazinin yeni kiimesinin se¢imiyle (N+ + N_,O) metrikli bir uzaya ¢evrilebilir. Bu
donlisiimiin saglanmast igin reel sayilar cisminin disina g¢ikilmas: gereklidir.
Ornegin 6zel relativitenin uzay-zamani reel kontravaryant (x, V,2, ct) bazina gbre
(+++~) metrigine, (x, Y, 2, z'ct) bazina gore (++++) metrigine sahiptir. Karisik
bir metrikten pozitif bir metrige doniisiime Weyl {initer hilesi denir. Bu hile ilk

kez Minkowski tarafindan kullanilmistir.

2.3.4. Fonksiyon Uzaylarmdaki Metrikler
Kendi noktalarinin kiimesi veya uzayi lizerinde tanimli fonksiyonlarin
kiimesi bir lineer vektdr uzayi olusturur. Bu ylizden uzay lzerinde metrigin

tanimlama serbestligi vardir. f ve h, reel R, uzay: iizerinde kompleks degerli

fonksiyonlarsa, f ve A fonksiyonlarinin iggarpimt igin,

(f.1)= [[dpap's" (p)e(p. P )H(p") 2.77
seklinde olagan tanimi yapilir. Vektér uzayr sonsuz boyutlu oldugunda g
metriginin kesikli kullanimi yapilir.

e, =5(x—p) 2.78
delta fonksiyonlari uygun bir baz kiimesidir. Bu kiime g{p,p’)=6(p,p")
k6segen metriinin se¢iminde olagandir. R, uzayindaki baz sistemlerine gore
iccarpim,

(f,h)= [... [dx'..ax" £ (x)h(x) 2.79
olur. Bundan baska kiime i¢in kdsegen olmayan metrikler iginden bir simetrik

metrik segmekte ¢ok olagandir.
—i!xi_yi)
g(x,y)z e * 2.80
béyle bir metrige Srnektir.

Bu sartlar altinda metrik fonksiyonu yerel degildir ve

(f,h)= jd”xjd”yf’(x)e_@h(y) 2.81

analitik yapisina sahiptir. Yerel olmayan metriklere bicim faktSrleri denir ve bu

metrikler kuantum teorisinde kullanilirlar.
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2.3.5. Metrik Korunumlu Gruplar

¥V, uzay1 bazinin doniisiimlerinin altkiimesi matematiksel yapisi bir metrik

tarafindan olusturulan GL(N,—) grubunun bir altgrubunu korur. Bu altkiime

elemanlarinin grup postiilalarini sagladiklarini kontrol edildiginde
a)kapalilik:

gu = AzjgijA‘lk = 8u

[

" xk '
Emn =Bngk1B m =8 = Emn

8o =BiguB'n = g1, = Bidig, 4B =g, = (BA) g, (B4), 282
b) birlesme: Birlesme orijinal grubu sabit tuttugundan altkiimeyi de sabit tutar.
¢) dzdeslik: Ozdeslik eleman alt kiimenin de elemanidir.
d) tinik ters : A’nin metrik invaryanti sagladigt diisiiniilirse B diye bir terse
sahiptir. Bu ayrica metrik invaryant: saglar:

*i

8u :AligijAk 2.83

BigyB," =B, 4/g, 4B =(BA) g,(BA) =6]g,6, =g, 2.84
seklinde kontrol edildiginde teorem tiim metrik korunumlu reel ve kompleks
matris gruplari i¢in gecerlidir. Ayrica, iki kuaterniyon,

(¢'9") =(a") (@) 2.85
esitligine uydugundan teorem sesquilineer metrikleri koruyan kuaterniyon
gruplar i¢inde gegerlidir. Iki kuaterniyon genellikle,

q'q"#q"q’ 2.86
seklinde komiit olmadiklarindan teoremdeki,

A B* = B* 4! =(BA). 2.87
esitligi seklinde olur. Kuaterniyonlarin komiit olmamalar: bilineer metrikler ve
kuaterniyon matrisleri gegerli degildir, fakat bilineer metrikleri koruyan gruplarlar
GL(N,q) grubunun birlesik altgruplarinda gegerliligi olasidir.

Bu teorem klasik toplamsal matris gruplarinin zengin yapisini
gelistirilmesine olanak tanir. Bu matris gruplar, tekil olmayan metrikleri koruyan

GL(N,F) grubunun matris altgruplaridir. Bilineer simetrik metrikleri koruyan

gruplar ortogonal gruplardir. Bilineer antisimetrik metrikleri koruyan gruplar
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simplektik gruplardir. Sesquilineer simetrik metrikleri koruyan gruplar tniter

gruplardir.

R,,Cy,0y (N =N, + N_) uzaylar1 igindeki (N+,N_) metriklerini
koruyan ortogonal gruplar sirasiyla O(N+,N_;r), O(N;,N_;c), O(N+,N_;q)
gruplaridir. R, Cyys Oy uzaylar icindeki simplektik gruplar
Sp(ZN,r), Sp(2N,c), Sp(N, q) gruplandir. R,,C,,0 (N =N, + N_) uzaylar
icindeki  (N,,N_) metriklerini koruyan f{initer gruplar  sirastyla
U(N+,N_;r),U(N+,N_;c),U(N+,N_;q) gruplaridir.

1. Reel vektér uzaymda bilineer ve sesquilineer metrikler arasinda fark
olmadigindan U(N,,N_;r) ve O(N,,N_;r) gruplar 6zdestirler.

2. Uniter-simplektik gruplar benzer vektér uzaylan iizerinde isleyen iiniter ve
simplektik gruplarin kesisimleridir:

USp(2N,2N_)=UQ2N, 2N_;c)nSp(2N;c) (N=N,+N_)

Bu  gruplar  kuaterniyon  uzayindaki  Uniter = gruplara  seklinde
USp(2N,2N_)=U(N,,N_;q) izomorfiktirler. Her kuaterniyon sayist bir 2x 2
kompleks matrisiyle temsil edilebileceginden her kuaterniyon degerli Nx N
matrisi kompleks degerli bir 2N x 2N matrisi olur. Ozellikle U (N+,N_;q) grubu
elemanlart U(2N, ,2N_;c) grubunun elemanlar: olurlar. 2x2 kompleks matris
temsilli kuaterniyonlar keyfi degillerdir. Bu 2x 2 kompleks alt matrislerin yapist
2N x2N kompleks matrislerinin antisimetrik bilineer metrigi korudugunu ve
ayrica Sp(2N =2N, + 2N_;c) grubunun elemanlari oldugunu gosterir.

3. Pozitif tanimli metrigi koruyan gruplar,
N

1= i A4 =Y
r=t

r=1

2

4

esitligine uyarlar. Her bir tek 4, matris eleman,
0<4 <1

seklindé sinirlidir. Grubun elemanlar1 baz olarak sinirli olduklarindan bu gruplara

kompakt grup denir.
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4. Bilineer ve sesquilineer metriklerin simetri veya antisimetri Ozellikleri ve
aralarindaki baglanti bir tarafta ve klasik gruplar diger tarafta c¢izelgede
goriintiyor.

Tiim basit klasik Lie gruplari bir lineer veya sesquilineer metrik korurlar.

Bu metrik simetrik veya antisimetriktir.

Metrigin simetri Metrigin fonksiyonel formu
ozellikleri Bilineer Sesquilineer
simetrik gy =+g g; =+gi

ortogonal tiniter
O(N+,N_;r) U(N+,N_;c)
O(N,,N_;c) | UN,,N_;q)=
O(N,,N_;q) | USp(2N,2N.)

antisimetrik g =—&

simplektik

Sp(2N,7)

Sp(2N,¢)

Sp(N,q)

Cizelge 2.2: Metrikler

5. Metrik koruyan gruplar, -
SI(N,c)nU(N, c)= SU(N,c)

seklinde belirtilen 6zel metrik koruyan gruplar denilen toplam hacim koruyan

gruplardir.
6. Her bir N x N kuaterniyon matris grubuyla 2N x 2N kompleks matris gruplarn
birlesiktir:

SI(N,q)=SU*(2N)

U(N,q)=Usp(2N)

Sp(N.q)=USp(2N)
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O(N,q)= SO (2N)

ozelliklerine sahip olunur{3].

2.4. Klasik Gruplarm Ozellikleri
2.4.1. Diizgiin Matris Gruplar: 4
Dikkate alinan sartlar altinda nx» kare matrislerinin grup postiilalarini
sagladiklar: goriiliir.
Birim eleman,
1 00 .0
0100
0 . 0 .
.00 . O
0 . . 01

L1
Il
o

nx n kare 6zdeslik matrisidir.

A" ters elemanin varligi tekil olmayan matrisler dikkate alinarak,

det|d] = 0 2.88
seklinde bir kisitlama yapilmasiyla saglanir.

Matris ¢arpim yasalar birlesme yasasindan ¢ikarilir.

Bu sartlara uyan matris kiimeleri kapalilik 6zelligini saglar.

Sonlu veya sonsuz, kesikli veya siirekli matrisler igeren gruplar reel,
kompleks, kuaterniyon elemanlara sahip olabilirler. Reel R" uzayindaki
degiskenler x=(x,,x,,...,x,), kompleks C" wuzaymndaki degiskenler
z=(z,,2,,...,z,) seklinde olusurlar. R" veya C" uzaymda igleyen diizgiin nx n
kare matrisi x — x’ veya z — z' d6niisiimiinii yapar. Fizikte x veya z nin bazi
invaryant fonksiyonel formlarina izin veren doniisiim siniflarina ilgi duyulur.
Ornegin izotropik 3-boyutlu Oklityen uzayda invaryant olarak x; +x2 +x2
formu, 4-boyutlu Lorentzian uzayda invaryant olarak x} +x7 +x; —x; formunu
dikkate ‘alan déniigiimlere ilgi, duyulur.

Bir 4 matrisi icin sirasiyla ters, transpoze, kompleks eslenik, Hermityen

eslenik 47", 4', 4%, A" olarak belirtilir. Ozel matrislerin birkac 6zelligi

A=A4' simetrik matris
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A+A4" =0 carpik simetrik matris

A'4=3 ortogonal matris

A=4" reel matris

A=-4" sanal matris *

A=A4" Hermityen matris
A+A4" =0 carpik Hermityen matris
ATA=3 iiniter matris

seklinde belirtilebilir.

Dikkate alinan bir grubun elemanlar: tiim diizgiin, tekil olmayan 2 dereceli

a, a
( & 12} reel matrislerini kapsar. Tekil olmamadan bagka,

a, dp
a,Qy * a0, 2.89
. . au a, e
sart1 sinirsiz matrislerin elemanlarinin siralamasini kisitlar. matrisinin
4 ap
a; elemanlart,
a; = 517 +a; 2.90

seklinde yeniden yazilabilirler. Buradaki tiim ¢, ’ler sifirsa birim eleman kolayca,

[1 Oj
3= 2.91
0 1

seklinde bulunur. ¢, «;’nin stirekli bir degiskeni tarafindan bagimsiz reel
parametreler gibi grubun tlim elemanlarini yaratabilir. Parametrelerin sinirsiz
sinirlamasi ancak tekil olmama sart1 tarafindan genisletme talebiyle sinirlanir.

Grubun herhangi bir elemamt «; parametrelerinin verilen birlesik degerleri

tarafindan yaratilabilir.

Reel veya kompleks elemanlar igeren diizenli, »n dereceli, A4
matrislerinden olusan grubun degiskenligi bigimlendirilebilir. Boylece bazi
onemli Siirekli matris gruplarinin bir listesi yapilabilir.

Genel lineer gruplar

n dereceli, diizgiin, tersi alinabilir kompleks matrislerin ¢ok genis bir

grubu GL(N,c) lineer kompleks gruptur.Belirli bir matris n° eleman tarafindan
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karakterize edilir. Her bir eleman bir reel ve sanal kisim igerebilir. 2n* kisimlarin
(n® reel, n® sanal kisim) siirekli degisimi eksiksiz bir matris grubu

olusturacagindan grup 2n° boyutlu olur ve 2x° parametreleriyle karakterize
edilebilir.

GL(N,c) grubunun elemanlar1 yalmizca reel degerlerle sinirlanirsa bu
grubun bir altgrubu olan n® parametreli GL(N,r) grubu bulunur. Agikca
goriiliiyor ki GL(N,c) grubunun daha baska bir ¢ok altgrubu vardir.

Ozel lineer gruplar

GL(N,c) grubunun kompleks matrislerine +1 determinantli olma sarti

getirildiginde 2(n” ~1) parametreyle karakterize edilen kompleks lineer SL(N,c)

grubu bulunur.Reel 6zel lineer SL(N,r) grubu (n® —1) parametrelidir ve +1
determinantli reel matrisler tarafindan olusturulmustur. Bu gruplar igin,

GL(N,c) o SL(N,c) > SL(N,r)

GL(N,r) > SL(N,r)

oldugu agikca goriiliiyor. Bazen 6zel lineer gruplara 6zel {inimodiiler gruplarda

denir.
Uniter gruplar

n dereceli tiniter 4 matrisleri,
n
*
Zz,.z,.
i=1

seklinde invaryant Hermityen formlarina miisaade eden n’ parametreli iiniter

U(n) grubunun elemanlarini olustururlar.
A matrislerinin tiniterligi,
A"4A=3
kosulunu gerektirdiginden a; matris elemanlarinin dizisi,
2.y =5,
k
koguluyia kisitlanmistir ve bu nedenle,

2
}a‘,j| <1
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olur. Nitekim, 7> parametreleri gergevesinde bu kisitlamayla sinirlidir.Bu bir
kompakt grup dzelligidir.
GL(p + q,c) matris grubundan,

*

.
pi1Zpn Tt Zp00Z 00

~2\2 —. = 2,2, +Z
invaryant Hermityen formunu aymp U(p,q) seklinde bir grup olusturulabilir.
Burada U(n,0) = U(0,n) =U(n) olarak belirtilmelidir. Bu gruplar i¢in,

GL(p+q,c) o U(p,q) GL(N,c) oU(n)
oldugu agikga goriiliir.

Ozel iiniter gruplar

Sadece +1 determinanthi liniter matrisler i¢in bir sinirlama yapildiginda
(n* —1) parametreli ozel iiniter veya initer inimodiller SU(n) grubunu elde
edilir. SU(n) grubu i¢in,

SUn)=U(n)nSL(N,c)
oldugu agikga goriiliir. Benzer olarak,

SU(p,q) =U(p,q9) N SL(p +¢,¢)
olur.

(zl,...,zn,an,...,zz”)——-“i—)(z;H,...,z;n,—z;,...,z;)
seklinde verilen ¢*” uzaymin ¢ doniisiimilyle komiit olan SL(2n,c) grubu
matrisleri genellikle SU”(2#) grubu gibi olusmus bir grup bi¢imlendirirler.

Ortogonal gruplar

n dereceli kompleks ortogonal matrislerin grubu n(n—1) parametreli
O(n,c) grubunu bigimlendirirler. 4'4 =3 olduguﬁdan A matrisleri igin |A| =1
kosuluna sahip olunur. Bu nedenle O(n,c) grubu iki parga i¢inde ayrisir ve bir
parcadan diZerine bir siireklilik olmaz. +1 determinantli ortogonal matrisier
O(n,c) grubununn(n—1) parametreli kompleks ortogonal SO(n,c) alt grubunu

olustururlar. SO(n,c) grubunun matrisleri,

Zz‘.z
i=1
ayrik invaryant kompleks kuadratik formunun onemli &zelliklerine sahiptir. Bu

gruplar i¢in,
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SO(n,c) = SL(n,c) " O(n,c)
oldugu agiktir.

Ozel ortogonal gruplar

ndereceli reel ortogonal matrislérin kiimesi parametreli reel

n(n-1)
2

ortogonal O(n,r) grubunu olusturur. ndereceli +1 determinantli reel ortogonal
matrislerin kiimesi ise 6zel ortogonal SO(n,r) grubunu olusturur. O(n,r) grubu

da iki baglantisiz parga icerir ve pargalar arasinda siireksizlik vardir.Bu

parcalardan biri SO(n,r) grubudur. Reel 6zel ortogonal matrisler,

n
2
in
i=1

invaryant reel kuadratik formuna ayrilirlar.
V4 q
RIS
i=l Jj=p+l
invaryant kuadratik formuna ayrilan SL(p +gq,r)grubu matrisleri SO(p,q)
grubunun elemanlari olan matrisleri olustururlar.

Sonug¢ olarak,

*

—2zZ,Z +z

* * *
1% n+1 Zl _"‘_an?.n +ZZnZn

ntl
carptk Hermityen formuna ayrilan SO(2n,c¢) grubu matrisleri SO”(2n) grubu
elemanlarini olustururlar.

Simplektik gruplar

Simplektik gruplar x =(x,_,...,X, ,X[,..., %) V&€ Y =(Vseees Vs Viseees V)

vektdrlerinin,
Z(‘xiyi, - x;yi)
i=1

dejenere olmayan invaryant ¢arpik simetrik bilineer formuna ayrilan diizgiin

kompleks matrislerin 2xn(2n+1) parametreli grubudur.

Sp(2n) =U(2n) N Sp(2n,c)
Simplektik gruba iiniter simplektik grupta denir. Bu grup Sp(2m,7) grubuna
benzer, n(2n+1) parametreli bir gruptur. Simplektik gruplar yalnizca ¢ift boyutlu

uzaylarda ortaya ¢ikarlar.
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Kompleks diizenli 4 matrisinin eksponansiyel notasyonu siirekli grup teorisinin

gelistirilmesinde 6nemli bir yer tutar. 4 matrisinin eksponansiyel fonksiyonu,

e =St A+t = 2.92

serisi tarafindan tanimlanir. Burada 4° =S, n dereceli birim matristir.

A matrisinin eksponansiyel serisi yalnizca A matrisinin a; matris
elemanlarinin mutlak degerleri bir tist sinira sahipse yaklasik bir seridir. z, 4
matrisinin biitiin a, matris elemanlar igin |a,.j' < p seklinde bir Gist sinir ve a,
A matrisinin elemanlar1 olsun (0 < p < 0).

|a§’ ! < (np)”
oldugu ileri siriildiiginde p =1 i¢in dogrudur. Ancak a, matris elemanlar1 sinirh

iseler seri sinirlanmistir. Bu durum kompakt grup i¢in dogrudur. 4 ve B komiit

1ki matris ise;

olur. B, ndereceli diizgiin bir matris ise;
Be'B™! = eBAB“
olur. A,,4,,...,4,, 4 matrisinin karakteristik kokleriyse, e’nmn karakteristik

kékleri,

seklinde olur. et e™ ... e™iin eksponansiyel serisi,

eA' :(eA)t, eA' =(eA)t’ eA+ =(eA)+’ e—A :(eA)-l
olagan eksponansiyel fonksiyon ozelliklerinin kosullarini yerine getirir. e ’nin
A

determinanti e ’dir. A4 matrisi carpik simetrikse, e” ortogonal carpik,

hermityense e {initerdir.

2.4.2. Lie Gruplarmmn Yerel Ozellikleri
2.4.2.1. Grup elemanlarinin parametrizasyonu
n dereceli diizgiin tekil olmayan tiim matris gruplarinin elemanlar,

A= Aa,,a,,....a,) 2.93
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seklinde r tane «, parametresi durumu altinda gosterilebilir. 3, 6zdeslik matrisi
ise parametre degerlerinin,

3, = 4(0,0,...,0) 2.94
seklinde degersiz kiimesi tarafindan karakterize edilir. » tane ¢, parametresinin
stirekli degisimiyle pargasiz grup manifoldu olusturulabilir.

GL(N,c) grubunun durumunda »® boyutlu kompleks Oklityen uzayda
etiketli noktalar olan 4 matrislerinin n’ elemanlar: dikkate alinmalidir. 2n®
boyutlu kompleks Oklityen uzayda etiketlenmis noktalar olan matrislerin n” reel
ve n’ sanal bilesenleri dikkate alinir. Oklityen uzayda 2n” tane parametrenin
degisimleri bir noktadan diger bir noktaya siirekli bir gecisi saglar. GL(N,c)

grubunun 7 parametreli altgrubunun degisimi 2n”boyutlu Oklityen uzaym r

boyutlu alt uzay: tarafindan temsil edilir.

2.4.2.2. Baglantililik

Bir grubun » parametrelerinin siirekli degisimiyle 3 6zdeslik elemandan
keyfi bir 4 elemanina ulasildiginda bu elemanlar baglanmis olurlar. Baglanti
grup parametrelerinin siirekli degisimiyle genellestirilmis bir arc fonksiyonu
tarafindan grup uzayindaki herhangi bir nokta ¢ifti baglanmasiyla varolur.

SO(n) donme grubu baglantiliyken O(n)grubu +1 determinanth
matrislerden —1 determinantli matrislere gegcis siirekli olmadigindan baglantila
degiidir. Bu nedenle O(n) grubu iki ayrik parga igerir. Parcalar 6zdeslik
elemantyla baglantili olarak grup (6rmegin SO(n) grubunu) bigimlendirirler.

Ozdeslik elemanmna baglanmis O(2) grubunun SO(2) ayrik grubunun
[cos& siné

. elemanlari, —1 determinantli O(2) grubu elemanlarinin tam bir
—sinf cosd

1
kiimesinin olusturmasi (O

0
1) ile SO(2) elemanlarinin ¢arpimiyla verilir.

O(n) grubu kanigik stirekli gruplara bir 6mektir. Bu durumda grup

elemanlar: ayrik parcalarin miktarina kesikli etiketlerin denkliginin kiimesiyle

birlikte siirekli » parametrelerinin kiimesi tarafindan etiketlenmis olmak
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zorundadir. Boylece O(n,r) grubu icindeki bir elemamin determinantinin

(n+))

imzasiyla birlikte siirekli adet reel parametre tarafindan gosterilebilir.

2.4.2.3. Lie gruplarimin kékeni

Bir G grubunun A4 elemanlarmn siirekli » parametrelerine gore ifade
edilebildigi ve

Ala) = A(a,,a,,...,a,)
seklinde yazilabildigi varsayildiginda grubun A(0) birim elemani etkisiz
parametre kiimesini destekler.

Grup elemanlarinin kapaliligi, iki grup elemanmnin carpimina ihtiyag

duyar. Carpilacak olan A4(ca) ve A(f) elemanlar1 carpim sonunda,

A(y) = A A(B) = A(y(a, B)) 2.95
seklinde bir A(y) eleman: olurlar. Bu nedenle,
y=f(ap) 2.96

olur. ¥ grup parametrelerinin siirekliligi ancak « ve S parametreleri siirekli
diferansiyellenebilir fonksiyonlarsa saglanir. 2.96 denkleminden A(0) birim
elemaninin,

y=f(r0)=f(0,) 2.97
seklinde olmasi gerektigi sonucu ortaya ¢ikar.

A(@)™ = A(@') ters elemamin varhi§i «' parametrelerinin @«

parametrelerinin siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 olmasina gerek duyar.

A@)BBCK))=(A@)B(B)C () 2.98
birlesme postiilasi,
flas F(B.)]= flf(a. B.7] 2.99

seklinde parametre fonksiyonu esitligine gerek duyar. Bu anlatilan sartlar1 yerine

getiren gruplara Lie gruplar denir.

.
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2.4.2.4. Sonsuz kii¢iik grup jeneratorleri
A(0) birim elemanina ayrilmis etkisiz parametrelere sahip olundugunda

bu elemanin yakin komsulugundaki grup elemanlarinin 6zellikleri incelenebilir.

Oldukga kiigiik parametre degerleri i¢in bir A(a) eleman,

(o [ 04 04
A(a)=A(0)+;ak[5 J 0+522aka’[55]a=o(_Ja=°

G J e k=1 1=1 & o,

+0(a*) 2.100

= A0+ a, X, +%22aka,XkX, +0(a’)
k=1

k=1 I=1

seklinde bir Taylor serisine agilabilir. Bu denklemin son kisminda,

X, =( o4 ] 2.101
oa, o

seklindedir. X, buyiikliikleri birim eleman etrafindaki grup elemanlarinin sonsuz

kiigiik grup jeneratorleridir. Ayrica, A(a)™ ters elemami birim elemanin yakin
komsulugundaysa,

Ala)™ = 40) - o, X, +%ZZaka,XkX, +0(a?) 2.102
k=1

k=1 =1

seklinde yazilir. Bu iki denklemden,

A(@)™ A(a) = A(0) + O(a®) 2.103
sonucuna sahip olunur.

A(B) " A(y) " A(B)A(y) seklinde A(0) birim eleman:i yakiminda bulunan
A(pB) ve A(y) grup elemanlarmin komiitatoriiniin tanimlanmasi, 4(0) birim
elemant yakininda A(fS,y) grup elemaninin kapali olarak bulunmasi,

komiitatdriin iizerinde olmasiyla miimkiindiir. Grup parametrelerinin yeteri kadar

kiigtik degerleri icin 2.100 denklemlerinin kullaniimasiyla,

ABY A(r) " AP Ay) = AO)+ Y. B[ X1, X, ] 2.104
seklinde oldugu bulunur. Bu denklemde,
[x..x]=x.X -XX, 2.105

seklinde belirtilen X, ve X, grup jeneratorlerinin komiitatoriidiir. Fakat 2.100

denkleminden
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AB.y)=A@) = A0)+ Y a, X, +... 2.106
seklinde olan denkleme sahip olundugundan, &zdes olan 2.104 ve 2.106
denklemlerinin terimlerinin kiyaslanmasiyla,

[x..x]=Crx, 2.107
denklemine sahip olunur. Bu denklerﬁde,

a, =CypB.7, 2.108
seklindedir. C; nicelikleri sonsuz kiigiik Lie gruplarmin yap: sabitleri
terimleridir.

Sonsuz kiigiik Lie grubunun yap:i sabitleri asagidaki onemli 6zelliklere
sahiptir:

1) Yap sabitleri kendilerinin alt indislerinde,

Cy=-C; 2.109

seklinde antisimetriktir.

2) Sonsuz kiiciik jeneratorler,

[[Xk’Xl]’Xm]+[[X17Xlek]+[[Xm’Xlel]=0 2.110
seklinde olan Jacobi 6zdesligine uyduklarindan yap: sabitleri,
c,cz +C,Cr+C..C:=0 2.111

sartina uymak zorundadir.
2.107 ve 2.111 denklemleri Lie cebirlerinin gelistirilmesi igin gerek

duyulan bazi bi¢imlendirir.

2.4.2.5. 2-Boyutlu SO(2) donme grubu
xy diizleminde yatan ve (x,y) koordinatlariyla verilen » vektori, saat
yOniiniin tersi yénde 6 agisiyla dondiiriilerek (x', y") koordinatlarina sahip yeni

bir ' vektorii elde edildiginde bu yeni vektoriin koordinatlari,

x' = xcosf — ysiné

=1 0) 2.112
y' =xsinf + ycosb '
= f,(x»:6)

seklinde verilir. Bu doniisiim 2boyutlu +1 determinantli,
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2.113

[cos # —sin Hj
A(O) =

sind cosé

seklinde bir ortogonal matris tarafindan olusturulur. > = x* + y* uzunlugu sol

invaryanttir ve A4(f) doniisim matrisleri (0 <8 <27) olmak iizere tekil &

parametresinin fonksiyonudur. Bu matrisler 1-parametreli kompakt Lie grubu

bicimlendirirler. Matris i¢inde € =0 konuldugunda 3 birim elemam bulunur.

cos@ —sinHJ [cos@’ —siné’
ve

Ayrica, | .
sind cosd

e , | elemanlarinmn,
sm@" cosd

cosd ~—sind)(cosd’ -—sin@) (cos(@+8) -sin(d+0")
sind cosd )\sin@ cos@ ) \sin(@+8) cos(@+8")
carpimi grubun bir elemanidir ve buna gore grup abelyan ve komiitatiftir. Bununla

beraber, yiiksek boyutlu dénme gruplar1 abelyan ve komiitatif olmayabilirler.

2.4.2.6. Sonsuz kiiciik dénmeler

Dikkate alinan sonsuz kiiciik dénmenin etkisi her bir kiimedeki yaklasik
benzer vektorlerin bilesenlerinin koordinat eksenlerinin ortogonal déniistimiidiir.
Vektorler sonsuz kiicitk miktarlarla farklilasirlar. Boylece pratikte »boyutlu 7

vektoriiniin i. x] bileseninin doniisiimii x, bilesenine,

n
’_ —_—
b —x,.+g“xl+...+amxn—xi+28ijxj 2.114
J=l

seklinde benzer. Bu denklemdeki ¢;ler sonsuz kiigukliiklerdir. Omegin SO(n)

grubunda @ — 0 oldugunda cos@ — 1 ve sind — 66 oldugundan,

x'=x-yol 2115
y' =x60+y
denklemi elde edilir. 2.114 denklemi,
x =Y (8, +£,)x, 2.116
Jj=t

seklinde yazilabilir. Fakat &, ¢ok agik olarak 3 birim matrisi oldugundan matris

notasyonunda,
x'=(3+&)x 2117

seklinde yazilabilir. Burada ¢ kiigiikliikler matrisidir.
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n  boyutlu wuzaydaki x=x(x,...,x,) noktasmm x'=x'(x,...,x])

n

noktasina tasiyan genel 7, doniisiimleri » tane,

a=(a,...,qa,) 2.118
parametresiyle belirtilebilir. Boylece,

x'=xT, = f(x;a) 2.119
seklinde olur. Diger déniisiim ise,

x"=x'T, = f(x;a) 2.120
seklinde olur. Doniistimlerin iinik olduklari farz edildiginde x noktasindan x'
noktasina gotiiren doniisiimiin yalniz bir tane oldugu sdylenmistir.

x' =xT, 2.121
oldugunu yazarak,

x"=x'T, =xT,T, = xT, 2.122
seklinde oldugu ortaya ¢ikar. Burada,

¢’ =¢"(a,b) (v=1...,r) 2.123
veya kisaca,

c=@(a,b) 2.124
seklinde olur. Omegin, SO(2) grubu igin,

x'=xT, = f(x,5;6)

x"=x'T, = f(x',y;8" 2.125
=xT,T, =xT,,, = f(x,y,0+8)

olur. 2.122 ve 2.123 denklemlerinden doniistim,

xT, T, = xT,, 4 2.126
ve

flf(xa):0]= flx0(a;)] 2.127
seklinde olur. (o(a;b)ler tim dizilere diferansiyellenebilir siirekli fonksiyonlar
olarak dikkate alinirlar.

T, dontsimleri bir grup olustururlarsa ¢ fonksiyonlar su sartlara uymak
zorundadir:

D) a=0(a,a) = p(a;a,) 2.128
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olan bir birim eleman vardir. Orijini a, olarak alirsak a, =0 noktasina sahip
olunur:

a =@(a,0)=p(0,a) 2.129
T, =TT '=3 T 2.130
seklinde olan ters dontiglim vardir.

3) Carpmanin birlesme yasasina,

T,(1,T.)=(T.T,)I, | 2.131
seklinde uyarlar, bu yasa ¢ fonksiyonlan i¢in,

ola; p(;c)]= plola;b)c] 2.132
oldugunu ima eder. Boylece 2.123 denkleminin ¢(a,b) fonksiyonlar: tarafindan

tanimlanmis bu denklemlere sahip olunur.

2.4.2.7. Lie gruplarimin sonsuz Kkii¢iik jeneratorleri

Bir x degiskeninin 1-parametreli grubunun basit durumu dikkate
alindiginda dnceki nokta,

x, = f(x4,0) 2.133
seklinde verilir.

x=f(xy,0q) 2.134
doniistimiiniin yaptimasiyla x noktasi bulunur. x + dx noktasiysa,

x+dx= f(x,,a+da) 2.135
déniisiimii yapilarak bulunur. Bununla beraber sonsuz kiicik da parametre
degisimiyle x noktasindan x+ dx noktasina gidilir. Bu gidis,

x+dx = f(x;0a) 2.136

seklinde olur.
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Sekil 2.4: x degiskeninin degisimi

Bu sonucun agilimi,

dx = (Mj Sa=U(x)da 2.137
aa a=0

olarak verilir. da ve éa arasindaki baglanti,

a+da = pla,éa) 2.138

olarak belirtilebilir ve ayrica,
da = (M) sa=U(a)da 2.139
b )peo

seklinde olur. Simdi » degiskenlerinin ve r parametrelerinin genel durumlari

dikkate alinirsa 2.137 denkleminin benzeri,

dx’ =Z(Mj sa® (o=1,..,ri=1,..,n) 2.140
4 Oa a=0
veya
dx' =U! (x)é6a’ 2.141
seklinde olur. Bu denklemde,
UL (x) = (——~—~af & a)j 2.142
aau- a=0
olarak kisaltilmistir. 2.139 denkleminin benzeri basit olarak,
da® :(—ag"("’b )) Sa” 2.143
0b” oo
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veya

da’ =V (a)éa” 2.144
seklindedir. Burada,
o[ 29 (a;b)
v, (a)= [ 7 l_o 2.145

olarak kisaltilmistir. ¥ nin tersi A{ olur. Boylece, A7V =467 olur. 2.144
denklemiyle verilen dontistimiin tersi,
oa” = A (a)da’ 2.146

seklinde olur. 2.141 denklemine 2.146 denkleminin konmasiyla,

dx' =U,(x)A5(a)da® 2.147
veya

ox' ; -

aa—p:Uo_(X)/lp(a) 2148

oldugu bulunur. Sonsuz kiigiik x — x+dx donlisimi F(x) - F(x)+dF(x)

doniisiimiine neden olur. Boylece,

OF oF

dF (x) :—dx’ =FU 6a°® (2.141 denkleminden)
=&a’U’ BE =oa’ X F 2.149
ox'
seklinde olur.
X, =U = 0 2.150
7 ox'

operatdrlerine grubun sonsuz kiigiik operatorleri denir. Sonsuz kiiglik
F(x) = F(x)+ dF(x) doniisiimiine etkiyen S’a operatori,
S, =1+&°X, 2.151

seklinde tanimlidir.

2.4.2.8."Sonsuz kiiciik operatoérlere drnekler
SO(2) Dionme grubu
Bir parametreli SO(2) grubunun sonsuz kiigiik operatSriiniin bigimini

bulacagiz. Sonsuz kiigiik doniisiim
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xX'=x-yol & =-y60

y'=x660+y O&y=x60 2152
seklinde oldugundan ve 2.147 denkleminden operatorler,
ox oy
U = =—y ve U = e = -
(X)=—=>==y O =75=* 2.153

olurlar. 2.150 denklemindeki sonuglar kullanildiginda SO(2) grubunun sonsuz

kiiciik X operatort,

2=t vl
o » 2.154
-yl |
Y ox Oy

seklinde bulunur. Kuantum teorisinde agisal momentumun 3.bileseni,

5 0 0

J,=—il x——y— 2.155

~x2-rE]

oldugundan,

J =-iX 2.156
olur ve operator bu bilesen cinsinden,

X =-iJ, 2.157
ve § . operatorii

S, =1-i56J, 2.158

seklinde olur.
SO(3) grubunun sonsuz kii¢iik operatorleri
SO(3) grubunun elemanlar1 3.dereceden +1 determinantl: ortogonal A4
matrisleri tarafindan bigimlendirilirler. Ortogonallik geregi,
A'A=3
oldugundan sonsuz kiigiik dénmeler,
A=3+8B
formunun matris doniisiimiine sahiptir. Burada B matrisi elemanlarinin hepsi
sifira komsu olan bir matristir. Ortogonalligi koruyan doniisiim i¢in,
S=A'A=(3+B)3+B)~I+B +B 2.159

denklemi gecerli olmalidir. Denklik igin,
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B'+B=0

kosulu saglanmalidir. Bu nedenle B matrisi 3 bagimsiz elemaniyla,

0 a -—b
B=|-a 0 c 2.160
b —-¢ O

seklinde carpik simetrik bir matris olmak zorundadir. Fakat x'= (S + 8)x
dontistimdi,
x+dx 1 00 0 a -b
y+dy|={|0 1 Oj+|-a O ¢
z+dz 0 0 1
dx =ay—bz
dy =ax+cz
dz =bx-cy
seklinde olmalidir. Bdylece SO(3) grubunun sonsuz kiigiik operatorleri,

_e) 0 ) B _

e _—
‘" e oy e &
x, =060 060 _ 5 L5
ob ox  0b oz ;

X3 _ 6(ay)_5_+ a(ax)i — ya‘ _xay

Oa Ox Oa Oy
seklinde olurlar. Sonsuz kiigitk SO(3) grubu operatérleri,

[XI’XZ]:X3 [X2=X3]=X1 [X3,X1]=X2 2.170
komiitasyonu altinda kapalidiriar. Agisal momentumun kuantum teorisinde
birlesik normal operatdrier J, = —iX, seklindedirler ve

[JI’JZ]: —iJy [Jz:J3]: —iJ, [J3:J1]: —iJ,

komiitasyon bagmtilarina uyarlar.

2.4.2.9. Lie gruplarinin yapa sabitleri
Sonsuz kiigiik grup jeneratdrlerinin komiitatdrleri olan sonsuz kiigiik
jeneratorlerin lineer kombinasyonu olarak ifadesi 2.107 denkleminde belirtilmisti.

Bu denklem sonsuz kiiciik jeneratdrler kiimesinin komiitasyon altinda kapali
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oldugunu belirtir. Simdi sonsuz kii¢lik doniisiimlerin 6zelliklerine gére, sonsuz
kii¢iik jeneratorler igin bu sonug kurulacaktir. 2.148 denklemi,
ox’
Oa”

=U, () (@) i=l.,n p=1..,r 2.148

x noktasinin a=0’daki, onceki x(0) noktasindan sonsuz kiigiik yer
degistirmesiyle yapilan x noktasindaki degisimi tanimlar.
Bir sonlu yer degistirmeyi bulma islemi sirasinda 2.148 denkleminin
integrallenebilmesine ihtiya¢ duyulur.
o*x' _ o*x’
8a’d0a” 0Oa’da’

denklemi integrallenebilme sartidir. 2.148 denklemi 2.171 denklemine konursa;

2.171

. 8/1” o i
Ut (%) > (Ta) 6((/3' ,(X) ox’ 12 (a) = Ul (x )3/1 (a) 6(2 J(x) gxp

A7 (a)

2.172

sonucu bulunur.Grup terimlerinin hepsi,

i ) 82’0' o
U’aL—U’ 6U /1”/1" U, —p——%’— =0 2.173
ox’ ox’ oa® 0a”

sonucunu verir.

T ve p lzerinden toplami ve U; A, lzerinden garpimy,

U; A= 5; 2.174
belirtmek {izere,
ou, oU, [aac 047 .
Ug -U’ > = U; U"U‘ C;, (U, 2.175
ox’ T ox’ da® oa’ 7

denklemi bulunur. U: (x) adan bagimsizdir ve bu nedenle denklemin sol tarafi

a’ya gore diferansiyellenip sifira esitlenirse,
i 0 (o
Uggc—l—p—(qu(a))IO 2.176

olur ve béylece C; (a) yapisabitlerinin a parametrelerinden bagimsiz olduklart

goriiliir. 2.150 denkleminin verilen tarifiyle,

54



X, x, |=x.x, -Xx,X,
0 11 0 s 8 i 0
ox’

:UégUfa—- ’l’ax’ U”E; 2177
j i
) [U‘i’ aaif U aaZ"a ] aif
denklemine sahip olunur. Bu denklemin 2.175 denklemiyle karsilastirilmasiyla,
[x,.x,=cu aff 2.178
denklemi bulunur. Bu sonu¢ daha once,
lx,.x,]=c;,x, 2.179

2.107 denklemiyle bulunmustu. 2.179 denklemi her bir sonsuz kiigiik operator ve

jeneratorler igin gegerlidir. C;, yapisabitlerinin antisimetrikliginden sonsuz kiigitk

operatdr ve jeneratérler C;, =0 oldugunda kesinlikle kendileriyle komiit olurlar.

2.4.2.10. Sonlu grup elemanlarmin olusumu
r parametreli Lie grubunun A(0) ozdeslik elemaninin komsulugunda
bulunan A(«) elemanlar

Xk=(%g—)—j (k=1,...,r) 2.180
oa, o

sonsuz kiigitk grup jeneratdrlerine gére tanimlanmis ve burada
Ala) = A0)+ ) a, X, +0(a’) 2.181
k=1

seklinde tanimlidir.
Ozellikle 1 parametreli SO(2) grubunda ozdeslikten sonsuz kiigiik

kimildayan A4(50) elemani igin,

aoy~| Oesd® M osesax 2.182
~ =3 .
o 1 1 0 f

esitligine sahip olundugundan, keyfi biiylik bir N sayis1 i¢in,

so=2 2.183
N
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sonsuz kii¢lik agist tanimlanarak 2.182 denkleminde yerine konursa &zdeslik

elemanindan kimildama,
6
A(59)zS+FX9 2.184

seklinde olur. 4(60) kiglikliiginiin N defa uygulanmasiyla sonlu bir 8 agisiyla

birlesmis A4(8) grup elemany,

0 N
A@) =| I+—X 2.185
@) ( N 9)
seklinde olusturulabilir. N — o« limitinde A(€) grup eleman: igin,

A(6) = ™ 2.186
tam sonucu bulunur. 2.92 denklemindeki gibi eksponansiyel siniis ve kosiniis
fonksiyonlariyla seriye agilirsa, sonlu bir ag1 degeri igin ¢ok iyi bilinen,

cos@ —sin 9)

. 2.187
sind cosé

A0) = [

sonucu bulunur. Bdylece sonsuz kiigitk grup jeneratorleriyle 6zdeslik elemanina

baglanmis grup elemanlarmin tam stirekli bir kiimesi elde edilir.

r tane sonsuz kii¢tik X, grup jeneratdrilyle olusturulmus bir Lie grubu igin
2.186 denkleminin bir benzeri

A@)=e*" k=1,.,r 2.188
seklinde olur. Bu sonu¢ 2.101 denkleminin integrasyonuyla bulunacak olan
sonuca denktir. 2.188 denklemi yalnizca 6zdeslik elemanina bagl grup elemanlart
icin gecerlidir. Baska, 6zdeslik elemanindan ayri kistmlarin elemanlarini bulmak
bagli grup elemanlarinin kesikli grup elemanlarina uygulanmasiyla ortaya ¢ikar.
Genelde sonsuz kiigik X, jeneratdrleri komiitatif olamayacaklarindan
jeneratorlerin herhangi bir ardisik uygulamasi 6n kabul olmak zorundadir.

Bu yapilan tartigma 3 boyuttu Oklityen uzayin 3 parametreli SO(3) donme
grubunun Snemiyle tanimlidir.

Once,
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cospcosfcosy —singsiny —cospcosfsiny —singpcosy cos@siné
A(p,0,¥) =| sinpcosfcosy +cospsiny —singcosdsiny +cos@cosy singsiné
—sinécosy sinésin cosé

2.189
seklinde verilen Euler agilarina gére, -~z <y <7, 0<0<7 ve —r<@p<n
araliklarina diigen parametrelere gore parametrize grup elemanlar1 yerlestirilir.
Bununla beraber bu parametrizasyon 6nemli sayida kusur icerir. & =0 oldugunda
yalmz ¢ —y kesindir ve parametrik uzaydaki tekil noktalarda ¢ ve w tekil
olmayan iinik bir donme matrisi tanimlar. =7 durumunda yalniz ¢ +y
kesindir. Tekil noktalar, doénme matrislerinin herhangi bir parametrizasyon
semasinda ortaya ¢ikar. Euler parametrizasyonu, grubun ozdeslik elemant
hakkinda tekilligin ortaya ¢ikmasiyla belirli iyi olmayan durumlar ortaya ¢ikarir.

Bu parametrizasyon se¢iminin 2.189 denkleminin diferansiyellenmesiyle bulunan,

0 -1 0 0 01
X,=X,=11 0 0jveiX,={0 0 0 2.190
0 0 O -1 0 0

jeneratorleri felaket getiren sonuglara neden olur. Bu jeneratorler kendileri
arasinda komiittiirler ve 2.170 denkleminde bulunmus olan bilinen agisal

momentum komiitasyon kurallarini vermezler.

Alternatif ve daha uygun bir parametrizasyon x ekseninde «,, y

ekseninde «,, z ekseninde o, donmelerinin yapilmasiyla bulunur. Bu durumda,

Ala,,a,,a;) =
cosa,cosa; —sing;singa, cosa, +cosa, sina,  cosq, sina, cosa, +sing, sing,
—Ccosa,sina,  cosa, cosa, +sing, sinasina,;  ~cosq, sina, sina, +sina, cosa,
—sina, —sing, cosa, cosa, cosa,

2.191

esitligine sahip olunur. Burada parametreler —7 <, <7, —7w<a, <7 ve

—% <a, sg— araliklarinda degisirler. Uzun olmayan parametrik uzaydaki tekil

noktalar 6zdeslik elemani etrafinda,

o, =%

N

Lagd
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noktasinda olurlar. Bdylece sonsuz kii¢iik grup jeneratorleri,

0 0 0 0 0 1 0 10
X, =0 0 1{Xx,=/0 0 0|lx,=|-100 2.192
0 -1 0 ~1.0 0 0

seklinde olurlar, ve iyi bilinen,

lXa,.,Xa,J=€,-ijak 2.193
komiitasyon bagmtisina uyarlar. Bu bagnt1 2.191 denkleminin 2.188 denklemi
gibi,

Ale,,a,,a;) :exp(alXal +0¢2X(Zz +a3Xa3) 2.194
seklinde yazilabilir. Sonsuz kii¢lik grup jeneratdrleri iinimodiiler SU(2) grubunda
2 boyutlu matrislere dayanarak tanimlanmak zorundadir.

A, a,,a;) = expla, X, +a, X, + a3X3) 2.195

yazildiginda X, jeneratorleri i kez,

0 i 0 -1 i 0
X, = . X, = X, = ) 2.196
i 0 1 0 0 —i

Pauli spin matrisleridir. Bu durumun 2.194 denkleminin parametrizasyonuna,

(cosa, cosa, +ising, sina, e

Ala,,a,,a;) :[

—cosq, sina, +ising, cosa,
cosa, sina, +ising, cosa, (coayscosa, —ising, sina,)e™™
2.197

seklinde denk oldugunu gormek =zor degildir. Burada parametreler
-rsa <m,~-wsa,<nw, 0<a, <z araliklarinda degisirler. Simdi sonsuz
kiictik grup jeneratorler,

X, X, |=2¢,%, 2.198

i _— C .
komiitasyon bagintisina uyarlar. 5y kez Pauli spin matrislerine sahip olunursa,

SO(3) grubu icin 2.193 denklemiyle verilen komiitasyon kurali 5zdegligi bulunur.

Bu durumda 2.197 denkleminde goriilen agilar iki esit parcaya boliinmiistiir.
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2.4.2.11. Sonlu doniisiimler

S, =1+da’X, 2.199
sonsuz kiiglik operatoriiyle etkilenmis sonsuz kiigiik,

F(x) > F(x)+dF(x) 2.200
doniisiimii  2.4.2.7. bolimiinde anlatilmistir.  Ozellikle, SO(2) grubunun

durumunda sonsuz kii¢iik operatérti,

S, =1+06X, 2.201
seklinde yazilabilir. Sonlu bir donme i¢in Onceden yapilan isleme benzer bir
islemle,

S,(0) =™ 2.202

denklemi bulunur. Burada bulunan X, operatorii 2.4.2.8 bsliimiinde bulunmus
olan sonsuz kiigiik operatordiir. e®* siirekli bir yolla 6zdeslik doniisiimiine bagl
herhangi bir sonlu doniisiim olusturacaktir.

r parametreli, sonsuz kiigiik X, operatorleriyle karakterize edilmis bir
Lie grubu i¢in 2.202 denkleminin benzeri,

S (@=e"% o=1,..,r

seklinde olur[4].
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2.4.3. Klasik Gruplar Arasindaki Baglantilar
Asagidaki klasik gruplarin ve boyutlarinin farkli gesitleri arasinda

baglantilar ¢izelgelerde gosteriliyor.

GL(N,r)
NZ
o(N) Sp(N,7) Metrik
N(N-1) N(N +1) koruyan
2 2
SI(N,r)
N? -1
SO(N) SSp(N,7) Hacim
N(N -1) N(N +1) koruyan
2 Metrik yok 2
simetrik carpiksimetrik
metrik metrik

Cizelge 2.3: Reel-degerli gruplar
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GL(N,c)

2N?
Metrik | U(N,c) Sp(N,c) O(N,c)
koruyan | 2 N(N+1) | N(N-1)
Hacim SIL(N,c) SL,(N,c)
koruyan 2N% -1 2N -1
SI(N,c)
2(v? 1)
SU(N,c) metrik yok SSp(N,¢) | SO(N,c)
N?-1 USp(V) NN +1) | N(v-1)
N(N +1)
simetrik 2 antisimetrik | simetrik
metrik metrik metrik
Cizelge 2.4: Kompleks degerli
GL(N,q)
4N*
U(N.q) SIN, q) Sp(N. q) O(N;q)
USp(2N) SU*(2N) USp(2N) SO*(2N)
N(@N +1) 4N? -1 NN +1) NN -1)
sesquilineer antisimetrik simetrik
simetrik metrik bilineer bilineer
metrik yok metrik metrik

Cizelge 2.5: Kuaterniyon degerli gruplar
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9o +qi+q,j+q;k
2

9o+ gt
J

<~ 0O <10

R q,
sinirlayict kurali GL(N, q), GL(N, c), GL(N, r) gruplari i¢inde gegerlidir.

2.4.4. Klasik Gruplarin Boyutlan
Bu gruplarin her biri matris ¢arpimi islemiyle tanimli matris olan

noktalarin bir kiimesidir. Bu uzaylarda ¢alisma prosediirii sekil 2.3°te gériiliiyor.
Ozellikle 7 igin R, uzaymmn orjini etrafinda bir birebir ytntemle her bir
p noktasmin komsuluguna gonderilebilir. Matris grubunun her hangi iki noktasi
grup islemuyla baglh olduklari diger bir noktaya yakinsa benzer komsuluktadir. 4

ve A’ noktalari, |4/ — A

tim 7 ve j indisleri lizerinden kiigiik oluyorsa birlikte
kapalidirlar.

Orijinin yakin komsulugundaki herhangi bir p noktasinin yakin
komsulugunda p~' ile garpimla hareket etmenin nedeni gruplar séz konusu
oldugundandir. Orijin etrafinda grup 6zelliklerinin detaylarina girilmesiyle grup
hakkinda ¢ok 6nemli bilgiler edinilir. _

Reel, kompleks, kuaterniyon sayilarinin cisimlerinin boyutlart f =1,2,4
oldugundan bu sayilar reel cisim lizerine vektdr uzaylari olarak diistiniilebilir.
Nx N matrislerinin genel lineer gruplarinin N> matris elemanlarimin her biri

keyfi  oldugundan  genel lineer  gruplarinin  boyutlan fN?dir.
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REEL GRUPLAR KOMPLEKS GRUPLAR
GL(N,r) | Si(v,r) | Sp(N,c) | USp(N) | O(N,¢) | Oo(v,r) | Sp(N,r) | GL(N,¢) | SL(N,¢)| SI(NV,¢) | UW,¢) | SUN,{
ssp(N,c) | Neift | So(w,c)| SO, r) | SSp(N,r) Sl (N,¢)
Neift | N(N+1) N(N-1)| N ift
NN N T2 | vy | 2V AN* =1 on2 g | a2 N* -1
* N(N-1) > i
1 1 1 1
2 4 6 3 2 3 1 3 8 7 6 4 3
3 9 6 8 3 18 17 16 9 8
4 16 20 10 12 15 6 10 32 31 30 16 15
5 25 20 24 10 50 49 48 25 24
6 36 42 21 30 35 15 21 72 71 70 36 35

Cizelge 2.6: Kiigiik gruplarin boyutlari
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KUATERNIYON GRUPLAR

GL(N,q) | SI(N.q) | UN.q) | Sp(i.q)

SU*(2N) | USp(2N) | USp(2N)

AN® | 4n2-1 | N@N+1)| NN +1)
4 3 3 3
16 15 10 10
36 35 21 21
64 63 36 36
100 99 55 55
144 143 78 78

Cizelge 2.7: Kii¢iik gruplarin boyutlar

Cizelge 2.6 ve 2.7°de goriilen tim klasik gruplar genel lineer gruplarin
altgruplan olarak olusurlar. Altgrup kurallar, GL(N ,—) grup ailesinin N’ matris
elemanlarinin olast degerlerinin yerlerinin belirleme denklemlerinin bigimini

ortaya koyar. detHAz." U {initlik modiilu tarafindan belirlenmis 6zel lineer alt gruplar

kendileri iizerinde kisitlanmis yalniz bir tane modiile sahiptirler. GL(N,c)

grubunun SL(N,c) altgrubu,

detHA,.j “ =1l+eo

esitligine uyan GL(N , c) grubundaki matrisleri icerir. Bu matrisler determinantin
gercek ve sanal kisimlari iizerine yerlesmis kisitlamalara sahiptir. Bu matris

grubunun boyutlulugu bu nedenle 2N? —2°dir.

Metrik koruyan gruplar,

8 :A;gijAj 8y :igji

grs = A:ggA‘!

r

8 =&,
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bigimlerinin kendileri iizerinde yerlesmis kisitlamalara sahiptir. Onceki
bagintilardaki her bir kapsanmis bagimsiz denklem igin sinirlamanin metrik
koruyan gruplarin kiimesi vardir. Kiime simetri ozelliklerinden r<s ile

denklemlerden bulunmus olabilen » > s seciminden dogan denklemleri gorebilir
- i .. N(N-1) :
ve bu yiizden yeni bir bilgi igermez. r >s se¢imleri ———— tarafindan 4/

matris elemanlar iizerinde yerlesmis sinirlamalarin sayisi,

fN(A;"l)

olur. g, den dogan denklemlerden hesaplanan simnirlamalarin toplam sayisina
bakildiginda, komiitatif cisim Ulzerinde tamimli bilineer antisimetrik metrigin
durumunda,
O=g,=4/4¢,

seklinde oldugu bulunur. Bu nedenle, cisim komiitatifken, bilineer antisimetrik
metrigin kdsegen elemanlarindan dogan denklemler ayni sekilde saglanmalidir.
Komiitatif olmayan kuaterniyon cismi i¢in kdsegen elemanlarmndan dogan her bir
denklem yerleri matris elemani tizerinde sinirlidir ve bu halden genis degildir. Bu

nedenle simplektik gruplar,

Sp(v.r) N* - N(]\; -1) _ N(I\; +1)
Sp(N,c} 2N? _2NW D) N +1)
Sp(NV,q), 4AN? _ﬂ(]z\f;l) =NQ@N +1)

boyutlarina sahiptir{3].
O(N , r), O(N,c), o(n, q) gruplart i¢in, her bir kosegen denklem sirasiyla, 1,2,3
siirlamalarini saglar. Uniter ve ortogonal gruplar igin denklemlerin benzer

kiimesi kesinlikle reeldir ve her bir denklem yalmz bir simirlamay: saglar. Uniter

ve ortogonal gruplarin boyutlari,

oW, 1) mz“w*ﬂ“ﬂf”—l)
0.4} 4N2“ﬂ%[;12—3N=_2ﬁ_(L—1)
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U, f) szﬁﬁv(JZV—l)_szN +f2N—2N

2.4.3. Klasik Gruplar Arasinda izomorfizmler ve Homomorfizmler
Tiim klasik gruplar bagimsizdir.Aralarinda bir ¢ok izomorfizm ve
homomorfizm vardir. Bu izomorfizm ve homomorfizmler diisiik boyutlu gruplar
arasinda daha belirgindir. Farkli boyutlarda olan gruplar izomorfik olamazlar.
Klasik gruplar arasinda izomorfizm ve homomorfizmlerin bazilar1 sunlardur:
dim =3:SU(2,¢)= SO(3,r) = USp(2) = U(1,q) = SI(1, q)
SU(LLc)= SOQ2,1;r)= Sp(2,7)= SI(2,7)
dim = 6: SO(4,r) = SU(2,¢)® SU(2,¢)
SO (@)= SUQR,c)® S1Q2,r)
SOB,1;r)= SIQ2,c)
S0Q,2;r)= SIQ,r)® SIQ2,7)
dim =10: SO(5,7) = USp(4)
SO(4,3;7)= USp(2,2)
SO(3,2; r)E Sp(4, r)
dim =15:80(6,r) = SU(4,¢)
SOBG,1;r)=SU* (@)= SIQ2,q)
50" (6)= SUGB,L;¢)
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3. KUANTUM MEKANIGINDE FiZiKSEL SISTEMIN TANIMLANMASI
VE SIMETRI YASALARI

3.1. Kuantum Mekaniginin Temel Varsayimlan
1. Tam olarak tanimlanmis her fiziksel gozlenebilirlide bir lineer Hermitsel

operatdr karsilik gelir.

2. A fiziksel gozlenebilirligine karsilik gelen Hermitsel operator A oldugunda,

ey

Olgmenin sonucu A operatdriiniin kesikli veya stirekli 6zdegerlerinden biri olur.
Fiziksel 4 gozlenebilirliginin bir dl¢iimilyle A operatdriiniin bir a, Ozdegeri

bulundugunda, fiziksel sistem A operatoriiniin a, dzdegerine karsilik gelen u,
6zdurumunda olur.

3. Fiziksel sistemin herhangi bir ¢ anindaki durumu, durum veya dalga
fonksiyonu denilen stirekli, tiirevlenebilir ve sanal degerli W(7,¢) fonksiyonuyla
belirlenir. Bire normlandirilabilen W(7,#) fonksiyonu fiziksel sistemin tiim
bilgilerini igerir[5].

4. Dalga fonksiyonunun zaman i¢inde gelisimi nonrelativistik hallerde,

Y _ py 3.1
ot

seklinde olan Schrodinger denklemi tarafindan, relativistik hallerde ise spinsiz
parcaciklar i¢in,

(046, +m* ¥ =0 32
Klein-Gordon denklemi tarafindan, ve spinli pargaciklar igin,

(}/#aﬂ+m)‘¥=0 33

Dirac denklemi tarafindan belirlenir[6].

3.2. Operatorler
Bir operatdr bir fonksiyona uygulandiginda bu fonksiyonu bir bagka
fonksiyona déniistiiren bir génderimdir. Operatdrierin toplanmasi, skaler sayilar

ve kendi aralarinda carpilmasi,
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(AxA)f=Af+4f
(ad) f = a(Af) 3.4
A f = A(41)

seklinde tanimlanir. Her f fonksiyonu i¢in,

0/ =0 3.5
kosulunu saglayan operatore sifir operatdr,
Sf=f 3.6

kosulunu saglayan operatdre birim operator denir.

3.2.1. Bir Operatoriin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlar

Au =a u 3.7

denkleminde u, fonksiyonu A operatoriiniin a, Ozdegerlerine karsilik gelen
Ozfonksiyonudur. Bir operat6riin her hangi bir fonksiyona uygulanmasiyla ¢ok
karmasik bir bagka fonksiyon elde edilebilirken, kendi &zfonksiyonuna
uygulanmastyla bulunan sonug¢ 6zfonksiyonun bir 6zdegerle carpimidir. ‘

Bir lineer operatoriin dzfonksiyonlar: kiimesi {u, } ve dzdegerler kiimesi
{a,} ile gosterilirler. {a,} 6zdegerler kiimesine operatdriin spektrumu denir.

Lineer operatoriin spektrumu reel veya kompleks, kesikli veya siirekli olabilir.
Fizikte karsilasilan operatorler belirli fiziksel boyutlara sahiptir. Bu
operatorlerin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar operatdr ve iginde bulundugu durum
i¢in var olan sinir kosullariyla birlikte belirlenir.
Momentum operatériiniin x bileseni olan p_ =-ik0, operatdri i¢in

dzdegerler p, ise,

X Py

'hdup 38
—ih—r = u .
T p

dzdeger denkleminin ¢dziimleri,

Py

u, (x)=Ne 3.9
ozfonksiyonlartyla verilir. Burada N normalizasyon sabitidir.Bagka bir sart

olmadiginda {p,} spektrumu p, € C seklinde siirekli ve komplekstir.
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u, (x+L)=u, (x) 3.10

periyodik sinir kosulunu saglayan 6zfonksiyonlar igin,

L
%zzﬂn 3.11
h
po=gm.  n=0ili23,.. 3.12

olur. Bu durumda {p;} spektrumu kesiklidir.x — tw limitinde sonlu u,

Ozfonksiyonlar igin {p,} spektrum reel olur: p_<R.

3.2.2. Operatorlerin Komiitasyon Bagintilar:

1. Ozfonksiyonlar1 ayni olan iki hermitsel operatdr komiittiir.
Hermitsel olan 4 ve B operatorleri igin,

Au = au ve Bu =bu 3.13

ortak u Ozfonksiyonlar: varsa,

4,8 =0 3.14
olur. Tek bir u 6zfonksiyona dayanarak A ve B operatorlerinin komiit olduklart
sOylenemez. Komiitlik her f fonksiyonu i¢in [/AI,Blf =0 olmasint sart kosar. A
ve B operatorleri ortak {u,} ozfonksiyonlarma sahiplerse komiittiirler ve

Hermitsel olduklarindan {un} Ozfonksiyon kiimesi tamdir. Bdylece her f
fonksiyonu bu kiimeye,

f=cu, 3.15
seklinde acilabilir. Bu a¢ilimdan yararlanarak,

lﬁ,élfzcnlfl,éjun =0 3.16
oldugu goriiliir. Komiit olan operatorler i¢in AB = BA oldugundan,

ABu, )= Bliu, )= a,(Bu,) 3.17
bagmtisinin  varli§1 ortaya cikar. Bu bagimntidan f?un fonksiyonunun A

operatoriniin a, 6zdegerli bir 6zfonksiyonu oldugu ortaya ¢ikar.

2. Komiit olan iki Hermitsel operator ortak 6zfonksiyonlara sahiptir.
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A operatdriiniin ayn1 4@, dzdegerine karsilik gelen birden ¢ok 6zfonksiyon

olmasi (dejenereligin olmasi) veya olmamas: (dejenereligin olmamasi) durumuna

gore iki durum vardir.

~

i) 4 operatdriiniin dzdegerleri dejenere degilse, 4 operatoriiniin her bir @,
6zdegerine karsilik gelen tek bir u, dzfonksiyonu oldugundan Bu, fonksiyonu bu
ozfonksiyonun sabit bir kati olur ve

Bu, =bu, 3.18
seklinde yazilir.

ii) a, ozdegerleri dejenere ise, her bir a, Ozdegerine karsilik gelen lineer
bagimsiz u, ve u 6zfonksiyonlar: varsa, bu katli durum,

gui =au ve leuj =a,u’ 3.19
seklinde gosterilir. 4B =BA oldugundan Bu! ve Bu? fonksiyonlar: da A
operatdriiniin aym &, 0zdeZerine karsilik gelen 6zfonksiyonlaridir. Bu 6zdeger iki
katli dejenere oldugundan bu dzfonksiyonlar u) ve u’ 6zfonksiyonlarinn,

f?ul =bu, +b,u’ 3.20

Bu? =b,u} +b,u? 3.21
seklinde lineer toplami olmak zorundadir. Bu denklemlerin,

Bv! =blv! ve Bv: =b2v? 322
seklinde lineer toplamlari bulunabilir.v, =u, + Au’ olacak sekilde bu denklemler,

Evn = é(u; +/1u:)= (bu +’1b21)”:x +(b12 +Z.b22)u:

b2 i)
seklinde olurlar. Bu sonuglara gore,
Zzlzlzl::—jb;i ve bF =b,, + b, 3.24
olmalidir. Buna gére,
vi=ul+Aulve vl =ul +Aul 3.25
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szfonksiyonlari Ab,, + A(b,, —b,,)—b, =0 olmak iizere A operatdriiniin ayni

Y

a, Ozdegerine ve B operatoriniin b, ve b, Ozdegerlerine karsilik gelen

Ozfonksiyonlardir.

A operatdriiniin dejenere dzfonksiyonlar1 bu operatérle komiit bir baska

A

B operatdriiniin de 5zfonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlar B operatériiniin dejenere

~

olmayan o6zfonksiyonlariysa (b, =5, hali) B operatorii, A operatdriiniin

~

spektrumundaki dejenereligi kaldirmistir. 4  operatoriiniin - spektrumundaki
dejenerelikler B operatoriiniin  spektrumunda devam ederse bu dejenereligi
kaldirmak icin bu operatdrlerle komiit olan bir baska ¢ operatdrii olmalidir. Bu

durum spektrumunda hi¢ dejenerelik olmayan M operatdriine kadar siirer.

Birbiriyle komiit olan 4,B,C,...M Hermitsel operatdrlerinin bir tam kiimesi
denir. Bu kiimenin ortak o6zfonksiyonlari kiimesi {Vabc_,_,,,} ve Ozdegerleri
a,b,c,...m olarak gosterilebilir.

Bir fiziksel sistemle iliskili komiit operatorler kiimesi, sistemin kuantum

durumlarini belirlemek i¢in biiyiik Sneme sahiptir.

3.2.3. Hilbert Uzay1

S, fonksiyon kiimesindeki reel veya kompleks bitiin fonksiyonlarmn

toplama ve skaler sayilarla ¢arpimini,

ftg=g+f
(f+g)+h=f+(g+h)
-Df=-f 3.26
0)f =0
a(f+g)=af +ag

kurallariyla tanimlayarak S, fonksiyon kiimesine sonsuz boyutlu lineer vektor
uzayi kazandirilir. ¥V, ile gbsterilen bu uzayda sonlu boyutlu alt vektdr uzaylari

tanimlanabilir.

Bu uzayda sonucu bir skaler sayi olan iki fonksiyon arasindaki i¢ carpim

f|g j.f Hg@d’r 3.27

tim uzay
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olarak tanimlidir. Denklemin sag tarafi i¢ carpimin agik tanimu, sol tarafi ise Dirac

braket notasyonudur. Bu i¢ ¢arpim Dirac notasyonuyla,

(of +bf:|g)=a"(fi]g)+b"(A]2)
(f|ag, +bg,)=a(f|g,)+b{f|2,) .

3.28
I =(715)=0
[A]=0=f=0
ozelliklerini saglar. I¢ carpim taniminin bir sonucu,
(£12)) =(elf) 3.29

bagmtisidir. {1k iki 6zellik i¢ ¢arpimin soldan antilineer, sagdan lineer bir islem
oldugunu gosterir. Bu o&zellikler 3-boyutlu vektorlerin skaler c¢arpiminin
ozelliklerinden: farklidir. I¢ garpimin sonucu reel say1 olmayabilir. Bu i¢ ¢arpim

islemi igcin a¢1 kavrami tanimlanamazken norm ve ortogonallik kavramlari

tanimlanabilir. f fonksiyonunun boyu || nin pozitif kokii olarak tanimlanur.

I/ ||2=1 olan fonksiyonlar 1’e normlanmus fonksiyonlardir. Normu sonlu olan her

fonksiyon sabit sayilarla ¢arpilarak 1’e normlanabilirler.

(fley=0="[f ®e@dr 3.30

tiimuzay

kosulunu saglayan f ve g fonksiyonlar: birbirlerine ortogonaldir. /=0 fonksiyonu
bu uzayda bir 0 vektoriidiir ve normu sifirdir ve béylece her fonksiyona dik bir

fonksiyondur.
= @ dir<e 331

tiimuzay

kosulunu saglayan normu sonlu her fonksiyona karesi integrallenebilir fonksiyon
denir. Normu sonlu ve koordinatlar +co limitine giderken “yeteri kadar hizli”

sifira giden fonksiyonlarmn i¢ ¢arpim uzayina

VH={feV WA <oo,}_1{i§;f(x)—>o} 3.32

seklindé gosterilen Hilbert uzay: denir.
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3.2.4. Bir Operatoriin Eslenigi
Hilbert uzayindaki herhangi iki f ve g fonksiyonlari i¢in,

(F14°]8)= A(f1g)= (4 |e) 333
veya agik ifadeyle,
roleokr= [Ire)e@ar 334

ile tanimlanr 4* operatoriine A operatriiniin Hermitsel eslenigi denir. Herhangi
bir lineer A4 operatoriiniin Hermitsel eslenik operatorii A genel olarak A dan
farkly bir operatordiir. Fakat Hermitsel egslenikleri kendilerine esit olan ©zel
operatorler kuantum mekaniginde dnemli rol oynarlar. Bu operattriere Hermitsel
eslenik operatorler denir.

A=A 3.35
Hermitsel operatorler olan 4 ve B operatdrlerinin carpimlarinin da hermitsel
olabilmesi i¢in,

14,8|=0 3.36
kosulu vardir.

u, ve u_, A operatoriiniin,

A

Au,)=au,

ﬁlu,,')) . ui) 3.37
a ve a’ bzdegerlerine sahip 6zfonksiyonlar1 olsun. A hermitsel oldugundan

</?1ua|ua,>=<ua /Alua,> 3.38
ozelligine sahiptir ve bu dzellikten,

ax(u,lu,)=au,lu,

(a<* —a')zua uf) =0 > >3

oldugu goriiliir. a’ = a halinde esitlik,

(@ -a)u,|’ =0 3.40
olur. |u, 20 oldugundan ¢’ =a sonucu bulunur. Buna goére Hermitsel

opefatérﬁn tiim 6zdegerleri reeldir.
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a#aigina —-a=0 ve <ua |ua> =0 oldugu goériilur[7].

3.3. Olgiilebilir degerler ve Durumlar

Kuantum mekaniginde bir fiziksel gozlenebilirligi 6lgmek, bu oSlgme
islemine ait bir operatorle temsil edilir. Kuantum mekanigi varsayimlari, 6lgme
islemlerine karsilik gelen operatorleri lineer ve Hermitsel operatorlerle sinirlar.
Kuantum mekaniginde her fiziksel gozlenebilir biiytiklitk tipki klasik mekanikte
oldugu gibi konum ve momentum biiyiikliikleri cinsinden, bunlarin bir fonksiyonu
olarak ifade edilir. Fiziksel gozlenebilirlige karsilik gelen lineer ve Hermitsel

operatér 7 konum ve p momentum operatdrlerinin, bu fiziksel gozlenebilirligin

olgiim degerleri ise 7 konum ve p momentum operatdrlerinin 6zdegerleri olan
r, ve p,in sirasiyla 21(;?, p) ve a,(r,,p,) seklinde fonksiyonu olur. Bir 4

fiziksel gozlenebilirliginin 6l¢iimii, kendisine karsilik gelen lineer Hermitsel A

operatoriiniin {an} dzdeger spektrumu iginden bir deger alir[8].

3.3.1. Dalga Fonksiyonu

Fiziksel bir sistem kendisinin tiim davranislarini karakterize eden bir ¥
dalga fonksiyonuyla tanimlanir. Dalga fonksiyonu klasik bir dalga degil konum
uzayinin sadece belirli bir bolgesinde yerellesmis dalga paketidir. Béylece dalga
fonksiyonunun genligi uzayin belirli bir bolgesinde sonlu bir degerde ve kalan
uzayda sifir olur ve bir ¢ok farkli dalga boyuna sahip diizlem dalgalarin
siiperpozisyonu olarak diistiniilebilir. Farkli dalga boylu diizlem dalgalar uzayin
belirli bir bolgesi disinda kalan tiim uzayda birbirlerini yok edecek sekilde tist iiste

gelirler.

3.3.2. Dalga Fonksiyonunun Konum Uzaymndaki Temsili ve Onun Fourier
Eslenigi Olan Momentum Uzayindaki Temsili

Her hangi bir 2a periyoduna sahip her fonksiyon Fourier serisine agilabilir:

X

fo= S 3.41
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Fakat, dalga fonksiyonu uzayin belirli bir bolgesinde yerellesmis oldugunda
periyodik degildir:
w(x) = w(x+2a) 3.42

Bu zorluk 2a periyodunu sonsuza genisletip k,,=n£ dalga sayis1 tamimlanarak
a

astlir. »=1,2,3... i¢in ardisik %, degerleri arasindaki fark F=Z olur. Dalga
. a

fonksiyonunun Fourier serisi,

v= {Zc,,enﬂt 3.43

n=-c0

seklinde olur.c, katsayilar1 i¢inde %, ve ok degerleri ise,
(k) =2 fy(xye d 344
27 =

seklinde olusurlar. Bu sonug dalga fonksiyonu i¢in kullanilirsa,

+0 +0
w(x) =2i [dke™ [dx' y(x")e™ 3.45
0 —0 —c0

bulunur. Bu bagnt1 Fourier integral teoremidir.c, katsayilarinin yerine tanimlanan

@(k) genlik fonksiyonu,

(k) = de w(x)e™ 3.46
olarak tanimlandiginda dalga fonksiyonu,

w(x)= j:%gb(k)e”“ 3.47

olur. Bu bagintilar arasindaki simetriden ¢(k) ve w(x) fonksiyonlar aralarinda

Fourier déniisiikleridirler. Bu bagintiyla periyodik olmayan dalga fonksiyonu e
diizlem dalgalarinin bir siiperpozisyonu olarak yazilmistir. Bu toplamin

yazilabilmesi i¢in ¢(k) fonksiyonun bilinmesi gereklidir[5].

3.3.3. Dalga Fonksiyonunun Olasilik Yorumu
Fiziksel sistem W(7,t) dalga fonksiyonuyla belirlenen durumdayken, bu

fiziksel sisteme ait 4 operatdriiniin incelenen durumdaki beklenen degeri,
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(4), = Ti\lf‘/}w% = (P |d|%) 3.48

seklinde tanimlanir. Bu tanimda W(7,¢) dalga fonksiyonu,

[l a>r =1 3.49
TU

seklinde bire normlandmlmistir. 4 operatdriiniin beklenen degeri integral tiim

uzay koordinatlar {izerinden alindigindan sadece zamana baghdir.

Fiziksel sistem A operatoriiniin bir a, Ozdegerine karsilik gelen u,
6zdurumunda bulunuyorsa ¥ =u, ve <;1>‘P =a, olur. Boyle bir durumda A
fiziksel gozlenebilirliginin 6lglimii %100 kesinlikle a, dzdegeri olarak bulunur.

Fiziksel sistem W #u, durumunda bulunuyorsa, W(7,t) dalga fonksiyonu A4

fiziksel gozlenebilirliginin {un} Ozfonksiyonlarinin,

Y(F, 0= ¢, (6u, () 3.50

seklinde serisi olarak yazilabilir. A operatdrii hermitsel bir operatdr oldugundan

Ozfonksiyonlar1 tam ortonormal bir kiime olustururlar. Hermitsel A operatdriiniin

beklenen degeri boylece,
(@), =2
seklinde olur. W(7,t) dalga fonksiyonu bire normlandirilmis oldugundan,

Jefar=3

n

2

a, 3.51

c

n

2 =1 3.52

cn

bulunur. Bulunan bu sonuglara goére, fiziksel sistemin durumunu belirleyen
Y(7,t) dalga fonksiyonunun hermitsel A operatSriiniin 6zfonksiyonlarinin seri
olarak yazilmast sirasinda karsilasilan ¢, katsayilarinin mutlak deger karesi, 4
fiziksel go6zlenebilirliginin Slciimiiniin A operatoriiniin  a, Ozdegeri olarak
bulunma olasilig1 olarak yorumlanabilir. 3.52 denklemi bu bulunma olasiliklarinin
toplamlfnn bire esit oldugunu belirtir. 3.51 denklemi ise, W¥(r,t) dalga

fonksiyonu durumunda olan A fiziksel gozlenebilirliginin beklenen degerinin,

fiziksel sistemin bulundugu durumdaki ortalama degeri oldugunu belirtir.
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Aynmt W(7,f) dalga fonksiyonuyla belirlenen birden ¢ok sayida &zdes
fiziksel sistemler i¢in A4 fiziksel gozlenebilirlii dl¢limit sonucunun a, dzdegeri
bulunma olasilig1 Py (a,) olarak tanimlandiginda, 4 fiziksel gozlenebilirliginin

Y(7,t) dalga fonksiyonu durumunda ortalama degeri,

(Ag) o = 2 a,Py(a,) =) a,

Cn

IR
=(4), 3.53
seklinde yazilabilir. Bu katsayilar,

¥) 3.54

seklinde W(r,f) dalga fonksiyonunun u, Ozdurum vektorleri iizerindeki

c, =<u

n

izdiistimlerini gosterirler. Katsayilar sanal degerli olabileceklerinden olasilik

genligi olarak,
Py(a,)=le,| =[x,

seklinde yazilip yorumlanabilirler.

cn

w)f 3.55

7 konum operatdrii, fiziksel sistem bir ‘P(7,f) dalga fonksiyonu

durumundayken,
(P = [l @r 3.56
TU

beklenen degerine sahiptir. Bu denklem konumun bilesenlerinin beklenen

degerlerinin beklenen degerlerine esdegerdir. I‘Plzd ’r ifadesi, pargacigin ¢

aninda 7 konumu etrafindaki sonsuz kiig¢iik d’r hacim elemaninda bulunma

olasiligidir ve reel degerli,

2

P(r,t)= |‘P(F,t)

3.57

ifadesi bu bolgede bulunma olasiligt yogunlugudur. Bu sonuca gore,
normalizasyon kosulu konum olasilik yogunluklarinin toplaminin bire esit
oldugunu veya pargacigin uzay iginde bir noktada var oldugunu belirtir. Sifirdan
farkli degerlere sahip P(7,f) olasihk yogunluklarina sahip bdlgeler ig¢in
pargacigin bu bolgelere yayilmis oldugu degil de pargacigin bulunabilecegi

PR

yerlerin zamanla degistigi yorumu yapulabilir.
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3.4. Beklenen Degerlerin Zaman I¢inde Gelisimi
Fiziksel sistem W(r,t) durumdayken A operatoriiniin beklenen degeri

genellikle zamanin bir fonksiyonudur. Beklenen degerler zamanla,
i< i) = o¥
dt\ v ot

seklinde degisler. Schrodinger denklemi,

. 1 04 ks
A|\P>+(\P|—67|\P)+(\P|A 5> 3.58

N
zh;{;l‘l’)-H\‘P) 3.59
ve sanal eslenigi,
N NS
——zhECP]—(‘PIH 3.60

oldugundan beklenen degerin zamana gore tiirevi,
di _iffs s 64
203 =LA} +(% 3.61
S, 1.2, +(Z)
seklinde olur. Bu sonuca gore, zamana bagli olmayan bir operatér Hamiltonyen
operatdrilyle komiit olur ve beklenen degeri zamanla degismez ve fiziksel
sistemin Hamiltonyen operatdrii zamana bagli degilse kendisiyle komiit

oldugundan fiziksel sistemin toplam enerjisinin beklenen degeri bir sabite esit

olur. Bu sekilde olan fiziksel sistemlere korunumlu sistemler denir[7].

3.5. Kuantum Mekaniginde Fiziksel Sistemin Tanimlanmasi
Fiziksel bir sistemde Olgiilebilir nicelikler yani 6lgiilebilir degerler,
kompleks bir cisim iizerinde tanimli A cebrine ait olan ve V,, Hilbert uzayinda

isleyen self-adjoint operatorlerle birlesmislerdir. Fiziksel sistem i¢in
siiperseleksiyon kurallar1 varoldugunda A cebrine ait olan operatdrlerin iginden
yalniz Olgiilebilir degerle ortaklanmis olanlarn siiperseleksiyon operatorleriyle

komiit olurlar. ¥, Hilbert uzayi siiperseleksiyon sektorlerinin,

V, = ZVH,, 3.62

seklinde direkt toplamidir. Fiziksel sistemin her bir A olgiilebilir degeri ¥,
sektorli iginde bir A, temsiline sahiptir. Bu durum ¥, sektorleri tzerinde P,

izduisiimleriyle,
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A=Y PAP 3.63

seklinde gosterilir. Buradaki indis siiperseleksiyon operatorlerinin spektrumunu

smtflandirir. A cebri,

|7, p]=inS 3.64
komiitasyonuna sahip 7 konum ve p momentum operatérleri tarafindan
olusturulmustur. 1-boyutlu parcacigin durumu tanimlanirken Hilbert uzay:
L*(R,dr) olur. Kuantum mekaniksel bir durum A cebri {izerinde tanimh lineer L
formudur. Bu nedenle L forfnu A cebrinin A dual uzaymin bir elemanidir. A

cebrine ait herhangi bir 4 operatdriiniin L formundaki gériintiisit L(A) kompleks

sayisidir. Bu say1 L formundaki operatoriin,

(4) =L 3.65

L

beklenen degeridir. L formu;

4 dual uzayinin 3 birim operatorii igin L(f’s) =1

4 dual uzayinin herhangi bir self-adjoint A operatérii i¢in L(;I) eR

4 dual uzaymin herhangi bir reel self-adjomnt A operatrii igin
0<L(A)eRr

Benzer parcaciklar igin L formu kesin olarak simetri ilkesine uydugunda

fiziksel bir sistem tanimlar.

Olagan durumlar olan sayilabilir serbestlik derecelerinde lineer L formu
bir £ operatorii tarafindan olusturulabilir. A cebrine ait A operatoriiniin beklenen

degeri, Hilbert uzay1 iizerinde tanimli o operatorii cinsinden,
<21>L = L(A) =Tr(pA) 3.66

seklinde verilir. Tr( ,bfl) Hilbert uzayinda kompleks degerli bir say1 olur.

Fiziksel sistemin lineer L formu ve p operatorii tarafindan tanimlanmast
i¢in;

Trp =1

~

p* = p self-adjoint operator
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lp)eV, icin (p|f|@)=0 oldugundan p operatérii negatif degerli
olamaz.

Benzer pargaciklar igin p  operatdrii  simetriklestirme  veya
antisimetriklestirme operatorleriyle komiittiir.

Fiziksel sistemin bulunabilecegi Hilbert uzaymna ait olasi durumlar \(p)

vektor demeti tizerinde |g0><go| izdiistimiine karsiik gelen, p operatoriyle

taimlanmis normalize e"|p) vektorlerinin altkiimesi olan saf durumlar

vardir(@ € R). Saf durumlar siiperseleksiyon operatorlerinin 6zdurumlari olmak

ve siiperseleksiyon operatorlerinin bir stiperseleksiyon sektSriine ait olmak

zorundadirlar. |p)¥w| saf durumundan |@)g| saf durumuna gegis olasilig:
normalize edilmis durumlar i¢in |<¢|y/>|2 esitligiyle verilir. Bir |p) saf durumun
verilen bir tam ix) ortonormal bazi i¢indeki bilesenleri ve du(x) 6lgiimiiyle bir
vektor uzayindaki herhangi bir vektér gibi,

|0) = [du(x)|x)(x|o) 3.67
seklinde tanimlanabilir. Kovaryant bilesenler,

o(x) =<x|gp> 3.68
seklindedir. Burada ¢, |x) ortonormal bazina gére |@) saf durumunun dalga

fonksiyonudur. Bu cialga fonksiyonu, ¢arpum goriiniis faktdriine gére tanimlidir.

Fiziksel olarak yalmizca p operatorii ve A Olgiilebilir degeri arasindaki
<A>=Tr(pA) bagintis1 anlamlidir. Denklemlerin zamanla degisimi, zamana

bagimliligt p operatdrit ve A OSlgiilebilir degeri arasinda nasil paylastirildigina

uygun olarak farkli bicimler alir. Zamana bagimlilbk i¢in su iki temsili

kullanacagiz:
1. Schrodinger temsilinde operatdr cebri, zamandan bagimsiz 213,,.
operatdtleri tarafindan olusturulur. Bununla beraber cebir, zamana bagli kompleks

katsayilariyla 215,1. operatorleri,

;15(1‘) :Zai(t)AS,i 3.69
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lineer kombinasyonuna denktir. Dinamik tamamen p operatoriiniin,

Ps () =U(t,ty)ps(t)U (£,2,)7" 3.70
seklinde olan zamanla gelisimi tarafindan tanimlanir. Galilean referans
cergevesinde zaman i¢inde gelisim operatorii,

imd U (t,t,) = Hys (U (t;2,), Ulty,ty) =3 3.71
olarak bilinen Schrédinger denklemini saglar, burada H s(t) Schrodinger

temsilindeki Hamiltonyen operatoriidiir. Korunumlu bir sistemde H s(@®)
Hamiltonyen operatorii zamandan bagmsizdir.
2. Heisenberg temsilinde dinamik operatorlerinin zaman ig¢inde degisimi,
A (6,8) = U(t,8,) A (DU (2,8,) 3.72

seklinde tanimlanir, p operatori,

:[)H (t.t,) = U(f:to)—l lss (t)U(t’to) = ,55 (to)
seklinde tanimlandigt halde zamandan bagimsizdir. Heisenberg temsili bir ¢,

referans zamanina gore tanimlanir.

3.6. Kuantum Mekaniginde Simetri Yasalan
3.6.1. Tamim

—> olarak belirtilen bir fiziksel sistemi dikkate alinsin, bu sistemin fiziksel
dlgiilebilirlikleri S ile sembolize edilen fiziksel sistemden V olarak belirtilen

Olgiilebilir degerleri ise S§' olarak sembolize edilen aym fiziksel sistemi

......

degerleri verdiklerinde, doniisiim bir simetri yasasidir.

Bir simetri yasast:

1. Ne fiziksel sistemlerin kendi simetrileri hakkinda (yalniz miikemmel
kiiresel cisimler donme ile kiiresel simetrik olurlar.),

2. Ne de fiziksel sistemlerin dinamigi hakkinda, zamanla degisimi

hakkinda bilgi vermez.

Kuantum mekanigi formalizminde fiziksel bir durum p operatori

tarafindan, bir dlgiilebilir deger bir self-adjoint A operatoril tarafindan, Hilbert
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uzay1 secimiyle olasi fiziksel sistem tanimlanir. T r(,b/]) izi, beklenen deger ve

|¢)> saf durumu igin <¢|1:1|g0> matris elemanidir. Bunlar asagidaki tanimi sart
kosar.

Olgiilebilir degerlerin kendileri iizerine gonderimlerinin kiimesinin iki
surjektif A—°4 uygulamas1 ve fiziksel durumlarin kendileri iizerine
gonderimlerinin p—° p kiimesi varsa, simetri yasasi,

Tr(SpSA) =Tr(CpSA) 3.73
esitligini korur. Bir saf durum S’ tarafindan baska bir saf durum igine
doniistiiriilmiistiir. Trp” =1 esitligi saf durumun Karakteristigi oldugundan ve 14

denkleminde A operatdrii yerine p operatorii koyarak,

r5p* =1=Tr(°p)’ 3.74

esitligi bulunur. Simetri sart1 saf durumlar igin,
e 375

seklindeki gecis olasiligmm koruyan lS'_(p>—>‘SQ> demetleri arasindaki bir

surjektif gonderim varligini ima eder.

3.6.2. Wigner Teoremi
Déniisiim yasalar1 p operatorii lizerine veya Hilbert uzayinda |(p> saf
durumlan iizerinde olustuklarindan ve p operatorleri veya |¢)> saf durumlar1 16

denkleminin sinirlamasiyla uygun olup olmadikiar1 Wigner teoremiyle verilir.

Wigner teoremi:

Herhangi bir simetri yasasi l 9> - ‘ Sgo_> surjektif gonderimiyle birlesmis

3.75 denklemi tarafindan yapilir. Burada Hilbert uzay: tizerinde taniml: bir U(s)

operatdrii vardir. Bu operatSr tniter (lineer) veya antiiiniter (antilineer) olur:

A A

UU* =U*U=3. U*, initer durumda <¢|U+'l/l>=<U(p|l,"> tarafindan ve

antiliniter durumda ((ol(l} +|l//>): <(}(p‘y/> tarafindan tanimlanir. |(0> saf durumu
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’ Q> demetine ait oldugunda, U (S)| (o},

s ge> demetine ait olur. U (S) operatorii

bir ¢arpim goriiniis faktdriine mitkemmel olarak tanimhdir.

A olgiilebilir degerinin doniistimil bir saf durum igin,
R

seklinde tamimlanir. Wigner teoremi ‘S (0>=U(S)| @) olduundan ve (qolfll(p)

~

A 54

(o “p) 3.76

matris elemani reel oldugundan, antiiiniter U(S) operatdril igin matris elemani,
(ollo) Lel0s) FAOSlo)|=(pl0®)  d0))e) 377
sonucunu verir.Bu sonug¢ tim ]¢> saf durumlar icin gegerli oldugundan self-

adjoint A operatSriiniin doniisiim yasasi,
SA=U(S)AU(S)™ 3.78

seklinde olur.

3.6.3. Simetri Gruplarimin ve Temsillerinin Bir Faza Yiikseltilmesi

Bir simetri yasastyla uyumlu her G grubu; g, G grubunun herhangi bir
elemani olmak iizere simetri grubu olur.

Wigner teoremi, Hilbert uzayinda isleyen ve bir ¢arpim faz faktoriiyle
mitkemmel olarak tanimlanmis iiniter veya antitiniter U(g) operatoriiyle uyumlu
G grubunun herhangi bir g elemaninin var oldugunu séyler. G grubunun herhangi
bir g elemanina, operatdriiniin modiiliiniin kompleks sayis1 sabit U(g) ve ¢
varlig: igin tlim cU(g) operatdrlerinin kiimesi olan operatdr demeti karsilik gelir.
Bu kiimenin i¢erdigi herhangi bir operator, operatér demetinin bir temsilidir.

G grubunun birim eleman: e olarak belirtildiginde bu elemana karsilik
gelen operator demetinin herhangi bir temsili,

Ule)=c3, |d=1 3.79

o~

3 temsillerinin karsilifi oldugundan seklinde belirtilir. ¢=1 se¢mekle tim
temsillerin fazinin genel degisimiyle,
VgeG  Ulg)—>c'U(g) 3.80

seklinde olur. Bu se¢im,
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Ule)=3 3.81
esitliginden yapilmistir. G grubunun tim g, ve g, elemanlari igin w(g,,g,) faz

faktorlen sistemi,

Ulg Ju(g,)=wg,,2,)U(g.2.) 3.82
|W(gl,g2X=l 3.83
durumunu saglar. |g0> durumu '@ demetine ait oldugunda, Wigner teoreminden

Ulg.g.)o) ve Ulg,)U(g,)o) durumlar ‘g‘gz £> demetine ait olurlar. Bu

nedenle,

Ulg, (g, o) = wlg, 2| o) (2.2, ) 0) 3.84

o)) =1 3.85

|W(g1,g2,

olur. U operatdriiniin tiniterligi veya antitiniterligi kullanildiginda,

Ulg, (g, N 0) +w))=wle. 2.0 0) +|w)N o) +]w))
=wlg,,2..|0) Vg2, ) 0) + wlg, 2., v\ VU (e.g, Yw)

3.86

oldugu goriiliir. |@) ve |y} durumlar lineer bagimsiz olduklarinda,

v)) 3.87

Mg, 22.10) +[v)) = e, £2:l0))+ Wler. &5
esitligi gecerli olur. Yani w(gl,gz,|gp>) faz faktorleni |qp> durumundan bagimsiz
olamaz, w(g,,g,) faz faktoriiyle bu bagimlilik belirtilir.

Bu faz faktéri G grubu igindeki tim g,,g,,g, elemanlarn igin,
operatdrlerin ¢arpimi birlesme sartiny,

[U(e (g.)l(e;) = Ule U(e: W (g,)] 3.88
seklinde yerine getirir. G grubu i¢indeki tiim elemanlar i¢in 3.82 denklemini
yerine getiren U(g) operatorlerinin bir demet temsili veya bir faza yiikseltme
grubun temsilini bicimlendirir.

fw(gl, gz) faz faktéri g,,g, ve g£,g,°ye bagli demet operatorleri igin

U (g1 ), U (g2 ), U (gl 2, ) temsillerinin se¢imine baglidir.
vgeG U'(g)=6(g)U(g) 3.89

84



6(g) =1 3.90
farklt secimi dikkate alindiginda ve g(g), U(g) operatdriiniin tniter veya

antiiiniter olup olmadigina toplama ve ¢ikarmasina denk oldugunda, U (g) ,

Ulg,)=6(g,)"U'(g,) 3.91
U(gl): e(gl)—lU(gl) 3.92
U(gl )U(gz ) = ‘9(31 )-1 9(g2 )_E(gl)U'(gl )U’(gz ) 3.93

U'(g1g2)= e(gxgz)U(glgz)z 6(glg2)w(gl’g2)l](gl)U(g2) 3.94

esitliklerini yerine getirir. Boylece eski ve yeni faz faktorleri arasinda,

U'g.g,)=w'(g.,8,)U'(g, U '(g,) 3.95

w’(gl’gZ)z H(glgz)w(gl,gz)e”l (gx)e(gz)—g(gl) 3.96

seklinde baglanti vardir. Bu sekilde baglanmis »’ ve w' faz faktorlerine benzer
tipte veya denk denir. Gergekten, benzer tiplerin varligi faza yiikseltilmis G

grubunun U (g) temsillerinin kiimesi arasinda denklik bagintisi tanimlar.

Sonug¢ olarak, simetri grubunun varlig1 fiziksel sistemlerin siniflamasini
kontrol eder : bu sistemler simetri grubunun bir fazina yiikselen temsilin Hilbert
uzaymnda tanimlanmislardir. Bu temsiller su sekilde karakterize edilmistir:

1- g(g) =+1, yani U(g) operatriiniin iiniter veya antiiiniter karakteri.

2-w(g,,g,) faz faktoriiniin bir tipi, 3.96 denkleminin anlaminda denk faz
faktorlerinin sinifi. '

3-Verilen g(g) ve faz faktOriiniin tipi igin, Uniter denklige yiikselen
temsilin sinifi, yani verilen w(gl,gz) ve g(g) icin U ’(g) ve U (g) operatorleri,

VgeG U'(g)=4U(g)d™ 3.97
seklinde tanimli 4 operatorii varsa liniter denk temsiller tanimlar.

Genel olarak, operatér temsillerini karakterize eden 6nceki {ic nokta
strastyla daha spesifiktir:

1-Uniter yada antiiiniter operatérler:

G baglantili Lie grubuysa, U (g) operatorii tiim elemanlar igin initerdir.
g(g)=1. Gergekten, daima G grubunun biriminin komsulugundaki g elemam

g=g,g, ve bagh Ulg) operatorii garpim faz faktoriine denk Ulg U(g,)
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kesinlikle lineerdir. Ustelik, birimin komsulugundaki herhangi bir eleman grup
elemanlarinin sonlu sayida kisminin ¢arpimidir ve bodylece tiim elemanlar i¢in
U (g) operatorii iiniter operatorlerin sonlu sayida bir miktarinin ¢arpimi olarak
tiniterdir.

2-Faz faktoriintin tipi:

k ozdeslik elemanini iceren G grubu i¢cin U (k) operatdri antiiiniterse faz
faktoni,

Uk (k) = wik, k)3 3.98
esitligine sahiptir. Gergekten, 3.81 denklemiyle tanimlanan fazin segiminin
kullanimi ve 3.88 denklemine,

g.=-8,=8 =k 3.99
ayari yapilirsa,

U (k) (k) = U (ke pw(k, k)1

= wik, k) U (k)
= wlle, kYU (k)
=wlk, kU (k)

esitligi bulunur. Bu nedenle w(k,k) reel olur ve toplamasi veya ¢ikarilmasi

3.100

denktir.

G Lie gruplarinn genis bir sinifi i¢in, G grubunun fazina yiikselen siirekli
temsiller yani digerine 6zdes olan faz faktorii icin buna benzer tipin temsilleri G*
everensel kaplama grubunun gercek temsilleridir. G* everensel kaplama grubu,
baglantili gruptan daha kii¢iik ve basit-baglantilidir. G grubu kendisine yerel

izomorfik olan G* everensel grubu ve homomorfizm igindeki G* everensel

grubunun gériintiistidiir.

3.6.4. Invaryans ve Korunum Yasalar

S bir simetri yasasit olmak iizere bu simetri yasasi altinda invaryant olan bir

A gb6zlenen degeri vardir. Burada Schrodinger temsilinde S, self-adjoint
operatort,
54, =4 3.101
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oldugundan, S tarafindan A g6zlenen degerine saglanan invaryans yasasi vardir.
Bu tanimin operatdriin belirli bir temsili olan Schrédinger temsiline gore
oldugunu vurgulanmalidir. B&ylece, yukaridaki denklem, sistemin dinamikleri
simetri yasasi altinda invaryant olduklarinda bagka temsiller i¢in invaryantlig1 ima

etmez.
A gozlenebilir degeri icin invaryansin ana sonuglari sunlardir:
1- Gozlenebilirdegerin déniisiim yasasindan,

[45,U(s)]=0 3.102
oldugu goriiliir. A gozlenen degeri siirekli simetri grubu altinda invaryantsa,
sonsuz kiiclik doniisiimler i¢in yazilan yukarda ki denklem grup temsili grup

jeneratorlerinin Schrédinger temsiliyle A4 operatériiniin komiitasyonunu belirtir.
2- |@),, a Szdegeriyle A operatriiniin bir 6zvektoriyse \S(p>s durumu ayrica
ayni ozdegerle 4; operatoriiniin bir 6zvektoriidiir. Gergekten, a ozdegeri reel
oldugundan, tiniter veya antiiiniter U (S) operatoril i¢in,
45| 0) =USIU(S)" 4,U(S) o),
=USMs|o), 3.103
=d|°0)

esitligihe sahip olunur. B&ylece, A bir simetri yasasi altinda invaryantsa A

N

operatoriiniin 6zdegerleri dejeneredir.

Su 6zel durumlar 6nemlidir:
1- A operatorii, Pg(t) operatorii olarak aliniyorsa, fiziksel durum verilen ¢

zamaninda simetri yasasi altinda invaryant olur:

|56 T (s)|=0. 3.104
Bir |got> s saf durumu i¢in invaryantlik, w faz faktorii olmak iizere,

ot} = wlot) | | 3.105

oldugumu ima eder. Bu ozellikler, yalmz sistemin dinamikleri S tarafindan

invaryant kilintyorsa, zaman iginde gelisimleri de korunurlar.
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2- H Hamiltonyeni bir S simetri yasasi altinda invaryantsa 6zellikle H s
operatriiniin dejenere spektrumu icin yukaridaki denklemleri saglar. Bundan

bagka, U(z,,) gelisim operatori,
O,t,)=3 +% [ara, €0, 1,) 3.106
I

integral denklemini saglar ve U (S ) operatoriiyle komuittiir:

Vi igin|0(t,1,), U(S)|=0 3.107
S simetri yasasi tarafindan gozlenen degerler veya durumlar iizerinde
olusturulmus gonderimin zaman i¢inde gelisimi altinda durgun oldugunu ima

eder. Bu sonug bir yogunluk operatdrii i¢in,

/‘75(1‘0)"“UM> ps(t)
S S 3.108

Sps (to )M) Sps (t)

olarak sematize edilebilir.

Komiitasyon bagintisi, U (S) operatorleri icin korunum yasalarini verir.
Grup temsilinin jeneratérleri i¢in siirekli bir simetri grubu varsa bu jeneratorlerin

tiim fonksiyonlar1 i¢in denklemler korunum yasalarini verir.

Bir S simetri yasasi altinda H Hamiltonyeni ve verilen A gbzlenen
degeri invaryantlarsa, gozlenen degerin Heisenberg temsili S simetri yasasi

tarafindan degistirilemez:
"4y (tato) = U(S)U(tato )~1 4 (t)U(t:to )U(S)~l =4y (t’to) 3.109

Benzer durumda, H ve p operatorleri simetri yasasi altinda invaryantlarsa

fiziksel durum herhangi bir zamanda simetri yasasi altinda invaryanttir. 3.104

denklemi tiim ¢ zamanlar i¢in gegerlidir.

3.6.5. 3-boyutlu D6nme Grubuna Uygulama
3-boyutlu dénme grubunun bir simetri grubu oldugunu farz ederek, SO(3)

grubunun fazina yiikselen kuantum mekanigi temsillerinin tanimlarma sahip

olunur.
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1- SO(3) grubu baglantili bir Lie grubu oldugundan temsilleri tiniterdir.
2- SO(3) grubunun faza yiikselen temsilleri SO(3) grubunun evrensel kaplama
grubunun gergek yani 2 x 2 kompleks tinimodiiler matrislerin kiimesi olan SU (2)
grubunun temsilleridir. SO(3) grubunun yerine SU(2) grubunun diisiincesi,
ozellikle yarim tam sayt spin matrislerinin varliginin anlasilmasi i¢in énemlidir.
3- D’[SU(2)] temsillerinin timii yalniz SU(2) grubunun tiniter ve indirgenemez
temsilleriyle tniter denklik gosterler.

Yalnizca bir simetri grubunun varlig1 ortaya konulabilirken asla sistemin

Hamiltonyeni ve dinamiklerinin geneli i¢in olasi invaryansin tanimi miimkiin
degildir[9].
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4. SU@m) VE SO(n) GRUPLARININ KUANTUM MEKANIGINE
UYGULAMALARI

4.1. Dénme Grubunun Kuantum Mekaniginde Temsilleri

Bir fiziksel sistemin kuantum mekanigi, A4 cebrinin Olgiilebilir
degerlerinin bir ¢ok kesin dinamiklerini igerir. Aslinda, gesitli 6l¢tilebilir degerler,
sistemin dinamiklerinin bir altkime fonksiyonunu ifade edebilir. Sistemin
dinamiklerinin bir altkiime fonksiyonuna Olgiilebilir degerlerin temel sistemi
denir. A cebri, verilen temel 6l¢iilebilir degerlerin komiitasyon bagntilariyla tam
olarak belirlenir. Olgciilebilir degerlerin tamimi, yalmz E uzayi, Olgiilebilir
degerlerin iglemlerinde agikga belirtildiginde tamdir. Bu tanim her bir
olgiilebilirligin tanimli oldugu £ uzaymnda bir baz segilerek yapilabilir. Bu
operator temsillerinin dinamik degiskenleri, Olgiilebilir degerlerin disinda
doniisiimii bu iglemle garantiye alir, iglem cebrin komiitasyon bagmtilarint
kargilar. £ uzaymnn herhangi bir bazi, komiitlii dlciilebilir degerlerin bir tam
kiimesinin 6zbazi tarafindan belirlenebilir, yani 6l¢iilebilir degerlerin bir kiimesi,
digerlerinin bir fonksiyonu olarak ifade edilebilir. Operatérlerin hepsi giftler
halinde komiittiirler ve tek tanimli ortak bir baza sahiptirler. Yalmizca 6lgiilebilir
degerlerin cebrinin bilgisi £ uzaymin kesin belirlenmesini yapmaya yeterlidir.
Fiziksel durumlar Hilbert uzayi biciminde olan £ uzayindaki normalize edilebilir
vektorlerle birlesmislerdir.

Non-relativistik fizigin nokta uzay1 3 —boyutlu Euclidyen E,; uzayidir. Bu
uzayda varolan dénmelerin grubu olan 3 —boyutlu dénme grubu bir simetr
grubudur. Bu grupla dikkate alinan E uzay1 bu grubun bir fazina gétiiriir. a(O, e;)
ortonormal referans gergevesi E, uzayi i¢inden secilir. E; uzaymda O noktasi
etrafindaki dénmelerin R =(O;R) grubu ve SO(3) grubu arasinda birebir
uygunluk vardir. SO(3) grubunun fazinin temsilleri kendisinin evrensel kat
grubunun gergek temsilleri, yani SU(Z) grubudur. SU(Z) grubunun
indirgenemez ve iiniter D’ temsilleri, SO(3) grubu ve SU(2) grubunun
temsilleri arasindaki baglanti da biliniyor. Herhangi bir D[SU(2)] temsili
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D[SO(3)] temsiliyle uyumludur. Bu uygunluk bir gercek temsil veya ¢ift degerli
bir temsille D ‘ye uygun oldugunda D tek (¢ = +1) veya ¢ift (¢ =-1) temsildir:
V Re SO(3)<>+U e SU(2), R(U)=R
D(R) = D[R(U)]= D) 4.1
=D[R(-)]= D(-U)=eD(U) e==1
Bu iki durum sirasiyla j ’nin tam ve yarim tamsay1 degerlerine uygundur. Hilbert
uzayindaki ‘@ demetiyle birlesmis herhangi bir saf durumun bir R =(O;R)
donmesi altinda doniisiimii Wigner teoremiyle verilir. 4 cebri igindeki herhangi
bir A dlgiilebilir degeri D(U) uniter operatoriiyle realize edilmistir:
V|¢J>€'£>CH——R—)‘R(0>=D(U)|(D>E‘R£>CH, 42
VAe A—2 5 *A=DWU)ADU)™ € 4.
D(U) iiniter operatoriiniin bir carpim faz faktoriine esit derecede tanimint
hatirlatir. D(U) operatorii iiniterdir ve matris elemanlar,
(olale)={"o[*A| ") 43
doniisiimii altinda invaryanttir. Ayrica operat6rlerin doniistim yasasi 4 cebrindeki

komiitasyon bagmntilarint korur. Burada, verilen fiziksel sistemin tanimiyla
birlesik £ vektdr uzayr ve A4 cebri i¢in donme grubunun temsilleri iistiinde
kesinlik kalir. Uniter D(U) operatérii SU(2) grubundaki tim U elemanlari icin
E uzaymm bazinda (6rnegin komiitlii dlgiilebilir degerlerin bir tam kiimesinin
Ozbazinda) islemesiyle kesinlik kazanabilir. Buradan, yalnizca komiitlii 6lgiilebilir

degerlerin tam kiimesi bigiminden &lgiilebilir degerlerin her bir donme altindaki

déniisiim yasasinin belirlenmesi gereklidir.

4.1.1. Spinsiz Parcaciklar
Olgiilebilir degerler ve durumlar

E, nokta uzayindaki O referans noktasi genellikle se¢imin yapildig1 nokta
oldugu varsayilir. Ayrica, O referans noktasi etrafinda yalniz R = (O, R)

dénmeleri dikkate alir. Bu nedenle, E,uzaymdaki konum vektorleri yerine £,
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uzaymdaki M noktalaryla ve E, uzaymndaki R =(O,R) dénmeleri yerine E,
uzayindaki R doénmeleri dikkate alindigindan,

VMeE, OM=FcE, M'=RM OM'=ROM 4.4
olur. Bir spinsiz parcacik 7 konum ve p momentum operatorlerinin dinamik
degiskenleriyle,

F=x'e, p=ple 4.5
Seklinde karakterize edilir. Burada e,, E, uzayinda herhangi bir sabit ortonormal
bazdir. Bu operatorlerin 6l¢iilebilir degerleri,

[xi,xj]=0 [pi,pj]:O [xi,pj]=ih5ij3 4.6
komiitasyon bagmntilarina uyarlar. Bu operatorlerin &zvektorleri ortogonallik
sartina uyduklarindan, herhangi bir Olgiilebilir deger bu operatérlerin temel
olgiilebilir degerlerinin bir A(a,,a p) fonksiyonu olur. Olgiilebilir degerler:

1. 7 konum operatorii komiitlii Ol¢iilebilir degerlerin tam bir kiimesini

olusturur.

2. 7 konum vektorii operatdriiniin spektrumu siirekli ve nondejeneredir ve
bu spektrum FE, uzayinda yayilir. Konum operatoriiniin 6zvektorleri sonsuz bir
norma sahiptir ve bu 6zvektorler,

Ary=a,lr) (v r>:53(i~"~?) 4.7

normalizasyon sartryla tanimlanip secilirler. Boylece E, uzayr bu 6zvektorler

tarafindan gerildiginden 6zvektorler bu uzay: kaplayan bir bagintiya sahiptir:

[@*7r)(r|=3. 4.8
£y

3. p momentum operatdriiniin matris elemanlar1 7 konum operatoriiniin

ozvektorlerinin olusturdugu \r) bazinda vektdr notasyonunda sembolik olarak
(r|p|r'y =—in&;(F - 7) 49
seklinde anlagilirlar. p momentum operatérii ayrica, E, uzayinda nondejenere

olarak yayilan bir spektruma sahiptir. Momentum operatoriiniin zvektorleriyse

Blp)=a,lp), (rlp)< exp(—;;?ﬁj 4.10
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seklinde bir sonsuz norma sahiptir. Normalize olan 6zvektorler,

(p'|py=6,("-p) (r|p)= L —eXP(;;-F-ﬁ) 411

@)

bagntilantyla secildiginde p momentum operatériiniin spektrumu E, uzayinda
bir 6l¢iilebilir degerler kiimesi olusturur. Bu nedenle,

[ Bl p)p|=3 4.12
kapalilik bagintisina sahiptir. Fiziksel durumlar E, uzaymnda bulunan normalize
edilebilir |¢7> vektorleriyle asosiyatiftirler. Ornegin, l(p) vektorleri konum
operatdriiniin baziyla,

|0) = [*F|r0F) (o]o)= [*Flp) <o 4.13
seklinde bagmntilara sahip olurlar. Buradaki ¢(7) =<r|¢> dalga fonksiyonu E,
uzayinda tanimli integrallenebilir kare fonksiyonlarn ¥, = L? (Ez,dSr) Hilbert
uzayinda tammbdir. Hilbert uzaymnda bulunan momentum operatéri —iiV
bigimine denktir :

(rlple) = [*7(r|Blr o)

=—ih [d*F'8;F -7 )p(F) 4.14
= —ikV p(F)

Dénme grubu temsillerinin kararhihg:

Doénme grubu, konum operatdriintin baz vektorlerinin dontisiim yasalarim
kesin olarak Dbelirler. Konum operatoriiniin |r> Ozvektorli normalize
edilemediginden fiziksel durum!larin Hilbert uzayina ait degildir. Herhangi bir R
dénmesi altinda lr) 6zvektoriinlin doniisiim yasasi, £, uzayinda donme grubﬁnun

gercek temsili,

‘Rr>=D(R)|r>:|Rr> 4.15
oldugundan,
D(R)D(R}r)]|= D(R)R'") =|RR'r) = D(RR') r) 4.16
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seklinde olur. SU(2) grubu ve cift temsilleri indirgenemez temsillere baghdir.

indirgenmez temsiller tam say1 degerler alan [ indisiyle D’ operatorleridir.

Konum operaté6riiniin doniisiim yasast,

R A

A7) = D(RFD(R)'|r) = D(R)R™'r)
4.17
= DRRAR™r)=R™7|r)
seklinde olur. Bu denklemdeki tiim |r> vektorleri elimine edildiginde,
*#=D(RFD(R)" =R} 4.18

esitligi bulunur. Boylece konumun doniisiimiiniin herhangi bir ortonormal bazla
ilgisi,

- i R=_R_i
r=x'e, 'r="x'e

*x' = DR} DRY' =x' @) =Y 'R 4.19
j
seklinde olur. 4.13,18 denklemlerini ve D(R)nin lineer karakterini kullanarak E,
uzayinda bulunan herhangi bir |go> vektoriiniin doniisiim yasasi,
| *0) = D(R)p) = [d*F|Rr)p(F)
= [@F|r)p(R'F)

olarak cikarilir. Buradaki son esitlik herhangi bir dénme altinda Olgiimiin

4.20

degismezliginden bulunmustur. Ozel bir durumda | p> vektori  igin
R7'7.p = 7.Rp oldugundan ve 4.11 denkleminden,
| *p) = D(R) p) = | Rp) 421

bulunur. Déniisen *# operatoriiniin taniminda  tiirevin  tekrarlanmasiyla

momentum operatdriiniin doniisiim yasasi,

*p=D(R)PD(R)" =R™'p 4.22
seklinde bulunur. 7 konum ve p momentum vektdr operatorlerinin R~ dénmesi
altindaki davranislart kadar R donmesi altindaki davranislarina da dikkat etmek
gereklic'iir. %' ve p' operatorleri ranki bir olan tensoriin kartezyen bilesenleri gibi

davranirlar.
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Dalga fonksiyonunun doniisiimii

Herhangi bir R donmesi altinda ¢(7) dalga fonksiyonu déniisiim yasast,

@(r) dalga fonksiyonu iizerine liniter D(R) operatorii islediginden,

p—>"p=DR)p, o) =(r|*p)=0(R"7) 423
olur. Bu sonug, D(R) liniter operatdriiniin tiniter karakterinden dogrudan,
(r[*0) = (r|D(R)p) = (&r|¢) 424

seklinde ¢ikarilabilir.

E, Uzay1 iizerinde ortonormal baz se¢imi iizerinden baghhk
1. Pratikte E, uzay: lizerinde bir parametrizasyon islemi yapilmasi, yani
kartezyen koordinat sisteminde bir a = (e;) ortonormal bazi segilmesi zorunludur.

F=x'e,x=(x"),

r)=|ax) 425
Notasyonlar1 kullanildiginda ¢(7) dalga fonksiyonunun temsilinin ¢, ile
yonlenmis parametrelerinin se¢imi,

9, (x) =(a; x|p) = p(F) 426
seklinde olur. E, uzayndaki R donmesinin aktif ve pasif bakis noktalari;

Ra=(Re,), Rx=(Rx’) 4.27
olmak iizere

7 =(a;x)=(Ra;R'x), R7 =(a;Rx) = (Ra;x) 428
konuma etkisi seklinde olur. E; uzaymda dénme grubunun temsilinin aktif bakis

noktasi,

D(R)‘a;x) =

a; Rx) 4.29
seklinde tanimlanir. Bu durum, dalgafonksiyonlari igin,

*0,(x) =0, (R"'x}>" 0, = D(R)p, 4.30
seklinde olur. R donmesinin pasif bakis noktasi yeni bir Ra = (Re,) bazi igindeki
a = (e;) ortonormal baz degisimiyle olur. 4.28 denkleminden,

|r>=[a;x>=|Ra;R'1x>=D(R")Ra;x> 431

sonucu ortaya cikar.
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00 () =0,(R) © 0,=""0, = D[R )p, 432
Bu denklem dikkate alinan temsilin aktif ve pasif bakis noktalar1 arasindaki
denkligi gosterir. Kiiresel kutupsal koordinatlarda yazilismis olan konum

vektorleriyle uyumlu a = (e,) ortonormal bazina,

|r)=|a:r6p), @.(r.0,0)=(a;r08|p) = p(7) 4.33

notasyonlarini kullanarak kiiresel kutupsal koordinatlar tarafindan parametrize

edilmislerdir.
2. Intrisic 4 operatérlerinin |(p> vektorleri iizerine islem yapmalari burada 4,
operatorlerine baghdir. Yapilan islem a =(e;) ortonormal baziyla uyumlu ¢,
dalgafonksiyonlari {izerinedir. Bu operatorler,

(4,0, Xx) = <a;x[;1| 9)= J'dz‘x’Aa (x,x)p, (x") 4.34

seklinde tamimlanir. 4, (x,x") operatérleri i¢in,

A

A, (x,x) = <a;x A

a;x") 4.35
denkligi vardir. 4.31 denkleminden a =(e;) ortonormal bazmnin R dénmesi
altinda doniisiim yasaél,
Ago (x,x") = (Ra; x| 4| Ra; ') = (a; x| D(R)" AD(R) a3 x")
= (R“A)a (x,x") = 4, (Rx, Rx")

4.36

seklinde olur. Burada, d6niistim yasasindan dolay,

Ay, = (R"A)a = [D(R)" AD(R)L 437
seklinde olur.
3. Ustteki sonuglarin uygulamasi olarak Schrédinger denkleminin ¢oziilmesiyle
bulunan dalgafonksiyonlar1 R(¢)a baziyla iliskilidir. R(¢)a bazi Galilean a bazi

yoniinde sabit w agisal hiziyla doner. Galilean a bazinda Schrodinger denklemi,

H,p, =id,p,, o(xt)={(a;x|pt), 4.38

seklindé olur. Dalga fonksiyonunun déniisiimii 4.32 denkleminden,
I . =
P, = D[R(t)}p}z(:)a = exp(- EWZ‘-L}DR@){; 4.39

bagintisiyla olur. Bu dzellikten ve wt.L ile w.L nin komiitligiinden,
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8,0, = D[R(t){@r —%Wt.]jjqo,ma 4.40
seklinde olur. 4.32 denkleminin kullanilmasiyla,
(ﬁ R()a ~ Wj)‘"k(t)a = 1h0 P r(a 441

esitligi bulunur. Dikkate alinan Hamiltonyen invaryant oldugunda H Ry =H,
oldugundan, etki altinda olan veya hareket ettirilen Hamiltonyen,

Hypo = Hppu — WL 4.42
seklinde olur. Galilean eksende yazili olan Schrédinger denklemine benzer bir

denklem dénme ckseninde de yazilabilir. Ekstra olan —w.[ terimi Coriolis
pertiirbasyonu veya diiz Coriolis kuvveti olarak bilinir. Bu terim Coriolis ve

merkezka¢ kuvvetlerinin her ikisini de igerir.

A

Hy,, ifadesi klasik mekanikte de gegerlidir. Donme altinda invaryant
olan ¥V (r) potansiyelinde hareket eden m kiitleli parcacik i¢in R(#)a ekseninde

bulunan etkin A’ Hamiltonyen,

=2

g=2 v -wi 4.43

2m
seklinde olur. —w. terimi —wIL=-wFxp seklinde agildiginda Coriolis ve

merkezka¢ kuvvetlerini icerdigi goriiliir. Donme eksenlerinde hareketin

Hamiltonyen denklemleri,

4.44
p=-V,H' =-V.V+pxw

seklinde olurlar. Burada konum -ve momentumun zamana gore tiirevleri
R(t)a ekseninde tanimlidir.

7 =x'R(t)e, = 7 = X' R(t)e, 4.45
dénme /ekseni yonilyle parcacigin rélatif hizinin ifadesi 4.44 denklemini saglar.
Parcacik iizerine etkiven F kuvveti;

F =mi =p—mwxr

=§;V+ﬁ><ﬁz—mw><rT 4.46

= —%FV—Zmﬂ/x;—mﬁ/x(f{/x r)
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esitliklerinden birinin uygulanmasiyla bulunur. Bu denklemlerdeki 2. ve 3.

terimler sirasiyla Coriolis ve merkezkac¢ kuvvetleridir.
Sonsuz kii¢iik jeneratorler, £, uzayryla Lie cebrinin tespit edilmesi
Kiiresel polar veya kartezyen koordinat bilesenlerinin terimlerindeki
sonsuz kiigiik L, jeneratérlerinin ifadesi L, = —z'g,.jkx"axk seklindedir. Bu yolla

sonsuz kii¢iik R(g,7) donmesinin ifadesi 2.100 denkleminin kullanilmasiyla,

Ro(F) = plF — g xF + 0(e%)| = o(7) — 617 x V p(F) + 0(e?)

- 4.47
= [ -isaL +0?) br)
seklinde bulunur. Bu nedenle 4.14 denklemi dikkate alinarak,
N, - Y 1.
nL=n'L, =n.r><(—zV):%n.r><p 4.48

bulunur. Bu denklemde 7in n' bilesenleri (e,) ortonormal baziyla yonliidiir.
Simdi dikkate alinan boyutsuz sonsuz kiigiik jeneratdrlerinin yerine yazilmig bu
hesaplama iginde E, uzayiyla ddnme grubunun dikkate alinan temsili Lie
cebrinin ne oldugunun séylenmesi 7% ’la bélimlere ayrimig L acisal momentum
operatorii ve formal L agisal momentum vektoriinii belirlemeye ¢aligilacaktir.

Fiziksel uygulamalarda L agisal momentum vektorii, dikkate alinan boyutsuz

sonsuz kiiciik jeneratdrlerin yerine yazilmis bu hesaplama i¢inde uygun olarak
alinir. Bu durum simdiye kadar yalnizca denklemlerdeki #7'L, igindeki L,

bilesenlerinin degisim miktarlariyla tiiretilmis ve % =1 olacak sekilde birimler

se¢ilmisti. Bu bolimiimiin kalaninda bagintilar agisal momentumun,
.z, )= ihzk: exL., DIRO.7)]= exp(-— %Hﬁjj 4.49

bilesenlerinin terimlerinde ifade edilecektir.
Standart baz, bir iiclii (Triad) iizerinden baghhik
E, uzayiyla Lie cebrinin belirlenmesi, £, uzayindaki a = (e;) ortonormal

bazinin segimiyle sonsuz kiigiik jeneratorler,

L=>Le, 4.50
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olarak goruliir. f,]:z,is operatorleri, komiitlii Slglilebilir degerlerin bir tam

kiimesi formundadir. L, sonsuz kiiciik jeneratorlerin segimi tizerindeki siralamada

a; rlm> standart baz vektorleriyle,

F a;rlm> =r a;rlm), ﬁzla;rlm> =h*(l+ 1)|a;rlm>
L; a;rlm)thl(l+1)—m(m:t1) a;rlmil} 4.51
L, a;rlm) = hm|a; rim)

seklinde ifade edilirler. Bu notasyonun terimlerinde, bir donmenin aktif bakis

noktasi, durumlarin degisimine,

D(R] a;rlm) = la;rlm’)ﬁ,’n,m (R) 4.52
seklinde baghdir. SU(2) grubunun tek gosterimleriyle ilgili oldugundan
DU)e} , =e.,, ozelligi kullanilarak R donmesinin pasif bakis noktast agisal
momentum bilesenlerinin kuantize ekseninin degisimine,

D(RXa;rlm) = |Ra;rlm> 4.53
seklinde bagli oldugu bulunur. Burada Ra, U olgiisiiyle kesin olarak
R= R(U ; a) seklinde belirlenir. Ayrica Raya da igli denir. Bazen, Ra
yukaridaki denklemlerdeki sonsuz kii¢iik jeneratorlerle ve |Ra;rlm> vektoriiyle
belirlenen R donmesiyle,

RL, =L,R/ 4.54
standart baz formundaki bu vektorler nedeniyle olarak aciklanir. SU(2) grubu
elemanlarinin doniistiirdiigli bazdan daha genel olarak,

lR’a;rlm> = D(R’R'I)Ra;rlm> = |Ra;rlm'>1§fn,m (R“'R’) 4.55
durumu ortaya g¢ikar. ]a;rlm) vektorleri,

(a;7'0p|a;vim) = 5(r' - )Y, (6,9) 4.56
faz segilrni kullanarak kiiresel harmonikler tam olarak belirlenir.

Cok parcacikh sistemler
Fiziksel sistem Oolgiilebilir degerlerin cebri ve uzay: iizerinde farkli spinsiz

parcaciklardan olusur. Bu pargaciklarin islemleri vektor uzaylari ve cebirlerin

tens6rel ¢arpimiyla kurulurlar. Sistemin herhangi bir par¢acigmnin &lgilebilir
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degerleriyle diger parcaciklarin dlgiilebilir degerlerinin komiit olduklar varsayilir.

Boyle bir sistem icin donme grubunun temsili,

D(R)7)®...® |7, ) =|RF)®...®|RF,) 4.57

4.1.2. Spin-s Parcaciklar
Olgiilebilir degerler ve durumlar
Parcaciklarin klasik benzeri olmayan ii¢ yeni spin veya i¢ momentum

bilesenleri oldugunu dikkate alan bir tanimlamayla S, Olgiilebilir degerleri bu

yeni degiskenlere uygun olur. Bu durum agisal momentum bilesenlerinin olagan

komiitasyonuyla,

[5.,8,]= Y ¢,8, 4.58
k

seklinde karsilanir. S, olgiilebilir degerlerinin 7 konum ve p momentum

operatorleriyle komiit oldugu varsayilir. Sonug olarak ¢ok genel bir islem

uygulanarak vektor uzaymin a, ve a, 6zdegerlerinin bulundugu E; uzaymin
tensorel ¢arpimiyla kurulur. S; Olgiilebilir degerlerinin isledigi E; vektor uzay:

iizerine kurulur. E spin uzay: standart baz formunda olan ortonormal

a; sm> baz
vektorleriyle,

mz asm{asm| = 3e, 4.59

(a;sm Ka;sm’l =35,

'

seklinde araliklidir, yani

S, a;sm> = h\/s(s +1)-m(m = l)la;sm + 1>
S3]a;sm> = hm|a;sm> 4.60

S* =n’s(s +1)3g,

bagintilarina uyar. s’nin verilen bir degeri i¢in 2s negatif olmayan tam sayidur.

Bu standart baz SU(2) grubunun W (2) Lie cebrine izomorfik Lie cebrinin bazin:

sekillendiren S, 6lgiilebilir degerlerinin se¢imi iizerine baglanir.
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D6nme grubu temsillerinin kararlihig:

Donmelerin simetri grubu SU(2) grubunun gergek iiniter temsillerini
hesaba katarak ilerlenecektir. Bu ayrim kuantum mekanigindeki yarim tek sayi
spinli parcaciklarin anlagilmasina yardimci olur. Bdylece E, uzayindaki
D3[sU(2)] temsilini,

YU e SUQ2) D(U)a;sm)=

a;sm’)ﬁfn.m ) 4.61
seklinde dikkate almak gereklidir £, ® £ uzayindaki herhangi bir |¢> vektort,
|¢7> = jd37|r> ®|a;sm'>¢fn;a ) 4.62
seklinde ifade edilebilir. Bu vektor 4.15 ve 4.60 denklemlerinden,
W) =|a;smy;,.,(7) = (r|w) 4.63
vektoriinii izler ve E, uzayimnda bir spindr alani olarak dénme grubunun temsili

altinda hareket eder. Gergekten vektor,
VU eSUQ) | “y(7)) = (r|DIRU)|® D* (U)w)
= (RUY'7|D* O )w) 4.64
= b U)w[rOY'r)

esitliklerine sahiptir. R’ uzay: lizerinde tanimli vektdrel fonksiyon uzayindaki

SU(2) grubunun temsillerinin ¢alismasinin hepsi

a;sm> baz vektorleriyle e;,
baz1 iizerinde kimligi saptanir. Tek pargasi a yoOniinde parametrize edilmis
kartezyen veya kiiresel polar koordinatlarla gosterilen 7 vektoriiyle |o(F))
vektoril i¢in tekrarlanabilen E; uzayindaki a =(e;) ortonormal bazi iizerinden

baghlig1 korunur. Bu vektor,

v, (%)) = (a;x|w) 4.65

esitligine sahiptir. 4.30,32 denklemlerine uygunlukla R donmesinin aktif ve pasif

bakis ngktalarl,
DR}y, () =|w, (R'x) =|w p, () 4.66

seklinde ifade edilir. Bu esitlikte goriilen D(R) yalnizea E; uzay iizerinde isler.

101 l



Sonsuz kii¢iik jeneratorler, standart baz, bir iiclii (Triad) iizerinden
baghhk

E, Oklityen vektdr uzayiyla SU(2) grubunun temsillerinin Lie cebrinin
bir olarak tutulmas: iizerine disiiniilmesiyle £, uzayinda tanimlanmis formal

vektorlere ulasilir. Bu vektorler,

Z=2Lie,., §:ZSiei, j=i+§=ZJiei 4.67
seklinde olur. Bu denklemde a =(e;), E; Euclidyen vektdr uzayindaki herhangi

bir ortonormal bazi belirtir. L,S,J vektorleri pargacigin orbital, spin, toplam

agisal momentumlari belirtir. Standart baz vektorlerinin normalize edilen dalga

f ]
fonksiyonlariyla bulunan =7, =% Q%i—l—)— denklemine uygunlugu, r,
! T

R(I+1), Ris(s+1), B(j+1) ve hm ozdegerleriyle r,L?,8%,J%,J, dlgiilebilir

degerlerinin komiitli tam kilmesinin ortak ozvektorleriyle belirlenir. Bu

6zvektorler,

la;rlsjm) = la;rlm,> ®|a;sms )(lsm,ms

jm) 4.68

seklinde kararli olur ve kutupsal koordinatlarda tam kiime olma kosulunu,
(a;7'0p|a;risim) = 5(r' = )Y (8,4) 4.69

seklinde saglarlar. Bu denklemdeki spin kiiresel harmonikler spin harmoniklerine

uyumun diizenlenmesi ve e, =

a; sm> tarafindan tanimlanmistir.

R=R(iU;a) donmesinin aktif bakis noktasi durumlarin degisimine

ugrar. Bundan,

VU e SU(2) ﬁ(UXa;rlsjm) =

a; rlsjm'>ﬁ,{,,m U) 4.70
oldugu anlasilir. Diger taraftan donmenin pasif bakis noktas: toplam agisal
momentum bilesenlerinin kuantizasyon ekseninin donmesine uyar. Pasif nokta
koruma gerektirdiginden, tek veya yarim tamsayi degerler alan s Ozdegeriyle
uyusmayan SU(2) grubunun tek veya cift temsillerine paylastirilacaktir. Bazin

SU(2) grubu elemanlarinca doniistiiriilmesi kullanarak pasif bakis noktast,

VU e SU(2) f)(UXa;rlsjm> = |Ua;rlsjm> 4.71
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seklinde ifade edilir. Ua figliisii ayni zamanda sunlari belirtir:

1-SU(2) grubu i¢indeki her bir U eleman;,

|- Ua; rlsjm) = (=1)*| Ua; rlsjm) 4.72
denklemiyle |Ua;rlsjm) vektoriinii belirler.

2-Teklik sonsuz kiiciik jeneratorleri,

R(U;a)j, = j,R(U;a) 4.73
seklinde tanimlanir. Bu jeneratorlerle yonlii |Ua; rlsjm> vektorleri bir standart baz

olustururlar. Daha genel olarak baz doniisiimii denklemlerinden liglii iizerinde
bagimhilik,
VYU, U e SU(2) |Ua;risim)= b(U’U'I )Ua; rlsjm)
= |Ua; risim’\ D}, (U U ’)

4.74

seklinde yapilabilir.

Yukaridaki bagintilarin uygulamalari :

P e, a; jm) A
€
e
/ ’
e, J, ej

Sekil 4.5: Polarizasyon deneyi

a. Sekilde polarizasyon deneyi goriililyor. Bir polarizerden gegen diger kuantum

sayilart ihmal edilmis parcaciklar ]a; jm) durumunda onceden hazirlanmistir.

Dedektor, bu pargaciklar R(U;a) dénmesiyle polarizerle ayni yone donmiis

analizer olarak kullanilan benzer aparattan gectikten sonra goézlemler. Dedektoriin
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yapaca8i gozlem 4.74 denkleminde U’'=3J degisimi yapilarak bulunur. Bu

nedenle, 6regin, an; jm’> durumu gdzleminin gozlenme olasiligs,

KUa;jm'la;ijz _ é,ﬁ'm(U—lr _ -l,jri;m' (Uf 4.75

esitligiyle verilir.
P polarizeri ve A analizeri a ve R(U ;a)a ortogonal eksenlerini belirler. P
ve A sirastyla sonsuz kiigiik j, jeneratérlerinin ve R(U ; a) 7, jeneratSrlerinin

standart baz vektorleri olan durumlar i¢indeki pargaciklar diizenlerler.

b. Helezonik formalizm. Keyfi a ortonormal bazindaki s-spinli parcacigin
|p)®|a;sm) durumlart yerin disinda hesaplamaya katilmasi, pargacigm p

momentumunu 3. eksen boyunca secilmesine uygun olabilir. Bu yapilan olagan
helezonik formalizmin miktarini ayarlar ve momentum yonii boyunca kurar.
Benzer formalizm momentum yerine konum {izerinden gerceklestirilebilir.

Helezonik durumlarmm tanimi agagidaki gibidir. Referans olarak E, uzaymnda
verilen herhangi bir a =(e;) ortonormal bazi ig¢in SU(2) grubu igindeki U

matrisinin p momentum vektorilyle tanim prosediiriiniin ortaklanmasinin segimi,

RU,)e,=5=2 4.76
p

seklinde gosterilir. Omegin, p,6,¢4, a yoénli p momentum vektdriiniin polar
koordinatlartysa, U;=U (¢,0,~¢) secilebilir ve R(U ﬁ;a) donmesi  R;
donmesidir. E, spin uzaymnda 4.71 denklemine uygulanmasi,

’Uﬁa;sm> =D* (Uﬁ)a;sm> 4.77
denklemini verir. Bir helozonik durum E® E_ uzayinda,

lUﬁa;ﬁsm>=|ﬁ>®lUﬁa;sm> 4.78
seklinde tanimlanmistir. Bu durum p operatoriiyle a, 6zdegerinin bir 5zdurumu
ve S jR(U [-,;a)j spin bilesenlerinin standart baz vektdrleridir. U, matrisinin

secimi bu helozonik durumlar i¢in faz se¢imi tanimlar. Herhangi bir R = R(U ;a)

donmesi altinda helozonik durumun doniisiim yasasi 4.21, 4.74 denklemlerinden
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VU e SU(2)

D(UHUﬁa;ﬁsm>:D[ U; a)”p>®Ds( XU asm>
=|R(U:)p)® D* (U .05 ) U3l UU )
U e Vo1 UR0,)

)

seklinde olur. Aslinda R(U ,;EU;G)!-,UU I,;a) donmesi e, cergevesinde bir donmedir.
Bu nedenle, sonug olarak,

DUNU ,a; Bsm) = |U g0 RU3 @)psm) D5, (U sty s UU ) 4.80
denklemi elde edilir. Burada m indisi iizerinden kisaltma yoktur ve D?  matris

eleman1 faz faktoriidiir. e,(p) tarafindan R(U ﬁ;a)e,. ortonormal baz vektorleri
gosterilir. IAJ(UXU a psm> durumu e,[R(U;a)p] den farkli olan R(U;a)e,(P)

bazi boyunca bir m spini ve bir R(U;a)ﬁ momentumuna sahiptir. Sekilde
gorillen ortonormal baza tutturulmus her bir p keyfi olarak secilmistir.
U ;EU;‘,)I.,UU » matrisi SU(2) grubu iginde bir elemandir. 4.74 denklemine uygun
olarak SU(2) grubu Uy, y;a Uglistindeki durumlarin terimlerindeki UU za

ticliisiindeki durumun ifadesini ayirir.

e.fP) e, (Rp)
e,(P
Sekil 4.6: Bazin degigimi
R(U (Uap,a)a ve R(UU a) bazlarimin rolatif konumlart UUza ve

U pu.a)5@ Olglleriyle, sirasiyla;

Rp  etrafinda p = R{UU,Ugly0):0) 4.81
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seklinde ortaklanirlar.
Bu durum Lorentz grubunun fiziksel temsillerinin ¢alismasinda goriiliir.
Uja tglisii p beslisine yerlestirilmistir ve R(U ;Eu;a)ﬁU Uﬁ;a) dénmesine Wigner

dénmesi denir.

4.2. Ketler, Bralar, Dalga Fonksiyonlar, Operatorler

Bu bolimde operatorler ve durumlann Ozelliklerini gosterilip matris
elemanlarinin  bilinen ozelliklerine dagitilacak, bazi1 nesnelerin kuantum
mekanigindeki tam kargiliklar1 bulunacaktir.
4.2.1. Ketlerin, Bralarin, Dalga Fonksiyonlarinin Tensorel Karakteri

Ketler
Diger kuantum sayilann ihmal edilerek, bir donme altinda E, uzaymnda
i jm) ketlerinin doniisiim yasasi 4.52 ve 4.70 denklemlerinden jrankli ve sirali

tensoriin kovaryant kiiresel bilesenlerinden biriyle hemen hemen aynidir. Tensorel

karakter | jm) olarak belirtildiginden,

| jm) = ¢;(=1)"*"| j — m) 4.82
esitligine sahiptir. |jm) ve |jm) ketlerinin R(U;a) donmesi altinda doniistim
yasasl,

¥ jm) = DU jm) = | jm'}D;., U)
VU e SU(2) ’ . . 4.83
| jm)= D@} jm)=| jm') D, ©)
seklinde olur.
Bralar
E" dual vektdr uzaynda tanimli (p| brasiyla E uzayinda tamimh |p)
keti,
d *
V|g)e E—(p|c E 454
V|y)e E—(p|v)eC
seklinde ortaklanir. Belirlenmis 4 gonderimi E uzaymdan E° dual uzayina

antilineer uygulamadir. d gonderimi E ve E” uzaylan arasinda intrisic

izomorfizm olusturur. E* uzayr E” uzaymnn dual vektor uzay: olmak iizere E
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ve E™ uzaylan iizerinde tanimli d génderimi d* =3 olan grifitligin disinda

doniisiir. R(U ; a) dénmesi altinda bralarin doniistim yasasi,
|o)—24=5]p) = DU 0)
di d 4.85
(pl—(*p| = DY

seklinde tanimlanir. Bu nedenle, ele alinan yap: tarafindan d gonderimi SU(2)

grubunun dikkate alinan temsilleriyle komiittiir. Burada + formal gdnderimi d

gonderimi uygulamasindadir. Ketlerin ve bralarin tensorel karakteri ¢izelge 4.1’de

gosterilmistir. Bir A operatoriiniin yukaridaki kompleks konjuge matris elemant,
(mld jm') = (DY (j'm’

seklinde olur.

~

A+

djm> = (j'm'|;1+|jm> 4.86

Dalga fonksiyonlar:

Dalga fonksiyonlarmnin tensdrel karakteri 4.56 ve 4.59 denklemlerinde

acikca belirtilmistir. Tensorel bakis noktasindan f”’: tensérel karakteri

dalgafonksiyonlartyla uyumlu dagitimdir. f,z dalgafonksiyonlar1 f’ Hermityen
tensoriiniin kontravaryant bilesenleridir. Bu durum ancak [ indisinin tamsayi

degerleri icin olasi ve gereklidir. Gerek ve yeter sartlar saglandiginda Y,,’,'l~ kiiresel

harmoniklei ve Y. kiiresel harmonikleri Y! =(-ic)'¥,,  seklinde
tanimlandiklarindan ¢ = +1 se¢imlerinde,
fi =y AL 4.87

sartina uyarlar.

4.2.2. Indirgenemez Tensorel Temsiller

4.2.2.1. Tammlar ve 6zellikleri
indirgenemez j rankh bir A’ tensor operatorii durumlari, dikkate alinan

E uzayinda isleyen Schrodinger temsilindeki j rankli operatorlerin (2 +1)

bilesenli diizen olarak bir tensor tanimlar. Bu nedenle A’ tensor operatdriimiin

kovaryant ve kontravaryant bilesenleri R(U ;a) dénmesi altinda,
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VYU eSUQ2) Y47 =DU)AIDU) ! =
V4] =DUADUY =

doniisiim yasalariyla seklinde karakterize edilmis operatorlerdir. Burada D

’DA”I m (U)

4.88
D5, U)

1

‘7
m'
A7
m

operatdrii £ uzayindaki SU(2) grubunun iiniter temsili anlamina gelir‘. Herhangi

bir tensorel siralamada oldugu gibi A indirgenemez tensor operatoriiniin kiiresel
bilesenleri bir tiglitye ihtiya¢ duyar. Asagidaki aktif ve pasif bakis noktalarinin
denklemlerinde gorillen sonsuz kiiglik jeneratSrler igin bu liglii bazin se¢imi
karakterize edilir. Sonsuz kii¢iik U yer degistirmesi yukaridaki denklemlerde

yerine konup komiitasyon bagintilari takip edilerek,

Ver 47 |= mJG+ 0] —m(m D47, 47 |=
[ji,ﬁ,f,]zh\/(j+1)j—m(mi1)fa,’;+p[ 4 |=

4.89

S\-» 5\..1

sonucuna ulasilir. Buradaki J,,J, bilesenieri J ,j agisal momentumlarinin £,

uzaymin a = (e;) ortonormal baziyla,

J=%Je, T=Je, 4.90

seklinde uyumludurlar. Diger bir deyisle dnceki komiitasyon bagmtilarinin tiirevi
olan dlgiilebilir degerlerin cebrindeki SU(2) grubunun temsilini belirleyen 4.1.2

denklemiyle uyumlu herhangi bir A Sl¢iilebilir degerinin doniisiim yasasini kayit

eder. Bu cebir b[SU (2)] operatoriiniin adjoint temsilinin bir ekidir. Gergekten
b[SU (2)] operatori,

f)lé/@,ni )]= exp[—%@niJij = lﬂ)(U)Aﬁ(U)'l = exp(— %Hn’ji)A 491
seklinde olur. Bu esitlikteki J, ’ler J, lere,

J,=A, =] 4.92
seklinde adjoint operatdrlerdir. Indirgenemez A’ tensor operat6riinlin tanimyt,

21,5 ’lerin sonsuz kii¢iik J, jeneratdrleriyle uyumlu standart baz vektorleri gibi

davrandigim belirtir. Béylece 4.89 denklemi yeniden elde edilir. Bu formalligin

tersi cebirdeki 2;j+1 adet operat6riin herhangi bir kiimesi 4.88 denklemiyle
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uyumlu sonlu R(U ;a) dénmesi altinda 4.89 denklemindeki doniisiimlere uyarlar
ve indirgenemez tensor operator belirlerler.

s-spin durumlar1 igin bir {igli iizerinde indirgenemez A’ tensér
operatoriiniin  kiiresel bilesenlerinin  bagimliliginda benzer notasyonlar
kullanilmasi ~ 7/—YT/  tensér  doniisiimii  kullanilarak  yapilabilir.
SU(2) grubunun tim U ve U’ elemanlar: igin uygulama bakisin aktif ve pasif
noktalarma gore,

= ’a ’;Uaér{r'm (U_IU'U)

J
m
i
m

= A’

YA 4.93
5 UVa
esitliklerine sahiptir. A¢ikg¢a belirtilmemis olan ticlii Ja olarak farz edilmistir.
Bir skaler operatér ranki sifir olan indirgenemez tenstr operatSrdiir.
Olgiilebilir degerlerin Schrodinger temsili toplam agisal momentum bilesenleriyle,
Yi=4 o |,.4l=0 4.94
oldugundan skaler operator dénmenin simetri grubu altinda invaryant kalan
slgiilebilir degere uygundur. A= A’ vektor operatorii ranki 1 olan indirgenemez
tensor operatordiir. Burada bu operatoriin kovaryant 2!,’” ve kontravaryant JZIZ
kiiresel bilesenleri vektdr operatoriin kartezyen 21,. bilesenleriyle karakterize
edilebilir. Bilesenlerin tic kiimesi {iclii uyumuyla anlatilmistir. Schrédinger
temsilinde R ddnmesi altinda kartezyen bilesenlerin doniistimii,
*4, = D(R)A,D(R)" = 4,R/ 4.95

seklindedir. Bu déniisiim, R~ doniisiimii altinda 4 = ZAl.e,. vektoriine benzer

yolla R donmesi altinda 4 vektdr operatoriiniin doniisiim bagintist takip
edilerek,

RZ — R_l;i 4.96

seklinde olur. Bir sonsuz ki¢ilk doénme icin J,v, =iZgijkvk denklemi
j

kullanilarak,
V..4,]= ih;eziﬂcAk
[Ii,2]= —ihé, x A

4.97
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bulunur.

Formal antilineer gonderim, operatdrlerin hermityen konjugesidir. Hep
aymi derecede, ¢ergevenin tensorelliginden hermityen indirgenemez operatériere
uygunlugu g6z 6niinde tutularak hermityen indirgenemez tensorler hermityen

tensorler tarafindan tanmimlanmiglardir. Gonderim j indisinin [/ sadece olasi

tamsay1 degerleri icin tekrar isimlendirilir ve J—>YJ doniisiimiinden gerek ve

yeter sart,

A =4" o A =prd 4.98
seklinde olur. Olgiilebilir degerler hermityen operatdrlerle ortaklandiklarindan A’
vektér operatoriiniin A4, kartezyen bilesenleri hermityense, J,v, = iz EaVi

‘ j

denkleminden,

T+ _
A=

< -nrm Al 4.99
C

oldugu goriiliir. Bu nedenle ¢ = *1 segiminde (genelde ¢ reeldir) A4’ hermityen

vektor operatordiir.
Daha genel olarak A’/ tensér operatorlerin tanimi yapilabilir. Bu
tensorler jl.... j, rankli ve n diizeninde tensorlerdir. Bu tensérlerin kiiresel

bilesenleri Schrédinger temsilinde operatdrdiir.Bir rnek olarak R(U ; a) dénmesi

altinda iki doniisiimiin sirasinin tensdr operatdriin A,’;‘lj,; kiiresel bilesenleri,
4Tk = D)4 DY
e T L 4.100
= 4,0 Dy, DU, U)

seklinde olur.

4.2.2.2. Tensorel Operatérlere Ornekler

Vektor operatorler

Jﬁ konum ve p momentum operatdrleri spinsiz pargaciklar i¢in donme
grubu temsillerinin nitelendirilmesinden sirasiyla 4.18,22 denklemlerinin
doniisiimiine uygun vektor operatorlerdir. 4.14 denklemiyle gradyent operator

dalga fonksiyonlar1 uzay: iizerinde islem yapan,
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V=in"'p 4.101
seklinde tensor operatordiir. Bu durum spinsiz pargacigin S intrisic acisal
momentumu igin gergektir. L orbital agisal momentumu ve J toplam agisal
momentumu i¢in bu operatorler, ﬁ[S U(2)]nin adjoint temsili altinda déniisiirler.
ﬁ[SU (2)], 7, p,§ vektor operatorleri terimlerindeki dlgiilebilir degerlerin temel
sistemini  bicimlendirdiklerinden herhangi bir O6lgiilebilir degerin ifade
edilebilecegini belirtir. Yalniz tamsay1 rank degerlerine sahip indirgenemez tensor

operatorler bu dlgiilebilir degerlerin cebrinde kurulabilirler.

D), D; ,Y' operatorlerinin carpim

Bu carpim fonksiyonel vektdr uzayindaki ﬁ[SU (2)] temsilinin f,Z

standart baz fonksiyonunu lJ o /},,{ J= ﬁ( j+D)—-m(m=xl) A,,{H denklemini takip
eder. Burada f’,f carpim operatorleri f‘ / indirgenemez tensér operatorlerini
belirler ve bu operattrlere baghdir.

by, =(b2,) b1, =(bn,) 4.102
indirgenemez tensor operatdrleri SU(2) grubunun diizgiin sol ve sag temsillerinin

standart baziyla ortaklanmustir. ! indirgenemez tensor operatorleri };,z kiiresel

harmoniklerinin standart bazina uyarlar. Kiiresel harmonikler,

ST+ c’
Y ==
(C

Hermitsel eslenik esitligine sahiptir. Segilen reel ¢ sayilarn 7! operatdrlerinin

!
j (-1 7T 4.103

indirgenemez operatorler oldugunu sdyler.
Yaratma ve yoketme operatorleri

Ikinci kuantizasyon formalizmini kisaca tekrar edelim. Bu formalizm {m}
durumlarinin {Nm} isgal sayilartyla nitelendirilmis |N1 ...N, ) ortonormal baz

vektorleriyle araliklandirilmis Fock uzaymi dikkate alir. Bu son soylenen, tek

pargacikli durumlarin tam kiimesini bigimlendirir. N, isgal sayilari fermiyonlar

icin 0 veya 1, bozonlar i¢in herhangi bir pozitif tam say1 degerler alir. ‘O)
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durumu pargacigin vakum ortaminda oldugunu belirtir. Durumlar a yaratma ve

a, yok etme operatérleriyle,
JN + IN .N, . bozonlar
ay|N,...N,, ...)
( 1) N ]N .N,_ > Sfermiyonlar

\/—— ‘N N, > bozonlar

=D Y N |N N, > fermiyonlar

4.104

1NN>{

seklinde tanimlanirlar. Durumlar 1,2,3,... gibi keyfi olarak siralanmistir ve hepsi
i¢in bir kez ve ]Vm = ZN , onceki m durumlu tek pargacigin isgal sayilarinin
i=l1

toplamidir. Yukaridaki bagntilar takip edilerek @, yaratma ve @, yok etme

operatorlerinin  konjuge hermityen operatorler oldugunu soylenebilir. Bu

operatdrlerin uydugu komiitasyon bagintilari,
[&m > an ]e = O
laz.a:] =0 4.105
[dm’&;]g = 5mn3

bagntilar1  vardir.  Burada [ , L ,£=1  komiitatériini veya &=-1

antikomiitatoriinii fermiyon veya bozonlarla ilgilenilmesine gore belirtir. 4.104
denkleminin tekrar1 vakumda islem yapan yaratma operatérlerine dayanarak Fock

uzaymn herhangi bir durumunun,
|IN,..N,,..}0= [NI!...NM!...]i ar™...ay...|0) 4.106

seklinde agiklanmasina izin verir. Dikkate alinan tek pargacik durumlarn J,J 5

operatorlerinin Slciilebilir degerlerinin tam kiimesinin &zbaziyla kararlidirlar. Bu

ortonormal durumlar ¢, j,m tarafindan,
as,,|0)=|cjm) 4.107
seklinde smiflandirtlir. Bu siniflama R(U;a) dénmesi altinda la]~'m> ketinin

doniisiim yasasi ve 4.83 denklemi kullanilarak,

~

bWz, bu)"' =a;,. D, (U) 4.108

om
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seklinde bulunur. Bu ylizden &;.m operatorleri j rankli indirgenemez tensoriin

kontravaryant kiiresel bilesenleridir. Ag¢ik hale getirilmis tenstrel karakter
siralamasinda 4]’ tarafindan,

A+7 A4

ag =al, 4.109

operatorii belirtilir. Bu durumun T/ ——T*" (T}/ =T/*) denklemine

uygunlugu 4}/ operatoriiniin indirgenemez &’/ tensér operatSriiniin hermityen

konjugesi oldugunu gosterir. @, yok etme operatorii @*m yaratma operatoriiniin
hermityen konjugesi oldugundan 4, yok etme operatoriiniin,

bom =45 =457 =(-)¥d, 4.110
oldugu goriiliir. Bu sonug 4.108 denkleminin her iki tarafinin hermityen konjugesi

alinarak kontrol edilebilir. 4, yok etme operatdriiniin doniistimii bir tensdriin

kovaryant kiiresel bilesenleri gibidir.

Yukaridaki sonuglar yaratma ve yok etme operatorlerine gerek
duyuldugunda yararh olur. Gergekten, yalnizea kiiresel bilesenler benzer tensérel
karaktere sahiptirler ve C.G. sabitlerinin anlamlar1 kullanilarak ¢iftlenebilirler. Bir

¢iftlenmis pargacik-bosluk ¢iftinin yaratma operatoriine,

)

Jatm, A% ~ ..
=¢ ( 1) ,,J,,mpad,.jn—m,.<JpJnmpmn

A{/pfn} "+1p Jn

aa,M _aamp a,m ,,<J Jnmpmn

4111

Ornegi verilebilir.
Izdiisiim operatdrleri

4.107 denklemiyle 6nceden verilen tek pargacik durumlarinin tam {c’gv m>}

ortonormal bazi,

aa'™ jj' mm

- Y|aFman | 4112

a,j,m

<ajm\a'7'm> 5..5.6

seklinde yeniden disiiniilebilir. Cizelge 4.1°deki ketlerin ve bralarin tensor
karakterleri genellestirilmis ]3;2. izdiisim operatdrliniin tanimina izin Verir.

[zdiistim operatdril,

113



PZ,. =|ajm)a'jm'| 4.113
seklinde j, ;' ranklarina sahip kiiresel bilesenlerle iki sirali tensor operatdrdiir.
PZ izdisim operatorinden PYY  ciftlenmis genellestirilmis  izdiisiim

operatorleri tanimlanir. Izdiisiim operatorii igin,

p~

a’ ”m”> =(jj'mm’|IM)c . (-1)" " l a]~'m><a’j - m"a”?”m">

=c, (-7 %(Jj”Mm”‘ jm>|a7m>5 S

aa” j_]

puv

aa’M

4.114

ornek esitligi cikarilir. 1a7m> durumu tizerine etki eden izdiisiim operatérii,
BI =|afm)ajm| 4.115
sonucunu verir. Kiiresel bilesenlerle tamimli 27 izdiisim tensdr operatdriine

dayanarak ’a7m> durumu i¢in kapalilik bagntisi,
= 3BT =3¢ (-)™B]_ = c (-1 jBIY 4.116
a,j,m a,j,m a,j
formunu kazanir.
A 5 2j +1
> BI, == [au@)Dh, ©YE) 4117
a 167 SU(Z)
Simdi yukaridaki ifadeyi kuralim. Kapatma bagintisinin formu altinda 6zdeglik

operatorit ilk kez tanimlaniyor, bu baginti,

= > D, (U)aGm ) ajm] 4118

a,j,m

esitligini saglar. Ortogonallik iliskisi,

du(U)D;], WDy, (U) = —5 6

1 mm'™ nn'

J- Y 1672
SU2)
ile belirtilen sonuglar1 ima eder. Ozel haller olarak, altuzaylar iizerinde karakterize
edilmis ﬁjm ve f’j izduisiim operatorleri sirastyla j,m ve j kuantum sayilariyla,

£ =25 [pr @BO)

2
167 SU(2)

B, =21 [au@yy @)

2
167 SU(2)

4.119
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seklinde olurlar. Buradaki y/(U) karakteri, SU(2) grubunun tek temsilini ve
yalnizca j kuantum sayisinin tam sayr degerlerini dikkate alinarak iistteki

denklemlerdeki 16 — 8 faktor degisimiyle SO(3) grubu iizerine taginabilir.

T’ =|j) T, =|jm) T, =|jm)
ld ld
19 =(] 17 = (jml CDHT7 = (jm
ld
T% =|dj)= (-DYT0 = (=D¥|djm) | (DY T, = (-1)'|djm)
D¥T7 =(=D¥|)) =| jm) =|jm)

Cizelge 4.1: Ketlerin ve bralarin tensorel karakterleri

iki cisim etkilesmelerine 6rnekler

Spinli pargaciklar i¢in iki-cisim etkilesmeleri genellikle,
v»5.S5,  ELS VO, =v@PEA)S,)-5.5,] 4120
omeklerine bagh olarak verilir. Burada 7 rolatif konum p rolatif momentum ve

F==, L=rxp rolatif yériinge agisal momentumu, S,,S, her bir pargacigmn

~ | N

spini ve §=38,+5, olmak iizere J =L+S toplam agisal momentumdur.

Operatorlerin spinle olan iligkileri,
S.=2 550 -51)= BBl @,

E.EZ%GZ*ZZ—S;Z)ZC—Z'\/gil@Sl},
T, =c*o{{s!®# Px {si®# P }°-s,.5, 4.121
110
—c#o>1 1 ol{{sies Yo frer Y P-5.5,
1o |

—c*3/i{fsiesife ¢ er P

seklinde olur. ¥,(7)T;, etkilesmesi tensor kuvveti olarak bilinir. Bu etkilesmelerin

Ly

hepsi donmeyle invaryanttir.
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4.3. Matris Elemanlan

4.3.1. Indirgenmis Matris Elemanminin Tanimlanmasi

Diger kuantum sayilari ihmal edilerek <]lmll brasinin, 173m3> ketinin ve
indirgenemez ;1,/; tensodr operatdriiniin ﬁ[SU (2)] temsili altinda doniisiim yasasi
<]’1ml ‘21;22 lf3m3> matris elemaninin,

A%\7,m,)| 4.122

Ti7: =|Gm
tensorel karakteriyle T/** tensoriiniin kiiresel bileseni oldugunu ima eder.
Dikkate alinan temsil tiniter oldugundan bu tensor invaryanttir, SU(2) grubu
igindeki elemanlar i¢in,

T35 = |(5m DY [DE)AEDO)DW)Fm, )]

Ui
= * mymam,

4.123

bagintis1 vardir. Wigner-Eckart teoremi m, ,m,,m, kuantum sayilar1 {izerinden

matris elemanmin biitiin bagimlilig1 C.G. katsayisi tarafindan karsilanir. Tensor

doniisiim denkleminden,
= ~T 1, . . iz Vs
<J1m1 ‘A,{fz |J3m3> =C; ‘J%“(Jz]smzms l.]lml >T{{J‘J'}J i 4.124
1
esitligi bulunur. T%2%57 skalerine indirgenmis matris elemani denir ve
|_j1 Hxa.fz

esitligiyle belirlenir. Kuantum mekaniginde dénme grubu i¢in Wigner-Eckart

j3 J__. T{{iljz}fstP — T{Jx Yois3n¥ 4.125

teoremi,

e

A jl’"l}[le;ﬂ2 ‘Js]

monn| B F B[
=le (—1) Jam (— ! 2 ’ ]El

m m, M,

- -~ 1,. .
<j1m1 ,{,zz j3m3>:cjl7<hjsmzm3
‘ 4.126

A

J3
seklinde olur. Burada c;, 1 veya (~1)*/’ye denktir.

Yukarida tanmimlanmig olan indirgenmis matris elemanlart j, iizerinde

bagli ilgisiz faz faktori eki olmayan {{jlj2 }j3j3 }0 veya {j, {j2j3 }jl }0 ciftli semasi
tarafindan tanimlanmis skalere denk oldugu vurgulanmistir. Tanimlamanin bu

secimi ayr1 ayr1 6zelliklerini igeren hesaplamalarda:
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1. Herhangi birlesik veya tekrar birlestirilmis doniistimiin olasilikla
yapabilecegi,
2. Dikkate alinan tensorlerin 6zelliginin benzer zaman avantajinda verir.

Boylece, tekrar birlesik doniistim matris elemaniyla yani invaryant tensdrle

ortaklanmis j,, j,,j, indisleri i¢in {{j1 jz}kl ]'3}1\72 veya {jl{j2 ]'3}>/c3}/’c2 birlesik

semasina gotlirlirse, uygun nesne indirgenmis [jluA’Z jBJ matris elemanidir ve bu

eleman k, =0, k, = j;, k, = j, se¢im kurallarina sahiptir.
Indirgenmis matris eleman: ¢, =1 segimiyle Wigner-Eckart teoremindeki

gereksiz fazlaliklar temizlenir. Bu her zaman c¢ok olast olan iz hatalarindan

kacinmaya pratik uygulamalarda tamamen uyumludur.

4.3.2. Herhangi Bir indirgenemez Tensoriin A¢iklanmasi

4.116 denklemiyle verilen son bagmtinin tamimindan, herhangi bir

indirgenemez A7’ tensdr operatdriiniin kiiresel operator bileseni,

A2 = Se e, (<P ] pWT 47 Bl 4.127
a3

oldugu goriiliir. Déniisiim matris elemaniyla ortaklanmis j,,j,,/, indislerini

koyabilir ve bdylece sifira giftleyebilir. Doniigiim bSylece 6, kare sembollerine

dayanarak,
=Y e (_1)2,-,”,3}}.(11 J 0](11 Js jzj(jz Js O)[a ila
" /103 s - jZ j2 j3 O j2 j3 j3 j3 0 o m
13{f|f3}72
- 4.128

seklinde bulunur. Burada genellestirilmis izdiisiim operatorii 4.112 denkleminde

tanimlanmugtir. Indirgenemez tensdr operatdr igin,

= ¢, L z (_l)j,-jms [al jl” A s Js Aa{f;f}h 4.129

2 s

ifadesi bulunur.
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4.3.3. Indirgenmis Matris Elemanlar
4.3.3.1. Indirgenmis matris elemaninin kompleks eslenigi
Kompleks konjugasyon altinda bir matris elemaninin doniigiim yasasi, 4.86

denklemi ve indirgenmez tensor operatoriin hermityen konjugesinin tanimi,
(Gom A% jymy) =, (<D= (Fymy | A7

esitligini ima eder. Bu denklemin her iki tarafina Wigner-Eckart teoremini

Jim) 4.130

uygulamasiyla C.G. katsayilar1 tanim1 i¢inde verilen,

| . * _ j2+j3 .
c--—<"mm"m>'1:112' U ) <.._mm‘. >.;1+12.
i3, JoJ3mams I ) 1 /3 JpJ3 75 JoJy T mymy|J3m3 ) J3 /1

4.131
sonucunu verir. Simetri 6zelliklerinden, C.G. katsayilari,
[]'IH;IJE .]3]- :(_l)fl‘j:"fz []'3 ;1"'1 Jl] 4.132
bulunur. A”> Hermityen bir tensorse,
;I.fz =;1+J'z = []'1 2112 _]3]' :(_l)fl‘fz‘fa [jl 121/2 ]3] 4.133

esitliginde oldugu gibi davranir.

4.3.3.2. Indirgenmis matris elemanlarina érnekler
Cok sik karsilasilan matris elemanlarinin  hesaplanmasi  yontemi
m,,m,,m, degerlerinin se¢iminin olas1 sag goriisityle benzerdir, yani bu yontem

siradan matris elemanina deger biger. Yontem, 4.126 denklemindeki Wigner-

Eckart teoreminden,
E‘Jl”’ah a3j3]: v <aJ1m1 l2£§1a373m3>

=7 ;
: <]2J3m2m3|11m1>
seklinde olur. Varsayilan C.G. katsayilar1 sifirdan farkhdur. ia7a>}‘ ile J2,J ,Nin

4.134

tim Ozbazi ve onunla komiit diger operatorler ve « ile agik¢a belirtilen
szdegerlerle belirtilir.

Ozdeslik operatorii

Bu operator bir skaler operatdrdiir. Bu operatoriin matris elemanlarn

dikkate alinana bazin metrik tensoriiyle,
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(ajm|3a'T'm') = 8,088 4.135

aa'™ jj

seklinde verilirler. (0 j0m| jm> =1 oldugundan operatdr igin,

o' )=e, 7600, . 4.136

5

loj
seklinde olur.
Acisal momentum operatoriiniin karesi

J? Casimir operatdrii ayrica bir skaler operatdr oldugundan,

F=c ey | 4137
seklinde yazilabilir.

(ajm|J?|@T'm') = (G +1)6 108 ;6 it? 4.138
esitliginden,

e 7=, 3G + 18,8 2 4.139

esitligi bulunur.
Acisal momentum operatorii
Agisal momentum operatdrii, J' vektSr operatoriiniin 6zel bir halidir.

Matris elemaninin hesaplanmasi J, § ile basitlestirilmistir.

<a7m‘J(;f'a,7m'> = c(_i)maw'5ji'5mm’h 4.140
ve
NIG+D) '
oldugundan,
a7l = cc,ifi G+ 16 .06 4.142

esitligi elde edilir. Burada dikkate alinacak olan & = _Zhﬁ operatdriniin 1 spin
i¢in indirgenmis matris elemanlari,

[ a1,

[QE“G | E} = cc%z«/gé'aa. 4.143

seklinde olurlar.
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J'vektér operatoriiniin indirgenmis matris elemanlari standart bazin
karakteristik denklemlerinin agiklanmasina imkan verirler. Gergekten, J, ve J,

operatorlerinin matris elemanlarina Wigner-Eckart teoreminin uygulanmasiyla,

~

J|afm') = 225G+ D £1m'| jm)6 6
Ji|aGm') = =G +D{10m'| jm) 6
denklemleri elde edilir. Bu nedenle operatorlerin ketlere uygulanmast,
J.|afm) =27 +D){1j £1m| jm £ 1) ajm + 1)
Jy|ajm) = =i +1D){170m| jm)| ajm)

seklinde olur.

(edim 4.144

(afm

4.145

Gradyent operatorii
Bu operatdr V' vektor operatdriiniin bir Srnegidir. Operatoriin indirgenmis

matris elemanlarn gradyent formiiliinden tiiretilir. Yani operator,

<r7’m'|V1|gl~m> = Id9d¢1sin 91?',5* (0,¢)V}_,g(r)};,z 6,9)
§2

1 4.146
= F(llmll'm}El'“W“gl]

esitligine sahiptir.

3 boyutlu donme matris elemaninin indirgenmis matris elemam

r (S U(2)d,u) igindeki ﬁ,{,m fonksiyonlarinin bazindaki f),{fzm,z carpim
operatdriiniin matris elemanlar1 oldugunu dikkate alir. Matris elemant,

<m{j1m1 “l'jr{tz:nz |m;73 m3> = _“d#DA;ﬁm (U)ﬁ,i:n (U)f)j}* (U)

mams

it
= ;’:1 (Jadsmams| jym, ) jsmyms ]| jymy) 4.147
. Cj—mmm i i |D5 s |
esitligine sahiptir. Bu nedenle,
b s = ¢, S s o 4148

olur.
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3 boyutlu kiiresel harmoniklerin indirgenmis matris elemani
LZ(Sz,dzfz) igindeki ¥ fonksiyonlarmin bazindaki F: carpim

operatorlerinin,

(adm, [Pk |aslmy) = 6,,, [d0dpsingY}(0,0)Y) (6,0)Y}: (6,0)
B

asl, ]

matris elemanlarimi dikkate alir. Matris elemami Y! ve DY fonksiyonlari

4.149

_ %<lzl3m2m3 1m, Yt
1

arasindaki bagintiy1 izler, matris elemani 3 boyutlu donme matris elemanlariyla,

., 7 ”a313]= (—ic)=*67h —(i‘izz [011“1552‘

471)%

denklemiyle iliski kurar, bu nedenle,

01, ]50, 4.150

L,
NJar
l

1L (1 !
— (—jpYathh -1 L+ “1%2%3 | 71 2 3 S
(et (e 222 0 s,

N7

olur. Simetri ozelligi C.G. katsayisimin 7, +/, +I, olmasi gerektigini belirtir.

[all‘ ”I;IZ '0!313 ] = (—ic)"*hh

(1,1,001,0)5, 5,
4.151

(1,1,001,0) C.G. katsayisinun degeri 6zel deger tablolarindan alinmistir.

Genellestirilmis, ¢iftlenmis izdiisiim tensor operatoriiniin indirgenmis
matris elemany

4.113 denklemi veya 4.129 denklemi kullanilarak bu operatériin kiiresel
bileseninin hesaplanan matris elemaniyla sonu¢ saglanir. Boylece operatériin

matris elemani,

BV e )= e, (-1 G016 00618 4152

aa; aey ™ fj

seklinde olur.
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4.3.3.3. Operatorlerin tensor carpiminin indirgenmis matris elemanlari,
Lande formiilii

iki uzayimn direkt carpiminda indirgenmis matris elemanlar:
s . ) K\l et gy oe y .
amsy M, =] G0a@4 08 @ [iiws@Y ] pinin

indirgenmis matris eleman: tipinin ifadesini elde etmektir. Burada (1) ve (2) iki

farkli uzayi, bu uzaylarin her birinde tanimli indirgenmis matris elemanlarinin
carpim terimlerini kapsar. Gozlemin tensorel noktasindan M indirgenmis matris

elemani 4.125 denklemi birlestirme semasina,

TSI IRV TE 4.153
seklinde bagli olan bir skalerdir. Bu birlestirme semasi, benzer uzaya bagh
birlesik nesnelere yerlestirilmis swralamada 9, sembolleri birlestirilmis

katsayilarin anlamiyla degistirilmis olabilir. Boylece,

hody Jh LT
PILAN.S VAN S AN 5811 4.154

R oL N 10
denklemi elde edilir. Bu dusiinceler dikkate alinan tensoriin dogasindan
bagimsizdir. Boylece, {{J kl}l1 j{}', (1) uzaymndaki bir matris elemaniyla
ortaklanmustir. Bu nedenle bu nesne invaryanttir ve /=0 ve [, = j| esitliklerine

sahip olmalidir. Tekrar birlesmis doniistimlerin temsili grafik temsili anlamindadir

ve béylece,

k
k
{‘ql W/, @Y {Akl He4 > (2)}

I (2)}7} -

o (2 Ty .
Sk Ky K J1”A Jl} a4 ”12 = 4.155
]1]2 jl .t jr

ATl

indirgeme formiilii tiiretilir. Ozel bir durumda 4.136 denkiemi kullanilarak 6zdes

Kk ky K {jl 42

ioJy

olan A% ve A% operatdrlerinin 6zdes indirgeme formiiliinden,
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BROYREY Fte (T e v

~, jl jZ ]
cj]% 0 k, k, Bz“Akz lj;]sjlj{
VA

=c, (_l)j,+j3+k2+j’ﬁf{j:2, J’ i }L “AkZ Jz }}m

bor@pa ofosey b

S TR PR
J-j k 0 k I;nAklljl}Uv

2!

Ui o
=c; (- 1/ivhr) G {j’ g JZ}E ‘IAkl“-]l}Jl
1

denklemleri elde edilir. Ikinci sonug ayrica 1 ve 2 altyazimlarinin ilk denklemde

4.156

yerlerinin degistirilmesiyle elde edilebilir. (—1)"*>7/*i*2"/" cosalmadan sonra
braket i¢inde birlesmenin sirasinin degismesi taniminda verilir.

Benzer uzay iizerinde isleyen iki tensér operatoriin tensorel

carpimmin indirgenmis matris elemam

A% ve A* operatérlerinin indirgenmis matris elemanlarmin carpimlariyla

ilgili olarak M, = [a Js

{A"' ® A" }k Ha’ j ’il ifade edilir. 4.115 denklemiyle verilen

son bagmtinin formu altinda bu iki operatdr Ozdesligi arasinda onceden
gosterilmistir. M, indirgenmis matris elemant bir skalerdir ve

(il Gy e el
birlesmis semasina baghdir. Asagidaki diyagramda goriilen tekrar birlestirmeyle
doéniisiim j,k,,j" ve j",k,,j' indisleriyle birlikte koyulabilir. Indislerin bu iki
grubu sirasiyla 4% ve A* operatorlerinin indirgenmis matris elemanlariyla
ortaklanmistir ve bu nedenle sifira birlestirilmislerdir. Kare 6; sembollerini

kullana}ak,

i, —Zc (_1)2,7”(/«1 J" jj(j " /q](j j 0][0 J j'j
J’klokz ko JNJ JENS 0 0) 4156
E‘]”Akl :EZ” " Akz

123



ve

_ajll{‘l", ® Ak }“ajil = ch" (——1)f'+k1—k—j~ ’\kﬂ~ [] j k.llj
o

L kj'\k, k ]

ajHA"‘ “a” " Ak a’j’]z (—1)"""‘*"3”"1;ch.{ j T kl} 4.157
ek, kO

e Fe o

denklemleri bulunur.

4.3.3.4. Lande formiilii
Yukaridaki indirgeme formiiliinde &, =%, ve k=0 o6zel halinde 4.157
denklemi,
flos |-

S Z (= DM_I E’J ”Ak :E‘ ”a J ,]
o

haline gelir. Bu sonug herhangi bir A' vektoér operatérii ve J' agisal momentum

e

4.158

operatdriine uygulandiginda J' agisal momentum operatdriiniin  indirgenmis
matris elemant degeri kullanilarak,

[aj”ifl”a'j’]= ¢ 2 ﬁ{aj {Jl ® Al}o
An ol

seklinde bulunur. Bu denklemde 4'=J' ayan yapildiginda 4.139 denkleminde

4.159

verilen J2 operatoriiniin indirgenmis matris elemani elde edilir.
4.159 denkleminin anlami Lande formiiliintin tiiretilmesini saglar. C.G.
katsayist benzer iki matris elemani i¢in Wigner—Eckart teoreminin iginde
bulundugundan,
(aim|a]aim) lafdle] & 7}
)~ G] 70 7 Ak

4.160

seklinde olur ve boylece Lande formiilii bulunur:
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G 2l A el

~ <a]’m p' .Zla’7m>
T U+

<ajmlA;|a'7m’> =
4.161

<a}m IJ E l ajm'>h 2

Bu formiil durumlart verilen a ve j ile alt uzay iginde herhangi bir A vektor

operatorii, agisal momentum operatdrii ve <a]m’,7.;1’a7m>h'2 oranti

JjU+1
faktoriiniin bir multiplesidir.

J!' (.7 .;1) ozel vektor operatoriine Lande formiiliiniin uygulanmasiyla,

RN afmjz(]./])a’fm A~ L
<a]m’J;Q.A)ajm>=< ’j(j+1)| ><a]mlJ:‘}ajm>h 2 1162
= <afm Ij }i‘ a’7m><ajm ‘J ; l a}m’>
esitligi bulunur ve tekrar uygulanan Lande formiiliiyle,
- o~ B2 . e =) o~
(ajm|Al|aTm') = (ajm|stG.A)aTm) 4.163

G+

2 ~ f— — -
——J!U.4) operatérii, verilen j ile alt uzay icinde J
JjG+n -~ ¢4)

esitligi bulunur.

boyunca A’nin bilesenidir. A’nm bu bileseni yalnizca 4.163 denklemi

durumundan bu vektér operatoriin beklenen degerine katkida bulunur. Bu ortadan
kalkmis J ye dik A’nin bilesenlerinin ima edilen beklenen degeri A’nm
yaklasik J yalpasina baghdir.

Lande formiliinin uygulamasmin Omegi olarak 2,J2%,5%,J°
operatdrlerinin bir ‘lsf‘m> ozvektoriindeki magnetik momentin beklenen degerini
hesaplamaliy1z. Magnetik momentten,

,uzyo(glf+g53) 4.164
anlasilir. Burada x, magnetonlarin birimidir ve g, ve g, magnetik oranlara

baglidir. Magnetik moment 6zvektorle,
<lsfm ‘.7 . [1\ lsfm>
G+

<ls]’m ‘ y; I 137m> = <Zsfm lJ Z, ‘ lsfm>h 2 4.165

esitligine sahiptir.
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j:‘z_i_g! j'ﬁz%((gl—gsﬁz-i_(gs—gl)§2+(gl+g5)72) 4166

1
']m'

<lsjm ls7m> = c(=i)mho ,, 4.167
esitliginden magnetik moment,

<lsjm } ,u;,.’lsfm> = —icu,hm

CNUAD-ss+D 1
(e DD v ),

seklinde olur. Burada kare braketlerdeki nicelik Lande faktorii olarak bilinir.

4.168

4.4. Kuantum Mekaniginde Rijit Doniicii

Bir rijit cisim kuantum mekaniginde kesikli veya siirekli harekette bastan
sona sabit kalan noktalarin tiim ciftleri arasindaki mesafeler kisitlamalara konu
olan biiyiik noktalarin stirekli kiimesi olarak tanimlanmistir. Rijit cisim tanim
icine alman swralamada zorlamayla her bir serbestlik derecesiyle ortaklanmis
genellestirilmis koordinatlarin ortaya konmasiyla takip eder. Rijit cismin
konfigiirasyonu tamamiyla rijit cisme baglaﬁmls ortonormal referans cercevesi 3-
boyutlu nokta uzayinda yerlestirmeyle tamamen belirlenmistir ve gercek veya
sabitlenmis cisim referans c¢ercevesi adiyla anilir. Herhangi bir sabitlenmis
ortonormal referans cercevesine gelince, rijit cisim gercek eksenin belirlenmis
orjininde 3 koordinata gerek duyar ve ayrica sabitlenmis cisme gore gercek
eksenin diger 3 parametreyle agik¢a belirtilir. Bu son 3 genellestirilmis koordinat
parametreyle Omek olabilir, parametreler gercek eksen iizerinde sabitlenmis
ortonormal bazin dénmelerini belirler. Rijit cisimin yalniz kiitle merkezi etrafinda
stirtiinmesiz serbest donme kuvvetini hesaba katacagiz, bu kuvvet ayrica “a la
Painsot” hareketi olarak bilinir. Rijit doniicliniin kuantum mekaniginde
tanimlanmasi, bu sistemin durumunun ddnmeyle yani Euler agilariyla

belirlendigini hesaba katar.
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4.4.1. Bir Rijit Doniiciiniin Klasik Mekanigi

Kinematik

w, sabitlenmis kiitle merkezinin etrafinda dénen rijit doniiciiniin a
Galilean ortonormal bazina gore agisal hizi belirtir. Bu sistemin herhangi bir M
noktasimin v hizi,

OM =F, ¥ =wx7 4.169
seklinde belirtilir. O noktas etrafinda toplam agisal momentum,

L= [am7xv = [am7x (wxF) = [om{fr® —7 (7)) 4.170
esitligiyle verilir. Burada Stieltjes integrali tek parga rijit cisim tizerinden alinir ve
cift vektor carpim ifadesi kullanilir. Bu nedenle agisal momentum,

L=TIw 4.171
seklinde tamimli bir lineer 7 gonderimi ve agisal hizla ilgilidir. / gonderimi atalet
tensorii olarak bilinir ve dikkate alinan donmenin bir 6zelligidir. Herhangi bir (e, )

ortonormal bazina gore atalet tensori,

4

F=x'e, w=we, szLiei, L =Iw
d 4,172
I, = I5m(rzéy —xix’)

seklinde kararlidir. (I ,.j) matrisinin reel simetrisi gercek ortonormal baz yaratir.

a' =(e]) belirtilen baz atalet tensoriinii kdsegenlestirir. Bu dzvektorler ataletin
baglica eksenlerini belirler ve 6zdegerler ataletinin baslica momentleridir. Agisal
momentum bilesenleri indis tizerinden toplanmadan,

L =Iw" 4.173

seklinde olur. O noktasi etrafinda K dinamik momentumu L agisal

momentumunun zamana goére tiirevinin iki teriminin islemi olarak

g=9E_| L\ oul=|%| o 4.174
dt dt ) at )
: s dL -
seklinde yazilabilir. Burada (E] gercek bazdaki L agisal momentumunun
int

bilesenlerinin zamana gore tiirevine karsibk gelen a'=(e;) bazina gore

127



bilesenleri olarak vektsr belirti. Bu nedenle K dinamik momentumunun
bilesenleri a' = (e]) bazinda,
Kl =Iw'—w?w?3(I,-1,)
K, =Lw? -w’w'(,~1,) ’ 4.175
K} =Iw? -w'w?({, -1,)

seklinde olur. 4.169,171 denklemlerinden O noktasi etrafinda, hareketin kinetik

enerjisi,
1 , 1 I | -
T=—J5mv -—Ié‘mv.wxr =—w J‘é’mrxv
2
) ! 1 4.176
=—wl =—wIw==Iw?
2 2 2

formunu kazanir. Burada 7 ddnme ekseni etrafinda atalet momentidir. Gergek

a' = (e;) bazinda kinetik enerji,
1w, . 1 L)H)?
TZEZL(W”)Z =—2"—Z‘(71)—' 4.177

ozelliklerine sahiptir. R(f) gercek a’'=(e;) bazi iistiine Galilean a=(e,)
ortonormal bazim getiren,

a'=R(t)a, e, (t)=R(t)e, 4.178
zamandan bagimsiz donmesiyle herhangi bir M noktasmin hareketi

OM =7 = R(¢)7, 4.179
seklinde olur. Burada 7,, M noktasinin gercek a'=(e;) bazindaki ilk
konumudur. Bir noktayla olagan zaman tiirevi belirtilmesi,

¥ = R()F, = ROR(t)'7 = wx F 4.180
seklinde olur. Bu bagmt1 doniiciiniin tiim noktalan igin gegerli oldugundan lineer
operatorler arasinda esitlik,

R(OR(t)™ = wx 4.181
denklemine sahip olmalidir. ¢,8,y Euler agilariyla,

R(t) = R(p,0,y;a) 4.182
yerlestirmesiyle agisal huzin gercek a’ = (e]) bazina gore w'’ bilesenlerinin ifadesi

elde edilmelidir. 4.178,179 denklemlerinden gergek a'=(e]) bazina gore
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R(¢)R(t)" donmesinin matris temsili Galilean a = (e,) ortonormal bazina gére

R(t)R(t) donmesinin matris temsiline denklik,

0 _ WI3 W!Z
Ry, 000, R@,0,50) )=| w0 —w! 4.183
. WIZ wll 0

matris denklemine sahiptir. Burada (R(¢,9,l//;a)3.) biiylikliigli a =(e,) bazina

gore Euler agilarryla verilmistir. Boylece temsil bazdaki w agisal hizin

bilesenlerini,
w'! = —@sinfcosy +Osiny
w'? = gsinfsiny + 6 cosy 4.184

w? = gpcosf+yr

seklinde saglar. Aslinda dt kez w' bilesenleri SO(3) grubunun aktif bakis
noktasmin sonsuz kiigiik yer degistirmesinin akraba bilesenlerine denktir. Bu
sonug ilgili bilesenlerinin yorumunu takip eder.

Dinamik

Bir rijit cisim igin Euler denklemleri ve 4.175 denkleminden ortaya ¢ikan
hareketin sabit noktast O noktas: etrafinda K dinamik momentumuna benzer
nokta etrafinda toplam torka esittir. Herhangi bir uygulanan tork denklemlerinin
yoklugunda,

Iw" =w?w?(I,-1,)

Lw? =w’w'(I, - 1) 4.185

IW? =w'w?(, -1,)
hareketin burada olan hazir iki denklemin toplam agisal momentum ve toplam
enerji i¢in korunum yasalarini izlemesinden yani T kinetik enerji ve L toplam

agisal momentum yasalarmni izlemesinden bu denklemlere indirgenirler. Boylece
herhangi bir Galilean a=(e,) ortonormal bazina gore L toplam agisal

momentumun bilegenleri zaman iginde sabit kalir. Hareketin yukaridaki
integrallerinin kullanimi ekliptik fonksiyonlarla ilgili olarak biitiinliigii 4.186

denklemini tanimlamaya yeterlidir.
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I, =1, ile rijit doniicti simetriksel doruk olarak bilinir. 4.185
denkleminden, gercek a’ = (e]) bazinda L toplam agisal momentumunun ILw"?
bileseni hareketin bir sabitidir. Benzer olarak, bilesen I, = I, = I, olarak kabul

edilirse, ger¢ek a'=(e;) bazinda L toplam ag1sal momentumunun 3 bileseni her
durumda hareket sabitleridir.

Lagrangian ve Hamiltonyen formalizmlerinin kisa agiklamasiyla

kuantizasyonun bu formalizmlere uygun oldugu goriiliir. Genelestirilmis ¢,8,w

koordinatlarinin terimlerinde serbest rijit doniiciiniin Lagrangian1 4.177,184

denklemlerinden,
a1
L(¢703W:¢’9:V/) = _Z'T
1 - .. -
=E(I1 {—qpsmecosw+95my/}2 4.186

+I—2 {gbsin@sinx// + écosw}2+ f3 {pcosd + W}z)
seklinde olur. ¢,6, Euler acilar1 i¢cin hareketin onceden hazirlanmis

denklemlerden Euler-Lagrange diferansiyel denklemleri,

doL_o dal @l . dal oL _ 4187
dt 0¢ dt 06 00 dt oy Oy

seklinde olur. {lk denklemde ¢ genellestirilmis koordinati devirlidir, yani

Lagrangian i¢inde goriinmez. Genellestirilmis moment,
el aL

Pe=se Pe=p Pu=os 4.188

seklindedir. O noktasi etrafinda Galilean a = (e;) ortonormal bazinin dénmesinin

agisma genellestirilmis momentum ¢eker. Bu nedenle,

p, =Le, 4.189
ve ayrica,
p, =L () 4.190

6zelliklerine sahip olunur. ¢ genellestirilmis koordinat: devirli oldugundan Euler-
Lagrange diferansiyel denklemlerinden izlenen genellestirilmis p, momentumu

korunumlu olur. Bu sonu¢ toplam agisal momentum korunumundan biliniyor.
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Lagrangian ¢,0,1 iginde kuadratik oldugundan genellestirilmis moment bu

degiskenlerin lineer homojen fonksiyonudur. Bu agiklamalarin tersine

cevrilmesiyle Hamiltonyen,

1 .
H(¢,0,w,p¢,pg,pw)=ET 4.191

seklinde ortaya ¢ikarilir. Hamiltonyen de genellestirilmis momentte kuadratiktir.

Ornegin I, = I, oldugunu kabul ederek,

1 1 2cosf 1 1 1
H=—= 2"‘_ + = 2+ —cot 2t+:—— 2 4192
2{11sin29p¢ TsmiolePv TP [1 &1TT, Py

1 3

denklemine ulasilir. Her biri devirli degisken olan ¢ ve w ye dikkate alan
momentum bileseni p, ve p, gibi sabittir. Nitekim 3. eksen boyunca toplam

ag1sal momentum bilesenin korunum yasasini tekrar elde edilir.

4.4.2. Kuantum Mekaniginde Rijit Doniiciiniin Tanimlanmasi

Olgiilebilir degerler ve durumlar

Temel olciilebilir degerlerin E, uzaymm ortonormal a bazina uygun

olarak tammlanmis @,0,1 acisal operatorleri ve genellestirilmis PpsDos D,
momentum operatdrleri kuantum mekaniginde bir rijit doniici tanimlar. Bu
operatorler komiitasyon bagintilarina,

lo.p, =73, [6.p,]=83, |v.p,|=inS 4.193

seklinde uyarlar ve diger tiim operatdrler sifir olurlar. Bu bagntilar klasik

kuantize sisteme kanoniksel islemden takip edilir. Yani kuantum mekanigindeki
operatorlerin komiitatorle (#2)™' kez herhangi iki klasik degiskenin yerine
gecmesiyle Poisson braketleri olusur,

Komiitlii 6l¢iilebilir degerlerin tam kiimesinden #,0,17 acisal operatorleri
spektrumu tamimla SU(2) grubu i¢in siirekli ve nondejeneredir.

Euler agilar1 tiim parametre uzayin: boydan boya kapsamina alir.

Ozvektorler sonsuz forma sahiptir ve normalizasyon sartiyla,
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¢ ¢

6 t|a;00w) =0 t|a;00y),

v v

(a;(pet// a; (0'9'!//'> =8(p—@")6(cosf —cosONS(w —y") - 4194

]' r r r
=——5(p- )56 -0)5(w —y)
sind
seklinde tanimlan segilir. ¢,8, ve Dy»Pg» P, operatorleri lizerinde isledikleri F
uzayina | a; pOy ) vektorleriyle bagh olarak tammlanurlar.

[du(p.6.)

SU(2)

a, 00y Y a; 0y | = 3, 4.195

kaplama kisim bagintisina sahiptir. Burada d,u(qJ,H, w) olglisii. SU(2) grubu

iistiinde invaryanttir.

( a;¢6?t//>) bazinda p,, p,,p, operatorlerinin matris elemanlari,
(3080 |p, |30 = ~ih——5'(9 = 956 -0)8(y 1),

(000 |polasp'y') =~ —— 3~ ¢)5O-0)S(w -y, 419
(000 b, |90V =-ih—— 8(p ~ )30~ 0)5 ()

seklinde olurlar.

Fiziksel durumlar F uzayindaki normalize edilebilir ] f ) vektorleriyle

ortaklanmuglardir. (|

a; qoéh//)) bazina uyumuyla,

1£)=" [du(p.0,v)|a:060)f.(9.0.v)
- ) 4197
(F1f)= jdﬂ(¢,9,w)|fa(¢,€,w)| <
SU@)

bagintisina sahiptir. Burada fa(¢,9, l//)=<a;(0€w| f > dalga fonksiyonlar
invaryant dy((o,e, 1//) olgiisiiyle SU(2) grubu iizerinde tanimli integrallenebilir

L (SU (2),dy) kare fonksiyonlarmin Hilbert uzayina aittirler. Bu fonksiyonlara

tam ortonormal baz {(Z]—)Ji{m (go,e,y/)} fonksiyonlar1 formlarinin kiimesi de
V1
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denir. Dalga fonksiyonlart uzayindaki genellestirilmis p,,p,,p, momentum
operatorlerinin temsilleri sirasiyla —ihd,,,~ih0,,~ih0, ye denktir. p, operatori

i¢in bu sonug 4.197 denkleminden,

(@000 |p,| f)= [du(o.0,w)a 00w |p,|a;0'0v)f,(¢',0,v")
SU(2) 4.198
= —iha¢fa (9,0,y)

seklinde olur.

Do6nme grubu temsilinin karahhgi

Kararlilik, |a;(09w> baz vektorlerinin doniisiim yasasim kesin olarak
belirlemeye yeterlidir. Dénme grubunun fazina temsillerin kalkmasi durum tarifi
icinde diizenli verilir, temsiller SU(2) grubunun gercek temsilleridirler. Euler
acilart SU(2) grubunun se¢imine sahiptir. SU(2) grubu yalnizca dénmenin Euler
acilart olarak degisimini kisitlar. Tamamen belirlenmis bir kuantum sisteminin
klasik mekanikteki benzeri rijit doniiciidir. Bu durumda ]a; (péh,//) vektorii
normalize edilemediginden fiziksel durumlarmn Hilbert uzayma ait degildir.
Sabitlenmis @ bazina uygun Euler agilariyla vektoriin belirlenmis olan gergek

ekseni rijit doniiciiniin tanim1 olarak yorumlanabilir. Boylece iiniter D[SU(2)]

temsiliyle herhangi bir R=R(U;a) donmesi altinda

a,py) vektoriiniin
doniisiim yasast,

VYU e SU(2) { Y a;p6y) = D(U)

a; 0y ) =
seklinde aynlr. Bu denklemdeki Ufp,8,w} SU(2) grubu igindeki

a;U{p,0, y/}> 4.199

U =U(9,0,y) matrisinin Euler agilarin1 belirtir. Herhangi bir [ f > durumu

SU(2) grubu i¢indeki tiim U elemanlart igin,
V) =DW)\ )= [due.0.v)|" a:00v)f,(0.0,)

SU(2)

= [dutp.0.v)|a;p0v) 1. U .00

SU(2)

4.200

denklemine sahiptir. Bu denklemde &l¢iiniin invaryansi kullanilmistir. Bu sekilde

R = R(U;a) donmesi altinda f, dalga fonksiyonlarinn doniisiim yasasi,
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f,-'f, = DU,
Ut (0.0.0)= F, (U .0,¥)

seklinde bulunur. Bu sonug ayrica ﬁ(U ) operatoriiniin iiniter karakterinden,

(a;Wlﬁ(U)l f)= <U“a;¢9y/’ f> 4202

4.201

seklinde dogrudan c¢ikanlir. Nitekim, dalga fonksiyonlar1 uzayindaki SU(2)

grubunun yukarda temsilinde verilen baz i¢in bu grubun sol kuralli temsiliyle ayni
olur.

Sonsuz kii¢iik jeneratorler
J? Casimir ve J ,.,j . operatorlerinin ifadeleri,
Jo=nJ!, J.=nJ., J*=r*J") 4203
seklinde olur. J, operatoriiniin,

J, = p, =—ihd, 4.204
seklinde p, operatoriine 6zdesligi klasik dzelliklerle anlagmasinda dikkate alinur.
Euclidyen E, vektor uzayryla SU(2) grubunun dikkate alinan temsilinin Lie
cebrinin ayni oldugunu gostererek bu uzayin a = (e;) ortonormal baziyla uyumlu
J, bilesenlerine sahip bir vektor olarak J agisal momentum operatdrii,

J=>Je, 4.205
seklinde tanimlanir.

Gergek sonsuz kigiik 7/, jeneratorleri SU(2) grubunun sol diizenli
temsilinin 7] gergek sonsuz kiigiik jeneratorlerinden,

I, =hl =-hJ] 4.206
seklinde tamimlanir. Buradaki J; bilesenleri SU(2) grubunun sag diizenli
temsilinin sonsuz kii¢iik jeneratorleridir. I, jeneratdrlerinin ¢,6,y agilarina

uygulanmasinin ifadesi I, jeneratoriiniin genellestirilmis p, momentumuna,

I, =p, =—ihd, 4207

134



seklinde denk oldugunu géstermelidir. 4.189 denklemi I, jeneratérlerinin klasik

mekanikteki karsiliklarin belirtir. Ornegin 4.196 denkleminden,

Jr=r 4208
esitligine sahiptir ve I, jeneratérler, ’
Vo1 |=0 [1,1,]=-nY 6,1, 4209
k

komiitasyon bagmtilarina uyarlar. Bu komiitasyon bagintilarindaki isaretlerin
degisimi J ; operatdrlerini /; jeneratdrlerine benzetir.
Kuantum mekaniginde gercek sonsuz kiigiik I, jeneratorleri J agisal

momentum operatdriiniin  izdiisiimiine uygun operatorlerdir. Gergek baz

vektorlerin bir bagka tanimlamasi,
a'=(e}) e =RU;a)e, 4210

seklinde yapilabilir. Oyle ki, 7, jeneratorleri &, ve fiif carpim operatorlerine gore

I,=J&=JR/ =RJ, 4211
seklinde olurlar.
Boylece,
. , .
e =DU)DU(a,e;a)DWU) = DlU(a,e;a)] 4212

sonucu ¢ikarilir, dyle ki, 7, jeneratorleri é, carpim operatorleriyle kesinle@tifilmi§

gercek eksen etrafinda donmelerin sonsuz kiiclik jeneratorleri olarak

yorumlanabilirler. Boylece,

i

el 5ol N
e’ Ie" =IR(a—e); 4213
bagntis1 kurulur. Burada,

R(a,—€))e, = e,R(a,~€))" 4214
durumu vardir. 7, jeneratdrlerinin yukaridaki yorumundan, 4.213 denklemi

gergek e,' baz vektorleri etrafinda « agistyla donme halinde gercek sonsuz kiigiik

jeneratdrlerin doniisiim yasasini ifade eder. 4.213 denkleminin sol kismi yalnizca

I, jeneratorierinin komiitasyon bagmntilar iizerinden bagli olur. -I; operatérleri
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4.209 denkleminden J,’ler gibi benzer komiitasyon bagintilarina sahip olurlar.

Ayrica, J, ler,
e‘%a"’J je%a]i =J,R(a,e, 'j‘
esitligini dogrularlar. Burada,
R(a,e)e; = ekR(a,e‘.)'j‘.
durumu vardir. Bundan dolay,

~2(-a)-1;) Lcax-1
e

(-1,)e’ =(-I,)R(-a,e, )’J‘.
bagntisiyla bildirilen sonuca sahiptir. Ozellikle,

i,

U,=e?
notasyonuyla, & = 7 donmesi igin,

ULU" =25, -1,

it i
bulunur. Yukaridaki bagmntidan exp—%;z[ ; serisinin gelisimi,
i=j UU,=U;'U,

seklinde olur.

Standart baz, bir iiclii (Triad) iizerinden baglhihk

4.215

4.216

4.217

4.218

4219

4.220

Burada dénmenin bakisinin aktif ve pasif noktalariyla ilgili bir tglii

iizerinden standart baza bagli olma tekrar edilecektir. Dikkate alinmis temsile

spesifik olan ozellikler aktarilacaktir.

J 2,j3,f3 operatorleri komiitlii Slgiilebilir degerlerin bir tam kiimesini

bigimlendirir. Gergekten,

|a;Fmk) = | du(co,@,w)la;co@lﬂ)%ﬁ,iz ©.0.%)

SU(2)

vektorleri bir yaygin standart bazi,
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72 .
J R j(j+1)

j'3 ’a;?mk> =<hm a;jmk>

j3 hk

ji a;]N'mk>’= hJj(j +)—-m(m= 1)1a;]~'m i1k> 4.222
I, a;j'mk>=hJj(j+1)—k(k¢1)|a;7mk¢1>

seklinde  belirler.  Ayrica, {(f—jDA,ﬁk } fonksiyonlarinin  kiimesi
T

L (SU 2), d,u)’n'un bir tam ortonormal bazi oldugundan, bu vektorler fiziksel

durumlarin Hilbert uzayinin bir tam ortonormal bazini,

a;fmkxa;jmk‘ =3,
ok 4223
<a Jmk'a J'm'k > 0,0, Ou

7O mm
seklinde bigimlendirirler. 4.222 denklemlerinin karsilagtirtimasiyla m kuantum
sayist Uzerine igleyen ji operatdrlerine benzer olarak k& kuantum sayisi {izerine
isleyen I, operatorlerinin oldugu goriiliir. Bu nedenle, J, Y , operatdrlerinin
m kuantum sayisi iizerine islemeleri gibi I 1,f z,f ; operatorlert £ kuantum sayist

iizerine islerler. Gercek eksen etrafinda « agisiyla donme altinda ‘a; jmk>

vektorlerinin déniisiim yasasi,

e—%m]I ’a;jmk> = ‘a; 7mk'>ei%(k’_k)d 5. (@)
e n a;]~'mk> =d}, (a)}a;]N'mk’> 4224
e—éa{3 |a;7mk> =g % a;7mk>

seklinde oldugu sonucu ¢ikarilir. Ogzellikle, o =7 donmesi i¢in 4.219

denkleminde belirtilen notasyon kullanilarak,

. a;fmk> = e“i’gla;j'm - k>
J|as Jmk) = (=1)*|a; jm ~ k) 4.225
X a;fmk> = e""‘k}a;fmk>
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sonuglart bulunur. Yukaridaki bagintilardan U, operatérlerinin 1,2,3 *iin devirli

permiitasyonu i, j,k indisleriyle

U,.Uj.:U,:1 4226
seklinde oldugu kolayca dogrulanir. Bu baginti 4.220 denkleminin iki kez
kullanilmasiyla

UU, =U, 4227

oldugunu ima eder. Ayrica altuzay dahilinde verilen ; indisi i¢in U,
operatorlerinin

Ul=(-D¥3 4.228
oldugunu isaret etmelidir. Bundan dolayi, SU(2) grubunun bir ¢ift temsili ve
boylece j indisinin tam say1 degerleri i¢in, U, operatorleri karisiktirlar ve iiniter

oluslarindan Hermityendirler.

4.4.3. Kuantum Mekaniginde Serbest Rijit Doniiciiniin Dinamigi
Klasik mekanikteki gibi, aktif bakis noktasindan rijit doniicii bir reel
pozitif ve simetrik atalet tensoriiyle karakterize edilerek tanimlanmistir. Simdi,

atalet tensorii dikkate alinan ataletin ilk ekseni boyunca yatan gercek e;

vektorleridir. Ataletin ilk momentleri 7, *lerdir.

Kuantum mekaniginde klasik Hamiltonyenin yerini tutan serbest

déniiciiniin Hamiltonyeni,
~ 1l ()
H==) > 4.229
22,-: I,
seklindedir. Bu ifade ayrica asimetriksel zirve denklemi olarak da bilinir. Sorun,
bu Hamiltonyenin &zdurumlarmi bulmaktir. Komiitasyon bagmtilarinin oldugu

4.207 denklemi Hamiltonyenin J?> ve J , operatorleriyle komiit oldugunu belirtir.

Bu sonu¢ dénme grubu altinda Hamiltonyenin invaryansinin oldugunu ve agisal
momentumun Kkorunacagini gosterir. Boylece, Klasik acisal momentumun
Galilean bazina benzer bir uyumla kuantum mekaniksel agisal momentumun

3.bileseni sabit kalir yani korunumludur. Hamiltonyenin 6zvektorleri,
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I:Ila;EJN'm>=Ejm

@i Em), |ai Em)=ck,,

a; Jmk) 4.230
formunda ifade edilirler. cg.m katsayilari ve £, enerjileri,

(a; jmk|H|a; Fmk')ck,, = E ¢}, 4231
ozdegerler probleminin ¢dziimiiyle belirlenirler. Yalmzca sifirdan farkli matris
elemanlarina yol gosteren 4.222 denkleminden Hamiltonyenin yukaridaki matris

elemanlan,

(a; jmk|(1,)*

hzé—(j(j+1)~k2)

a; 7mk> = <a;fmkl([2)2]a; 7mk> =

(a; jmk +£2|(1,)? | a; Fmk) = ~(a; jmk +2|(1,)?|a; Fmk) = 4232

hz%((j$k)(j$k+1)(j—"‘}-k—1)(j$k+2))%,

<a;fmk‘(l3)2’a;7mk>=h2k2
seklinde hesaplanirlar.

Matris elemanlannin uzaymn boyutu gercek eksen etrafinda 7 dénmesi
altinda Hamiltonyenin simetri Ozelliklerinin avantajiyla diizenli olarak
azaltilmasiyla 6zdeger problemi ¢oziiliir. 4.219 denkleminden goriildiigii gibi
gercekten Hamiltonyen U, operatérleriyle komiittiir. U, operatérleri 4.226,227
denklemlerine bagli olduklarindan yalnizca ikisi bagmmsizdir. Ayrica U,
operatrleri Hermityendir ve yalniz j kuantum sayisinin / tam say: degerleri igin

slciilebilir degerleri olabilir. Ozdeger probleminin bu son halinde,

a;ka> +e(~1)*

—\/%—| a;ZNm —k>, e=4+1, ktekveya ¢ift 4233
ortonormal fonksiyonlar1 tarafindan 4 uzayin her birinde ¢oziilmiis olabilir. Bu
fonksiyonlar A, =+1 dzdegerleriyle U, operatdrlerinin ozdurumlari,

A=Ay Ay =8, Ay =(=DF 4.234
seklindedirler.

4208 denkleminin kullanilmastyla I, =1, ile simetriksel zirve

Hamiltonyeni,
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1T (1 1Y) -,
H=—|=+=—-=|;) 42
2{11 (13 ]lj( 3)} 35

seklinde olur. I, operatériiniin Hamiltonyenle komiit olmasindan dolay: klasik
mekanikteki gibi agisal momentumun bu gergek bilesenlerinin korunumlu oldugu
ortaya cikar. Boylece Hamiltonyenin ozdurumlar J 2,.73,13 operatdrlerinin

komiitlii 6lgiilebilir degerlerinin tam kiimesinin,

H a;jmk>=E jkla;]N'mk>,
s 4236
E,=n iDL L
20 I, I, I

seklinde baz vektorleridir. Bu bagmnt1 I, > I, durumu igin (diger durumda 7, < I,

olur) d6niici yumurta seklinde (diger durumda kutuplar yassilasmig) kiireseldir
ve k=0 igin j verilen diisik degerlidir (diger durumda k£ =+j olur). Bu
nedenle, gercek acisal momentum klasik durumdaki gibi genis atalet momentleri

yonil boyunca siraya dizmeyi dener.

Hamiltonyen, H(p,0,v,p,,p,s,p,) Hamiltonyeninin klasik ifadesinde,
Euler agilarina gore I, jeneratorlerini 4.222 denkleminde yerine koyarak,

p, = —ihd,, py —>—ikd,, p, ——ikd, 4237
bulabilen f,(p,0,y) dalga fonksiyonlan uzaymnda &megin simetrik zirve i¢in

4.191 denklemi iizerinde isler[9].
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5. SONUCLAR

Bu ¢alismada dnce temel matematiksel yapilar ve bu yapilarin aralarindaki
iligkiler incelendi. Daha sonra klasik Lie gruplarinin ve cebirlerinin 6zellikleri,
ayrintili bir sekilde incelendi. Fiziksel sistemlerin veya parcaciklarin ig simetrileri
ve isotopik spin gibi ozelliklerinin klasik Lie gruplar ile agiklanmasi pargacik
fiziginde ¢ok 6nemli bir yer tutar. Biz burada invaryant ve simetri kavramlarini,bu
kavramlarin kuantum mekanigindeki ©Onemini arastinip, fiziksel sistemi bu
kavramlar altinda inceledik. Invaryant ve simetri i¢in kuantum mekaniginde
birgok Onemli matematiksel ara¢ kullanilir. Bu araglarin en Snemlilerinden biri
grup teoridir. Relativistik veya nonrelativistik durumlarda kuantum mekanigi,
grup teorinin kendisine sagladig1 olanaklardan yararlanir. Burada kisa bir boliim
altinda Ozel finiter ve Ozel ortagonal gruplarinin nonrelativistik kuantum |
mekanigindeki uygulamalar1 6zetlendi. Daha sonra rijit doniicii i¢in klasik ve
kuantum mekaniksel sistemler ayr1 ayr1 tanimlandi..Bu sistemler i¢in Hamiltonyen
denklemleri elde edildi. Burada buldugumuz diiz simetrik ve asimetrik zirve olan
Hamiltonyen denklemleri, molekiil ve niikleonlarin donme spektrumlarinn

teorilerinde biiyiik &neme sahiptir.
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