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Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Fizik Anabilim Dah

Danisman: Yard. Dog¢. Dr. Murat TANISLI
2003, 68 sayfa

Bu caliymada, reel ve kompleks sayilar gibi bir say1 sistemi olan
kuaternion, bikuaternion (kompleks kuaternion) ve bunlan icine alan
Clifford cebirlerinin tanim yapilmstir. Bu say1 sistemlerinin olusturdugu
cebirlerin genel 6zellikleri verilmistir. Kuaternion, bikuaternion ve Clifford
cebirlerinin birlesme o6zelligine sahip olmasi nedeniyle bunlarin matris
temsilleri verilmistir. Kuaternionlarin 2x2 kompleks ve 4x4 reel matris

temsili, bikuaternionlarin 2x2 ile 4x4 kompleks ve 8x8 reel matris

temsilleri verilmistir. CI, Clifford cebirlerinin 2x2 reel matrisleri ile, C/;

Clifford cebirlerinin ise 2x2 kompleks matrisleri ile benzerligi
gosterilmistir. Bikuaternionlar yardimiyla Maxwell’in  dért temel
denkleminin tek bir denkleme indirgenebilecegi goriilmiistiir. Kuaternion,
bikuaternion ve Clifford cebirleri fizigin bir c¢ok alaminda basariyla
kullanilmaktadir. Son olarak bu c¢ahsmada, genis kapsamh bir kaynak
taramasi yapildiktan sonra bu say1 cebirlerinin 6zel relativite ve Lorentz

doniisiimlerine uygulanmasi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuaternion, Kompleks kuaternion, Bikuaternion,

Clifford cebri, Ozel Relativite, Lorentz déniisiimleri
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In this study, quaternion and biquaternion (complex quaternion) are
the number systems like as real and complex numbers and Clifford algebra
contains above mentioned have been introduced. The general properties of
these algebras that was formed by these number systems have been given.
Since quaternion, biquaternion and Clifford algebras are associated with
each other their, the matrix representation of them has been also given. The
2x2 complex and 4 x4 real matrix representations of quaternions and 2 x 2

and 4x4 complex and 8x8 real matrix representations of biquaternions
have been given. The similarity has been explained between CI, Clifford
algebras, the 2 x 2 real matrices and CI; Clifford algebras, the 2x2 complex
matrices. Maxwell’s four equations could be reduced to one equation by
biquaternions. Quaternion, biquternion and Clifford algerbras are
successfully used in the various fields of physics. Finally, after extensive

source researchs have been done, these algebras applications to the special

relativity and the Lorentz transformations have been indicated.

Keywords: Quaternion, Complex quaternion, Biquaternion, Clifford

algebra, Special relativity, Lorentz transformations
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1. GIRIS

Bazi o6zellikleri bir kenara birakirsak, kuadratik normu olan bagka
karmasik sayr cebirleri bulunabilir mi? Bu soruya cevap arayanlar arasinda
Legendre, Gauss, Hamilton, Graves, Cayley, Hurwitz gibi matematik¢iler
bulunuyor. 1843 yilinda Irlandali matematik¢i William Rowan HAMILTON
vektorleri bdlmeye ¢alisirken boyle bir cebri, yani kuaternionlar: bulmustur(1].

Hamilton 1830 yilindan itibaren kompleks sayilar {izerine ¢alismis ve
nihayet 1833 yilinda iki reel sayidan olusan kompleks sayilarin bir cebir
olusturdugu sonucuna varmustir. Bu sonugtan yola ¢ikarak calismalarini iki
kompleks ve bir reel bilesenden olusan (g =a-+ib+ jc) lglii say1r sistemi
lizerinde yogunlastirmistir. Vektor olarak adlandirdigi bu sistem iizerinde toplama
ve carpma islemlerini tanimlayabildigi halde bélme islemi i¢in ise bir metot
gelistirememistir. 1843 yilinda bu say1 sisteminin ¢arpma isleminde degisme
6zelliginin‘ gerceklesmedigini anladi ve c¢arpma isleminin bu 6zelliginden
vazgegerek i’ = j’ =k’ =ijk = -1 6zelligine sahip ii¢ imajiner birim tanimladi.
Boylece Hamilton’un kompleks sayisi a, b, ¢, d € /R olmak lizere a +ib + jc + kd
formunda olustu ve buna kuaternion denildi[2].

Kuaternionlar ayni reel ve kompleks sayilar gibi bir say1 sistemidir. Reel
sayilar bir, kompleks sayilar iki bilesen igerirken kuaternionlar doért bilesene
sahiptir. Kompleks sayilar reel sayilarin bir kombinasyonudur. Dolayisiyla da reel
sayilar, kompleks sayilarin bir alt kiimesidir. Diger taraftan kuaternionlarda iki
kompleks éaymm kombinasyonundan olusmustur. Buna goére kompleks sayilarda
kuaternionlarin bir alt kiimesi olmalidir. Bu sonug, kuatemionlarin hem reel
sayilari hem de kompleks sayilar1 kapsayan daha genis bir say1 sistemi oldugunu
gostermektedir[3].

Fizikte 6lgiilebilen her sey reel olmak zorundadir. Bu nedenle reel sayilar
bilimin dogusundan itibaren kendilerine her alanda uygulama sahasi bulmustur.
Ote vandan kompleks sayilarin mekanik ve elektriksel uygulamalarda, ézellikle
devre analizlerinde kullamldigi bilinmektedir. Ne yazik ki bu sayr sistemi
uygulamalara sadece iki boyut getirir. 3-boyutlu uygulamalarda iselvektérler
kullanilir. Fakat vektorlerin bazi uygulamalarda yetersiz kaldigi goriilmektedir.

Kuaternionlar vektorleri ifade etmede kullanilabilir. Bu sayr sistemi vektorleri



kapsadigy gibi, bunlara ilaveten bir de reel bilesen ortaya koyarak uygulamalara
dérdiincii bir boyut katar. Kuaternionlar béliim cebrine sahiptir. Kuaternion cebri,
birlesimli fakat degisimli olmayan (eo,el,ez,e3) gibi dort elemandan .olusur ve
bunlardan biri reel, diger li¢ii sanaldir[2].

Kuaternion cebrinin kesfedildigi yillarda A. Cayley, K. Clifford ve J. J.
Slyvester gibi Ingiliz matematikgiler ve elektromagnetik teoriyi yeniden insa eden
J. C. Maxwell ile P. G. Tait gibi fizik¢iler bu konuya o6nemli katkida
bulunmuslardir. 20. ylizyilin baslarinda ise vektér ve tensor cebrini gelistiren
fizikciler, fizikte vektér cebrinin kullanimini  benimsetmislerdir[5]. 1878
yillarinda Vidinli Hiiseyin Tevfik Pasa ingilizce olarak yazdig Lineer Cebir adli
kitapta kompleks sayilarla ilgili teorisinde ileri siirdiigii ¢arpimin 3-boyutlu uzaya
uygulamanin bir yolunu bulmus ve 0&zgiin ¢alisma olarak kuaternionlarin
carpiminin bizi 3-boyutlu uzayda ¢alismaya zorladigini vurgulamistir[4]. R. Kaya

ve S. Kogak tarafindan kuaternionlardan hareketle zayif kuaternionlarin tanimi

yapilarak R*’iin vektorleri zayif kuaternion uzayina tasinmis ve bélme isleminin
bu sekilde daha anlamli olarak gergeklestirilebilecegi ispat edilmistir[3].

Kuaternionlann fizikte ¢ok kullanilmasi ancak E. Schrédinger, W.
Heisenberg, P.A.M. Dirac, M. Bomn ve daha pek ¢ok iinlii fizik¢i tarafindan 1927
ile 1932 yillan arasinda, neredeyse bugiin kullandigimiz kuantum mekaniginin
bulunusundan sonra gergeklesmistir[5]. 20. yiizyilin baslarinda Yale Universitesi
profesdrlerinden Gibbs uygun kuaternion i¢in kullanim seklini Hamilton’un
calismalarin1 ve Rodrigues’e ait ¢alismalarinin anahtar noktalarim buna ilave
ederek kesfetti ve calismalarini vektdr nokta ¢arpimi ve bugiin bildigimiz vektorel
carpimla tamamladi[2]. Hemen hemen ayni zamanlarda Albert Einstein 4. boyut
icin bir kullanim kesfetti. Isik hizin1 tiim gozlemlerde sabitlemek i¢in uzay ve
zaman birimlendirilmeliydi. Burada sonug, 4. boyut i¢in §ekillendirj1mi$ti. Fakat
Einstein bir matematik diiskiinii olmadig1 i¢in sadece lokal olarak ise yarayan
parcalari buldu. Einstein; Minkowski’nin uzay zamanmi ve Lorentz’in
doniistimiinii kesfetmis ve problemlerin ¢6ziimiinii gerektiren yardimecilarin 6zel
relativite i¢inde oldugunu gdstermistir[5].

Tiirk fizikeilerimizden Prof. Dr. Feza Gilirsey de kuatemnionik ve

oktonionik yapilarinin énemini 1950’11 yillarda sezip, bu yapilan ve ilgili istisnai



grup ve geometrileri calismalar ile fizige yerlestirmistir. Kendisinin kuaternionlar
tizerindeki calismalann konform grubu, genel relativitede bazi ¢oziimler, Yang
Mills teorisinde instanton ¢6ziimleri, kuaternionik analitisite ve Oklidiyen
relativitede Kahler yapisi ve bu uzayda diffeomorfizmlerin kuaternionlarla
kovaryant gosterimi gibi genis bir yelpaze olusturur. Kuaternionlarin temel fizik
kanunlarinin incelenmesinde oynadig: roliin 6nemi, 6zel relativite ve.kuantum
mekaniginin kesfi ile daha iyi anlasildi. Feza Giirsey 1955 yilinda 6zel relativiteyi
kuaternionlar ile ifade etmeye c¢alistifi bir yayin yapti. Simetrik yapilan fark
etmesindeki olaganiistii kolayligi ile kuaternionlarin temel fizik kanunlarinda
onemli birrol oynayacagini sezmisti.

Kuaternionlarin fizikte kullanim buldugu konulardan birisi ve belki de en
onemlisi Einstein’in 6zel ve genel relativite teorileridir. Bu teorilerde zaman
kavrami, 3-boyutlu uzaydan bagimsiz olarak mutlak bir nitelik tasimaz. 4-boyutlu

uzay-zamanin her bir noktasi, belli bir anda belli bir noktada yer alan bir olguya

2
0 =ct,x' =x, x> =y,)c3 = z) kartezyen

kars1 gelir. Tipik uzay-zaman noktasi; (x
koordinatlar: ile temsil edilebilir. Burada ¢ zaman koordinatini, ¢ ise boglukta 151k
hizin1 gostermektedir. Bu tanimlar yardimiyla uzay-zamanda hareket eden bir
noktasal pargacigin konumu; X =ix® +e.X ifadesiyle verilen bir kompleks

kuaternion ile gosterilebilir. Bu ifadede kuaternion birimleri e : (z', j ,k) teliisii ile,

uzay koordinatlar ise E:(x, y,z) vektorii ile verilmektedir. i*> = -1 kompleks
sanal birim sayidir. X kuaternionun normu agik olarak yazilirsa;
N(X)=XX=—(x"f +%.7
bulunur. Kompleks kuaternion cebrinin norm koruyan izomorfizmleri;
X > X' =UxXU"
X kuaternionunun kars: geldiZi uzay-zaman vektériiniin Lorentz doniisiimleridir.
Boylece Einstein’in relativite teorisinin temelini olusturan Lorentz déﬁl‘isﬁmleri
kompleks kuaternion cebrinin norm koruyan izomorfizmleri ile 6zdeslesmis
olmaktadir. Ik kez 1912°de A. W. Conway ve L. Silberstein[13] tarafindan 6zel

relativite teorisi i¢gin One siiriilen bu yaklasim o sirada tensor cebrini yerlestirmeye

calisan fizik¢iler arasinda ragbet kazanmisgtir[S].
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Kuaternionlar, uzaysal donmelerde ve  fiziksel biiyiikliiklerin
karakterlerinin belirlenmesinde ¢ok ise yaramaktadir. Ayrnica kuaternionlar grup
teorisinde ve elemanter parcaciklarin siniflandinilmasinda  kullanilmaktadir.
Uzaysal doénmeler, grup teori uygulamalari, kontrol sistemleri ve robotik
uygulamalarinda bir ¢ok arastirmaci i¢in ilging bir aragtir. Tanigli[6] tarafindan
hazirlanan doktora tezinde endiistriyel robot kollarinin hareketi kuaternionlar
tarafindan tanimlanmaktadir. Bu ¢alismada ayrica kuaternionlar arasindaki her
tiirlii islemi yapmak i¢in bir algoritma gelistirilmis ve bu amagla bilgisayarda
kullanilmak {izere Pascal 7.0’da bir paket program hazirlanmistir. Sonlu
donmeleri  i1fade etmek icin kuaternionlar kullamlabilmektedir.‘ Ayrica,
kuaternionlar fiziksel biiyiikliikleri ifade etmek i¢in de kullanilabilmektedir.
1989°da Ozdas[3] tarafindan skaler ve vektorel biiyiikliiklerin kuatemion uzayina
tasinarak birer kuaternion olarak nasil ifade edilecegi gosterilmistir. Kuaternion
carpimindan farkli olarak kuaternionlar i¢in skaler(i¢) ve vektoérel(dis) ¢arpma
islemleri tanimlanmistir. Bu islemler yardimiyla “is” ve “tork” gibi biiyiikliiklerin
nasil ifade edilecegi gosterilmistir. J. C. K. Chou; hiz ivme ve momentum gibi
vektorel biiyiikliikleri kuaternionlarla temsil ederek bunlara iliskin kinematik ve
dinamik diferansiyel denklemleri yazmistir. Tanigli[7] robot kinematik
denklemlerini tiiretmek i¢in genel kuaternion déniisiimlerini kullandi Béylece
donme matrisine gore avantaj saglayan Euler parametreleri ve donme matrisleri
arasinda bir baginti gelistirdi. Kuaternionlar, kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerle tanimlanabilen dinamik sistemlerin ifade edilmesinde de
kullanilabilmektedir[3].

Kuaternionlar son yillarda her alanda artan bir hizla kullanilmaktadir.
Kuaternion cebri de kuaternionlarin kullanim alanlarinin artmasina paralel olarak
gelisme gostermektedir. Kompleks say1 ve kuaternion bilesiminden olusan
kompleks kuaternionlar(bikuaternionlar), fiziksel uygulamalarda son yillarda
artan bir hizla yer almaktadir. Bunun yani sira kuaternionlar teorik fizik
aragtirmalarinda kullanilmaktadir. Omegin; Gurlebeck ve Wolfgang kompleks
kuaternionlar1 yani bikuaternionlar1 6zel relativite teorisi, pargacik mekanigi ve
elektromagnetizmaya uygulayarak kompleks kuaternionlarin kendinel oldukg¢a

genis bir uygulama alani buldugunu go6stermislerdir. Bugiine kadar fizikteki



birgok denklem c¢esitli bilim adamlan tarafindan kuaternionlarla yeniden ifade
edilmistir. Bunlardan bazilar1 soyledir: J. C. K. Chou kinematik ve dinamik
diferansiyel denklemleri, Adler kuantum mekanigini, D. C. Jolly matris ve
kuatermionlar arasindaki izomorfizmi, Kugo-Townsend tarafindan kuatemionlarin
stipersimetrik modellerle olana baglantisi, K. Morita tarafindan kuaternionlarin
Dirac teorisindeki rolii, Tamshi ve Ozdas[7] robotik manipiilatérlerin
pozisyonunun kuaternion doéniisiimiinii, Tanisli[8] akustik enerji korunum
denklemini, yine Tanish ve Ozgiir[9] acisal momentum ve Dirac denklemlerini,
Negi ve arkadaslari[10] tek kutup dynonslar gibi teorik varliklari anlatmak i¢in bu
sayi cebrini kullanmiglardir.

Kuantum mekaniginde elektron spinini tarif ederken kuatemion cebri
kullanilmaktadir. Bir spinér tizerinde islem yapan kuantum éperatérleri, dmegin

momentum operatérii &.p gibi, 2x2 matrislerdir. Dolayisiyla kuantum

operatorleri kuaternionlarla gosterilebilir. Bu yaklasimla spinérlerin matematik
formalizmi 1930°da B. L. van der Waerden tarafindan gelistirildi. Daha sonra bu
kavram E. Cartan ve H. Weyl tarafindan daha yiiksek boyutlu vektér uzaylari
lizerine genellestirildi. Bugiin spinérler fizikte vektorlerden daha temel rol
oynamaktadirlar[5].

Kofnpleks kuaternionlann fizikteki uygulamalari daha ¢ok genel ve 6zel
relativite ile kuantum mekanigi alaninda olmustur. Kompleks kuaternionlarla
Dirac relativistik denklemlerinin ¢esitli formiilasyonlarinin ilk onciisii A. W.
Conway olarak goriilmekle birlikte bir ¢ok bilim adaminin yazilarinda kompleks
kuaternion ve kuantum mekanigine iliskin agiklamalar bulunur. Kompleks
kuaternionlarla kuantum mekanigi K. Morita tarafindan yeniden formiile
edilmistir. Leo[11]’nun da kuaternion ve kompleks kuaternionlarla ilgili
calismalari vardir[2].

Fiziksel olarak, 1927’de Pauli ve 1938’de Dirac elektron spininin tanimi
i¢in spindr esitliklerini gééterdi. 1930°da Juvet ve Saunter, siitun spindrlerini
sadece ilk siitunu sifir olmayan kare matris spinérleri ile yer degistirdi. 1947°de
Marcel Riesz spinérleri, Clifford cebirlerinin minimum kiigiik ideal elemanlar
olarak diislindii. 1958’de Riesz, homojen ve izotropik ortamin 6zel durumundaki

Maxwell esitliklerini, Cl,, Clifford cebrinde bivektorler ile basit bir esitlikte



ozetledi. 1956-58’de Giirsey, H(2) de 2x2 kuaternion matrisleri ile Dirac
esitligini yeniden yazdi. 1964’te Kustaanheimo, Kepler hareketinin spindr
diizenini ‘gosterdi. Bu KS-doniisiimii, spinérlerin operatdr yoniinii vurgular.
1983’te Y. Takahashi ve 1985’te J. Crawford bilineer es doniisiimlerinden
spindrleri tekrar elde etti[12].

1881’de Michelson farkli yonlerde 1s181n hizini 6l¢tii. Michelson & Morley
1887°de deneyi tekrarladilar ve 15181n, 151k ortamina gére kaynagin hareketinden

bagimsiz ayni hizda hareket ettigi sonucuna vardilar. 1887 de Voight,

x'=x-wt

, VX

t :f——z
c

degiskenlerinin degisimine gére sabit kalan dalga denklemini %-—4—-—1;' 66{ =0
x® ¢ ot

olarak tamimladi. Voight’in formiilleri, direkt ve ters doniistimler i¢in ayni

degildir. Daha sonra simetri i¢in wh—ivz / c? ’ orani ile yeniden fakt6r tanimini

yapti. 1892°de FitzGerald ve Lorentz, bagimsiz olarak hareket eden eisimlerin

\/1— vz/c2 orani ile hareket yoniinde kisaldigini varsayarak Michelson &

Morley deneyinin bir agiklamasini verdiler[17].

Uzay-zaman olaylarinin Lorentz déniisiimleri, 1900°de Larmor tarafindan
sunuldu, ancak relativistik Maxwell esitliklerinin kovaryantlari, 1903’te H. A.
Lorentz tarafindan kanitlandi. 1905’te Einstein, 151k hizinin bagimsizlig: ilkesi
postiilas1 ile relativite ilkesini tamamladi. Bu 1ki ilke, Einstein’in zaman
notasyonunu tekrar gézden gecirmesine sebep oldu ve Lorentz’ in kinetiksel
doniisiim " yasalar1 sonucunu ¢ikarmasini sagladi. Daha sonra Einstein, ozel
relativite ilkesini tekrar formiile etti. Boylece Einstein, sadece mekaniksel degil
elektromagnetik olguyu da benimser:

"Fizik yasalar, biitiin referans cercevelerinde ayni bigime sahiptir”

Einstein’in bu relativite ilkesi, Maxwell esitliklerine uygulandiginda, 1s1k
hizinin biitiin referans gercevelerinde ayni olacagi sonucunun ¢ikarilacagi ikna
edicidir. Relativite ilkesi ve Maxwell esitliklerinin bilinmesi, Lorentz’in déniisiim
yasalarinin sonucunu ¢ikartmak i¢in yeterlidir. Bugiinlerde relativistik ve

relativite terimleri hemen hemen Einstein ilkesi ile aynidir[17]. Dirac’in



relativistik  dalga denklemlerinde kullandigt 4x4 Gamma matrisleri
birbirlerinden bagimsiz iki takim kuaterniondan olusan Clifford sayilardir.
Clifford ters degisim xy = —yx gibi, bagintisin1 saglayan ve kareleri sifir olan
Grassmann sayilarinin cebirlerinin yeterli sayida kuaternion kullanarak nasil insa
edilecegini 1876’da gostermisti. Bu sayilar stipergravitede kullanilmaktadir[1].

Matematikeiler agisindan, Dirac matrisleri aslinda Clifford cebrinin

generatdrlerinin temsilinden baska bir sey degildirler. 2* =16 boyutlu Dirac-
Clifford cebri 4x4 total matris cebrine 6zdestir. Kuaternion ve Dirac cebri
Clifford cebirlerinin 6zel bir hali olarak goériilmektedir. Nasil iki elemanl bir
spindr kuaternion cebrinin elamani olarak diisiiniiliiyorsa dort elemanl bir Dirac
spindrii de aynen 6yle Clifford cebrinin bir elamani olarak diisiiniilebilir. Soyut
Clifford cebirleri giiniimiizde elektron, nétrino v.b. iki degerli spin tasiyan ve bu
nedenle Pauli disarlama ilkesine uyan fermiyon adini verdigimiz pargaciklarin
incelenmesinde, kuantizasyonunda ve siipersimetri kavramlarinin gelistirilmesi
alanlarinda 6nemli rol oynamaktadir[5].

Bu calismada; kuaternion, bikuaternion(kompleks kuaternion) ve Clifford
cebirleri1 tamimlandiktan sonra bu kavramlarin Modem Fizige uygulamas:
incelenecektir. Ozel relativite teorisinin kuaternion ve bikuaternionlarla, Lorentz

déniistimlerinin de Clifford cebri ile ifadeleri verilecektir.
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2. KUATERNIONLAR
Kuatemionlar, reel ve kompleks sayilar gibi bir sayr sistemidir. Reel
sayilar bir, kompleks sayilar iki bilesen igerirken kuaternionlar dort tane bilesene
sahiptir. Kuaternionlar iki kompleks sayinin kombinasyonundan olusur.
Kuaternionlar b6liim cebrine sahiptir. Kuaternion cebri, birlesme 6zelligi
olan fakat degisme 6zelligi olmayan (eo, e, e,, e3) gibi dort elemandan olusur.
Bunlardan biri reel diger ii¢ii sanaldir ve,
2=-1 (i=1,2,3)
e¢ =1 (ey:birim eleman) (2.1)

ee; =—ee; (z',j=1,2,3ve i¢j)

e

sartlarini saglarlar. Béylece bir ¢ kuaternionu;

q=40€o T91€; T ¢€; T¢3€5 (22

seklinde ifade edilir[2].

2.1. Kuaternionun Tanimi

Bir ¢ kuaternionu;

3
q= quek =qo€o T¢1€ +q1€; + ;€3 (2.3)
k=0
veya
(Iz[(]o,‘]n%afl}] (2.4)

seklinde ifade edilebilir[3]. Burada ¢qq, q,, g5, g; reel sayilardir ve e, e, e,, e;
1s€;
2 2
e, =1; € =e; =e;=ee,e;=-1 (2.5)
kuralina uyan birbirine dik sanal birimlerdir. Matematiksel olarak bir kuaternion,

(eo ,€,€,,6€ 3) baz elemanlan ile 4-boyutlu reel vektdr uzaym: olusturur.
(e, e,, e;) sanal birimleri, 3-boyutlu vektSr uzayimnmn birbirine dik baz vektorleri

olarak alinabilirler[14]. Bir ¢ kuaternionunu matris formunda;

‘I:(‘]o q 49> %)T (2.7)



seklinde yazilabilir. Yani A kuatemionu, /R reel sayilar kiimesinde, tabani
{ek k= 0,1,2,3} olan 4-boyutlu bir vektér uzayidir. Bu uzayin vektorleri, yani

kuaternionlar;

3
VgeH, q=).qe (2.8)
k=0 '

seklindedir. Kuaternionlarin kiimesi lizerinde cebir yapis,;

Vp.ge H —>— r=0(p.q)eH (2.9)

seklinde bir o bilineer doniisiimii ile tanimlanir. A kuatemionlar cebrinin
{ek 1 k=0,1 ,2,3} tabanina gore ¢y, € /R yapi sabitleri;

m

O-(ek,el):ek e] =Ck/ em . (2.10)

k,l,m €{0,1,2,3}"dir. Bu yap1 sabitleri,

e, €, =€, ey =€, ; k=0,1,2,3
X . (2.11)

e[ej=—oy-e0+28[jkek i,j.kefl,2,3}
carpimlariyla tayin edilir. /7 cebrinin birim elemani e, =1 "dir. Buna gore;

e,€H, VgeH icln ey,g=ge; =g (2.12)
olarak tanimlanir. /7 cebri komiitatif degildir[3]. Genel olarak,

p.,qeH 1ken pqg#qp (2.13)
olmaktadir. Fakat / cebri asosiyatiftir:

p.a,reH igin  (pg)r=plgr) (2.14)

O halde kuatemionlar komiitatif olmayan fakat asosiyatif bir b&liim cebri

olusturmaktadir[13,15].

2.2. Sifir, Skaler ve Vektor Kuaternion Kavramlari
Bazi 6zelliklere sahip kuaternionlara &zel adlar verilir. Sifir kuatemnion;
g=[0,0,0,0] 2.15)
seklinde dort elemani da sifir olan kuatemiondur[14]. Skaler kuatemion ise

kuaternionlarin g,e, formundaki /R alt kiimesidir. Yani;

q=[g,.0,0,0] (2.16)



seklinde vektor kismui sifir olan kuatermiondur. ¢, =0 ve ¢,,¢,,g;’ten en az biri

sifirdan farkli olan kuaternionlara ise vektor kuaternionlar denilmektedir. Ayni

zamanda saf kuaternion olarak da bilinir[15]. Genel olarak vektor kuatemionlar;

qz[O’QI’QZa‘h] (2.17)

olarak ifade edilirler.

IR teki vektorleri, kuaternionlarla temsil etmek miimkiindiir. Bunun icin
le,:i =1,2,3} tabaninin elemanlarina birer yon tahsis etmek gerekir. Bunlar
sirasiyla kartezyen koordinat sisteminin x, y ve z-eksenlerinin pozitif‘ y6nlerini
temsil etsinler. O zaman kartezyen bilesenleri 7 = x, 7, = ¥, ; = z olan IR>’teki
bir ¥ vektoriinii;

r=[0,x,y,z] (2.18)
seklinde bir vektor kuaternionla temsil etmek miimkiin olur.

Bilindigi gibi IR>’te bolme islemi yoktur. Yani IR? ‘teki bir vektorii diger
bir vektére bélmek miimkiin degildir. Oysa IR’’iin vektdrleri birer vektor

kuaternionla temsil edilirse, vektér kuaternionlar i¢in bdlme islemi tanimli

oldugundan bu eksiklik ortadan kaldirilacaktir{3,13].
2.3. Kuaternionlar ile Ilgili Temel Islemler

2.3.1. Kuaternionlarda esitlik ve skalerle carpma

Eger p ve ¢ gibi iki kuaternionun elemanlari,

Po=490,P1 =9 >P2=q>,P3 =43
seklinde ise p ve g kuatermionu birbirine esittir denir. pe H ve A € IR olmak
luzere,

Ap = /1(}70 +p€ + pre, +P3es)

(2.19)
Ap=Apy+Ape +Ap,e, +A1pse,

seklinde olup, burada A =sabit ve A pe H ’dur.
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2.3.2.Kuaternionlarda toplama ve ¢ikarma islemi
p ve q 1ki kuaternion olmak {iizere; bu iki kuatermionun toplami ve farki,

karsilikli elemanlarinin toplam ve farkindan olusan bir diger kuatemiondur. Yani;

Pra=[py, p1.Pr,P3) %[0, 91, 25 03]

(2.20)
= [Po 90, X9, P2 %45, P i43]
olarak ifade edilir. Bu ifade matris formunda;
T
Piq:(}’o tqy pitq, P2Eqy Pp3 i‘h) (2.21)

seklinde yazilabilir. Goriildtigli gibi iki kuatemionun toplami veya farki islemi
sonunda yine bir kuatemion elde edilir. Kuatemionlarda, toplama ve ¢ikarma

isleminde asosiyatiflik ve komiitatiflik vardir. Yani, kapalilik 6zelligi vardir.

2.3.3.Kuaternionlarda ¢arpma islemi

p ve g€ H olmak lizere, kuaternionun tanimindan yola ¢ikarak p ve ¢
kuatemnionlarini; p=py+p, g=¢q,+q seklinde skaler ve vektoér bilesenler
cinsinden de yazabiliriz. Bu tanimdan yola ¢ikarak p ve ¢ gibi iki kuaternionun,
kuatemion ¢arpimui su sekilde olur:

pa=(po+B)go+7)

- - L (2.22)
P9 =Poqo T Poqd +qoP P-4+t PXq

dir.Burada ‘. ve ‘x’, sirasiyla vektor cebrindeki skaler ve vektérel carpimlari
gostermektedir. Oyle ise kuaternion ¢arpimi, nokta ¢arpim ve vektor ¢arpimlarini

icermektedir. Ya da ayni ifade:

pq= [Po »P1>P2 ,P3][‘]o »q1592 ,Q3]
Pa=(Pogs = P91 = P2ts — P345).(Pod + P10 + P203 — P392), (2.23)
(Po% T P20 T P39, —Plch),([)o‘h +p3q0 t P92 ~ Pz‘]l)]

seklindedir[3,13]. Genelde px g # gx p oldugundan p, g’ya paralel veya p ve
g kuaternionundan biri sifir kismma sahip olmadik¢a, kuaternion cebrinde
carpma islemi komditatif degildir. Yani; pq # gp olup, pg € H ’dur.

Her ne kadar kuatemion ¢arpimi komiitatif degilse de, birlesme 6zelligine

sahiptir. p, q, r li¢c kuatemion olsun. q(pr) carpimi;

11



q(pr) =g, +7)l(po + pXr, +’:)]
={qoPo" ~ {‘]015-’7 +Ppor.q+ ”067-[—7}‘" {‘]orol—? +rPoq + quOF} (2.24)
+100P ¥ 7 = poF x G+ 103 % = (p.7)G + G x(px7)-G.(p xF)
e (gp)r carpimu;
(‘IP)" =qoPo" _{”ofj-ﬁ +40A5-’7+P07’-5}+ {‘]oPOF +55909 +”0P01—7} (2.25)
+gopx 7+ poF x G +10d x py=(q-pfF +(Gx p)x7 -(Fxp)g
olur. Burada q(pr): (gp)r gecerli ise,
~(p-7)g+3x(px7)=~(q.PJF +(Gxp)x7
oldugunu gostermeliyiz. Standart vektor 6zdesliklerini uygularsak bunun dogru
oldugunu gorebiliriz:

ax(bxc)= (a.c)h—(a.b)c

(axb)xe = (a.c)b - (b.c)a (226)
oldugundan,
q(pr)=(gp)r (2.27)

olur. Kuaternion ¢arpiminin toplamaya gére dagilma &zelligine sahip ‘oldugunu

asagidaki gibi dogrulayabiliriz:

g(p+r)=(q0 +3)po +10+ P +7]
=d40Po +‘]0"0_5-(A5+’7)
+70(7+P05+P0(A5+’7)+‘7x(‘5x’7)
={‘10P0 ‘@}—7'*‘1-705]“"‘]0}-74‘(—]’(}3}
+{q0r0——§.?+q0?+r0§+§><17}
=qp+qr

(2.28)

dir[14].

2.3.4.Bir kuaternionun eglenigi

pe H olmak iizere, p=p,+ p,e, + p,e, + p;e; gibi bir kuﬁtemionun
eslenigi, bu kuaternionun bagka bir imajiner bir bagka deyisle vektorel kisminin
isaretlerinin degismesiyle elde edilen p” kuaternionudur. Ayrica buna kompleks
eslenikte denir. p kuaternionunun eslenigi;

P* =Po — D€ — P2€; — D33

(2.29)
=[P0>_P1 a‘PZ:‘Psl

\vers“e
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seklinde tanimlanir[3,13,15]. Ayrica eslenik isleminde,
(o] =» (230)

(p) =pr'q’ (2.31)
ozellikleri vardir[1,15].

2.3.5.Birim kuaternion ve norm
P, g€ H olmak iizere, p=[p0, Dy> Pas p3] ve q = [1,0,0,0] olsunlar.

Burada;

pa=[po. 1> P2, p5][1,0,0,0]

(2.32a)
z[pOapl’p2>p3]

veya

qp=[1,0,0,0][p0, Pis> P2 p3]

(2.32b)
:[P0>P1’ Pz’PB]

seklindedir. Buradan goriilecegi gibi ¢, p’nin degerini kuaternion c¢arpimi
sonunda degistirmemistir. Bu ylizden ¢ ’ya birim kuatemion diyebiliriz[7].

Ayrica bir p kuaternionunun NV ile gésterecegimiz normu,

N(p)=pp =p"p L (233)

ve mutlak degeri,

Pl =+ pp’ (2.34)

olarak tanimlanir. Bir p kuaternionunun normunun;

N(p)=pp’
N(p)= () + (1) +(p2)? + (p3)%,0,0,0]

N(p)=3 (P [1,0,0,0]

k=0
N(p)= i(pk )e, (2.35)
k=0

seklinde pozitif bir skaler kuaternionun oldugu kolayca gériilebilir[3,14]:

13



2.3.6. Kuaternionlarda ters eleman ve bélme islemi

p sifir kuatermion olmamak kosuluyla;
pp =p"'p=0,0,0,0] (236)

kosulunu saglayan p~' kuatemionuna, p kuaternionunun tersi denir.

Bir p kuatemionunun normu,

N(p)=pp" = i(pk)z[l,O,O,O]

k=0

3
seklindeydi. Bu esitligin her iki yanin l/Z(pk )2 skaleriyle ¢arparsak
k=0

*

22 _[1,0,0,0]

/\Zi(:)(l’k )2

denklemini elde ederiz. Ters eleman tanimi uyarinca p kuatemionunun tersi,

*

pl=_° (2.37)

2 2
2.(pe)
k=0
olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
Bir p kuatemnionunu bir ¢ kuaternionuna bolmek demek p’yi ¢7' ile

carpmak demektir. Ancak kuatemion ¢arpimi, degisme 6zelligine sahip olmadig:

icin bolme islemi iki sekilde gergeklestirilmektedir[3]. NV (q) # 0 olmak lizere;

*

- q

pg =p— Sagdan B6lme (2.38a)
Z(Cjk )
k=0
-1 q

g\ p= p Soldan Bélme (2.38b)

g)(qk 5

dir. Genelde pg~' #¢7'p seklindedir. ¢’nun bir skaler kuaternion olmasi

halinde sagdan b6lme, soldan bélmeye esittir. Eger p bir birim kuaternion ise,

p=r (239)
olarak yazilabilir[13,14].
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2.3.7.1ki kuaternionun skaler ¢arpimi

P ve q gibi iki kuaternionun nokta (skaler) ¢arpimi,

p-q9= [(Po‘]o TPq1 + Pags +P3‘]3)> 0,0, 0] (2.40a)

seklindedir. Yada, p = [O,pl 2 ,p3] ve q = [O,ql 4 ,q3] iki vektér Kuaternion
olsun. p ve ¢ 'nun p.q seklindeki skaler ¢arpimini;

__! -
p.q= 2(p¢1+(1ﬂI) ) (2.40b)

olarak da tanimlayabiliriz. Bu ifade diferansiyel vektor operatorlerinden gradyent

ve diverjans ifadelerinin tanimlanabilmesine olanak saglar. Yani,
p-4=[(pg + P20: + p333). 0, 0, 0] (2.400)
seklinde bir skaler kuaterniondur. Kolayca ispatlanabilecegi gibi iki vektor

kuaternionun skaler carpimi komiditatiftir.

2.3.8.1Ki vektor kuaternionun vektorel carpim
p= [O,p1 D5 ,p3] ve ¢ = [O,ql »q5 ,q3] iki vektor kuaternion olsun. p ve
g 'nun pxgq seklinde gosterecegimiz vektorel ¢arpimi;

1 :
P4 _5<pq ey’ (2.41a)

olarak ifade edebiliriz[3]. Buna gére pxgq vektorel ¢carpimi,

pxq= [O, (Pz‘h — P39 )> (P3C]1 D93 ), (Plf]z —chh)] (2.41b)
seklinde yine bir vektor kuaterniondur. Kolayca ispatlanabilecegi gibi iki vektor

kuaternionun vektoérel ¢arpimi,

pxq=-(gxp) (2.42)
olup komiitatif degildir[13].

2.3.9.Kuaternionlar icin paralellik ve diklik kosulu
p veq iki vektor kuaternion olsun: p = [O,pl,pz,p3] ve ¢ = [O,q1 ,qz,q3]

Eger;

1
pxq= 5(1"1 ~qp)
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pxq=10,(p:q5 - P302). (P31 - P143). (P1g> = P2 )] =0 (2.43)

ise p ve q i¢in paraleldir denir. Burada vektér kuaternionlar igin, (p([)* =qp

oldugu kolayca ispatlanabilir.

Ayni sekilde p ve g gibi iki vektor kuaternion i¢in diklik kosulu ise,
. _
p-q=-=(pa+ap)

P-q= [(Pl% + P92 +P3q3), 0,0, O]= 0 ‘ (2.44)

seklinde tanimlanabilir. Bu durumda p ve ¢ vektdr kuaternionlart birbirine
diktir.Vektor kuaternionlar i¢in, skaler carpma tanimindan yola ¢ikarak, p ve ¢

gibi iki vektor kuaternion arasindaki a1 ise su sekilde tanimlanabilir:

p~q=x/;;7«/ﬁcos9 (2.45)

1
cosd = [(P1‘]1 + DPaq> +P3Q3)a0>0a01 (2.46)

Zi:(Pk )2 (C]/c )2

k=0

dir[3].
2.4. Diferansiyel Vektor Operatorleri

2.4.1.Gradyent

Bir Nabla operatorii;

v=02 9 0 (2.47)
ox 0y Oz

seklinde bir vektér kuaternion olarak tamimlansin. p(x, y,z):[po,0,0,0]

seklinde; uzayin belirli bir bélgesinde her bir (x, y,z) noktasinda tiirevlenebilir

skaler bir kuaternion olsun: p ’nin gradyent’i;

a jm)
grad p=Vp(x,y,z) =\70 o9 —O—J(pO,O,O,O)

2 & E b az
L&y (2.48)
=0 po o aPo—l
Cox oy oz |
seklinde tanimlanan bir vekt6r kuaterniondur.
rsite
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2.4.2 Diverjans
p(x, y,z) =[0,p,,p,, p3] seklinde uzayin belirli bir bolgesindeki her bir

(x, y, z) noktasinda tirevlenebilir vektor kuaternion olsun. p ’nin diverjansi;

divp=V.p=—-%[Vp+(Vp)‘]=[%+%2—+%,0,0,0jl (2.49)

olarak tanimli bir kuaterniondur. Burada V = [0 0 029 :| seklinde bir vektor

’5’5,6_2

kuaternion operatoridiir.

2.4.3.Rotasyonel (curl)

Vektor hesabindaki rotasyonel(curl) operatoriinit Hamilton’un gosterdigi
sekilde kuaternionlarla ifade etmek mimkiindiir. Yine V = Ve vektor kuaternion
olmak tizere ; bir F vektor kuaternionuna etki ettirilirse;

VF =-V.F+e.(VxF)

) (2.50)
VF =—divF +e.curl F

olarak bulunur. N(V)=VV Laplace operatorii olur.

2.5. Kuaternionlarin Matris Temsili
Kuaternion cebri birlesme 0Ozelligine sahip oldugundan, kuaternionlar

matris formunda ifade etmek miimkindur(14].

2.5.1. Kuaternionlarin 2 x 2 matris temsili
Bir kuaternion 2x2 matris formunda yazilabilir. Pauli-Spin matrisleri ve

birim matrisin aligilmig gosterimleri asagidaki gibidir:

(1o (o1 (o =iy (1 0 .
o 1) Tl o) 27l o) BT -y @Y

Buradan bir p kuaternionunu;

P = Do —iDpO} = P —ip,0y —1p,0, ~ P30 (2.52)

olarak matris formunda ifade edebiliriz. Bu ifade;

1 0 (0 1 [0 i ; 1 O
= —1 —1 -
P=DPy 0 1 p, 1 0 D, i 0 D3 0 -1

17



—1 —ip, — o4
P =( Po=ips =) ,pz) =[ . ﬁj (2.53)
—ipy+p, Py tip3 ~-f «

seklini alir. Burada « = p, ~ip; ve f =~ip, — p,’dir. Bdylece p kuaternionu «
ve [ gibi iki kompleks sayi1 ile 2x2 matris seklinde ifade edilmis olur. Bu
2 x 2 ’lik matristen, p kuaternionunun determinantinin;

det(p) =(p,)’ +(p)’ = pp" =" + BB’ (2.54)

oldugu acgikga goriilebilir[13].

2.5.2. Kuaternionlarin 4 x 4 matris temsili

Kuaternionlart 4x4 matris formunda da temsil etmek miimkiindiir.

i=+/-1 olmak tizere Pauli-Spin matrisleri ve birim matrisin 4x4 matris

formunda gosterimleri;

1000 0 =i 0 0
0100 i 0 0 0
T, = , T, = | (2.55a)
0010 0 0 0 —i
0001 0 0 i 0
0 0 —i 0) 00 0 —i
0 0 0 i 00 —i
r,= , T, = (2.55b)
i 0 0 0 0 0 0
0 —i 0 0 i 00 0

olur. Boylece p = [_po,p1 ,pz,p3]= pol'y —ip, T, gibi bir kuaternionu;

Po —P1 —Pr —P;
p=| 7 P TP  (2.562)
P2 Ps Py — P

Py —Pr» P Py

veya,

bPo —P1 —Pr —P3
b1 Po by — P
P —P3 Do P
Py P» —P Po

Bl
I

(2.56b)

18



seklinde 4x4 ortogonal matrisler cinsinden yazabiliriz. Burada I';,I",,I',,T’,

anti-simetrik matrisleri, birim kuaternionlarla ayni &zelliklere sahiptir[10]. Eger

p kuaternionu vektér kuaternion ise, p ve p matrisleri anti-simetriktir. Yani
p' =-p oldugu igin p' =-p’dir. p ile baska bir ¢ kuaternionunun garpimi
1se matris vektor formunda,

pq=rq
veya,

qp = pq
olarak yazabiliriz. Yani p ve ¢ gibi iki kuaternionun kuaternion ¢arpimi;

Po —P1 —Py —P3)9

Py = P Py —P3 P2 |49 ('2.57)
Py P3 bPo —DP1 |9

\P3 — P P Po N43

seklinde de ifade edilebilmektedir.
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3. BIKUATERNIONLAR
Bikuaternionlar bir hiperkompleks say1 ¢esididir. @ gibi bir bikuatemion,
0 =0ye; +0ie; +0s8; +0se5 (3.1)
seklinde yazilir. Burada (eo,el,ez,e3) incelersek; e, =1 skaler birim olarak

tanimlanir ve e; (i =1,2,3) ise komiite olmayan tgliidiir ve e,.2 = —1"dir. Burada
carpim; e ; =—0,€, +2¢; €, Kuralina uymaktadir. Bikuaternionlar aym

zamanda kompleks kuaternion olarak da adlandirilirlar{2,16].

3.1. Bikuaternionun Tanim
Bikuaternion, kuaternionun kompleks bilesenlisidir.. Yani kompleks bir

kuaterniondur. @ bir bikuaternion olmak tizere,
0 =0pep + 0, + 0,8, +Ose4
seklinde yazilabilir.

O, (m = 0,1,2,3) kompleks sayilar. Yani,

, Qm = am +lbm (m = 0,1,2,3 ve iz = —l) (32)
dir[14].
Bu durumda;

0= (ao +1b, )eo +(al +ib1)e1 +(a2 +ib, )e2 +(a3 +ib; )e3
=(a, +ib, a) +ib;, a, +ib,, a; +iby)
. L (3.3)
=(a0+zb0,a+zb)
=(Q03Q>

olur. Burada

O, : Bikuaternionun Skaler Bileseni

0= O,e, + 0,e, + Ose;: Bikuaternionun Vektorel Bileseni
dir. a, veb, (z’=0,1,2,3) ise reel sayilardir. eg, e, e,, e; bikuaternionun baz
elemanlandir[16]. i ise,

it =-1

olan kompleks bir say1dir[2,10].

ites!
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3.2.4.Bikuaternionlarda carpma islemi
P ve Q gibi iki bikuaternionun ¢arpiminin sonucu yine bir bikuaternion

olmaktadir ve asagidaki gibidir:
PO=((ay+it)ey +a +ib)e, +{ar +ibs)e, +{as +ib)es][lcy +ich)ey +ci +iJe

+(e +idh)e, +(c +idbey
= (e it ~a,e, ~asc; ~tudy+bidh by +bih )y
+ilayd, —ad —andy —ad; +biy —BG ~ b —bcy)e
Hea +aco+ac,—ac, ~byd ~bdy —bydy +bdy)e,
+i{ayeh +ady +ad ~asdy +hy +hcy +bg ~boy)e, (3.6)
+aye, —ae; + o + s —bydy +hdy —byddy ~bd)e,
+ilad, ~ad; +a,dy+agdh +he, ~he, +hy +ha)e,
+{apes +ac, g +axcy ~byds ~hdy +byd ~ b ey
+ilayd; +ady —ad; +ady +hycs +ho,—ba +hcle,
RO~ PO+RDFO P+

Goriildiigt gibi iki bikuaternionun garpimi yine bir bikuaterniondur ve kars1 gelen

bilesenler cinsinden, PQ = A ’dir ve
A= Aye, + Ae, + Aye, + Ase; A, €C (=0,1,2,3)

Are, =(age, +ajcq +ayey —ase, —bod, —bydy —byds +byd, e,
+ilagd, —a,dy +a,d, +ayd, +byc, —bcy +b,c, +bsc; e,

+iaydy +a,dy —ayd, +aydg +bycy +bic, —bycp +bsycy Je;

seklindedir[2].

ORNEK:
P =ie, +e; ve Q =1+e, birer bikuaternion olmak iizere, PQ ve QP

carpimlarini bulalm ve bu c¢arpim sonucunda elde edilen sonuglarin birer

bikuaternion olup olmadigini inceleyelim.

Anadolu {)niversites’
Merkez Kitiphan?
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COZUM:
PO =(ie2 +e3)(1+e1)=ie2 —iey+te;te, =(l—i)e3 +( -H')e2
olur. QP carpimi ise,
OP = (l +e1)(ie2 +e3)=ie2 +e;+ie;—e, = (l +i)e3 +(—1+z’)e2
seklinde elde edilir. Goriildiigii gibi her iki ¢arpiminda sonucu birer bikuatermion

olmaktadir.

3.2.5.Bir bikuaternionun eslenigi
Bir bikuatermion i¢in kuatermnionik eslenik ve kompleks eslenik olmak

lizere iki tlir eslenik tanimlanir. Kuatemion eslenik; bikuaternionun vektorel
kismunin isaretinin degistirilmesiyle elde edilir. O ile gosterilir ve

Q:Qoeo -0, — 06, —0se4 Z[Qo’_Q] (3.7)
seklinde ifade edilir[16]. Daha net bir sekilde yazacak olursak;

0 = (ag +ibgJeq +(a, +ib, Je, +(a, +ib, Je, +(as +iby e,
ise

0 = (a, +iby)eq —(a, +ib Je, =(a, +iby)e, —(a; +iby e
olur.

Kompleks eslenik; bir bikuatemionun kompleks katsayilarinin eslenikleri

alinarak elde edilir ve

0" =0Ose, +Q1*e1 +0se, +Ose, (3.8)
seklinde yazilir. Burada,

QS = ag —ib

Ql* =a, - ib,

Q; =a, —ib,

Qs = ay —ib;

dir. Bikuatemionun kompleks eslenik ifadesini daha a¢ik bir sekilde yazacak

olursak;

* * *

0 = (ao +ib0) [ -}-(a1 +ib1) e +(a2 +ib2)*e2 +(a3 +l'b3)*e3 .
= (ao —ib, )eo +(“1 —ib, )el +(a2 —ib, )e2 + (a3 —ib, )e3

(2]
[U8)



elde edilir.

P ve Q iki bikuatemion olmak iizere, P ve Q c¢arpimlarinin kuatermion

eslenigi;

(Po)-0P (3.9)
olur ve P ve Q iki bikuaternionun kompleks eslenigi ise;

(Po)y =0'P (3.10)

olarak verilir[2,10].

3.2.6.Bikuaternionun normu
Bir @ bikuatenionunun normu, kendisi ile kuaternion esleniginin
¢arpimina esittir. -
N(@)=00=00=0; +0 +0; + 0 SNERLY
Bu islem sonucu elde edilen nicelik kompleks skalerdir[10]. Ama bir
bikuaternionun normu /V (Q) =0 olabileceginden Q@ ’ya bir sifir bélen denir.
Bikuaternion cebri bu nedenle bir béliim cebri olusturmaz.
Iki bikuaternion garpiminin normu, normlarinin ¢arpimina esittir. Yani
N(Pg)=(P)PQ)= POOP = N(P)N(0) (3.12)
olur[2,16].

3.2.7.Bir bikuaternionun tersi
Normu sifirdan farkli her @ bikuaternionu i¢in, Q' ile ifade edilen bir
tersi mevcuttur.

N(Q)=00 = 00 oldugunu daha énce belirtmistik. Eger buradan Q"

elde edecek olursak, bikuatemionun tersi ifadesi,

A_ 0
0'=—=— (3.13)
N(Q)

ile verilir. Bir bikuaternionun tersi ile kendisinin ¢arpimu 1°e esittir. Yani,

00" =07'0=1 (3.14)
dir[2,14].

dotu niver
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Bikuaternion cebri degisimli degildir, genel olarak @ ve P iki

bikuaternion olmak lizere,

OP # PQ (3.15)
dur. O halde bikuatermionlar degisimli olmayan fakat birlesimli bir cebir

olustururlar.

ORNEK:
P=ie,+e; ve Q=1+e, birer bikuaternion olmak lizere QP = PQ

oldugunu gosteriniz.

cOZUM:

PO =(ie, +e,f1+e ) =ie, —ie; +e, +e, =(1—i)e; —(1-i)e,
olur. QP carpimi ise,

OP =(1+e Nie, +e;)=ie, +e; +ie; —e, = (1+i)e; —(1-i)e,

seklinde elde edilir. Goriildiigii gibi PQ # QP

3.2.8.Bikuaternionlarda bélme islemi
O; N (Q) # 0 yani, normu sifir olmayan bir bikuatemion olmak {izere,
00" =070 =1
kosulunu saglayan Q' bikuatemionunun @ bikuaternionunun tersi oldugunu
daha 6nce belirtmistik. Ayni1 zamanda @ gibi bir bikuaternionun normunu da;
N(@)=00=00=0; +0f +0; + 05
oldugunu gdstermistik. Buradan;
20 _
N(o)
yazabiliriz. O halde;
9
N(Q)

oldugu agiktir. Yani bir @ bikuaternionunun tersi, kendi kuaternion esleniginin

0" =

normuna boliimiiyle elde edilen bir bikuaternion olmaktadir.



Bir P bikuaternionunun bir Q bikuaternionuna bblmek demek P vi Q7
ile carpmak demektir. Ancak 1iki bikuaternionun ¢arpimi degisme 6zelligine sahip
olmadigindan (Q'IP # PQ"), P bikuaternionunun bir @ bikuaternionuna farkli

sekilde iki boliimii tanimlanabilir:

PO~ = P2 : "Sagdan B6lme"
P N(o)
—= _ (3.16)
Q Q‘]P = iP : "Soldan B&lme"
N(0)
seklindedir[2].
ORNEK:

P =ie, +(2+3i)e, + (1 +i)e, +2ie,
ve

0 =(1+i)e, +(3+2i)e, +(2+3i)e, +3e,
birer bikuaternion olmak iizere P ‘nun degerini, soldan ve sagdan bolerek tayin

edelim ve bunlarin esit olmadigini gosterelim.

cOzZUM:
0O 'nun normu,
N(Q)=00
=[(1+i)ey +(3+20)e, +(2+3i)e, +3e;][(1+i)e, —(3+2i)e, —(2+3i)e, — 3, ]
=[(1+i)2+(3+2i)2+(2+3i)2+32] |
=(14+2i-1+9+12i —4+4+12i-9+9)
=9+26i

oldugundan soldan bélme;

26



ip_ O
o P=%o"

1
9+26i

{1+, —(3+2i)e, —(2+3i)e, —3e; Jieg +(2+3i)e, +(1+1)e, +2ie‘3 ]

=9 Y [ieO +2e, +3ie, +e, +ie, +2ie; —e, +2ie, —3e, +ie, —e, —2e,
+

-3ie, +6e, +9ie, —3e; —3ie, +06ie, —2e, —4ie, +6e, +2ie; —2e; +4e, —2ie,
+4e, +0ie, +2e, + 2ie, —4ie, +3e, +6ie; —9e; +3ie, —3e, +6e —3ie, —6e,
~9ie, +3e, +3ie, +6ieg |
=——|-1+6+6+2-3), +ill+9-4+2+3+6
| o+ o
+(2-3+6+3)e, +i(3+2-3-2-4+3)e,
+(1-1+4+3-6)e, +i(1+1+6-2-9)e,
+(-2-3-2+4-9), +i(2-3+2+6+6-3)e;]
1
_]P _
9+ 261

[(10+15i)e, + (8 —i)e, + (1-3i)e, + (-12+10i)e;]

degerine sahiptir. Sagdan bolme ise;

- o
PQ ! =P=_
N o)
=3 126_ [ieg +(2+30)e, +(1+1)e, + 2ie; |[(1 +i)e, — (3+2i)e, — (2+3i)e, —3e,]
+ 20
1 . . . | |
94260 €y —€o —3ie, +2e, —2ie, +3e, - 3ie; +2e, + 2ie, +6e, +die, — e,

—6ie, +0e, +3ie, —3e, +9ie, —6e, —6ie; +9e; +ie, +e, +ie, +3e; + e,
+2e, + 3ie, —3e, +ie, —e, +3ie; —2e; + 2ie, —3e, — 3ie, + 2ie, —2e; —Obie,

1

PO~ =
Q 9 + 26i

[(-2+25i)e, + (-8 +3i)e, +(13+3i)e, +(4—8i)e;]

seklinde olmaktadir.

3.2.9.Birim bikuaternion

Normu bir olan bikuaterniona birim bikuaternion denir[10]. Yani, Q; bir

bikuaternion olmak iizere;

N(Q)=00=00=0; +0} +03 + 0% =1 (3.17)

1se O ’ya birim bikuaternion denir.
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3.3. Bikuaternionlarin Matris Temsili

3.3.1.Bikuaternionlarin 2 x 2 matris temsili
I: 2x2 birim matris ve o,’ler (k=1,2,3) Pauli spin matrisleri ve
i =+/-1 olmak tlizere I ve —ic, matrislerinin cebri bikuaternionun bazlar olan

e, ve e;’lerin cebri ile aynidir. O halde e, ve e, ’ler;

1 0 0 —i 0 -1 —i 0 318
e, = ; € = ; €, = ;€3 = .
7o 1P " =i o]” 2 1 o] o i (-18)

2 x 2 matrisleri ile temsil edilirler[13].

Buna gore;

Q=QOeO+Qlel+Q2e2+QJeSZ(QO’QI’QZ’Q3) ' (3.19)

seklindeki bikuatemion,;

[t o] [o - _fo-1] [~ 0] [0-i0 -0,-iQ
Q_Q"[o JJFQ‘[—i O}FQZL o}rQ{o I}{Qz—ig Q0+iQ3} (-20)

2 x 2 kompleks degerli bir matris olarak ifade edilebilir. Buradaki A;; élemanina

a ve A, elemanina b dersek;
a=Q,—iQ; ve b=0, —iQ,
Ay elemany; Q, +iQ, = a” ve Ay, eleman; -0,-iQ, = —b" olacaktir. Buna gore

O bikuatemionu a ve b kompleks sayilari cinsinden;

a -b
Q=L - } (3.21)
olarak yazilir ve determinant1 bize @ bikuatermionunun normunu verir:
det0 = N(Q) | (3.22)
dir[25].

3.3.2.Bikuaternionlarin 4 x 4 matris temsili
Bikuaternionlar 4 x 4 matris formunda ifade edilebilirler. Bikuatermnionun

baz elemanlari ile i kompleks sayisinin 4 x 4 matris temsili,
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1 00 0 0 i 0 0 01 0 0
01 0 0 i 00 0 10 0 0
eo_—_ ;e]: ’e2=
001 0 0 0 i 0 0 0 1
00 0 1 0 i 0 0 0 -1 0
(3.23)
—i 0 0 0 00 i 0
0 i 0 0] |0 0 0 i
€3 = oAl T
0 0 —i 0 i 00
0 0 0 i 0 i 0

ile verilir. Buna gore,
0 = (ag +iby Jeg +(a; +ib, Je, +(a +iby )e; +(as +iby Je,
seklinde ifade edilir ve burada a,,qa,,a,,a;,by,b,,b, ve b; reel sayilardir. Q

bikuaternionunun 4 x 4 matris formundaki yazilisi,

a,—ia, la,+a, ib,+by; —b +ib,
ia,—a, ay,+iay —b —ib, ib;—b,

0= : o (3.24)
iby+b, —b,+ib, a,—ia, ia +a,

-b, —ib, iby—b; ia,—a, a,+ia,
olarak elde edilir. Burada;

c, =a, —lay; ¢, =ia, —a,; ¢, =iby +by; c; =—b —ib,

olarak ifade edilirse, bir bikuaternionun 4 x 4 matris temsili;

* *

Coy —€ C, G
* *
C C [ —-C
1 0 3 2
0= . . (3.25)

C, G C —G
% *

e, —¢, ¢ ¢

ile gosterilir. Burada ¢,, ¢, ¢, ve ¢; kompleks sayilardir. ( ") ise kompleks

eslenigi ifade etmektedir[2].

3.3.3.Bikuaternionlarin 8 x8 matris temsili
Sekiz bilesenli olan bikuaternion, 8x8 reel matrisle de temsil edilir. Q
bikuaternionu i¢in @ matrisi;

A B
- 3.26
o- 4 329
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olarak tanimlanir. 4 ve B reel kuaternionlardir ve
A=a, Ly +a I +a,I', +a,I',
B=p,I", +0,I') +b,I'; +b5I";

seklinde anti-simetrik matrislerle ifade edilirler.

(3.27a)

(3.27b)

Esitlik (3.26) ve esitlik (3.27)’ye gére de bikuaternionun Q matris temsili;

0 =(ao +Jbo)"‘o +("1 +‘Ibl)al +(a2 +1b, )az +(a3 +Jb3)a3

ile verilir. Burada;

r, 0
aj:hxrj={d FJ (j=1,2,3)

dir. I'; matrisleri ise ( j=12, 3) icin sirastyla asagida verilmistir:

S O = O
S = O O
_= O O O

—_ O O O
oS O

o

-

1l
0
o 9

()

q o
[\9)
| I |

Il

o o —

o I o

—

o o o —

ﬂ
o
Il
|
o
O
[
il
|
—
o O
SO O O =
S O = O

ﬁ
Lo%)
1]
- !
Q o
™
o 9
N
| U
]
o
o - © o
|
—
o o o

(3.28)

(3.292)
(3.29b)

(3.29¢)

(3.30a)

(3.30b)

(3.30c)

(3.30d)



Io=1; Il ==8, +e 1 (3.31)
ozelliklerine sahiptir[10]. Boylece (3.26) denklemi ile verilen bikuaternion Q 'nun
a, ve a; matrsleriyle 8x8 matris formu elde edilir. Burada a,, «,, a, ve a;

ifadeleri asagidaki ¢arpim kurallarina uyar:

a,0; =00, =0a;
2 _ 2 _
aa, =-06,a, +¢€,a,

Denklem (3.28) de J matrisi imajiner nicelik ve i =+/—1’e kabuliine uygundur.

Boylece O bikuaternionunun 8x 8 matris temsili;

a, a, a, a, b, b, b, b,
-a, a, -a, a, -=b b, -b Db,
-a, a, a, -—a -=b, b by =b
-ua, —u a a -b, -b b b
Q; = - b: - bl2 - fl>2 - 23 ao3 al2 czlz az - (:32)
bl -bo b3 —bz -4 ag —a; a4
b, —by -b, b -a, a a, —q

L b, b, =b b, -a; -a, q 0 deij=12,8)
seklinde gosterilir[2]. @, 'nin trace(izi), kdsegen elemanlarin toplamudir:
TrQ; =8aq, (3.33)

dir. @, ’nin hermityen eslenigi ise;

-a, a a, a, by =b —b, —b;]

-a, —-a, —a; a, b, by by —b,

-a, ay -—a, —-a b —b3 by b,
l-a; —a, a -ay by b, -b by (3.34)
| =b, b by, by -a, aq a, a,

-b -b, -by b, -a -a, -a; a,

-b, by -=by, -b -a, a -—-aq, -aq

|=by =b, b by —-a; —a, a —ag]

seklindedir[10].



4. CLIFFORD CEBIRLERI

4.1. Giris

Clifford(geometrik) cebirleri; reel say1 sistemini, vektorleri ( u,v,w,...) ve
vektorlerin (;arplmlanm(uv,uvw,...), icerecek sekilde genisletir. Clifford cebirleri
geometrik modeller i¢in, yiizeyler ve yiiksek boyutlu nesneleri temsil eden vektor
carpiumlar i¢in, dénmeler, yansimalar ve diger geometrik doniisimlerin tanimlari
i¢in oldukga yararlhdir. Clifford cebri ismi Ingiliz matematikgi William‘ Kingdon
Clifford’un onuruna verilmistir. Clifford, Alman yiiksek-okul matematik
6gretmeni Hermann Gilinther Grassmann tarafindan ileri siiriilen fikirlerin
6neminin farkina vardi. Clifford, Grassman’in fikirlerini Clifford olarak
adlandirdigy  geometrik cebirler ig¢inde gelistirdi. Kompleks sayilar ve
kuaternionlar 6zellikle basit geometrik cebirlerin iki seklidir.

Clifford cebirleri toplama ve ¢arpma islemi altinda kapalidir ve ili¢ veya
daha fazla vektoriin carpimlari birlesme 6zelligine sahiptir.

u(vw)= (uv)w

Clifford cebirlerinin temel aksiyomu, herhangi bir vektériin kendisi ile

carpiminin kendi uzunlugunun karesine esit olmasidir:

vizvw=vyv= “\Hz (4.1)

burada v, farkli iki vektoriin toplami olarak diisiiniiliirse yani, v=a+b ise; (4.1)
bagintisindan,

(a -t~b)2 =(a+b).(a+b)
olur. Bu esitligin agilimi, a° =a.a ve b® = b.b’lerin elenmesiyle;

ab+ba=2ab (4.2)
seklini alir. Eger a ve b ayni yonde degilse, aab = a(ab) = (aa)b farkli yonlere

yonelen vektorlere esit olacag: icin ab skaler olmayabilir. Sonug olarak a ve b

diizenlenirse; ‘
ab —ba=2(ab-ab) (4.3)
olur. Bu nedenle skalerlerden farki, vektor ¢carpimlar genellikle yer degistirmezler:

ab = ba fakat vektorler skalerler gibi artarlar. Ozellikle, carpimlan lineerdir ve
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toplama {lizerinde dagilirlar. Vektorler i¢in c¢arpim kurallar1 kare matrislerin

carpim kurallar ile aynidir.

Fizikte genel bir ifadeyle Clifford cebri, 3-boyutlu Oklid uzay1 IR*’teki
vektorlerden olusan Pauli cebri C/, ’tiir. Genel bir gosterimde, kartezyen eksenler
boyunca birim vektorleri temsil eden 2 x 2 Pauli-Spin matrislerini kullanir.

Bu nedenle v, v, v, seklindeki kartezyen bilesenleri ile bir v vektori,
v,0, +V, 0, +Vv 0, matrisi ile gosterilir. Sinirsiz sayida farkli matris gosterimleri

kullanilabilir, fakat yalnizca ¢arpimlarinin cebirleri fiziksel olarak anlamlidir.
(4.3) esitliginden, herhangi n-boyutlu iki reel vektoriin Clifford ¢arpimi, nokta
carpimi ve wedge ¢arpiminin toplamidir:

ab=ab+anb ' (4.4)

ve wedge carpimi ise;
aAb=%@b—b@ (4.5)

seklindedir. Nokta ¢arpim a.b bir skalerdir, fakat a Ab ne bir skaler, ne de bir
vektordiir; bivektdr olarak adlandirilan yeni bir elemandir. 3-boyutta aAb,
vektorlerin vektorel carpimi a x b ile iligkilidir. Fakat vektorel ¢carpimlarin aksine,
wedge carpimlarinda birlesme 6zelligi vardir ve bunun disinda yiiksek boyutlu

uzaylarda da tanimlanir.
3-boyutta ee,, e,e;, ee, bivektérleri, (e, e,, e,) tarafindan tammlanan

orijinal vektér uzayindan farkli lineer bir uzayi tanimlar. Oklid uzayindaki birim

vektorlerin karesi 1°dir. Fakat burada baz bivektorlerin karesi —1°dir. Omegin;
(eje,)’ =ee,ee, =—eee,e, =—1dir

e,e, ‘nin geometrik anlami (4.2) denklemi ile gosterilir. Bu iki operator, e,
ve e, 'nin her ikisini de ayni a¢1 ile dondiirtir.

el(e1e2)=e2, ez(elez):—el (4.6)

xy diizleminde bulunan herhangi bir v=v e, +v e, vektdri ayn sekilde
déndiiriiliir. Ozdesligin lineer bilesenleri ve e e,, keyfi bir 8 agisi ile dénmelere
neden olabilir:

v' = v(cosf +ee, sind)= vexp(e,e,0) G

(V3]
(V3]



dir. Bu esitligi @ acisimin kuvvet agilimi ile dogrulaniz. Dénme diizlemine dik
olan bir z bileseni ile bir r = xe, + ye, + ze, vektoriinii dondiirmek i¢in;

r' =exp(e,e,6/2)rexp(ee,0/2) (48
esitligini kullanabiliriz. Eger 6 = e ise, (4.7) ve (4.8) denklemleri @ sabit agisal
hizindaki dénmeleni ifade eder. Bivektorler, yansimalar iginde kullanilabilir. xy
diizlemindeki r ’nin yansimasi;

(e,e,)r(ee,)=xe + ye, —ze, (4.9)
seklindedir. Ayrica e e,e, ¢arpimi, yonlendirilmis birim hacmi temsil eden bir
trivektordiir.

ee,e; =-€,e,e; =e,e,e, =... oldugu i¢in IR’ de sadece bir tane lineer
bagimsiz trivektér vardir. TrivektSriin karesi -1’dir ve biitlin temel vektorler ile
ve bundan dolay:1 cebrin biitiin elemanlan ile yer degistirir. Trivektor imajiner
birimi ile bir tutulabilir:

ee,e, =i (4.10)
dir. (4.10) 6zdesligi, diizlemin normaline yonlendirilmis imajiner vektérler ile
bivektorleri birlestirilir, 6rmegin; ee, =ee,e,e; =ie,’tir. e; vektori ee,
bivektorii ile dual vektor olarak adlandinlir ve dénme diizleminin eksenidir. Daha
genel olarak a xb vektor ¢arpimi, a Ab bivektorii ile dual vektordiir.

anb=iaxb (4.11)

Kendisi ile vektorel ¢arpimindaki gibi, vektérler ve bivektorler arasindaki
dual iliskisi yalnizca ii¢ boyutta anlamlhidir. Fakat herhangi bir n>2 boyutlu
uzaylardaki dénmeler ve yansimalar i¢in bivektorler kullanilir.

Cl,’tn genel bir p elemany, skaler S, vektér V , bivektér B ve trivektor
T kisimlarinin veya derecelerinin reel bir toplamu;

p=S+V+B+T ' (4.12)
seklindedir. (4.10) denkleminden dolayi, Pauli cebrindeki her p elemamni, 4-

boyutlu uzayda kompleks skaler ve kompleks vektériin toplami ve bdylece
kompleks lineer kombinasyon olarak ifade edilirler. {eo,el,ez,ez} vektorlerinin

kompleks lineer kombinasyonu baz paravektér olarak adlandinlir. Burada

kolaylik olmasi i¢in e, =1 olarak tammlariz. Buna gére herhangi bir p elemans;
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P=pgeyt P&t Pe,tp.e; (4.13)
seklindedir.
Eger Po.P..P,,P; katsayilan reel ise, p bir reel paravektérdiir ve bu

elemanlar relativitede uzay-zaman vektorlerini gosterebilir. Hiz doniistimleri, eg

zaman cksenini igeren uzay-zaman diizlemlerindeki basit doniisiimlerdir.

2

PP =Py —P; —P) —P: (414
Seklinde skaler normda uzay-zaman metrigi kurulur. Burada;

P =Poeo - (Prer +Pyez + P.ey) (4.15)
dir. Isik sinyallerinin momentumu, Onemsiz normlara sahip p uzay-zaman

vektorleridir. Bunun i¢in p’ler sifir olmayan elemanlardir. Bu elemanlarin tersi

olamaz. Ciinkii /R ve C alanlarindaki degerlere sahip degildirler. Pauli
cebirlerinin merkezi kompleks alandir, ve hatta sifir ve iki reel vektérlerin

yalnizca ¢arpimlarini igeren alt cebir ise, kuaternion cebridir[12].

4.2. Vektorlerin Clifford Carpim

Cls Clifford cebrini 3-boyutlu Oklid uzayinda tanimlayan e,(i=1, 2, 3)
gibi {i¢ tane ortogonal birim vektér vardir. Bu birim vektérler;

ee; +ee =26, (4.16)

ee =1, ee. =-e.e; (4.17)
e;, €, ve e;’den e;e;’inranki 2, e;e e, i ranki ise 3 tiir. Ve bu terimlerin
karelerinin * 1 oldugu kolaylikla gosterilebilir:

ee =1

(e,e, Ne,e, ) =e e e,e =-—e,eee, =—1 (4.18)

(e‘e2e3 )(e1e2e3 ) =-1

seklindedir. JR® vektor diizleminde e, ve e, iki ortogonal birim vektor olsun.
r=xe +ye, vektoriniin uzunlugu ise, |r|=+/x*+y? olur. Eger r vektéri

kendisi ile garpilirsa, rr=r’ olur. Bu ¢arpim r’nin uzunlugunun karesine esit
olur: r’ = ’r! ? oldugundan koordinat sisteminde vektorler igin bir ¢arpim;

(.’Ce] +)'e2)2 24\'2 +y2 (419)



seklinde yazilabilir. Bu islem dagilma kurali, komdtitatiflik dikkate alinmadan

uygulandiginda ise,
x’el +y’el +xp(eje, +ese) = x” +y’ (4.20)

olur. Burada;

e,2=e§=1 |e1|=|e2|=1

e, =—€,e bunlar e, Le, ’ye tekabiil ederler.

(elez)2 = -e;e] = -1 karesini hesaplamak igin birlesme 6zelligini kullaniriz. ee,
carpiminin karesi negatif oldugu i¢in e,e, ne bir skaler, ne de bir vektordiir. Bu
carpim bivektor olarak adlandirilir. Bu bivektdr, kenar uzunluklan e, ve e, olan
karenin yonlendirilmis diizlem alanini temsil eder. Boylece e, =e e, olarak

kisaca gosterebiliriz.

4.3. Iki Vektoriin Dis(Exterior), Wedge Carpimi
Clifford ¢arpimimin skaler ve bivektor kisimlariyla ilgili 6zellikleri dikkate

aldigimizda; a =a,e, +a,e, ve b=be, +b,e, seklinde tanimlanan iki vektodriin

carpimlari:
a.b=ab +a,b, skaler carpim “a nokta b”
anb=(ab, -a,b)e, dis carpim “a wedge b”

seklinde olur. aAb bivektorii, a ve b kenarli paralel kenarin y6nlendirilmis

diizlem pargasini temsil eder. Bu paralel kenarin alam |a,b,-a,b,| seklinde olur ve

bivektdriin biiyiikliigiinii paralel kenarin alani olarak alacagiz.

—— Alan = |albl - azbz]
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Paralel kenara, kenarlarinin geometrik ¢arpimi olarak dikkat edilebilir:

a

anbve baa bivektorleri aym biiyiikliiktedir, fakat yonleri zittir. Bu basit bir
sekilde,

anb=-baa (4.21)
ile ifade edilebilir. C/, Clifford cebrinin ¢arpim tablosunu kullandigimizda,
a=ae, +a,e;, ve b=be +be, seklinde tamimlanan vektérlerin Clifford
carpimi, a.b = a,b, +a,b, skalerve anb = (albz —a,b, )e12 bivektdriin toplami;

(ale] +a,e, be, +b,e, )= ab, +a,b, + (a,b, — a,b, )e12 (4.22)
seklinde olur. Bir esitlik olarak bu,

ab=a.b+anab (4.23a)
olur. Bu, anb=-bAaa ters yer degistirme kurali ve a.b=b.a yer degistirme

kurali ile beraber ab ve ba arasindaki iligkiyi dolayli olarak anlatir. Bu nedenle;
ba=ab-aab (4.23b)
olur. (4.23a) ve (4.23b) esitliklerini topladigimizda ve ¢ikardigimizda,

a.b=% (ab+ba)  ve a/\b=%(ab-ba) (4.24)

ifadelerini elde ederiz. a ve b vektérleri yer degistirdiginde (ab =ba), bu iki
vektor paraleldir (a | b), yani aAb =0 veya ajb,=ab; olur. a ve b vektérleri ters
yer degistirdiginde iki vektor diktir (a 1 b), yani a.b =0 olur. Bu nedenle;

ab=ba << al|lb < aanb=0 <ab=ab
(4.25)
ab=-ba < alb < ab=0 <<ab=anab

seklinde olur.



4.4. Verilen Yonlerde Bir Vektoriin Bilesenleri

Iki bileseni olan bir r vektériiniin bilesenlerini diisiinelim. Bunlardan biri
a’ya paralel digeri b ’ye paraleldir ve a, b’ye paralel degildir. Bu, r =ca+ b
aynsmmunda o« ve [ katsayilarini tamimlama anlamina gelir. « Kkatsayisi,
rab=(ca+ [b)ab dis carpimi ve bAab=0 kullanim: ile elde edilebilir.
Sonugta, r Ab=aa b olur. Bu son esitlikte her iki taraf e ile ¢arpilirsa,

_rab

4.26
anb ( )

esitligini yazabiliriz. Ayni sekilde a A r ’nin degerlendirilmesi ile « ’y1 atabiliriz:

p=37" (4.27)
anb .

olur. Asagidaki sekilde yonlendirilmis alanlarin karsilastirilmas: ile @ ve S

katsayilar gorsel bir sekilde elde edilebilir.

b
r:aa+ﬁb %l’/\

b | S anb
é/ 7

Ab

O

anr
a

4.5. Dik Gosterimler ve Yansimalar

a ve b vektorlerinin arasindaki ag1 ¢ (0 <@ <180°) olmak iizere, b

yoniindeki a 'min bileseni bulalim. a; paralel bileseni, %)‘ birim vektériiniin a

ile skaler ¢arpimi;
b —_—

a, = |(a|CoS@

|a”b‘cosg0L2 : (4.28)
b .

seklindedir. Bagka bir deyisle, a; paralel bileseni, a.b = |a| 1b| cos¢ skaler carpimi

ile b’ = b/[b[2 vektoriiniin ¢arpimidir. Bu nedenle;



b
a = (a.b)|b7

= (a.b)b“

olur. Bu son ifade, b yo6niindeki gosterimlerde b ’nin uzunlugurndan bagimsiz
oldugunu soyler. a, dik bileseni, a —a, farki ile verilir:

a, =a-a = a—(a.b)b™!

=(ab-ab)b' =(anb)b™ (4.29)

Burada e, bivektorii, e e, diizlemindeki biitiin vektorlerle ters yer degi§tirdigine
dikkat edelim: '

(aabb™' =-b'(asb)=b"'bAra)=—bArah™ (4.30)
dir. Bu nedenle a ve b kenarl paralel kenarin alant,

laLb| = Ia/\b| = !a||b|singo (4.31)
oldugu gériiliir. Burada 0 < ¢ < 180°dir.

r vektSriiniin a vektorii dogrultusundaki yansimasi; r =r, +r, formiili

ve r'=r; —r, ile elde edilir. Burada r, = (r.a)a'1 "dir. r vektoriiniin a vektorii
dogrultudaki yansimasi r' ile gosterirsek;

r'=(ra)a” —(rraja’ = (ra-raa)a™

(4.32)
= (a.r —an r)a_] =ara”

ve 1slemi ilerletirsek,

r'=(2ar-raja”
=2 a.7r a-r
e

olur. r'=ara ' bagmtisim Clifford cebrinin sadece yer degistirme. szelliklerini

1 l

kullanarak direkt elde edebiliriz: r = +r, ’dir. Burada; arja” =-r;aa” =-r|
iken ar”a_1 = r”aa_1 =r; di. Ik 6nce a vektorii dogrultusundaki ve sonra b
vektorii dogrultusundaki iki yansimanin bilesimi;

r—>r'= (ara"I )—) r'=brb! = b(ara"l ))"l = (ba)r(ba)™ (4.33)

ile verilir.
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Bu iki yansimanin operasyonunun bilesimi, a ve b vektorleri arasindaki

acinin iki kati olan bir ddnmeye esittir.

4.6. IR’ Oklid Uzaymmmn C/, Clifford Cebri

IR* Oklid uzaymnin ortonormal baz vektérleri (e, , e, ) olsun.

(1, Clifford cebrinin dort elemani;

1 skaler
e e, vektor
e, bivektor

seklindedir. Bu dort eleman, IR®> vektor diizleminde CI, Clifford cebrinin

bazlarnimi olusturur, yani Cl,’de keyfi bir eleman u = u, +u,e, +u,e, +u e, "dir.
u, skaler, u,e, +u,e, vektorii ve u,,e,, bivektoriiniin lineer kombinasyonudur.
_ - —eel = —e.ee. ——eel =
€1€12 =€€1€; =€, €38, €€, =€, €,€; =€,€6/€; =—€6; =€, V¢

e,e, =ee,e, =—e’e, =—e, esitliklerini hesaplayalim. e,, e, ve e, ile ters yer

degistirdigine 6zellikle dikkat edelim.
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Cl, Clifford cebri,

€ € €12
€ 1 € €
e, -€, 1 -
e -€, e -1

¢arpim tablosuna sahip olup, 1, e,, e, ve e;, baz elemanlan ile 4-boyutlu reel
lineer bir uzaydir. Ozellikle, a=ae, +a,e, ve b=be, +b,e, vektsrlerinin

Clifford carpimi; ab = a,b, +a,b, +(a,b, — a,b, )e,, olarak goriiliir.

4.7. Cl;’nin Matris Gosterimi
IR iizerinde 4-boyutlu reel bir cebir, CI, Clifford cebridir. IR(2) reel
2 x 2 matrislerinin matris cebirleri izomorfiktir. Ortogonal birim vektorler e, e,

ve e, bivektdriin matris gosterimi,

o 1)
1=
0 1
1 0) 0 1
well ) e ) 0

seklindedir. Fakat CI, Clifford cebrinde, IR(2) matris cebrindekinden daha gok

yapi vardir. Keyfi elemanlar i¢in yukandaki benzerlikler;

(4.35)

Uy + U, U, TUp,
U, +ulel TU,E, +U,HEH, =

Uy =Uy Uy~

anlamina gelir ve

%[(a+d)+(a—d)e, +(b+c)e, +(b—c)e,2]5(z b] (4.36)

d

dir. Bu gosterimde, matrisin transpozu;
T
b
a _fa ¢ 437)
c d b d
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Cl, deki u =uy +ue +u,e, +1,,e, nin tersine,

U=u,+ue +iu,e, —1u,e,
benzemektedir. Matrisin adjointi;
(a b d —-b
Adj =
c d —-c a
Clifford eslenigine,
U=uy—ue —1,e, —U,e,

benzer.

4.8. IR’ Oklid Uzayimn CI; Clifford Cebri

(4.38)

(4.39)

(4.40)

3-boyutlu /R* Oklid uzay: e ,e,,e; gibl li¢ tane ortogonal birim

vektoriinden olugmaktadir. [R*’tin C/; Clifford cebrinin reel asosiyatif cebri

{e,,e,,e;} birim vektorleriyle olusturulur ve bu birim vektérler;

2 2 2
e; =1, e5=1, e3=1,

(4.41)

bagintilarini saglamaktadir. C/; Clifford cebri asagidaki bazlarla 8-boyutludur:

1 Skaler

e ,e,,e; Vektor

ee,, ee;,e,e; Bivektor

ee,e; Bir hacim elemani(trivektor)

Burada i j oldugunda birim bivektorleri e; =

€

1

J

ve yonli birim hacim

elemanini e;,; = e,e,e; olarak kisaltabiliriz. CI; *teki keyfi bir elemani bir skaler,

bir vektor, bir bivektor ve bir hacim elemaninin toplami olarak;

a+a+be,; + Bey;

(4.42)

seklinde yazabiliriz ve burada «, 8 € IR ve a,b € IR *tiir.



4.9. Cl;’iin Matris Gosterimi

Kompleks sayilarla olusturulan 2x2 matrislerinin kiimesi .C(Z) ile

gosterilir. Genellikle C kompleks alanlardaki bu kiimeyi /R’deki reel sayilann
skaler carpilmasiyla olusan reel cebirde oldugu gibi dikkate almaliyiz. Pauli
matrisleri;

ol=0;=0;=1I

0,0, =103 =—0,0,

030, =10, =—0,0;

0,03 =10) =—030,
garpim kurallarm saglamaktadir. Bunlar C(2) reel cebirlerini de olustururlar.
e, =0,,e, =0,,e; =0, benzerlikler ile reel cebirler arasinda bir izomorfizm

kurarlar yani, Cl; = C (2)’dir. Baz elemanlarinin benzerlikleri asagidaki gibidir:

c(2) | Cl,

I 1
O'|,0'2,0'3 ‘ e]9e2ae3
0,0,,0,03,0,03 €125 €13, €53
010,073 €123

Ayrnica { # j 1¢in e; =—e; olmaktadir. CI; Clifford cebri ve onun C(2) matris

Ji
gosterimi arasindaki temel fark; C/, Clifford cebrinin tammina gére IR® vektor
uzayinda vektériin karesi uzunlugunun karesine esit oldugunda(r2 :lr|2), ayn

0zel ayr bir altuzayin tanimlanmasidir. C(Z) matris cebrinin tanimina gore boyle

ayn bir altuzay tanimlayamayiz[17].



5. KUATERNIONLAR ve OZEL RELATIVITE

5.1. Giris

Fizikteki bir ¢ok problem, matematiksel ¢6ziimler gerektiren diferansiyel
denklemlerle ifade edilir. Matematigin temeli, alan 6zelliklerine baglh olarak ifade
edilirdi. Frobenius teoremine gore, sadece 3-boyutlu sinirli alanlar mevcuttur: reel
sayilar, kompleks sayilar ve kuaternionlar. Ozel relativite, 4-boyutlu Minkowski
uzayinin 6nemini vurgular: uzay-zaman, enetji-momentum ve elektromagnetik
potansiyel. Burada uzay-zamandaki olaylar, kuatermionlarin 4-boyutlu alaninda
incelenecektir. Referans sisteminin ekseni boyunca artislar igeren problemlerin bu

yaklasimla ¢6ziilebilecegi gosterilecektir[20].

5.2. U¢ Boyutta Dénme ve Kuaternionlar
3-boyutta yiiksek dereceli multivektdr ¢iftlerinin lineer kombinasyonu 3-

boyutlu lineer bir uzay olusturur. Buradaki (e] , €y, e3) pseudovektdrleri ayni

zamanda bivektordiir. Pseudovektorlerin baz elemanlarinin karesi —1°dir:

2 _ a2 a2 - =
e] =e;, =e; =—€,e,e; =e;e,e, =—1 (5.1)

Bunlarin her birinin ters-yer degistirmeleri

e e, =—e,e =—e,;
e,e; = —e;e, = —¢ (5.2)
€;6) =—¢,€; =€,

seklindedir. R :a — Ra R déniisiimiinii, e, ve e, vektorleri olusturur. Dénme

eksenleri, donme ile degismez ve e, ile e, vektorlerinin dénmeleri;

—i61/2 [ .
e ¥ e %% =¢ cosO+e,sind (5.3)

i /072 . :
e, e =e,cos0—e sinb (5.4)
ile gosterilir. Donmeler e,’den e,’ye dogru 6 acis1 ile, e, xe, ekseni

dogrultusunda olur. 3-boyuttaki # birim vektoriiniin etrafinda 6 ac¢ili bir donme

ile olusan R islemcisinin kuaternion esitligi;

R =cos€—e.nsin€ (5.5)
2 2

seklinde verilir. R ters islemcisi ise;

U (s\\. “‘
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R =cos€+e.nsin€ (5.6)
2 2

R’nin kompleks eslenigidir. 3-boyuttaki multivektorleri ¢ = a + e.b ile gosterirsek

g =a+be, +ce, +de; kuatemionu ile benzerlik gosterirler. Ayrica burada

e=(e,,e,,e;) ve b=(b,c,d) dir. Kuatemionunun degismeyen a skaler kismi;
R:a—>RaR=a (5.7)

dontistimiiyle tanimlanir. Kuaternion doniisiimiiniin e.b pseudovektor kismini,
_ N 0. 0 |
R:eb—>RebR=el/b+ 251n§-n X coszb +sin E’le (5.8)

denklemiyle agiklayabiliriz. Denkleminin sag tarafindaki, [ ] igindeki, vektor
doniistimiinii, n-ekseni etrafindaki 6 acili bir dosnme ile olusan b vektoriiyle
saglayabiliriz. bs(b, c, a’) vektoriiniin  elemanlarini 3x3 matris formunda

yazabiliriz. R islemcisinin kuaternionik elemanlarini (w, x, y, z) olarak alirsak;

—en 612
R=e*"""" =w+xe, + ye, + ze, (5.9)

olur. (5.8) doniisiimiinii;

b w? + x? ~y2 —z? 2(xy+wz) 2(zx—wy)

2

b
Rilcel-] 20p-wz) wi-x?+y*-2° 2(yz+wx) c | (5.10)
2 \d

d 2(zx + wy) Z(yz—wx) w?—x? =y’ +z

seklinde yazabiliriz. RR =1 olan donmeler, w2+x'7+y2+z‘7=1 esitligini saglar. Bu
durumda (5.10) denkleminin sag tarafindaki matris, bir ortogonal matristir. Bu
durum, bir dénme ve bir skala doniisiimiiniin bir kombinasyonuna benzemektedir.
Bu kombinasyondaki skala déniisiimii, RR =w? + x> + y? +z° esitligi ile bir
kuatermnionun skaler ve vektor kisimlarinin ¢arpimidir[21].

Matematikteki en dikkate deger formiil,

e'? = cosf +isinf (5.11)

denklemiyle verilir ve bu bizim i¢in énemlidir. Bir diizlemi gosteren kompleks

sayilarin cebri ile geometri arasindaki iliskiyi

x+iy=re'? (5.12)

denklemiyle kurariz. Bu ifade cebir ve geometrinin birlesimidir. z-ekseni

0+a)

etrafindaki & agili bir dsnmeyi, el seklinde gosterebiliriz. Gergekte;



e'@ (x+iy)= rei(6+a) " (5.13)
seklindedir[11,28]. 1843’te Hamilton 3-boyutlu uzayda dénmeyi tanimlamak i¢in
kompleks alanlar tanimlamaya ¢alisirken kuatemionlari kesfetmistir. Bir donme
icin orijinden gegen eksen ve u = (“x, Uy, “;) birimsel vektoriine paralel o agisi
ile asagida verilen dontiistimii elde edebiliriz:

a
~\uetu et ey 3

E(e.u) —%(e.u) (“xeﬁ“yez tuye;) =
e e.re =e (

xe, +ye, + zeB)e

(5.14)
dir. Burada e= (e1 , €5, e3) ve r= (x, Vv, z) olarak tanimlanmistir[22]. Bu
yiizden 3-boyutlu uzaydaki donmeleri veya “Cebir ve Geometri Birlesimini
tanimlamak istersek, kuatemionlara ihtiya¢ duyariz[11].

¢ kuatemionunun kompleks gosterimi;

g=z,+jz, 2z,z,eC (5.15)
seklindedir ve bu kuatemionun kompleks siitun matrisi ise;
2
q < (5.16)
22

seklinde gosterilir. Simdi yukarndaki tanima gore e, e, ve e; baz vektérlerinin

operator gosterimlerini saptayalim:

0 -i) 0-1)
e, & =-10 e, © =-10
Vo) T 2 BTy o) TR

-i 0 , 1 0
e, < =iy 1 e
0 i 01

dir. Boylece tiim doniisiimler i¢in dort serbestlik derecesine ihtiyag duyariz.

(5.17)

Herhangi bir kuatemionun 2 x 2 kompleks matris operatorii i¢in yazdigimizda;
. 2 *Z; ,
g=z1+tjz;, © . : (5.18)
2 4
ifadesini elde ederiz. Burada z =a+ib ve z,=c—-id €C seklinde

tanimlanmistir[23]. Birimsel normu olan bir kuatemion, determinanti 1 olan

birimsel 2 x 2 matrisiyle tanimlanir ve

det(q)=qq" = 2,z + z,2, (5.19)
dir.

46



5.3. Ozel Relativitenin Araclan

Ozel relativitede meydana gelen problemlerin ¢éziimiinde {i¢ matematiksel
araca ihtiya¢ vardir. Olaylar, toplanip ¢ikarilabilen veya bir skalerle ¢arpilabilen
4-vektorlerle gosterilir. Tki vektdr arasindaki i¢ carpimi olusturmak igin.asagidaki

matris ile olusturulan Minkowski metrigine ihtiyag¢ vardir:

1 0 0 O
0 -1 0 O ’

Mmelrik = 0 0 -1 0 :g;z ; (520)
0O 0 0 -1

q{t, X, ¥, z}.g;.q{t, X, ¥, z}=t2—x2—y2—z2 (5.21)

seklindedir[18]. Lorentz grup, iki tane 4-vekt6riin i¢ ¢arpimini koruyan matris
gruplar gibi ifade edilebilir. Bu grubun iiyeleri, x-ekseni boyunca olan artislar i¢in

kolaylikla ifade edilebilir:

_ 1
y =
7o Py 00 (5.22)
A= =By vy 00
: 0 1 0
0 0 1

dir[29]. Burada y,, (m =0,1, 2,3)’ler uzay-zamanin ortonormal baz vektorleridir.
¥, zaman eksenini yi(i =1,2,3)’ler uzaysal eksenleri gosterir. Ayrica y, baz

vektorlerinin skaler ¢arpimi (ym .;/,,) Minkowski metrigini verir. f=v/c<1 vec

151k hizidir[21,23]. Buradan 4-vektor;
A.‘, .{t, X, , Z} _ ! _ xﬂ , X _ tﬂ
o W=p - - g

seklindedir. Araligin korundugunu ispatlamak i¢in, i¢ ¢arpimi hesaplariz:

» ¥, 2 (5.23)

Adtxvozlgl Ay x y zf=t 3P =yt =27 (5.24)
dir. Bu 4-vektorden yola ¢ikmak, referans ¢ergevesinin x-ekseni boyunca diger 4-

vektore dogru artirmasinin ve i¢ ¢arpimi korumanin tek yoludur. Fakat neden 4-

vektorden baslanmasi gerektigi agik degildir.
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5.4. Kuaternionlarin Ozel Relativitede Kullanimi
Kuaternionlar ile incelenen olaylar gibi egri alanlar1 veya boliim cebirleri
4-boyutludur. Bu yolla olaylar, operatérlerden farkli bir islev alirlar ve ayni

matematiksel yapidan olusurlar. Bir kuatermionun karesi;

(q[t, X, V, z]. q[t, X, ¥, z]+ q[t, X, V, z]. q[t, X, V, zh 3
3 ) w

= '—xz—y'—z", 2tx, 2ty, 21z .
¢ 2_ 2 } (5.25)
(t, ) =2 - 5.5, 25)

0, 0, 0}

seklinde alinir. Burada kuaternionun ilk teriminin sabit aralikta karesi alinmigtir
ve kuatemion ¢arpim kuralinin bir pargasi olarak Minkowski metriginin bir formu
vardir. Vektor kisminin karesi alinamaz. Aralik degistirilmeden kuatemion yapisi
bulunabilirse, kuaternionlar Lorentz grubuyla ayni islevi goriir. Eger x ve x' 4-
vektorlerinin araliklarinin ayni 6zellige sahip ise, karesi alinan birinci terimler

q[x] ve q[x'] aynidir. Kuaternionlarda bélme i1slemi tamimli oldugundan;

p =q[x] g[x]”" oldugunda, p kuatemionu p g[x]= q[x'] olmalidir. Kuaternionun
tersi, normunun karesinin transpozudur. Bu yaklasimla p’yi x-ekseni boyunca

artan 4-vektorler i¢in hesaplayalim:
p=(i-Byx,—Byt+yx, v, 2)t %y, 2)”
= {tz +x° —2txﬂ+(y2 +zz)\/l—ﬂ2, (—tz +x2)ﬁ,
—t(y+z,8—y\/1—/5’2 )+x(z+yﬂ—z\/1—,82 ,

o e g s
/(zz +xt+y? +22N:E{

dir. Bu denklemi kullanarak x-ekseni boyunca p kuatemionunun Lorentz artigini

(5.26)

ifade edebiliriz. p bagil hiz ve konumuna baglidir, buda onu anlam olarak “lokal”
yapar. pglx]= g[x'] ise;
(p[t, x, ¥, z, B]. q[t,x,y,z]),{l, 0, 0, O} ~
={t-xB)y, (x=1B), », 2} (5.27)
p[[: ¥z ,B](t,x,y,z) = (yz‘—yﬁx, —}’ﬁt‘i‘ X, Y, Z)
seklinde 4-vektorden olusmus kuatemionddr. Bu noktada herhangi bir problem, 4-

vektorler kullanilarak ¢oziilebilir. Olay kuaternionlan artirmak icin Minkowski
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metrigi ve x-ekseni boyunca Lorentz artig1 yukandaki kuatemnionlar kullanilarak
¢oziilebilir. Bu iki teknikte de ayni yapida doért rakamin, aym degisken beta
kullanilarak yeni dért rakama doniismesinin nedenidir.

Araligin degismedigini kabul edelim;

p[t, X, )z ,B].q[t, X, Y, z].p[t, X, Y, Zy ﬂ].q[t, X, Vs z].{l, 0, 0, O}

{p[t, X, Y, Zy ,B] (t, X, ¥, z)}2 = {12 —x?—y? -z (5.28)
2002 B+ x2 B —tx(1+ B%)) 2y(t—xpB) 22(t—xﬁ)l
-1+ 4 S i-p T -

seklindedir. Birinci terim kabul edildigi gibi korunmustur. Karesinin vekt6r kismi

yapiya baglhdir.

5.5. Kuaternionlarin Pratikte Kullanimi

Burada p kuatemnionu, basit hesaplamalar igin oldukga komplekstir. Ozel
relativitedeki bir ¢ok problem, acili momentum igermez; y=z=0 yapisina
sahiptirler. Bu durum genelde ¢#=0 veya x=0 yada Doppler degisim
problemlerinde x =¢ oldugu durumdur. Bu nedenle p kuaternionu, ¢ok basit bir
hal alir.
Eger ¢ =0 ise;

p=pl0. %00 g0 00 0

! p
p= ——=,——,0,0
p=+145,0,0) (5.29)
q—>q'=pq
(0, x,0,0)— (", x,0,0)=(=38x % 0, 0)

Eger x =0 ise;

p=pl0.x00 5]{,0,0 0}

1 B
’ [M R 0]
p=701-500) (5.30)
q—>q'=pgq
(,0) > (e, x, 0,0=) = (y2,— 381, 0, 0)

reites
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Eger x =1 ise;

p=pl0.x00 {000

V142
p=71-520,00) (5.31)
q—>q'=pg
(t, x,0,0)= (¢’ x, 0,0)=y(1-B)( x 0, 0)

seklinde olmaktadir.

Ozel relativitedeki problemler, ya 4-vektdrii, Minkowski metrigini ve
Lorentz grubunu kullanarak yada kuatemionlari kullanarak ¢6ziilebilir. Olusan iki
metot arasinda deneysel fark yoktur. Bu noktada fark matematiksel temelde
yatmaktadir. Calismalarin ¢ok biiyitk kismi metriklerin gallémam lizerine, genel
relativite alanlarindaki pargaciklardir. En biiyiik ¢aba grup teorisi ve bunun
parcacik fizigine uygulanisi {izerine gosterilmektedir. Fakat g:ahsmalafm bu iki
alani birlestirme girisimleri basarilamamuistir.

Problemleri kuaternionlar kullanarak ¢6zerken olaylar, metrikler ve
operatorler arasinda bir boliinme yoktur. Biri kuaterionlari segerken onciil
olmaldir; fizige 06zgii problem ile ilgili olmali ve bu bakimdan becerisi
bulunmalidir. Kuatemionlar kullanirken istenilen bu kosullar, metrikler ve grup

doniistimleri arasinda farkliliklar meydana getirebilir[20].
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6. BIKUATERNIONLAR ve OZEL RELATIVITE

Ozel relativite teorisi, hareketli bir trene gére durgun platformdan gegen

bir koordinat doniisiimii altinda

t*-x] -x%-x} (6.1)
ifadesinin degismezligini ister. Trenin, uzay-zamandaki konumu;

X = xp€, +ix,€, +ix,e, +ix;e; =t +ir | (6.2)
bikuaternionu ile ifade edilir ve burada x;(i=0,1,2,3)’ler reeldir ve konum
vektorii r = (xe, +x,e, +x3e3) olarak tamimlanmustir[25]. Ayrica i kompleks
birimdir. Bu (6.2) denklemini;

X =ict+ x\€) + x,€, + x;e; = ict +X.¢€; | (6.3)
seklinde de ifade edebiliriz ve burada ei(i :0,1,2,3) birim vektorierdir. Ayni
zamanda bu 4-boyutlu Minkowski uzayidir. Burada x=0, y=ct ve y=0

olarak alinmistir. Genelde bir bikuaternion 8-boyutlu uzayda gosterilir. Bu x =0

ve y=0 durumlarim kuaternionlarda yerine koyarsak 4-boyutlu Minkowski

uzayim elde ederiz[26]. X bikuaternionunun biiyiikliigii;

X = X = lict) +xx =fx2 +x2 +x2 —c> (6.4)
denklemiyle verilir. Ozel relativite teorisine gore eylemsiz sistemler arasindaki

dontiistimler sabittir. Buradan diferansiyel dX ;

dX = \dx? +dx} +dx} —c2dr? (6.5a)

olarak bulunur. Her iki taraf 1/ic ile ¢arpilirsa;

1 2 1 2 2 2 v
Lax = jar? - L (axd+d? + ) =dr1-L = dr (6.5b)
c C

ic

esitligini elde ederiz. Burada dr, relativitenin bilinen zaman genislemesidir[29].
Buradan diferansiyel dX ifadesini,

dX =icdt + dx e, + dx,e, + dx;e, (6.6)
seklinde baska bir formda ifade edebiliriz[27]. Simdide trenin uzay-zamandaki
hizinin bikuaternion formu;

_dX d(ict) . dx

V= =— "+ —.¢; =ict+V.e (6.7)
dt dt dr .
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denklemiyle verilir. Hizin biiyiikliigii ise;

Vo V= licf +v.v =4h? -2 (6.8)

5

seklindedir. Ayrica burada hizin biiyiikligii ifadesini |V| = ic\/ 1 —K%- seklinde de
c

yazabiliriz. Bu yazilim bize Lorentz doniisiimlerindeki 7 carpanini saglamaktadir.

V ve dt’yi kullanarak dz relativistik diferansiyel zamanini;

2
dr:Dﬂdp:w—fym (6.9)

ic C
olarak ifade edebiliriz. Buradaki dz, has zaman olarak da bilinir. Relativistik
hizin bikuaternion formu;
ax ic dX icV
e (6.10)
dr |V]dt |V]|
ve buradan,

i S
u=22 (6.11)
dr v? V2
Wh——- $———
C2 C2

seklinde verilir. Burada | U |=ic ’dir. Béylece 4-boyutlu V hiz ve df diferansiyel

d . .
zaman veya 3-boyutlu a’—x hiz ve dr zaman genislemesi kavramlan kullanilir.
T

Bir teoride bunlardan birini segmek gerekir ciinkii, 3-boyutlu ve 4-boyutlu

ozellikleri bir arada kullanamayiz. Simdide bikuatermion Nabla operatériinii

tanimlayalim:
v=12 3, (6.12)
c ot
= 6 o0 0 |, : . N T
dir. Burada V =| —,——,—— [’dir[26]. Bu bikuatemionlar x = x' &zelligiyle
Ox, Ox, Ox; ‘ :
karakterize edilirler ve hermityen bikuatemionlar olarak adlandirilirlar. Ayrica
4_0_ % (6.13)
dx ot

operatoril hermityen bikuatemiondur. Fakat F' = —F esitligini saglayan,
F=B+iE (6.14)

denklemi 6-vektor olarak adlandirilir ve anti-simetrik matrislerle gosterilir.
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Einstein, kuatermionlan kullanmadan p =m+imv kiitle-momentumun

x ’e benzer doniistiigiinti fark ederek;

p=m0£=m0u (6.15)
dr

olarak bulmustur[19]. Burada dz® = N(a’x) =dxdx’ =—dx’, u= ax V€ m = ym,

olarak tanimlanmistir[29]. Buradan y yerine dt/dt yazarsak;

-1
dt
=mp —— 6.16
myg m(d ) ( )

T

hareketli par¢acigin durgun kiitlesini buluruz ve degismez oldugu varsayilir.

Momentum korunumu, kiitle korunumu ile birlestirilirse;

dt -

elde edilir ve burada v? = v.v ’dir. Hareketli parcacigin v hizi, 15181 ¢ = 1 hiziyla

kiyaslanirsa, daha kiiciik oldugu goriiliir. Buradan,

2 -1/2
m=m0[1—32—] (6.18)
C

seklinde olmaktadir. Ayrica;

me’ = m,c’ +~;—mov2 (6.19)

dir. Einstein bunu; Emov2 kinetik enerjisini myc® atomik enerjisiyle toplayarak

parcacigin toplam enerjisi olarak ele almistir.

Yiik-akim yogunlugu bikuaternionik formda
J = p+ij (6.20)
dx dr )™
seklindedir. Bu J = p, = gibi diistintilebilir ve burada p, = p(d—J sabit bir
T T
skalerdir.

Ozetle, asagidaki hermityen bikuaternionlar, q( )q*f'

b

x=t+ir (uzay-zamanda konum)
4 = 9. Y (kismi tiirev)
dx Ot
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p=m+imv (enerji-momentum)
J=p+ij (yik-akim yogunlugu)
D=p+iA (4-potansiyel)
ile dontistiiriiliirler. Diger bir deyisle, 6-vektor;
F=B+/E (elektromagnetik alan)
olarak q( )q* ile dontistiiriiliir. Maxwell denklemlerinin bikuaternion formu;

d
—F+J=0 (6.21)

dx

seklinde bir denkleme déniistir.

t t
Bu denklemi; (i) (EJ ’in 6-vektor olduguna dikkat ederek (i) ile
dx dx dx

1,.
isleme tabi tutarsak [diJ J ’nin skaler kisminin sifir oldugunu anlariz. Bu
X

1.
stireklilik denklemidir. Ayrica [dij @ + F’nin skaler oldugunu ve bazen de
x
stfira esit oldugunu gézlemleriz.

Maxwell denklemleri; J yiik-akim bikuaternionu ile ifade edildigi gibi
hareketli yiikiin siirekli dagiluniyla olusturulan elektromagnetik alani tanimlar.
Tersine, verilen bir elektromagnetik alan hareketli bir yiike etki ederse; bu defa

g, (E + vxB) dis kuvvetinin etkisiylev hizi ile g, farkli bir hareketli yiik olarak

- ... d
goriiniir. Newton’a gére bu momentumun degisim hizidir fakat, 6zel relativite =
!

ile degil di ile 6lgiilmiis oran ister. Ozel relativiteye gére bu go(vxE+B)
T

terimiyle artinlir ve enerjinin degisim hizi olarak ifade edilir. Boéylece bir

elektronun hareket denkleminin relativistik formunu ¢, = —e ile elde edebiliriz.

dp dx
—=e—F+i 6.22
dar dr & ( )

Burada g, bir hermityen bikuaterniondur. Burada bir kisitlama var: Maxwell

denkleminde siirekli dagilima sahip yiikii tanimladik fakat hareket denkleminde

bu durum farkli olmaktadir[25].
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7. CLIFFORD CEBRI ve LORENTZ DONUSUMLERI

Galile’'nin relativite ilkesine goére, klasik mekanigin yasalari biitlin
gozlemciler i¢in aynidir. Her biri digerine gore sabit hizda hareket eder. Daha

dogru olarak klasik mekanigin yasalari, v hizinda hareket eden (x,¢) ve (x',¢)

iki referans sitemine gére Galile dontistimleri altinda degismeden kalirlar.

Direkt Tersi
x'=x-wvt x=x"+vt'

, (7.1)
t'=t t=t

Sol taraftaki denkleniler, ikinci referans siteminin orijini x’ =0 c;ldugunda
ilk referans sistemindeki x=v¢ uniform harekete uydugunu gosterir. Burada
referans sistemlerinin birbirlerine iistiinliigli yoktur. Yada hareket eden cisimler
icin mutlak degildirler, ancak zaman korunumludur.

Galile’nin ilkesi veya degismezligi fizigin tiimiine hiikkmetmez; en dikkate

degeri elektromagnetizma ve 6zellikle de 1s1ktir. Ornegin dalga denklemi;

2 2
oy 187

(7.2)

seklindedir. Burada (x,z) — (x',¢") degiskenlerinin degerleri Galile doniisiimiinde
korunmaz. Yinede dalga denklemi, H. A. Lorentz’ten adini alan bagka bir
d6niisiim altinda degismezdir. 1887°de Michelson & Morley; 15181n, 'kaynagin
hareketinden bagimsiz bir sekilde hareket ettiini gésteren bir deney yaptilar.
1905°te Einstein, 15181in hizinin sabit oldugunu bir postiila olarak ald1 ve relativite
ilkesiyle beraber bu postiilanin, Lorentz’ in kinematiksel formiillerini tiiretmek
icin yeterli oldugunu gésterdi. Boyle yapmakla Einstein, zaman notasyonunu

yeniden goézden ge¢irmek ve mutlak zaman kavramini degistirmek zorunda

kalmustir.

7.1. Bir Boyutiu Uzayda Lorentz Doniisiimleri
x'=0= x=w lineerligini koruyan Galile déniislimlerinin en basit
degisikligi, bir v faktorii ile ¢arpilmasiyla elde edilir:

x'=y(x-w), x= y(x"+vt") (7.3)

u i)x\'we‘s"w

wn
W

¢

ané
pnadOl b ogiohe®
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Burada y, x ve ¢’den bagimsizdir fakat v’ye bagh olabilir. y’nin, her iki
esitlikte de aym olmasi gerekir, ¢iinkii ters donlisiim v’in —v’ye doniisiimii
disinda direkt doniisiim ile ayni olmalidir. |

v ‘nin hesabinda, 15181n hizina esit gozlemi kullaniniz. Her iki referans
sisteminde ¢ hiziyla hareket eden bir 151k sinyalini diisiinelim. Béylece (7.3)
denkleminin sag tarafina x =ct ve x' =ct' yerlestirilirse;

x'=vy(ct—vt), x=v(ct' +vt') (7.4)
olur veya, denklemin sol tarafina x"=ct' ve x =ct yerlestirilirse;

ct'=y(c-v), ct=vy(c+v)t (7.5)

zamanin doniisiimlerini elde ederiz. iki denklemin béliimii,

c c—v 1
Y(C+v):Y(c ) —rE . V2 79
o2
carpanini verir. Sonra, olaylarin zaman koordinatinin déniistimii hesaplanir:
x =7v(x"+vt") yerine x' =y(x—vt) yerlestirildiginde,
x2 =y2(x—vt) +yvt’ (7.7)

olur. y 'nin agik seklini kullanir ve ¢’ ¢oziiliirse;

/ =y(r—12x) (7.8)
c
olur. Benzer bir sekilde, ters doniisiim hesaplanirsa;
Vo
t=y(t"+—x) (7.9)
c

zamanin da déniistiiriilmesi, relativistik zaman olarak s6z edilir. Ozetlé, Lorentz

déniisiimlert olarak bilinen uzay ve zaman koordinatlari i¢in doniisiim yasalari;

Direkt Tersi
., x—vt x" +vt'
x' = = -
v v2
c” c
y LV, (7.10)
z‘——2x t +—2X
[A— f= ¢
2 2
1‘"—"2— 1__2_
c c
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seklindedir. Lorentz doniisiimlerinde x? —c%? = x'? = ¢%'? kuadratik formu ve

12 r2

e ) 2
olaylarin ortogonalli§i korunur; eger x,x, —x'" —c“+'* =0 olursa, x,ct, ve

X, ct, olaylarnnin ortogonal oldugunu sdylenir. Ozellikle zaman ve uzay

ortogonaldir. Burada zaman ve uzaymn, 90° ile birbirinden ayrilmadigina dikkat
edilmeli yani dik veya dikdértgensel degildir. Zaman ekseni uzaya dik olsun ve

bir Lorentz déniisiimiinii saglasin diye x, ct uzay-zaman koordinatlarini ¢izersek;

x', ct' doniisim eksenleri dik degildir, fakat tanim olarak ortogonaldir.

ct ct’

x=ct

» X

Lorentz déniisiimiinii matris formunda;

/

- :
x' -
| c|” (7.11a)
ct vy 1 Net
1

c? ¢
' X —Vvt
X .
( Jzy v =>x =y (x—ct)
ct ot (7.11b)

ct =7 (ct —lx)
c

seklinde yazabiliriz. Bu matris ¢arpimi, Lorentz déniisimlerinin bilesenlerini

hatirlatir:

L = c S (7.12)

v, ve v, hizlarindaki iki Lorentz doniisiimiiniin bilesimi; paralel hizlarin

relativite bilesimi olarak bilinen,

U e
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V= = (7.13)

hizida L, =L, L, Lorentz dniisiimiiyle sonuglamr(17].

7.2. Dort Boyutlu Uzayda Lorentz Doniigiimii

Clifford cebrinde yeni bir j sanal birimi tammlanir ve j* =1, j=1,

*

j =-—J seklinde hiperbolik sanal birim olarak adlandirilir. Hiperbolik kompleks

uzay, Minkowski uzayina benzemektedir. Hiperbolik Minkowski uzéyl lineer

kuaternion ile
4 .
X=ct+jr=>x, (7.14)
n=1
seklinde 6zetlenebilir.

3
Burada cf =x, ve t zamandir. jr= an = jx,€; + jx,€, + jx;€5, r 3-boyutlu

n=1

uzaymn yer vektorii ve r = \/ ixz +y+2° i’dir. X kompleks say1 ve vektorler i¢in
benzer &zellige sahiptir. Iki boyutlu uzay zaman kompleks diizlemini H (ct, jr)
olarak tanimlayabiliriz. Burada r, kompleks saymin sanal kismi ve ct ise reel
kismidir.

X lineer kuaternionu,

X = Re’* = R(cosh¥ + jsin hi¥) (7.15)

olarak yazilabilir. Burada R =\/iczt2 —r?) hiperbolik kuaternionun modiilii ve

W, ct eksenine karsilik gelmektedir.
; < (/¥ .
‘I’:ro‘{’=LarctanhL,eﬂ' =Z(Ll=cosh‘l‘+jsmh‘l' (7.16)
Bu sartlarda lineer kuaternionlann ¢arpimini tanimlayabiliriz:
4
X=c+jr=X,X,= ) x,x
v Zl " L (7.17)

=(ct, + jr ety + 1y ) = (cztltz +r1.r2)+ jletx, +ctyry)

Y s
Vo grsh
AR B
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seklindedir. (7.17) denklemi 6zel bir durum oldugu i¢in, birim kuaternion
X, =cosh¥ + jsinAY ile verilir ve
X =ct +jr =X,,.X =(cosh¥ + jsin h¥)(ct + jr) (7.18)
seklinde ifade edilebilir. (7.18) denklemini genisletirsek;
{r' =ctsinh¥ +rcos ¥

: (7.19)
ct =ctcosh¥ +rsinhY
elde ederiz. Burada
in A"V
an g = STV (7.20)
coshY ¢
bagntisini yerine yazarsak;
vl .
cosh¥ =, [l-—=— (7.21)
c 7
ifadesine ulasiriz. (7.21) denklemini (7.19) denkleminde yerine yazarsak;
o1
r=—(r+v)
v (7.22)
P2
y\ o ¢
Lorentz doniistimiinii elde ederiz. (7.22) denklemi kuaternion formunda;
x =lvx _ (7.23)
¢

seklinde yazilabilir. Burada V = l(c + jv) = %X— genellestirilmis 4-boyutlu hizdir
b dr .

ve 7 has zamandir. (7.23) denklemini matris formunda;

X,=U,X, (7.24)
ya da
I
Jjr' |y J;/c | cosh¥ jsinh¥ || jr (7.5)
et | v 1| e | jsinh¥Y  cosh¥ || ct S
ye 'y

seklinde olmaktadir. Kuaternionun normunu alirsak;

4
RP=X"X= Y x,x,=ct’ -+ (7.26)

non=l
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olur. Degismeyen araliklarda (7.24) matris denklemini saglar ve
X'x, =X\ x,=R (7.27)
dir. Déniisiim matrist U, i saglar.

UL, Uy =U UL =T (7.28)

Ho y7)

Burada I; birim matris, U;U

ve U, birbirinin Hermityen eglenigidir.
7.3. Dort Boyutlu Uzayin Degismeyen Metrigi

(7.24) denklemini matris formunda yeniden diizenlersek asagidaki gibidir:

—j_x" l 0 0 J_vx_. _jx'
y yc
o 1 Jv .
v 0 > 0 }_yc_ 7
= L (7.29)
e 0 = =l
y v
. v Ve v, 1
| ct : — | L]
llre yve yve ¥ |

(7.29) denklemini, (7.27) denklemi formunda yazamayiz. Ciinkli (7.29)
denkleminin déniisiim matrisi U, (7.28) denklemini saglamaz. Bu (jr' ,ct') ve

( jr,ct) iki koordinat sisteminde sadece r vev’ye paralel bagil hareket yapar.
(7.24) ve (7.29) denklemleri her koordinat sisteminde Lorentz doniisiimii igin
degismeden kalamaz. Bu sartlarda r ve v ’nin yonii farkhidir.

Eger a=r,b=v,r; ve v aym yonde verilirse bu ifadeyi (7.22)

denklemindeki gibi yazabiliriz:

Ty =%(r|| +Vf)

' (7.30)
Co 1 n.v 1 r.v
t = f+ 2 = — t+—2
4 c v c

seklindedir ve buradan,

r.v)v ' r.v)v
r” :_(_:2.)_, r.L :r.L :r—r“ :r—%.

(7.31)

2

(7.31) denklemi (7.22) denkleminde yerine konursa;
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r' :r+[1_1JM+1;
y 2

1% ¥ :
C rv (7.32)
t =-(z+'—zj

Y4 c

Lorentz doniisiimiinii elde ederiz. Bu denklemi X ﬂ =U,,X, matris formunda;
2

™ h(i_ljv_x {Llj_ Lo ]
2 |y 2 y 2 Ve [ jx

e %
Lt 1 vxv - )
4 v 4 vc
(7.33)

= v
L 1 vr. (1 V.V, 2y .
o (e (g
7 v 7 v y vt oye
1

_Ct'_J ———va _ji :Z_K‘Z _C[
Ve v yc ro ] B

yazabiliriz. (7.33) denklemini Lorentz déniistim elemanlari formunda yazabiliriz:

: /1 y? 1 V.V,
T R A
Y % 7 1% }/ v ¥y

, (1 .
z =|— -
7 v 7 ]
A Jv '
= =X + yzy +'lvzz +—f
yc Yy c yc /4

(7.33) denklemi ile U,, matris doniisiimil, (7.27) ve (7.28) denklemierini ayri
ayrt saglar. (7.33) ve (7.34) denklemleri ile 4-boyutlu hiperbolik Minkowski
uzaymun genel Lorentz doniigiimleridir. v, =v ve v, =v, =0 olduBunda (7.34)

denklemini 6zel Lorentz doniisiimiine sadelestirebiliriz:

o1

X =——(x+vt)
Y

y =y

R (7.35)
1( v )

! =—|t+—x
Y c?
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dir. 7 has zamamn verilirse; dr =y dt’yi elde ederiz. 4-boyutlu hiz ifadesi;

dX , ) (736)
U, =—=—=uy+ju .
u dr 0 J
- dr c, . )
olarak verilir. Burada u = R u, = — dir. 4-boyutlu hizin uzaysal ifadest;
dr % .

u:, u, = ui —u=c (7.37)
UV=U.V+UAY (7.38)

denklemleriyle verilir. Uzaysal hizin Lorentz déniisiimiinii;

u =u+(l—l](uv)v—luo

2

oy (7.39)
| u.v
uo = — MO - —2—
V4 c
seklinde yazabiliriz. (7.39) denklemini matris formunda;
u;, =U,u, (7.40)

seklinde yazabiliriz. Bu ifade, doniigiim matrisi U, yli saglar. 4-boyutlu
momentum uzayinda, momentum;

Pﬂ =myi, = py+Jp (7.41)
olarak verilir. 4-boyutlu momentumun uzaysal ifadesi;

* E2 9 2 2
P, P, = —CT—p' =mjc (7.42)

PV=pP.V+pPAYV (7.43)

denklemleriyle verilir. 4-boyutlu momentum uzayinin Lorentz doniisiimiinii;

p'=p+[i—1](£-'—t)—v-—%po

7 ) L (7.44)
Pb = %(Po - PCTV)
seklinde yazabiliriz. (7.44) denkleminin 4-boyutlu matris formu;
P, =U,,P, (7.45)
seklindedir. Dort boyutlu momentumun uzaysal ifadesi ise;
PIP, =PI P =mic’ (7.46)
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seklindedir. Buradan 4-boyutlu enerji-momentum bagintisi igin

E*=p*c’+mgct (7.47)
elde ederiz. Simdi, Lagrangian fonksiyonunu ele alalim:
. oL
L=-myc’ =u, P, =u, —— 7.48
0 J 7y i allﬂ ( )
olacaktir. Buradan 4-boyutlu,
oL « OL «
= e = P[Ll (749)
o0X, ou,, ‘
denklemlerini elde ederiz. 4-boyutlu Lagrangian denklemini;
d OL oL
— - =0 (7.50)
dr (dX,) ¢X, :
0 £
dr
seklinde yazabiliriz. 4-boyutlu momentum operatérii;
- 0 10
= =——+jV (7.51)
0X, cot

seklinde verilirse, (7.45) denklemindeki gibi 4-boyutlu operatérii matris formunda
yazabiliriz:
P, =U,,P . (7.52)

wot u

dir. 4-boyutlu momentum operatériiniin uzaysal ifadesini;

t / T ,
o 1o |_" 2 (8 12 . 753
ox ;/ ox ;u L@X H 0x, cor’ .

seklinde yazabiliriz. (7.53) denklemi ise Laplacian denklemidir[30].
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8. SONUC

Kuatemionlar 1843’te Hamilton’un kesfinden bugiine kadar fizikte gerek
fiziksel olaylari ve denklemleri daha anlagilir bir sekilde ifade etmek, gerekse
¢ozmek icin kullanilmistir. Bunun i¢in fiziksel nicelikleri 3-boyutlu uzaydan
kuatemion uzayina tasimak gerekir. Fiziksel nicelikleri 3-boyutlu uzaydan 4-
boyutlu uzaya tasiyarak kuatermionlarla temsil etmek bir {istiinlitk saglayacaktir.
Ciinkii, 3-boyutlu uzayda bdélme islemi yokken kuatemionlarda bdlme islemi
mevcuttur. Kuaternion cebri birlesimli, ancak degisimli olmayan dort elemandan
olusur. Kuatermionlarin kuantum fizigine uygulanmasiyla yeni yaklasimlar elde
edilebilir.

Bikuaternionlar, kuatemionlar i¢in gerekli olan 6zelliklerin bir ¢oguna
sahip olurken, sekiz bileseni dort kompleks sayi ile ifade edildiginde
kuaternionlara yapt bakimindan benzemektedirler. Kuaternionlarla ifade edilen
tim denklemleri bikuatermionlar da ifade etmek miimkiindiir. Bikuatermion
cebrinin birlesme 6zelligi bulunmasina karsin degisme 6zelligi bulunmamaktadir.

Clifford cebirleri lineer bir uzayda kuadratik formda tanimlanmis
geometrik cebirlerdir. Geometrik cebir, modem matematiksel fizikte, cisimlerin
genis bir bakis agisi ile ifade edilmesinde, matematiksel fizigin. bir ¢ok
bagintisinin yeniden diizenlenmesinde, yeni bir takim goériisler ve olanaklar ortaya
koyar. Bu matematiksel gelismeler fizigin ilerlemesinde énemli rol oynamaktadir.
Omegin dénme hareketinin incelenmesinde, sanal sayilarin exponansiyel formu
oldukga kullanigli olmaktadir.

Kuaternion cebri Clifford cebirlerinin 6zel bir hali olarak goriilmektedir.
Kuaternion cebri ters Oklid uzaymn Clifford cebridir. 3-boyutlu uzayda
kuaterionlar, Clifford cebrinin alt cebirleri i¢in daha kullanigli oldugu
goriiniimiindedir. Temel Clifford cebri dogrusal yada dogrusal olmayan
uygulanabilir simetri operasyonlarindan yansimalara kadar ilgilidir.

Giintimiizde Clifford cebri, molekiiler ve katihal fizigi ile kristalografide,
sistemlerin simetri 6zelliklerinin incelenmesinde, olduk¢a 6nemlidir. Kat‘lhal fizigi
ve kristal yapilarin ¢ok boyutlu uzaylarda incelenmesinde, yapilarin simetri
ozelliklerinin bilinmesi ve bu 6zelliklerin uygun ve kullanish cebirlerle ifadesi

daha da o6nemlidir. Clifford cebirleri; reel sayr sistemini, vektérleri ve bu
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vektorlerin garpimlarimi igerecek sekilde genigtir. Clifford cebirleri geometrik
modeller i¢in, ylizeyler ve yiiksek boyutlu nesneleri temsil eden vektor ¢arpimlari
icin doniigimler yansimalar ve diger geometrik doniisiimler igin oldukga
yararlhidir. Kompleks sayilar ve kuaternionlar 6zellikle basit geometrik cebirlerin
iki seklidir.

Bu c¢aligmada kuaternion, bikuaternion ve Clifford cebrinin 6zellikleri
belirtilerek, Ozel relativite teorisinin kuaternion ve bikuaternionlarla, Lorentz
doniigiimlerinin de Clifford cebri ile ifadeleri verilmektedir. Ozel relativite
teorisinde zaman kavramui, ig¢inde yasadigimiz 3-boyutlu uzaydan bagimsiz olarak
mutlak bir nicelik tagimaz. Ancak 4-boyutlu uzay-zamanin her bir noktasi, belli
bir anda belli bir noktada yer alan bir olguya kargilik gelir. Tipik uzay-zaman

noktasi (x0 =cl,X| =X,Xy = Y,X3 = z) kartezyen koordinatlan ile temsil edilebilir.

Bu tanimlar yardimiyla uzay-zamanda hareket eden noktasal bir pargacigin
konumunu kuaternion ve bikuaternionlarla gosterebiliriz. Relativistik mekaniksel
uygulamalar incelendiginde Lorentz doniisiimleri de bikuaternionlarla ifade
edilebilmektedir. Bikuaternionlarin en o6nemli faydalarindan biriside klasik
Maxwell denklemlerinin temsilinde ortaya ¢ikmaktadir. Bikuaternionlar
kullanilarak Maxwell’in dort temel denklemini tek bir bikuaternionik denklemde
toplamak mimkiin olmaktadir. Yani bikuaternionlar yardimiyla relativistik
Maxwell denklemlerini bir doéniisiimle elde edilebiliriz. Bikuaternion cebrinin
izomorfizmleri uzay-zaman vektoriinin Lorentz doniisiimlerine karsilik
gelmektedir. Boylece Einstein’in relativite teorisinin temelini olusturan Lorentz

doniisiimleri bikuaternion cebrinin izomorfizmleri ile 6zdes olmaktadir.
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