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Bu tezde, kesikli ve surekli rassal degiskenler icin, MinMaxEnt ve
MaxMinxEnt dagilimlarinin nimerik yéntemlerle bulunmasi problemler seklinde
ortaya konmustur. Ortaya konan bu problemlerin olusturulmasi ve nimerik
¢ozimleri icin, MATLAB 6.5 de 0zel programlar yazilmistir. Ayrica MinMaxEnt
dagihmlarinin varligl, matematiksel olarak kanitlanmistir.

Bilinen istatistiksel dagilimlara uymayan rassal degiskenin gozlem
degerlerinin  MinMaxEnt dagilimiyla ifade edilebilecegi, MinMaxEnt igin
hazirlanmig 6zel program yardimiyla gosterilmistir. Benzer sekilde, 0Onsel
dagihima sahip rassal degiskenin gozlem degerlerinin MaxMinxEnt dagilimiyla
ifade edilebilecegi MaxMinxEnt igin hazirlanmis 6zel program yardimiyla
gosterilmistir. Bu yapilanlara ek olarak, moment kisit sayilari arttirildik¢a
MinMaxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlarinin modellemeye etkisi gozlenmistir.
Sonug olarak, MinMaxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlarinin veriyi modellemede iyi

sonuglar verdigi goralmastar.

Anahtar Kelimeler: Jaynes Olciimi, Maksimum Entropi, Kullback-Leibler
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In this thesis, the problems of obtaining MinMaxEnt and MaxMinxEnt
distributions for discrete and continuous random variables are investigated by
applying numeric methods. The special programs to form and solve numerically
these problems are written on MATLAB.6.5. Besides the existence of the
MinMaxEnt distributions are proved mathematically.

By means of written special program of obtaining the MinMaxEnt
distributions, it is shown that the observed data of random variable, which are not
modeled by the known statistical distributions, are represented as the MinMaxEnt
distribution. In the same way, the agreement of the MinMaxEnt distribution for
observed data of random variable, which have a prior distribution, is also
demonstrated by written special program of obtaining the MaxMinxEnt
distributions. Additionally, while the moment constraints are increased, the effects
of MinMaxEnt and MaxMinxEnt distributions on the data modeling are observed.
Consequently, it is seen that MinMaxEnt and MaxMinxEnt distributions give

significant results in the data modeling.
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1. GIRIS

Istatistigin temel kavramlari, metotlari ve uygulamalari bircok kaynakta
incelenmistir (Gramer 1966; Papuluous 1991). MaxEnt ve MinxEnt disiplinlerinin
temel kavramlari, diger bilim dallariyla olan iliskileri ve bu iliskiye dayali
uygulamalari bircok kaynakta ele alinmistir (Kapur ve Kesevan 1992; Cover
1991; Nailong 1977). Istatistizin en Onemli problemlerden biri, rassal
degiskenlerin dagilimlarinin tahmin edilmesi problemidir. Bu problem MaxEnt ve
MinxEnt disiplinleriyle de ele alinmaktadir.

Istatistik, anakiitleden gekilen érneklem bilgisi dahilinde, rassal degiskenin
olasilik yogunluk fonksiyonunu tahmin etmeye calisirken, Maksimum entropi
(MaxEnt) ve Minimum c¢apraz entropi (MinxEnt) metotlari ise, rassal degiskenin
moment degerleri bilgisi dahilinde, olasilik yogunluk fonksiyonunu tahmin
etmeye calisir. Baska bir ifadeyle yontemler farkli olmasina karsi hedef aynidir.

MaxEnt ve MinxEnt metotlari, uygulama alanlarinin ¢ok genisliginden ve
cesitli problemlerin ¢oziminde iyi sonucglar verdiginde dolayi bir disiplin olarak
kabul edilmektedir. Ayrica bu metotlar, literatiirde entropi optimizasyon metotlari
olarak bilinmektedir. (Jaynes 1957; Kullback ve Leibler 1951; Kapur ve Kesevan
1992; Cover 1991; Nailong 1977). Bu metotlardan elde edilen 6nemli bir sonuc,
rassal degiskenlerin yogunluk fonksiyonlarinin tahmin edebilmesidir. MaxEnt
metodundan elde edilen yogunluk fonksiyonuna MaxEnt yogunluk fonksiyonu,
MinxEnt metodundan elde edilen yogunluk fonksiyonuna MinxEnt yogunluk
fonksiyonu denilmektedir. (Jaynes 1957; Kullback 1959) Bu yogunluk
fonksiyonlarinin en 6nemli 6zelligi, moment kisitlariyla birlikte fonksiyonlarin
oldukga esnek bir hale gelmesidir.

MaxEnt metodunun diger nemli bir 6zelligi, non-parametrik bir yogunluk
fonksiyonunun bulunabilmesidir. MaxEnt yogunluk fonksiyonu oldukca esnek
gucli olmasinin yani sira; eger moment kisitlari 6zel bir dagilimin karakterize
eden momentleri seklinde secilirse, bu durumda metodun buldugu MaxEnt
yogunluk fonksiyonu o6zel dagilimin kendisidir. Ornegin normal dagilimi
karakterize edici momentleri x ve x?, Gama dagilimin x ve Inx dir. Eger moment

kisitlart x ve x* seklinde secilirse, bu durumda metot MaxEnt dagilim olarak



normal dagihmi, x ve Inx moment kisitlari seklinde secilirse, MaxEnt dagihmi
olarak Gama dagilimini bulmaktadir.

Entropi optimizasyon metotlari, istatistik, matematik, cografya, uzay
bilimleri, ekonomi, finans, pazarlama, sistem analizi, goérintt isleme, kodlama
teorisi, model belirleme gibi alanlarda ok genis uygulamalara sahiptir. Ozellikle
MinxEnt metodunda kullanilan Kullback-Leibler 6lcimi, model belirleme kriteri
olarak kullanimi yaygindir. (Seghouane, 2004). Bu 6l¢l, model belirleme, gorunt
isleme, veri sikistirma gibi mihendislik alanlarinda ¢ok sik kullanilmaktadir.

Istatistikte pek cok konu maksimum entropi (MaxEnt) ve minimum capraz
entropi (MinxEnt) metotlari uygulanarak incelenmistir. (Kullback, 1959, Kapur ve
Kesevan 1992; Shamilov 2005, 2006b; Shamilov ve Kantar Mert 2005). Pandey
(2000, 2001) MaxEnt ve MinxEnt optimizasyon metotlarini kullanarak quantile
fonksiyonunun dogrudan tahminini yapmistir. Son yillarda, parametre tahmini,
kontenjan tablolari, kiimeleme analizi, (Huo ve ark. 2006; Shamilov ve ark.
2006d; Ximing 2003) konularinda entropi optimizasyon  metotlari
kullaniimaktadir.

Shamilov (2006a, 2006b) de MaxEnt metodu yardimiyla 6zel fonksiyonel
ile bu fonksiyonele minimum deger veren MinMaxEnt dagilimini tanimlamistir.
Ayni calismalarda, MinxEnt yardimiyla 6zel fonksiyonel ile bu fonksiyonele
maksimum deger veren MaxMinxEnt dagilimini da tanimlamistir. Mert Kantar
(2006) da MinMaxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlariyla ilgili gesitli incelemeler
yaptimistir.

Literatirde, MaxEnt ve MinxEnt dagihimlarinin hesaplanmasina iliskin
cesitli calismalar vardir. Li ve Tam (1998) de minimum capraz entropi esik
degerinin bulunmasinda hizli bir iteratif metot 6nermis, Muhlenbein ve Hons
(2005) MaxEnt ve Kullback o6l¢cimini incelemis, MaxEnt ve MinxEnt
dagilimlarin hesaplanmasi igin gesitli algoritmalari tartismistir. Woodbury (2004)
de minimum relatif entropi dagilimlarini elde eden FORTRAN programi
yazmigtir. Li ve Li (2005) de bu dagilimlarin hesaplanmasinda Newton metodunu
uc farkl sekilde karsilastirmistir. Bu calismada, metotlarin hesaplama hizlari ve
adim sayisi esaslarina gore karsilastirmasi yapilmistir. Ximing, W. (2003) de

MaxEnt dagiliminin hesabinda ardisik yaklasimlar metodunu uygulamistir. Bu



dagihmlarin hesaplanmasinda uygulanan nimerik metotlar acgisindan literatdir
oldukca zengindir. Ramirez ve Carta (2005) de ise bu dagilimlarin
hesaplanmasinda karsilasilan zorluklari incelemistir.

Bu tezde ise, MaxEnt metoduyla gelistirilmis 6zel fonksiyonel ile bu
fonksiyonelle minimum deger veren MinMaxEnt dagiliminin ve MinxEnt
metoduyla gelistirilmis 6zel fonksiyonel ile bu fonksiyonelle maksimum deger
veren MaxMinxEnt dagiliminin, matematiksel ve nimerik temelleri incelenmistir.
MinMaxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlarinin bulunmasi igcin MATLAB 6.5 de 6zel
programlar yazilmistir. Bu programlar yardimiyla yapilan uygulamalarin sonuclari
sunulmustur.

Bu tezin sonraki bolimler su sekilde diizenlenmistir.ikinci bolimde,
kesikli ve surekli rassal degiskenler i¢in Shannon entropi dl¢imuinu maksimum
yapmaya dayanan MaxEnt metotlari ile Kullback-Leibler c¢apraz entropi
Olcimind minimum yapmaya dayanan MinxEnt metotlari ayrintilariyla ele
alinmistir. Amacg: MinMaxEnt ve MaxMinxEnt problemlerinin ortaya konmasi ve
nimerik ¢ozimleri icin temel olusturmaktir.

Uciincii boliimde, MinMaxEnt ve MaxMinxEnt problemlerinin niimerik
cozimlerinde teorik temel olusturmak icin, sikistiran operatorler prensibinin temel
teoremi olan Banach teoremi ve bu teoremin sonucu olan Newton yoéntemi ele
alinmistir.

Dordinct boltimde, kesikli ve surekli rassal degiskenler icin MaxEnt
metodu yardimiyla moment fonksiyonlarina bagh 06zel fonksiyoneller ile, bu
fonksiyonellere minimum deger veren ve informasyonu maksimum yapan
MinMaxEnt dagihimlarindan  bahsedilmistir.  Bu dagilimlarin  bulunmasi
problemler seklinde ortaya konmustur. Ortaya konan problemlerin olusturulmasi
ve numerik ¢ozidmleri icin, MATLAB 6.5 de 06zel program yazilmistir. Bu
programin calisma sekli akis diyagramiyla verilmistir. Ayrica MinMaxEnt
dagihminin varhgl matematiksel olarak kanitlanmistir. Bilinen istatistiksel
dagilimlara uymayan go6zlem degerlerinin MinMaxEnt dagilimiyla ifade
edilebilecegi, hazirlanmis 6zel program yardimiyla gosterilmistir. Bunlara ek
olarak moment kisit sayisi arttirildikca, MinMaxEnt dagiliminin modellemeye

etkisi gozlenmistir.



Besinci bolumde, kesikli ve sirekli sistemler icin MinxEnt metodu
yardimiyla moment fonksiyonlarina bagh 06zel fonksiyoneller ile, bu
fonksiyonellere  maksimum deger veren MaxMinxEnt dagilimlarindan
bahsedilmistir. Bu dagilimlarin bulunmasi problemler seklinde ortaya konmustur.
Ortaya konan problemlerin olusturulmasi ve nimerik ¢ézumleri icin, MATLAB
6.5 de d6zel program yazilmistir. Bu programin calisma sekli akis diyagramiyla
verilmistir. Onsel dagilima sahip goézlem degerlerini MaxMinxEnt dagilimiyla
ifade edilebilecegi MaxMinxEnt icin hazirlanmis 0zel program yardimiyla,
gosterilmistir.Ayrica MinMaxEnt dagilimina benzer olarak, moment Kisit sayisi
arttinlldikca MaxMinxEnt dagiliminin modellemeye etkisi gozlenmistir.

Sonug boliminde ise bu tezde elde edilen sonuglar dzetlenerek, gelecek

calismalara iliskin 6nerilerde bulunulmustur.



2. ENTROPIi OPTiMiZASYON YONTEMLERI

Daha sonraki bolumlerde Kkesikli ve surekli rassal degiskenler igin
genellestirilmis  entropi  optimizasyon (MinMaxEnt ve MaxMinxEnt)
problemlerinin ¢ozimu klasik entropi optimizasyon (MaxEnt ve MinxEnt)
metotlarina dayali gelistirildikleri icin; bu bélimde, kesikli ve stirekli sitemler igin
Shannon entropi 6lcimund maksimum yapmaya dayanan MaxEnt metodu ile
Kullback-Leibler ¢apraz entropi 6lgimini minimize etmeye dayanan MinxEnt
metodu ayrintilariyla ele alinmistir.

2.1. Maksimum Entropi Metodu

Bir fiziksel sistemin durumunu tanimlamak icin, yapilan O&lcumlere
dayandirilan olasilik dagilimini tiretme metodunun 6ncusi Jaynes’tir. Jaynes,
muhendislik ve fizikteki bir cok probleme bu metodu uygulamistir. Bu metottan
genellikle maksimum entropi metodu (MaxEnt), maksimum belirsizlik prensibi,
yada Jaynes’in formUlu olarak s6z edilir (Kapur ve Kesevan 1992). Bu
calismamizda kisaca MaxEnt deyimi kullanilacaktir.

Bilgi olarak sadece fiziksel rassal degiskenden elde edilmis moment
degerleri oldugunda, bu degerlere uyumlu sonsuz sayida dagilim vardir. Shannon
entropi 6lcimini, rassal degiskenden elde edilen moment deger kisitlarina gore
maksimum yapan metoda MaxEnt metodu, bu metottan elde edilen dagilima
MaxEnt dagilimi denilmektedir. MaxEnt metodunda belirsizlik kavrami temel rol
oynar. Bir fiziksel rassal degisken icin elde edilen MaxEnt dagilimi, bu rassal

degiskene uygun diger dagilimlar arasinda en yansiz olanidir (Jaynes 1957).
2.1.1. Kesikli Rassal Degiskenler i¢cin Maksimum Entropi Metodu

X kesikli rassal degiskeni, x,X,,..., X, seklinde durumlara sahip ve her bir

durumun gerceklesme olasiligl p,, p,,..., p, olsun, X rassal degiskenin entropisi,

H(X) ==Y pIn(p) @)

seklinde tanimlanir (Shannon 1948). Shannon entropi 6lcimun,



Z pi =1 (2.2)

i=1

Zn: 9,(%) P = 4
(2.3)

igm(xi)pi = Hn

kisitlarina gore maksimum yapan metoda, MaxEnt metodu ve bu metottan elde
edilen dagihma MaxEnt dagilimi denir (Jaynes 1957). (2.3)’de ifade
edilen g;(x) ’lere ( j=1..,m) moment fonksiyonlari, x; ’lere de ( j=1..,m)
moment fonksiyonlari yardimiyla rassal degiskenden elde edilen moment
degerleri denir.

MaxEnt metodunu kesikli rassal degiskenler icin uygulandiginda,
bilinmeyen p,, p,,..., p, olastliklarinin m+1 tane kisit yardimiyla bulundugu g6z
ondnde tutulmahidir. Bir baska ifadeyle n tane bilinmeyen olasilik, m+1 tane
kisit ile bulunmaktadir. Bu durumda Maxent metodunun uygulanabilmesi igin

n>m+1 olmasi gerekmektedir. Boylece p, olasiliklarinin n-m-1 tanesi keyfi
sonsuz sayida deger ahr. Bu durumda MaxEnt metodu; sonsuz sayida
olusan p, ,(i=1...,n) olasiliklari iginden, (2.1) entropi fonksiyonunu moment
kisitlarina gore maksimum yapan p,, p,.,..., p, olastliklarini bulunmasini saglar.

(2.1) de verilen entropi fonksiyonun (2.2) ve (2.3)’de verilen kisitlara gore

maksimumu, Lagrange carpanlari yontemiyle bulunur. Buna gore L Lagrange

fonksiyonu,
= —Zn: piIn(p) - (- ao)(_zn: p-1- Zm:“j (Zn:gj ()P — ;) (2.4)

sekilde tanimlanir. (2.4) de kullanilan ¢,,¢;,...,,, ’lere Lagrange garpanlari denir.
L fonksiyonunu maksimum yapan p, (i=1,...,n) olasiliklarini bulmak

icin; (2.4) fonksiyonunun p,” lere gore kismi turevleri alinip, turevler sifira

esitlenmelidir. (2.4) ile verilen fonksiyonun p,’lere gore kismi turevleri,
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sekilde bulunur. (2.5) ifadesi sifira esitlendiginde,
Inp, =—a,— > a;9,(X) (i=1..,n) (2.6)
j=1

elde edilir. (2.6) esitliklerinden p, (i=1,...,n) olasiliklari,

p, = exp(— % —ia,—g,—(x»j (i=1..1) @7

seklinde bulunur. (2.7) ile ifade edilen p =(p,, p,,..., p,) olasilik dagilimi, (2.1)’le
verilen H(x) entropi fonksiyonunu maksimumum yapan MaxEnt dagilimidir.
(2.7) ifadelerinde goruldigt gibi, p;, ,(i=1..,n) olasiliklar ¢, a,...,a,
Lagrange carpanlarina baglidir. Boylece (2.1) entropi fonksiyonunun (2.2) ve
(2.3) kisitlarr altinda maksimum yapan p, ’lerin bulunmasl, «,,«,,...,a,, Lagrange
carpanlarinin  bulunmasina dontsmustir. «,,«,...,,, Lagrange carpanlarinin
degerleri (2.2) ve (2.3) esitlikleri yardimiyla bulunabilir.

a; ,(j=1..,m) ’lerin g,...,u, ’lere bagh oldugunu gostermek

icin,(2.7) ifadesini daha ayrintili olarak,

P = eXD(—ao)expL— D a9, (Xi)] (i=1..,n) (2.8)
j=1

seklinde yazilir. (2.8)’deki olasilik dagilimini (2.2) kisidinda yerine yazildiginda,

Zexp(—ao)exp(—z(xjgj(xi)j =1 (2.9)
i=1 j=1
esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

exp(_ao){i exp(_ iaj g;(% )]} =1

i=1

veya
_Zn‘,exp(— Zm‘,a i9; (Xi)J = exp(ey) (2.10)

ifadesi bulunur. (2.10) esitliginden, ¢, Lagrange carpanin «,...,c,, Lagrange

carpanlarina bagli oldugu goralir.
Benzer sekilde (2.8) deki olasiliklari (2.3) kisitlarinda yerine yazildiginda,



ig,—(x»exp(—ao)exp[—ia,—g,—(x»}=u,- (G=l.m) (1)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

exp(—ao){ig,—(x»exp(—ia,—g,—(xi)]}=u,— (5= L)

veya
_ig,-(xoexp[—ia,-g,-(xi)j:u,- opa)  (i=lem) (@12

ifadesi bulunur. (2.10) esitligi (2.12)’de yerine yazildiginda,

ig,—(xi)exp(—ia,-g,- (xi)) - u,{iexp(—ia,—g,—(xi)]}u ~1...m) 2.13)

bulunur. (2.13)’de gerekli diizenlemeleri yapildiginda,
Zgj(xi)exp(_zajgj(xi))
ﬂj _ i=1 : - j=1
ZEXp(_zajgj(Xi)]
i=1 j=1

sonucuna ulasthr  (Kapur ve Kesevan 1992). (2.14) ifadesinden

(J=1...m) (2.14)

a;,(j=1..,m)’lerin g,..., 1, ’lere bagh oldugu gortlmektedir.

2.1.2. Surekli Rassal Degiskenler icin Maksimum Entropi Metodu

X surekli rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f (x) olsun. X

rassal degiskeninin entropisi,

b
H(x) = —j f(x)In f (x)dx (2.15)
seklinde tanimlanir. Kesikli rassal degiskene benzer olarak kisitlar asagidaki
sekilde,
b
j f(x)dx =1 (2.16)



[0.00f ()dx= 4

(2.17)

[ 9000 F ()x =

verilsin. (2.17)’de ifade edilen g;(x) ’ler ( j=1..,m) moment fonksiyonlari,
w;’ler de (j=1..,m), g;(x)’lere uygun rassal degiskenden elde edilen moment

degerleridir.

Suarekli rassal degisken icin MaxEnt metodu, (2.15)’de verilen entropi
fonksiyonelini  (2.16) ve (2.17) kisitlari altinda maksimum yapan f(X)
fonksiyonunun bulunmasi metodudur. Bu metot yardimiyla bulunan dagilima
MaxEnt dagilimi denir (Jaynes 1957).

(2.15) de verilen entropi fonksiyonelini (2.16) ve (2.17) de verilen kisitlara
gére maksimum yapma problemi, Euler-Lagrange carpanlari yontemi ile

cozllebilir. Buna gore L Lagrange fonksiyoneli,
——jf(x)ln f (x)dx — (ao—l)[jf(x)dx 1J Za [jg (x) f (x)dx — yjj(z 18)
sekilde tanimlanir. (2.18) de gerekli diizenlemeler yapildiginda,

szb-( f(x)In £ (%)= (g —1) F (X) - Zag 00— = Za py +ag - 1jdx

(2.19)
ifadesi elde edilir. L Lagrange fonksiyoneli,
b
L= j F (x)dx (2.20)

seklinde de yazilabilir. Burada,
F(x) = { f(x)In f(x)— (e, -1 F(X) - Zag f(x)— l Za uy+ay 1]

(2.21)

seklindedir. ¢,,¢,,...,c,, ’lere Lagrange carpanlari denir. L fonksiyoneline

ekstremum deger veren f(x) fonksiyonu,



oF __(

of (x) dx of' (x)) (2.22)

Euler-Lagrange denklemi yardimiyla bulunabilir. Gerekli hesaplamalar

yapildiginda,
oF 0
of'(x)
ve
oF —In f(x )——f(x) (e 1)—ia g.(x) (2.23)
o) f(x) ’ =
esitlikleri bulunur. Buna gore (2.22) denklemi olusturuldugunda,
~In f(x)—mf(x) (2 —1)— D a;9;(x)=0 (2.24)
j=1

elde edilir. (2.24) esitliginde gerekli diizenlemeler yapildiginda,
f(x)= exp[— a, —Zajgj(x)j (2.25)
j=1

seklinde bulunur.
Bir bagka ifade ile, H(x) fonksiyonelini (2.16) ve (2.17) ile verilen kisitlara

gobre maksimum yapan fonksiyon, (2.25) seklindedir. Bu fonksiyona MaxEnt

dagilim fonksiyonu denir. a,,«,,...,cr,, Lagrange ¢arpanlarinin degerleri (2.16) ve

(2.17) esitlikleri ile bulunabilir.
ay, ..., Lagrange carpanlarinin g, u,,..., 4, ‘ye bagl oldugunu

goOstermek igin (2.25) ifadesi (2.16)’da yerine yazildiginda,

iexp(—ao) exp(— Jiaj g, (x)jdx =1 (2.26)
elde edilir. (2.26) da gerekli diizenlemeler yapildiginda,

exp(—ao)ﬁexp[— jzn;;a 09 (x)jdx} =1

veya

Iexp(— iai o} (x)jdx =exp(a,) (2.27)
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bulunur. (2.27) esitliginden, ¢, Lagrange carpanin ¢,..., o, Lagrange

carpanlarina bagli oldugu goralir.
Benzer sekilde (2.25) ifadesi (2.17)’de yerine yazildiginda,

[9,09 exp(—ao)exp(—jzi;ajgj(x)}dx —uy (=Lm) (2.28)
;itlikleri elde edilir. Buradan,

exp(—ao)ﬁ 0, exp{—ia,-g,-(x)]dx} (i =Leam)

veya

Egj(x) exp[— éajgj(x)jdx = 1, exp(cty) (j=1...m) (2.29)

elde edilir. (2.27) ifadesi (2.29)’da vyerine vyazilip, gerekli duzenlemeler
yapildiginda,

H; b m :
| exp(—Za 9 j(x)]dx

sonucuna ulasthr. (2.30) ifadesinden, «,...,a

Tg ,—(X)exp(— y a9 j(x)jdx
== = (j=1,...,m) (2.30)

Lagrange carpanlarinin

m

Wy, My, 1" lere bagl oldugu gorulmektedir.

2.2. Minimum Capraz Entropi Metodu

Minimum capraz entropi metodu (MinxEnt), Kullback’in 6ncust oldugu
diger 6nemli bir entropi optimizasyon metodudur. Teorik anlamlari ve uygulama
alanlarinin tasidigl 6nem agisindan MaxEnt metoduyla rekabet eder (Kapur ve
Kesevan 1992). Bu calismamizda kullanim alani genis olmasi nedeniyle minimum
capraz entropi metodu igin, kisaca MinxEnt deyimi kullanilacaktir.

Bilgi olarak fiziksel rassal degiskenden elde edilmis moment degerleri ile
bu rassal degiskene ait 6nsel bir dagilim oldugunda; Kullbak-Leibler élcimin,
rassal degiskenden elde edilen moment deger kisitlarina ve onsel dagilima gore

minimum yapan metoda MinxEnt metodu ve bu metottan elde edilen dagilima

11



MinxEnt dagihmi denilmektedir (Kullback 1959; Kullbak-Leibler 1951). Burada
moment kosullari 6nceden verilir ve buna gore 6nsel dagilima en yakin dagihm
belirlenir. Bu metotta 6nsel dagihm olarak uniform (diizgun) dagilim secilirse,

MaxEnt metodu, MinxEnt metodunun bir 6zel sonucu olarak ortaya gikar.
2.2.1. Kesikli Rassal Degiskenler i¢cin Minimum Capraz Entropi Metodu

X rassal degiskeni, x,X,,...,x, durumlarina sahip, her bir durumun
gerceklesme olasthgr p,, p,,..., p, olan Kesikli bir rassal degisken olsun ve X
rassal degiskeni, q,,q,,...,q, seklinde dnsel bir dagilima sahip olsun. Bu durumda

Kullback-Leibler 6lcimu

D(p:a) =3 P, InC ) (2.31)
i=1 i

seklinde tanimlanir (Kullback 1959). Kullback-Leibler 6l¢timund,

Z p =1 (2.32)

i 9,(%) P = 14
(2.33)

Zn:gm(xi)pi = Hn

ile verilen kisitlara gére minimum yapan metoda, MinxEnt metodu ve bu metottan

elde edilen dagilima MinxEnt dagilimi denir. (2.31) 6lciminde kullanilan q(x)
fonksiyonuna da rassal degisken hakkinda dnsel bilgi denir. (2.33) de ifade edilen
g;(x)’ler (j=1...,m) moment fonksiyonlari, u;’ler ise (j=1,..,m) moment

fonksiyonlari yardimiyla rassal degiskenden elde edilen moment degerleridir.
(2.31) de verilen Kullback-Leibler 6lcimun, (2.32) ve (2.33) kisitlarina
gOre minimumunu bulma problemi Lagrange c¢arpanlari yontemiyle ¢ozilebilir.

Buna gore L Lagrange fonksiyonu,

L= ()~ @)X P D -2 (10,06)p 1) (2.34)
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sekilde tanimlanir. (2.34) de kullanilan ¢,,¢,...,o,, ’lere Lagrange carpanlari
denir. L fonksiyonunu minimum yapan p, ’leri bulmak icin, (2.34)
fonksiyonunun p; ’lere gore kismi turevleri alinip, sifira esitlenmelidir. L

fonksiyonun p, ’lere gére kismi tlrevleri,

g—;:—lnqﬂi‘—% 0. — (2, —1)—gajgj(xi) (i=1..n) (2.35)
sekilde bulunur. (2.35) ifadesi sifira esitlendiginde,
|n%—1—a0+1—iajgj(xi)=0 (i=1...n)
i [
veya
In p, :Inqi—ao—zm:ajgj(xi) ,(1=1..,n) (2.36)
i1

elde edilir. (2.36) esitliklerinden p,, (i =1,...,n) olasiliklari,

p; =0 exp(—ao—iajgj(xi)J J(i=1..,n) (2.37)

seklinde bulunur. (2.37) ile ifade edilen p =(p,, p,,..., p,) olasthk dagihmi, (2.31)
de verilen D(p:q) Kullback-Leibler 6lglimind, (2.32) ve (2.33) gore minimum

yapan MinxEnt dagilimidir.
(2.37) ifadesinden goraldugd gibi, p;,(i=1...,n) olasiliklari

a,,ay,...,a, Lagrange carpanlarina baghdir. ¢,,¢,,...,c,, Lagrange carpanlarinin

degerleri (2.32) ve (2.33) esitlikleri yardimiyla bulunabilir.

MaxEnt metodunda oldugu gibi, «,,«,,...,«, Lagrange carpanlarinin
sty i Y Dagll oldugunu gostermek icin, (2.37) ifadesini daha ayrintili

olarak,
P, =0 exp(—ao)exp[—iajgj(xi)J (i=1..,n) (2.38)

seklinde yazilir. (2.38) deki olasilik dagilimi (2.32) kisidinda yerine yazildiginda,

i=1

> exp(—ao)exp[—ia,-g,-(xi)] -1 2:39)

esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

13



n m
eXp(—ao)Z‘iQi exp(— _Zlaj g; (X )} =1 (2.40)
i= j=
ifadesi bulunur. Buradan,
D eXP[— D a9, (Xi)j =exp(a,) (2.41)
i=1 j=1

sonucuna ulastlir. (2.41) esitliginden, ¢, Lagrange carpanin «,...,a,, Lagrange

carpanlarina bagli oldugu gorilmektedir.
Benzer sekilde (2.38) ifadesi (2.33) kisitlarin da yerine yazildiginda,

Zqigj(xi)exp(—ao)expL—Za,—g,-(xi)J =u;  (j=1..m) (2.42)
i=1 j=1

elde edilir. Gerekli duizenlemeler yapildiginda,
Zqigj(xi)exp(_zajgj(xi)):/uj exp(a,) (J=1...,m) (2.43)
i=1 j=1

ifadesi bulunur. (2.41) esitligi (2.43)’de yerine yazildiginda,

esitligi elde eldir.Buradan,

iqigj(xi)exp[—ia,-g,—(xi)]

! eXp[—ia,-gj(xi)j

i=1

(j=1...,m) (2.45)

ifadesi elde eldir (Kapur ve Kesevan 1992). (2.4) ifadesinden

a; ,(j=1..,m)’lerin ..., 1, lere bagh oldugu gortlmektedir.

2.2.2. Surekli Rassal Degiskenler icin Minimum Capraz Entropi Metodu

X sdrekli rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) ve X
rassal degiskeni g(x) seklinde 6nsel dagilima sahip olsun. Bu durumda Kullback-

Leibler 6lgimd,

D(f : q) :T £ 00 I~ g (2.46)
" a(x)
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seklinde tanimlanir. Kesikli rassal degiskene benzer olarak kisitlar asagidaki
sekilde,

.T f(x)dx =1 (2.47)
ve

[ 000 F (x)dx = 4

(2.48)

[ 9000 f )X = s,

verilsin. (2.46) ifadesinde kullanilan q(x) fonksiyonuna rassal degisken hakkinda
onsel bilgi denir. (2.48)’de ifade edilen g;(x) 'ler ( j=1..,m ) moment
fonksiyonlari, x;’ler ise (j=1...,m), g;(x)’lere uygun rassal degiskenden elde
edilen moment degerleridir.

Surekli rassal degiskenler icin MinxEnt metodu, D(f :q) fonksiyonelini
(2.47) ve (2.48) kisitlarina gére minimum yapan, f(x) fonksiyonunun bulunmasi

metodudur. Bu metot yardimiyla bulunan dagilima MinxEnt dagilimi denir.
(2.46) de verilen Kullback-Leibler fonksiyonelini, (2.47) ve (2.48)
kisitlarina gére minimumu, Euler-Lagrange garpanlari yontemiyle bulunabilir. L

Lagrange fonksiyoneli,
L= jf(x)ln f((x)) dx — (« 0_1)[J'f(x)dx 1J Za Ug (x) f(x)dx — g, ](249)

seklinde tanimlanir.(2.49) da gerekli diizenlemeler yapildiginda,

’ f (x) m 1
L E}!:[f(X)InW—(aO —1)f(X)—;anj f(X)—j;aqu +0(0 —1 dx
(2.50)
ifadesi elde edilir. L Lagrange fonksiyoneli ayni zamanda,
b
L= j F (X)dx (2.51)

seklinde yazilabilir. Burada,
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F(X):(f(x)ln;((x)) (o, -1 f(x)— Zag f(x)- biazm:aj,uj+ao—l}

(2.52)

seklindedir. (2.49) ifadesindeki «,,«,,...,,, ’lere Lagrange carpanlari denir. L
fonksiyoneline ekstremum deger veren f(x) fonksiyonu,

oF __(

of (x) dx of' (x)) (2.59)

Euler-Lagrange denklemi yardimiyla bulunabilir. Gerekli hesaplamalar

yapildiginda,

=0

of'(x)
ve

oF _ T Ya(
o) a0 09/a(9)

esitlikleri bulunur. (2.54) ifadeleri (2.53) denkleminde yerine yazildiginda,

RRTCORE 116
909 f0)/a(9)

elde edilir. (2.55) esitliginde gerekli diizenlemeler yapildiginda,

f(x) - (e, —l)—iajgj(x) (2.54)

f(x)—(ao—l)—iajgj(x):O (2.55)

In f(x):lnq(x)—ao—iajgj(x) (2.56)

elde edilir. f(x) fonksiyonu,

f(x)=a(x) eXp(ao)eXp[— ia 19 (X)J (2.57)

seklinde bulunur.

(2.57) ile ifade edilen fonksiyona MinxEnt dagilhim fonksiyonu denir.
ay, ... 0, Lagrange carpanlarinin degerleri (2.47) ve (2.48) esitlikleri ile
bulunabilir.

ay,,...,a, Lagrange carpanlarinin g, i,,..., 4, ‘ye bagl oldugunu

gostermek igin (2.57) ifadesi (2.47) da yerine yazildiginda,

iq(x) exp(—ao)expi—iajgj(x)]dx =1 (2.58)
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esitligi elde edilir. (2.58)’de gerekli diizenlemeler yapildiginda,

b m

fae) exp(—Za 0, (x)jdx = exp(ar,) (2.59)
a =t

sonucu bulunur. (2.59) esitliginden, «, Lagrange garpanin «,...,o,, Lagrange

carpanlarina bagli oldugu goéralr.
Benzer sekilde (2.57) ifadesi (2.48) de yerine yazildiginda,

b m

[at)g;(x) exp(—ao)exp(— > a0, (x)]dx =iy (j=1..,m) (2.60)
a j=1

ifadesi elde edilir. (2.60) da gerekli diizenlemeler yapildiginda,

b m

Iq(x)gj(x) exp[— Zajgj(x)de = u; exp(a,) ,(J=1,...,m) (2.61)
a =1

elde edilir. (2.59) ifadesi (2.61)’de yerine vyazilip, gerekli dizenlemeler
yapildiginda,

[at0g;(x) exr{—ia 9, (x)de
/uj _a j=1

[ar) exp(— ia 19 (x)de

sonucu bulunur. (2.63) ifadesinden, ¢,...,«

(j=1...,m) (2.62)

Lagrange carpanlarinin

L, Ly, i1 "lere bagl oldugu gorulmektedir.
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3. BANACH TEOREMIi VE NEWTON YONTEMI

Matematigin cesitli dallarinda, bilinmeyenlerden olusan sistemin ¢ozimane
sahip oldugunu ispatlamak icin fonksiyonel analizin gelistirmis oldugu bir ¢ok
metot vardir. Bu metotlara sabit nokta prensipleri denir. S6z konusu metotlardan
en yaygin kullanilani sikistiran operatorler prensibidir.

Sikigtiran operatérler prensibi yardimiyla, verilen denklemin ¢6ziime sahip
olmasi, bu ¢O6zimin tekbir tane olmasi ve ardisik yaklasimlar yardimiyla
¢6ziman bulunmasi kanitlanir. Bu boélimde sikistiran operatorler prensibinin
temel teoremi olan Banach teoremi ve bu teoremin sonucu olan Newton yoéntemi
ele alinmaktadir. MinMaxEnt ve MaxMinxEnt problemlerinin ¢ozimunde teorik
temel olarak Newton yontemi dikkate alinmaktadir.

3.1. Temel Kavramlar ve Banach Teoremi

Sikigtiran operatorler prensibinin ifade edilmesi icin, gereken bazi temel
kavramlar su sekildedir (Kantorovig, ve Akilov 1982, Kolmogorov ve Fomin
1972).

e Metrik uzay

X, Y, Z,...elemanlarindan olusan bir M kimesi olsun. M "nin elemanlarina

noktalar denilmektedir. Ancak bu noktalar genel anlamda sayilar, fonksiyonlar,
vektor fonksiyonlar, operatorler vs. olabilir. Eger M kimesinde bir metrik
tanimlanmis ise bir baska degisle iki nokta arasinda mesafe tanimlanmis ise M
kiimesine metrik kiime denir.

X,y € M alinsin ve bu iki nokta arsindaki mesafe p(x,y) ile gosterilsin.
p(X,y) VX y ciftine karsin bir sayi tanimlar. p(x,Y),
1. p(xy)z0, p(x,y)=0=x=Yy
2. p(xy)=p(y,X)
3. x,¥,zeM icin p(x,y) < p(x,2) + p(z,Yy)

kosullarini saglarsa, p(x,y) e metrik denir.
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M metrik kiimesinde limit kavrami tanimlanmis ise (herhangi bir dizinin
limiti) bu kimeye metrik uzay denir.

{x,} dizisi ele alinsin ve x, € M olsun. x e M elemanti igin,
limp(x,,x) >0 (3.1)
ise {x,}dizisine yakinsaktir denir. Bir baska ifade ile Ve > 0 i¢in N(g) >0 vardir

ki n> N icin p(x,,X) < & kosulu saglanir.

e Cauchy dizisi

{x,} dizisi ele alinsin. V& >0 sayisina gore N(&) >0 vardir ki n>N ve
m=123... i¢in,
P X,) < & (3.2)

kosulu saglaniyor ise o zaman {x,} dizisine Cauchy dizisi denir.

e Tam metrik uzay

Eger M metrik uzayinda her bir {x,} Cauchy dizisi yakinsak (limite sahip)

ise, bir baska ifade ile,

limp(x,,X) >0 ve xe M (3.3)

ise M uzayina tam metrik uzay denir.

e Operator
M metrik uzayinda A operatori, M ’in her bir x elemanini baska bir N
uzayinin tekbir Ax elemaniyla karsilastiran uygunluk (kural) seklinde tanimlanir.
Eger A operatori, M metrik uzaymin her bir elemani (VxeM ), M
metrik uzayinin bir elemani ile karsilastirtlir ise (Axe M ), A operatériine M

uzayinda islem yapan operator denir.
e Sikistiran operator

A operatori, M metrik uzayinda islem yapan bir operator ise ve

VX, y € M igin,
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P(AX, Ay) < ap(x,y), O<a <) (3.4)
kosulunu saghyor ise, diger bir ifadeyle x ve y noktalarinin goéruntuleri
arasindaki mesafe x ve y arasindaki mesafeden kiicuk ise, bu durumda A

operatorune sikigtiran operator denir.

e Normlanmis uzay

N lineer uzayinda norm kavrami tanimlanmis ise, bu uzaya normlanmis

lineer uzay denir. N uzayinda norm, x e N icin || ile gésterilir. |x|, vx icin bir
say! tanimlar; |x| asagidaki kosullari,

L [f20, =0 x=0

2. Keyfi A skaler icin x| =|4]|X]

3. [xvl<[x+[y]

sagliyor ise, x| e norm denir.

N normlanmig lineer uzayi metrik uzayin 6zel bir halidir. Eger N uzayinda

p mesafesi, p(x,y) =|x—y| seklinde tanimlanirsa, N uzayi metrik uzay olur.

Bu bilgiler dogrultusunda, Banach teoremi asagidaki sekilde verilmektedir.

Teorem 3.1. A operatérii tam metrik M uzayinda islem yapan sikistiran bir
operator ise, A operatérinin M metrik uzayinda tek bir tane sabit noktasi vardir.

Baska degiske

AX = X (3.5)
denkleminin tekbir tane ¢ozimdi vardir ve bu ¢ozim ardisik yaklasimlar metodu
olan,

X, =AX,, (n=123..) (3.6)

dizisinin limitiyle bulunabilir ve {x,} dizisinin limiti, x, € M baslangi¢ noktasina

bagli degildir(Kantorovig, ve Akilov 1982).
Banach teoreminin kaniti, (Kantorovig, ve Akilov 1982, Kolmogorov ve
Fomin 1972). kaynaklarda verilmektedir.
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3.2. Newton YoOntemi

Soyut fonksiyonlarin (operatorlerin) diferansiyellenmesi islemi normlanmis
lineer uzaylarda tanimlandigl icin, Banach teoreminin bir uygulamasi olan
Newton yontemi normlanmis lineer uzayda ele alinmaktadir.

Newton yontemi,
f(x)=0 (3.7)
denkleminin ¢6ziime sahip olmasina ve bu ¢éziimin ardisik yaklasimlar yontemi
ile bulunmasina dayanmaktadir. (3.7) ile gosterilen f(x) denklemi bir operator
oldugu icin, bu denklem matematigin cesitli dallarinda ortaya ¢ikan cok genel
denklem veya denklemler sistemini kapsar.

f (x) fonksiyonu herhangi bir normlanmis lineer uzayda n. mertebeden

tlreve sahip fonksiyon ise, bu fonksiyonunun Taylor agthimi,

F(X) = 1 (1) + ff (1) + S0 dTF06) | d7TO0) o1y 1) (a.8)
2! 3 n!

seklinde ifade edilir. Eger f(x), tek degiskenli bir fonksiyon ise,
df (Xo) = f l(Xo)(x_ Xo)

d”f(xo) = f(”)(XO)(X—XO) (3.9)
seklinde turevler ifade edilir. Eger f(x), cok degiskenli ( x=(x,...x,)) bir

fonksiyon ise,

0 G
df (%) = (i, +.. — ;) ()

1 n

0 0
d?f(x,) =(—dx, +..+ —dx ) f(x
(%) (6x 1 . 2 F(X)

1 n

0 0
d"f(x,) =(—dx, +..+ —dx )" f(x 3.10
(Xo) (axl ) ox. )" T (%) (3.10)
seklinde tiirevler ifade edilir.

Newton yontemi, ¢6zim olarak f(x) fonksiyonunun Taylor acthiminin

lineer kismi ele alinmaktadir ve bu kismi
f(x)=f(x) + f'(X)(x=%) =0

veya
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f(x)+ F'(%)(X=%)=0 (3.11)
seklinde sifira esitlenir.Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

X=X, = _[f I(Xo)]_l f(X)

veya

X=X, —[F (%) (%) (3.12)
sonucuna ulasilir. (3.12) esitligin yararlanarak asagidaki {x. },

X, =Xy — [ (%)) F(X,0) (3.13)

dizisi olusturulur.
{x.} dizisi, tirevin ters operatdrii ([f'(x)]"), x=x,_, deki degerine
baghdir. Bu durumda her bir x, degerini hesaplamak zorlasmaktadir. Bu zorlugu

asmak icin basitlestirilmis Newton yontemi asagidaki sekilde ifade edilir.
3.2.1. Basitlestirilmis Newton Yontemi

Basitlestirilmis Newton yontemi, (3.13)" de tanimlanan {xn} dizisinde,
([£'(x,_)]™" )’in yerine ([f'(x,)]" ) yazilmasiyla elde edilir. Bir baska ifade ile
basitlestirilmis Newton yontemi,

Xy = X0 0 — [T )] F(X00) (3.14)

seklinde ifade edilir. (3.14)" deki {x} dizisi, A operatori seklinde ifade

edildiginde,
Ax=x—-[f'(x)]" f(%) (3.15)
operatorine uygun ardisik yaklasimlar dizisi olarak ifade edilebilir. (3.15)’de
ifade edilen A operator,

AX =X, (3.16)
seklinde sabit noktaya sahip ise,sonu¢ olarak
x=x—[f'x)]" F(%
ve

[f'(x)]! f(x)=0 = f(x)=0 (3.17)
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sonucu bulunur. Bu durumda (3.17) ye gore, (3.7) denklemin ¢ozimi A
operatériniin sabit noktasidir. Bir baska ifade ile (3.7) denkleminin ¢6zimuni
bulma problemi, (3.15) operatériiniin sabit noktasini bulma problemine esdegerdir.
Eger (3.15) de ifade edilen A operatort, belli kosullar altinda sikistiran
bir operator oldugu gosterilirse, Banach teoremine gore (3.15)” de ifade edilen A
operatOrinin sabit noktasl, ardisik yaklasimlar yardimiyla bulunabilir.

Teorem 3.2. Normlanmis tam metrik uzayda,
VXX igin [[f'(X)- f'(x)| <L|x-x| kosulunu saglayan, L Lipshitz katsayisi
olsun,
Mo = [ o)
hy =MoL, ve 7, =|[f06)]™ £%,).
hot” —t+1=0 ve t, =ﬂ
b

ve

h, < % sagliyor ise, (3.7) denkleminin,

X = %o < tor2, (3.18)
klresi icinde tek bir ¢c6zumi var ve bu ¢ozim,

Xo = Yo = [0 1 (%000) (3.19)
{x.} dizinsin limiti seklinde bulunabilir (Kantorovig, ve Akilov 1982).

Kanit

Basitlestirilmis Newton yonteminde gosterildigi gibi, (3.7) denkleminin
¢O6zUmUnG bulma problemi (3.15)’deki A operatoriinin sabit noktasini bulma
problemine esdegerdir. Bu problemin ¢6zimi daha 6nce Banach teoreminde
kanitlanmistir. Buna gbre A operatériinin Banach teoreminin tiim kosullarini
sagladigi gosterilirse Teorem 3.2. kanitlanmis olur.

Bu durumda, ilk olarak (3.15)" de tanimlanan A operatoruniin, (3.18)

klresin de islem yapan bir operator oldugu gosterilmelidir.
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Bu amagla (3.15)’deki A operator,
AX—Xy = X=X, — [F'(%)]" F(X) (3.20)
seklinde yazilir ve (3.20)’da gerekli diizenlemeler yapildiginda,
Ax =X, = [£'()] " {F(0(x = %) = F(x)}

veya

Ax =X, = [T )] = (F ) = F(x0) = F' () (x=%,) + f(X)} (3.21)
esitligi bulunur. (3.21) esitliginde norm alindiginda,

|AX = x| = H[f '(Xo)]’lﬂ 1= (F ) = £ (%) = F1000X = %) + f (%)) (3.22)

elde edilir. Norm 0zelliklerinden faydalanildiginda

F(0 = £06) = F o) =)+ [[F00)] £ 00)

|AX = x| < H[f '(xO)]’lH

N o(x) S
veya

|AX = X, < M |(X)]| + 72, (3.23)
esitligi elde edilir.

e(x) = F(X)— F(x)— F'(X)(X=X,) (3.24)
seklinde ifade edildiginde, ¢(x) fonksiyonunun 6zellikleri

P(Xy)=0ve @' (x)= f'(x) = f'(x,) (3.25)
seklindedir. ¢'(x) fonksiyonunda gerekli diizenlemeler yapildiginda,

lo' GOl = £ ) = £ (xo)] (3.26)
esitligi elde eldir. Teoremde verilen Lipshitz kosuluna gore,

le" )| = [ 1) = £ (%] < Lx = x| (3.27)

sonucu bulunur. ¢(x) fonksiyonunda gerekli diizenlemeler yapildiginda,

lea)]| = e(x) = p(x,)] (3.28)
esitligi elde eldir. Soyut fonksiyonlar icin sonlu artislar teoremine gore,
[ = lp(x) = @ (%) < sup|e’ ()] [x = x| (3.29)

esitsizligi gecerlidir. |¢'(x)| normu yerine, (3.27) esitsizligi yazildiginda,

oG]l = () = o) < Llx =] x| (3:30)
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esitsizligi elde edilir. |x — x, | normu yerine, (3.18) yazildiginda,

lo(x)| < Lx = x| < Lityr,)? (3.31)
esitsizligi bulunur.(3.31) esitsizligi, (3.23)’de yerine yazildiginda,

|AX = X, || < Mo Lt5n5 +n, (3.32)
esitsizligine ulasilir. (3.32) esitsizliginde gerekli duzenlemeler yapildiginda,

”AX - Xo” < (ML gty +1)
N

ho

veya
|AX = X, | < 7 (hots +1) (3.33)
elde edilir. Teorem 3.2 kosullarindan,
ht’—t+1=0 ve ht’ +1=t (3.34)
elde edilir. (3.34) esitligi, (3.33) de yazildiginda,
1A% = %o < 70t (3.35)
sonucu elde edilir.

Boylece A operatoruniin 7,t, yari ¢aph kireyi kendisine donlstirdigd,
bir baska degisle A operatérinun islem yapan operat6r oldugu gosterilmis olur.

Banach teoreminde, A operatoriinin diger bir 6zelligi de sikistiran

operator olmasidir. Bu gore (3.15) de tanimlanan A operatorinin sikistiran
operatdr oldugu gosterilmelidir. Bir baska degisle (3.15) de tanimlanan A
operatorunin,
|AX - Ay| < alx-y|, 0<a <1 (3.36)
oldugunu gosterilmelidir.Bu amagla soyut fonksiyonlar igin sonlu artislar
teoreminden yararlanildiginda,
| ay] < supl ] [x - 337
esitsizligi elde edilir. A" bulmak igin, (3.15) de tanimlanan A operatorinin tirevi
alindiginda,
Ax=1=[F0)]" (%) (3.38)
sonucu bulunur. (3.38)’de gerekli diizenlemeler yapildiginda,

Ax = [100)] " (F(%) = F'(x) (3.39)
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elde edilir. (3359) esitliginde norm alindiginda,

A= [ Co) ] 11 00) = £ 00 (3.40)
ifadesi elde edilir. Teorem 3.2 deki Lipshitz kosuluna gore,

[ < |[F )| Ll =] (3.41)

esitsizligi elde edilir. |x — x, | normu yerine, (3.18) yazildiginda,

Iwx)< [0 ] L
[FeT]

MO
veya
|A'X] < M Ltapt, (3.42)

hy
sonucu bulunur. (3.42) esitsizligi, (3.37) de yerine yazildiginda,
|AX = Ay|| < hot [x - Y| (3.43)
sonucu elde edilir. A operatord, sikistiran operatdr olmasi icin (3.56)’da verilen
o kosulunu saglamasi gerekir. Bu durum,

[Ax = Ay| < bty x — y], 0<er <1 (3.44)

ifadesinde gosterilir. « katsayisi,
a = hyt, (3.45)

seklindedir.Teorem 3.2 kosullarindan t, ’in degeri yerine yazildiginda,

1-.,/1-4h
a=h——2
oh,
veya
1-,1-4h
o= fo (3.46)

esitligi elde edilir. Teorem 3.2 kosularina gore h, s% oldugundan, 0 <a <1

kosulu saglanmis olur.
Boylece (3.15) de tanimlanan A operatorunin sikistiran operator oldugu

gosterilmis olur.
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Bu durumda, A operatérii normlanmis tam metrik uzayda islem yapan
ve sikistiran operator oldugu gosterildiginden, A operatériiniin tam metrik uzayda
tek bir tane sabit noktasi vardir (Banach teoremi). Bu sabit nokta (3.7)
denkleminin ¢6zimudur.

Sonug olarak, Teorem 3.2 kanitlanmis olur.
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4. MinMaxEnt ENTROPI OPTiMiZASYON PROBLEMLERININ
NUMERIK COZUM YONTEMLERI

Bu bolumde, kesikli ve surekli rassal degiskenler icin MaxEnt metodu
yardimiyla moment fonksiyonlarina bagh 0zel fonksiyoneller ile, bu
fonksiyonellere minimum deger veren ve informasyonu maksimum yapan
MinMaxEnt dagihmlarindan bahsedilmistir ve bu dagilimlarin  niimerik
yontemlerle bulunmasi problemler seklinde ortaya konmustur. Ayrica,
problemlerin ¢dzimandn varhigl matematiksel olarak kanitlanmistir. Ortaya konan
problemlerin olusturulmasi ve numerik c¢ozimleri icin, MATLAB 6.5 de
hazirlanmis programin akis diyagrami verilmistir.

Bilinen istatistiksel dagilimlara uymayan gozlem degerlerinin
MinMaxEnt dagilimiyla ifade edilebilecegi, hazirlanmis 6zel program yardimiyla
gosterilmistir. Bunlara ek olarak moment kisit sayisi arttirildikca, MinMaxEnt

dagiliminin modellemeye etkisi gbzlenmistir.

4.1. Kesikli Rassal Degiskenler icin MinMaxEnt Entropi Optimizasyon
Problemi

X;,.., X, rassal ornek olsun ve Ornek igindeki degerlere, sirasiyla
p,,..., P, olastliklari karsilik gelsin.

H(X) ==Y pIn(p) @)
entropi fonksiyonu
> pgy(x) =y (J=0L..om) @2)

burada 4, =1, g,(x)=1, 9=(90,9,.--.0,,) moment vektor fonksiyonu ve
u=(u,..., 11.,), 9 ’ye uygun moment vektor degeridir; n>m+1 kisitlari altinda

maksimum degere sahiptir. H(x) entropi fonksiyonu bu degeri,

p; :exp[—iajgj(xi)], (i=1..,n) (4.3)
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ile verilen p=(p, pP,,..,p,) olasilik dagihm fonksiyonuyla alir. (4.3) esitliginde
verilen «,,«,...,a, ’ler Lagrange carpanlart ve g=(d,,...,9,,) moment vektor

fonksiyonudur.

(4.3) esitliginde verilen «;, j=0,..,m Lagrange carpanlari,

ig,—(x»exp[—ia,—g,—(xi)]=u,— =0dm @4)

sisteminin ¢6zimu olarak bulunabilir.

(4.3) ile ifade edilen p dagihmi, (4.1) de wverilen H(x) entropi

fonksiyonunda yerine yazildiginda,

H max :iexp(_iajgj(Xi)J[iajgj(xi)J (4.5)

esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

H e :Zaj pigj(xi)’
j=0 i1
veya
How = D011, (4.6)

elde edilir. (4.6) esitligi H(x) entropi fonksiyonun maksimum degerini

gostermektedir. Bu esitlikte kullanillan  «,,a,,...,«, Lagrange carpanlari,

m

Uy =1, 9,(x)=1 olmak uUzere, iy, 14,..., 1, ’ler g,(x),9,(x),...,q,,(x) e uygun
moment degerleridir.

(4.2) esitliklerinden, = (1, 14, 14,,) Vvektorinin g =(d,,9;,--9,,)
moment vektor fonksiyonuna, (4.4) ifadesinden de «; ,(j=0,..,1) lerin x’ye
bagh oldugu gérilmektedir. Bir baska degisle «; ,(j=0,...1) ’ler x ’ye bagh
fonksiyonlar, « ’'de g ’ye Dbagh vektor fonksiyonel oldugu igin,
a; ,(J=0,..1)ler g’ye bagl fonksiyonellerdir. Sonug¢ olarak (4.6)’de verilen
H, .. formilu g ’ye bagl bir fonksiyoneldir. Bu fonksiyonel,

S(9) = Hpax (4.7)
seklinde ifade edilebilir,
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S(g) fonksiyoneli; MaxEnt metodu yardimiyla, g=1(9,,9;,--.9,)
moment vektor fonksiyonlarina baglt H,, degerine sahip fonksiyonel olarak

tanimlanmistir  (Shamilov 2006a). Bu fonksiyonele, MaxEnt fonksiyoneli
denilmistir.
Kesikli rassal degiskenler icin MinMaxEnt entropi optimizasyon
problemi, Tanim 4.1. de verilmistir.
Tanim 4.1. (4.7) ile tanmimlanmis S(g) fonksiyoneline, verilmis K moment
vektor fonksiyonlar kiumesinde minimum deger veren moment vektor
fonksiyonunun bulunmasi problemine kesikli rassal degiskenler i¢cin MinMaxEnt
entropi optimizasyon problemi denilecektir. Bu problem iki sekilde distndlebilir.
e Eger K moment vektor fonksiyonlar kimesi, sonlu sayida elemandan
olusuyor ve her bir moment vektdr fonksiyonunun bilesenleri lineer

bagimsiz ise S(g) fonksiyoneli bu kime i¢inde minimum degere sahiptir.

e Eger K moment vektor fonksiyonlar kiimesi, bilesenleri lineer bagimsiz
olan sonsuz sayida elemanlardan olusuyor ise S(g) fonksiyonelinin bu
kiime icinde minimuma sahip olabilmesi igin bu fonksiyonelin bazi
Ozelliklere sahip olmasi gerekmektedir.

Not 4.1. K moment vektor fonksiyonlar kiimesinde bilesenleri lineer bagimli
olan vektorler varsa, bu vektorler yerine bilesenleri s6z konusu vektorin lineer
bagimsiz bileskelerinden olusan vektorler dikkate alinarak Tanim 4.1. ile verilen
problem yine ortaya konulabilir.

(4.7) ile ifade edilen MaxEnt fonksiyonelinin, sonsuz sayida elemandan
olusan kiimede minimum degere sahip olmasini saglayan Ozellikler teoremler
seklinde verilmistir.

Teorem 4.1. (4.7) ile ifade edilen S(g) fonksiyoneli surekli vektér moment
fonksiyonlari kiimesinde (C[a,b]) streklidir.

Teorem 4.2. S(g) fonksiyoneli, (C[a,b]) uzayina ait K kompakt kiimesinde en
biylk ve en kicuk degerine ulasir.

Bu ozellikler (Shamilov 2006a, Mert Kantar 2006) calismalarinda

kanitlamistir.
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4.1.1. MinMaxEnt Dagilimi

(4.7)’de tanimlanmis S(g) < C[a,b] fonksiyoneli, K kompakt moment

vektor fonksiyonlari kiimesinde minimum degerini,
miKnS(g):S(g‘o)) (4.8)
ge
99 =(g?,9,...,.g?) moment vektor fonksiyonunda alsin.
S(g) fonksiyoneline K kompakt kiimesinde minimum deger veren g©

moment vektor fonksiyonuna uygun p©® = (p{?.,..., p?) MaxEnt dagilhmi, kesikli

rassal degiskenler icin MinMaxEnt dagilimi olarak tanimlamistir (Shamilov
2006a).

p@ =(p,..., p9) MinMaxEnt dagilimi; (4.1) ile verilen H(x) entropi
fonksiyonunu, g® moment vektér kisitina gére maksimum yapilmasiyla bulunur.

S6z konusu kesikli rassal degiskenler icin MinMaxEnt dagilimi,
P =exp(-a, - Y. ;9,7 (x)), i=1...n (4.9)
j=1

seklindedir. (4.9) da verilen «,a,..,«, ’ler Lagrange carpanlari,

9 =(9{,...,g?) moment vektor fonksiyonudur.

Kesikli rassal degiskenler igin MinMaxEnt dagilimi su 6zellige sahiptir;
Teorem 4.3. Kesikli rassal degiskenler icin tanimlanmis MinMaxEnt dagilimi,
rassal ornekten elde edilen dagilimlar icerisinde en biyuk informasyonu iceren

dagihmdir.

4.1.2. MinMaxEnt Dagiliminin Varhgi

p©@ =(p{,..., p) MinMaxEnt dagilimi, (4.9) da ifade edilen a,,a,,...,,
Lagrange c¢arpanlarinin bulunmasina baglh oldugundan, kesikli rassal degiskenler

icin  MinMaxEnt optimizasyon probleminin ¢6zuminde ¢,...,a,, Lagrange

m

carpanlarinin z4,..., ., moment degerlerine baghlik karakterinin incelenmesi

gerekmektedir.
Bu baglilik karakterinin incelenmsi igin, (4.4) ifadesi,
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(@) = 1
: : (4.10)

b (st =

esitlikleri  seklinde yazilabilir. Burada f =(f,..f.) , ao=(x,..2,) ,

p= (e M) VE

Zn:gj(xi)exp[_iajgj(xi)J

iexp[_iajgj(xi)J

seklindedir. (4.10) sistemi ayni zamanda,
fla)=u (4.12)
sekilde de yazilabilir.

f (@) = (j=1..,m) (4.11)

(4.12) denkleminin ¢Ozimunun varhgi, tekligi ve o vektorinin
u vektorine siurekli bagh oldugunun kaniti MinMaxEnt dagiliminin varhginin
kanitiyla iliskilidir.

D(f,...,. f.)

S6z konusu kanit sdrecinde 6nemli noktalardan biri,
D(ay.....at,)

Jakobian’in sifirdan farkli olmasidir. Jakobian’in sifirdan farkli olmasi,

of, of,
D(fpfy) 0% 0| | VAE@GOOD) e CM(E,006,(0)
D(ay.ay) |of,  of, Cov(gm(k)gl(x» Var(g'm(x))
oa, oa,
(4.13)

ile ortaya cikmaktadir (Kapur ve Kesevan 1992). (4.13) ile ifade edilen
determinant, moment  fonksiyonlarinin  varyans-covaryans  matrisinin
determinantidir. Eger 1,9,(X),...,9,,(x) moment fonksiyonlari lineer bagimsiz
fonksiyonlar ise, bulunan varyans-covaryans matrisi pozitif tanimli bir matristir
(Cramer 1966; Papuluous, 1991). Pozitif tanimli simetrik matrisin determinanti

D(f,,..., f,) 40
Ayyen )

sifirdan farkh (Cramer, 1966) oldugu icin Va € E™ sonucuna

ulasilir.
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f (o) = ¢ denkleminin ¢ozimun varhgi, tekligi ve g,..., 1, ’lere strekli

bagliligl teorem seklinde asagida verilmistir.

Teorem 4.4. g(x)=(1 9,(x),..., 9., (X)) moment vektor fonksiyonunun bileskeleri

[a,b] araliginda lineer bagimsiz olsun.
m n
B={yeE :‘ijaj‘},aj=_zl‘gj(xi)‘ (4.14)
I=

oldugunda (4.12) icin, f : E™ — B bire-bir siirekli doniisimdir ve
a=f(u)), (4.15)
dir. Baska bir ifadeyle, «,...,, Lagrange carpanlari g moment vektor

degerlerinin surekli, hatta diferansiyellebilir fonksiyonudur.

Kanit
e Tekligin kaniti

f (o) = 1 denkleminin tek bir ¢o6ziime sahip oldugu kanitlanmalidir. Bu
amag icin birden fazla ¢6zimin oldugunu varsayarak, celiskiye varma yoluyla
istenen sonuca ulasilir.

(4.12) denkleminin a® =(,”,...,a,") ve a® =(a,?,...,a,?)
olmak Gzere iki farkli ¢c6zimu olsun. Bu ¢dzlimler,
f@a™)=puve f(a?)=u (4.16)
seklindedir.

Eger (4.12) denklemi iki farkh ¢6ziime sahip ise, bu ¢oztmler iki farkli
dagilim belirlerler. Diger bir deyisle

pi(k):exp(_iajﬁk)gj(xi)} (i=1..,n), (k=12 (4.17)

dagihmlarini belirlerler.

D> p=1,p, >0 keyfi olasihk dagilimi ,b; >0, b <1 kosulunu

i=1 i=1

saglayan ve pozitif degerler alsin. Bu durumda asagida verilen,

33



—Zn: p;Inp, < —Zn: p; Inb, (4.18)
i=1 i=1

esitsizlik gecerlidir(Papuluous 1991). (4.18) esitsizliginde b, = pi(l), i=1..,n
yazildiginda,

n

=>pinp <> ay (4.19)
: s

i=1

elde edilir. (4.19) da p, = p,”’, i=1,...,n olacak sekilde yazildiginda,
Yo Pu <Y ey, (4.20)
=0 j=0

sonucuna ulasthir. Benzer sekilde

SaPu <> aPu, (4.21)
=0 -0

ifadesine ulastlhr. (4.20) ve (4.21) den

Z“J(l):“i = Z“imﬂj ) (4.22)
=0 =0
elde edilir

H(x) entropi fonksiyonunun (4.22)’ e gore maksimum degeri tektir.
H (x) konkav bir fonksiyon oldugu icin maksimum degerini tekbir noktada alir
(Kapur ve Kesevan 1992). Baska bir ifade ile (4.17) den
p® =p® ,(n=1..,n) dir.

Buradan,
D@ -aP)g(x)=0 ,(i=1..n) (4.23)
j=0
sonucu bulunur. Bu sistemin ranki m+1 oldugu icin sistem tek ¢cdziime sahiptir
ve

W_ @ ;_

a;” =a; , j=01...,m (4.24)
sonucuna ulastlir. Boylece (4.12) denkleminin tek ¢6zime sahip oldugu

kanitlanmis olur.
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e COzumun varhginin ve surekliliginin kaniti

(4.12) denkleminin ¢6ziime sahip oldugu kanitlanmahdir. Bu kanit igin
lokal bire-bir teoreminden (kapali fonksiyonlarin varlik teoremi) (Spivak 1965)

yararlanalim.

va’ e E™, f(@@) = u® (4.25)
olsun. 2@ ile ’yi birlestiren dogru parcasini,

X(t) = 1@ +t(u - p?) ,0<t<1 (4.26)

seklinde ele alalim.

Sekil 4.1. ,u(o) vektori ile g vektorund birlestiren dogru parcasi ile o ¢ozumleri

T

() = p@ +t(u-p®) 0stsl

(4.26)’da gerekli diizenlemeler yapildiginda,

x(t) = 1@ =t(u—u®) ,0<t<1 (4.27)
elde edilir. (4.27) esitliginde norm alindiginda,

x®) - | =Jt(u— )| 0<t<1 (4.28)
ifadesine dondsur.(4.28) ifadesinde

xt) - )= &® (4.29)

olsun.bu durumda,

®

X(t) = u® =y + (- u") —H”i p (4.30)

sonucuna ulastlir,

(4.12)’ya gore ifade edilen (4.13) Jakobian’i sifirdan farkh oldugu icin,

lokal birebirlik teoremine gore @ In kiiciik komsulugu ile #® in kigik
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komsulugu arasinda birebir donusiim vardir. Bu nedenle #® ’a uygun o®
¢ozimii vardir. Bir baska degisle o® = f *(x®) vardir. Siireci bu sekilde devam

ettirdigimizde dyle ™ vardir ki Hy—y(n)

istenildigi kadar kiclk yapilabilir. Bu
nedenle  yine  lokal  birebirlik  teoremine  gore, f(a™)=pu"
denklemi o™ = f*(u'™) c¢oézimine sahiptir. 4™ vektdrd u ’niin Kkiigiik
komsulugunda bulundugundan ve £™ ’nin komsulugu ile ' "nin kiigiik
komsulugu arasinda bire-birlik var oldugundan, ™ ’nin kiiciik komsulugunda
oyle a vardir ki o = f *(x) sonucuna ulasilir.

19 da 1 ’ye dogru hareketi sonlu sayida adimla gerceklesmektedir. Bu
Borel lemmasinin (Cramer 1966) bir sonucu olarak ortaya ¢ikar.

Boylece (4.12) denkleminin o« = f () c¢ozimiine sahip oldugu
kanitlanmis olur. Cozimin tekligi ispatlandigl icin «®” a bagli olmadan baska
ifade ile @ keyfi secildiginde (4.12) denklemi ¢oziime ulasir.

f fonksiyonu siirekli ve diferansiyellebilir oldugu icin o= f *(u)’
L ’ye bagh strekli ve diferansiyellebilir fonksiyondur.

Sonug olarak Teorem 4.4 kanitlanmis olur.
Sonu¢ 4.1. Teorem 4.1.in kaniti, Teorem 4.3.’0n sonucu olarak ortaya
citkmaktadir.

MinMaxEnt dagiliminin varligi icin, f(«) = denkleminin varligi,

tekligi ve surekliliginin kaniti yeterlidir. Bdylece MinMaxEnt dagiliminin

nimerik ¢6ziim yontemleriyle bulunmasinin yolu acilmis olur.

4.2. Kesikli Rassal Degiskenler icin MinMaxEnt Entropi Optimizasyon

Probleminin Numerik C6zUmu

(4.9)’da verilen p© = (p@,..., p©) MinMaxEnt dagilimi, Tanim 4.1. ile

ifade edilen kesikli rassal degiskenler icin MinMaxEnt entropi optimizasyon

probleminin ¢ézumudir. Bu ¢éziim, K kompakt kiimesinde S(g) fonksiyoneline

minimum deger veren g® moment vektor fonksiyonunun genel halde bulunmasi

cok zor oldugu icin, K kiumesi sonlu sayida elemandan olustugunda problemin
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¢6zimu diger duruma gore nispeten daha kolay bulunabilir. Buna gore; pratik
uygulamalarin yapilabilmesi icin K kiimesi; sonlu sayida elemandan olusacak
sekilde secilmelidir.

(4.12) denkleminin ¢ozimunun varhgi, tekligi ve surekliligi kanitlandigi

icin MinMaxEnt entropi optimizasyon probleminin ¢dzimu vardir. Bu problemin
¢ozimi olan p©® = (p@,..., p®) MinMaxEnt dagilimi, (4.9) da ifade edilen
a,,ay,...,a, Lagrange carpanlarinin bulunmasina bagldir. Bir baska ifade ile,

(4.12)’de ifade edilen m tane nonlineer denklemin ¢6zumiine baghdir.

(4.12) nonlineer denklem sisteminde ifade edilen «,,«,,...,«, Lagrange
carpanlari nimerik yontemler kullanilarak bulunabilir. «,,«,...,«, Lagrange

carpanlarinin nimerik yontemlerle bulunmasi icin, ardisik yaklasimlar yontemi
(Banach teoremi), Newton yontemi ve diger nimerik yontemler kullanilabilir.
(4.12) nonlineer denklem sisteminin nimerik ¢6zimuinun matematiksel yapisi,
Newton yéntemi ve Newton ydnteminin temeli olan Banach teoremiyle Bolim 3.
de ayrintili bir sekilde verilmistir.

Dolayisiyla kesikli rassal degiskenler icin MinMaxEnt entropi
optimizasyon probleminin ¢éziimune ulasthr.

K vektor fonksiyonlari kumesinden alinmis her bir g vektor

fonksiyonuna uygun (4.12) denklemini programlama dili ac¢isindan olusturan,
cozen ve MinMaxEnt dagilimini  bulan herhangi bir paket program
bulunmamaktadir. Dolayisiyla kesikli rassal degiskenler icin MinMaxEnt
dagiliminin - uygulamasinin  yapilabilmesi igin  bir programin yazilmasi
gerekmektedir.

Bu boélimde, kesikli rassal degiskenler icin MinMaxEnt entropi
optimizasyon probleminin ¢6zumi icin MATLAB 6.5 de hazirlanan program
sunulmaktadir. Ayni zamanda bu program MinMaxEnt entropi optimizasyon
probleminin 6zel hali olan MaxEnt entropi optimizasyon problemini de
cozmektedir.

MATLAB 6.5 ile hazirlanan program, iki, Ug,..., m+1 moment
kisitlarina uygun MinMaxEnt entropi optimizasyon problemlerini ayni anda

cozmektedir. Hazirlanan program, temelde bes bolimden olusmaktadir.
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Programin bolimlerinde yapilan islemler asagida verilmektedir.
Programin ilk boliminde, gozlem degerleri, moment fonksiyonlari
kiimesi ve kisit sayisi (moment vektor bilesen sayisi) programa yiklenmektedir.

Ayni bélimde, kisit moment vektor kiimesi ve u degerleri belirlemektedir.

Programin ikinci bolumiinde, belirlenen her moment vektor fonksiyonu
uygun (4.12) nonlineer denklem sistemi olusturmaktadir. Bu bolim, programin en
onemli bélimlerinde birisidir.

Programin dgtinct  bolimiinde, ¢, «,...,«, Lagrange carpanlar ve

MaxEnt dagilimi bulunmaktadir. MATLAB 6.5 programinda, Levenberg-
Marquardt, Gauss-Newton ydntemleri, nonlineer denklem sistemlerinin nimerik
cozlmleri icin hazir program olarak bulunmaktadir. MinMaxEnt entropi
optimizasyon problemini ¢0zimu igin hazirlanan programda, «,a,,..., @,

Lagrange ¢arpanlarinin bulunmasinda bu hazir programdan yararlaniimistir.
Programin dérdincl béliminde, belirlenen MaxEnt dagilimlari igcinden
minimum entropi degerine veya maksimum informasyona sahip MinMaxEnt
dagilimi bulunmaktadir.
Programin besinci boluminde, belirlenen MinMaxEnt dagilimi igin
istatistiksel kriterler hesaplanmakta ve grafik cizilmektedir. Son olarak, bulunan

sonuclar ve cizilen grafik ekrana gorintilenmektedir.
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Hazirlanan programin calisma sekli Sekil 4.2 deki akis diyagrami

seklinde verilmektedir.

Sekil 4.2. Kesikli rassal degiskenler icin MinMaxEnt entropi optimizasyon probleminin ¢6zimu

i¢in hazirlanan programin akis diyagrami

Oku
Godzlem sayisi n
Gozlem degerlerini
Kisit kimesini
Kisit sayisini
A 4
Hesapla
Hesa_pla__ . | Sinif Araliklarini
Moment vektor kiimesini < N .
Moment degerlerini
a,...0,, carpanlarinin katsayilarini Kisit kombinasyonlarini

l

Nonlineer Denklemleri Belirle
Moment vektor fonksiyonlarina Hesapla
gore nonlineer denklemleri Q... carpanlarini

\4
Moment Vektdr Fonksiyonlarina Uygun MaxEnt Dagilimlarini Belirle

l

MaxEnt Dagilimlari icinden MinMaxEnt Dagilimini Belirle

istatistiksek Kriterleri Hesapla

A

Son Grafik Ciz
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4.3. Sirekli Rassal Degiskenler icin MinMaxEnt Entropi Optimizasyon
Problemi

Surekli rassal 6rnegin olasilik yogunluk fonksiyonu f (x) olsun.

b
H(x) == f () In f (x)dx (4.31)
entropi fonksiyoneli,

If(x)gj(x)dx=yj, (j=01...m) (4.32)

kisitlarina gore maksimum degere sahiptir. (4.32)’de ifade edilen 2, =1, 9,(x) =1,
g=(9¢,-9,) moment vektdr fonksiyonu ve u=(g,....4,), 9 ’ye uygun

moment vektor degeridir; (4.31) entropi fonksiyoneli bu degeri,

f(x)= exp[—Zanj(x)J (4.33)
j=0

ile verilen f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuyla alir. (4.33) esitliginde verilen

a,,a,...,a, " ler Lagrange carpanlaridir.

a;, j=0,.,m Lagrange carpanlari,

J g,—(x)exp(—ia,—g,—(x)}dxw,— (j=1..m) (4.:34)

sisteminin ¢6zimu olarak bulunabilir.

(4.33) ile ifade edilen f (x) yogunluk fonksiyonu, (4.1)’le verilen H(x)

entropi fonksiyonelin de yerine yazildiginda,

H, o = iexp(iag(x)}[iaigj(X)de (4.35)

esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

Hmax = iaj£j f (X)gj (X)dX)

j=0 a

Hmax = Zaj,uj (436)
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elde edilir. Bu esitlikte kullanilan  «,,¢,,...,«, Lagrange carpanlari,

m

Uy =1,0,(x)=1 olmak Uzere, p,14,..., 1, "ler g,(x),9,(x),....,g,(x) ’e uygun

moment degerleridir. (4.36)’da gosterilen H ifade olarak kesikli rassal

degiskenlerdeki H_, ’a benzemektedir. Fakat yapi olarak cok farkhdir. Clnki
strekli rassal degiskenler igin (4.36) formdlinde kullanitlan g, 44, ..., 1, ’lerin
hesabi integrale dayanmaktadir. Ayrica surekli rassal degiskenler igin kullanilan
semboller kesikli rassal degiskenlerde kullanilanlara benzemektedir. Bunun
nedeni sembol karisikligl yaratmamak igindir.

Kesikli rassal degiskenlerde oldugu gibi, «; ,(j=0,..1) ’ler
U=y, 14, 1,,) vektorune bagh fonksiyonlar, x vektori de g =(9,,9;,-,9,,)

moment  vektdér  fonksiyonuna  bagh  vektér  fonksiyonel  oldugu

icin, «; ,(j=0,...1) ’ler g ’ye bagh fonksiyonellerdir. Sonug olarak (4.36)’de
verilen H__ formili g ’ye bagh bir fonksiyoneldir. Bu fonksiyonel,
S(9) = Hax (4.37)

seklinde ifade edilebilir.
S(g) fonksiyoneli; MaxEnt metodu yardimiyla, g=1(9,,9;,--9,)

moment vektor fonksiyonlarina bagli H,_, degerine sahip fonksiyonel olarak

tanimlanmistir (Shamilov 2006a). Bu fonksiyonele surekli rassal degiskenler icin
MaxEnt fonksiyoneli denilmistir.
Surekli rassal degiskenler icin MinMaxEnt entropi optimizasyon

problemi, asagida tanim seklinde verilmistir.
Tanim 4.2. (4.37) ile tamimlanmis S(g) fonksiyoneline, verilmis K moment
vektor fonksiyonlar kimesinde minimum deger veren moment vektor
fonksiyonunun bulunmasi problemine strekli rassal degiskenler icin MinMaxEnt
entropi  optimizasyon problemi denilecektir. Bu problem kesikli rassal
degiskenlerde oldugu gibi iki sekilde distnulebilir.

e Eger K moment vektor fonksiyonlar kiimesi, sonlu sayida elemandan

olusuyor ve her bir moment vektor fonksiyonunun bilesenleri lineer
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bagimsiz ise sirekli rassal degiskenler igin S(g) fonksiyoneli bu kime
icinde minimum degere sahiptir.

e Eger K moment vektor fonksiyonlar kiimesi, bilesenleri lineer bagimsiz
olan sonsuz sayida elemanlardan olusuyor ise S(g) fonksiyonelinin bu
kiime icinde minimuma sahip olabilmesi i¢in bu fonksiyonelin bazi
Ozelliklere sahip olmasi gerekmektedir.

Not 4.2. K moment vektdr fonksiyonlar kiimesinde bilesenleri lineer bagimli
olan vektorler varsa, bu vektorler yerine bilesenleri s6z konusu vektorin lineer
bagimsiz bileskelerinden olusan vektorler dikkate alinarak Tanim 4.2. ile verilen
problem yine ortaya konulabilir.

S(g) fonksiyonelinin, sonsuz sayida elemandan olusan kimede
minimum degere sahip olmasini saglayan ozellikler teoremler seklinde verilmistir.
Teorem 4.5. (4.37) ile ifade edilen sirekli rassal degiskenler icin S(g)
fonksiyoneli surekli vektor moment fonksiyonlari kiimesinde (C[a,b]) streklidir.
Teorem 4.6. S(g) fonksiyoneli, (C[a,b]) uzayina ait K kompakt kiimesinde en
blyuk ve en kiiciik degerine ulagir.

Bu Ozellikler, kesikli rassal degiskenler icin yapilan kanita benzer

sekilde kanitlanabilir.

4.3.1. MinMaxEnt Dagilimi

(4.37) de tanimlanmig sirekli rassal degiskenler icin S(g) < C[a,b]
fonksiyoneli, K kompakt moment vektdr fonksiyonlari kiimesinde minimum
degerini,
mins(g) =S(g") (4.38)
ge
99 =(g?,99,...,.g) moment vektor fonksiyonunda alsin.

S(g) fonksiyoneline K kompakt kiimesinde minimum deger veren g©

moment vektdr fonksiyonuna uygun f©(x) MaxEnt dagilimi, sirekli rassal

degiskenler icin MinMaxEnt dagilimi olarak tanimlamistir (Shamilov 2006a).

Surekli rassal degiskenler icin MinMaxEnt dagilimi,
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£ () = exploato ~ 3. ,0,” () (4.39

seklindedir. (4.39) da kullanilan ¢«,,¢,,...,«, ’ler Lagrange carpanlari,

9@ =(9,...,9?) moment vektor fonksiyonudur. Ayni zamanda g vektor
fonksiyonu, S(g) fonksiyonelini minimum yapan uygun moment fonksiyonudur.
Surekli rassal degiskenler icin tanimlanmis MinMaxEnt dagilimi, rassal

ornekten elde edilen dagilimlar igerisinde en buyuk informasyonu igeren dagilim
olma 6zelligine sahiptir.

4.3.2. MinMaxEnt Dagilimi Varhgi

Kesikli rassal degiskenlerde oldugu gibi, strekli rassal degiskenler icin de

MinMaxEnt optimizasyon probleminin  ¢6ziminde «,,...,«, Lagrange

m

carpanlarinin z,..., 1, moment degerlerine baglihk karakteri 6énemlidir ve bu

bagliligin incelenmesi gerekmektedir.
Bu inceleme icin ilk olarak (4.34) ifadesi,

fla,.a,) =1
: : (4.40)

fn (s @) =

esitlikleri seklinde vyazilabilir. (4.40)’da f =(f,....f.))' , a=(a,...a,) ,

p= (s )" VE

Igi (x) exp(— iajgj (X)de

flay,may,) =" - ,(j=1..m) (4.41)
J'exp[— D a9, (X)de
a j=1

seklindedir. Boylece (4.41) sistemi,

f(a)=u (4.42)

seklinde de yazilabilir.
(4.42) denkleminin ¢Ozimunuan varhgl, tekligi ve o vektérinin

4 vektorine sirekli bagli oldugunun kaniti, sirekli rassal degiskenler icin

MinMaxEnt dagiliminin varligi kanitiyla iliskilidir.
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D(f,,..., f,)
().,

Bu kanit strecinde, Jakobian’in sifirdan farkli olmasi

onemlidir. Jakobian’in sifirdan farkli olmasi,

oL
D(f,.fy) |02 0| Var@(x) - Cov(g(X)0,(X)
D(al,--.,am) afm afm Cov(gm(X)gl(X)) Var(gm(x))
oo, oa,

(4.43)
ile ortaya cikmaktadir(Kapur ve Kesevan 1992). (4.43) ifadesi moment
fonksiyonlarinin  varyans-covaryans  matrisinin  determinantidir.  Eger

1,9,(X),...,9,,(x) moment fonksiyonlari lineer bagimsiz fonksiyonlar ise, bulunan

varyans-covaryans matrisi pozitif tanimli bir matristir (Cramer 1966, Papuluous

1991). Pozitif tanimli simetrik matrisin determinanti sifirdan farkh oldugu igin

D(fyn f) _ g

Va € E™ sonucuna ulasihr
D(ey,.... ;)

f (o) = ¢ denkleminin ¢ozimun varhgi, tekligi ve g,..., 1, ’lere strekli

bagliligl teorem seklinde asagida verilmistir.

Teorem 4.7 g(x) =(1, 9,(x),..., 9., (x)) moment vektor fonksiyonunun bileskeleri

[a,b] araliginda lineer bagimsiz olsun.
m n
B={yeEM:|y;<aj}, aj=3[g] (4.44)
i=1 C

oldugunda (4.42) igin f : E™ — B bire-bir stirekli déniisimdiir ve

a= 1w (4.45)
dir.Bagska bir ifadeyle Lagrange carpanlart x ’ye slrekli, hatta

differansiyellenebilir baghdir.
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Kanit
e Tekligin Kaniti
Sirekli rassal degiskenler icgin ifade edilen f(«)= x denkleminin tek

¢ozlime sahip oldugunu gostermek igin, kesikli rassal degiskenler de yapilanlara

benzer bir yol izlenebilir.
(4.42) denkleminin a® =(,”,...,2,") ve a®=(a,?,...,a,?)
olmak Gzere iki farkli ¢ozimd,
f@a®)=puve f(@?)=u (4.46)
seklinde olsun. Bu ¢6ziumler,
f®(x) = exp(— Z(;a}k)jg J. (x)j, (k=12) (4.47)
J=
seklinde iki farkl dagilim belirlerler.
b
f(x) keyfi yogunluk fonksiyonu, ¢(x) ise [@(x)dx<1 Kkosulunu
a
saglayan ve pozitif degerler alan fonksiyon olsun. Bu durumda

b b

—[ () In f(x)dx <—[ f(x)Inp(x)dx (4.48)
a a

esitsizlik gecerlidir(Papuluous 1991).Bu esitsizlikte p(x) = f @ (x) yazildiginda,

—i f(x)In f(x)dx < —T f (x)(—Zm: afg;(x))dx = ia}“yi

veya
b m

—j FO)In f()dx < a®u; . (4.49)
a =1

elde edilir.(4.50) esitsizliginde f(x) = f®, olacak sekilde yazilirsa

2wy <Y aOu (4.51)
0 j=0

sonucuna ulasilir. Benzer yontemle

2w <Yy e (4.52)
0 j=0

ifadesi elde edilir. (4.51) ve (4.52)’ den
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m m

© )
Zaj M —Za,- His
=0 =0

elde edilir.
H(x) entropi fonksiyonunun (4.52)’ e gore maksimum degeri tektir.

H (x) konkav bir fonksiyon oldugu i¢in maksimum degerini tekbir noktada alir
(Kapur ve Kesevan 1992). Baska bir ifade ile (4.47) den f®(x) = f @ (x) dir.

Buradan,
D (@ —aP)g;(x)=0 (4.53)
j=0
sonucu bulunur. Bu sistemin ranki m+1 oldugu icin sistem tek ¢6ziime sahiptir

ve

a=a?, j=01..,m (4.54)

sonucuna ulasilir. Boylece (4.42) denkleminin tek ¢6zime sahip oldugu

kanitlanmis olur.

e CoOzumun Varhginin ve Sarekliligin Kaniti
(4.42) denkleminin ¢oziime sahip oldugu ve a = f (), ux’ye bagli
stirekli ve diferansiyellebilir fonksiyon oldugu, (4.43) Jakobian’in sifirdan farkl
olmasindan yararlanarak, kesikli rassal degiskenlerdeki gibi kanitlanir.
Sonug olarak Teorem 4.7 kanitlanmis olur.
Sirekli rassal degiskenler icin MinMaxEnt dagiliminin varligi igin,
f (a) = x denkleminin varhigi,tekligi ve strekliliginin kaniti yeterlidir. Bdylece

MinMaxEnt dagilimi nlimerik ¢6zim yontemleriyle bulunabilir.

4.4, Surekli Rassal Degiskenler icin MinMaxEnt Entropi Optimizasyon

Probleminin Numerik C6zUmu

(4.39)’da verilen sirekli rassal degiskenler icin MinMaxEnt dagihmi,
Tanim 4.2. ile ifade edilen surekli rassal degiskenler icin MinMaxEnt entropi
optimizasyon probleminin ¢éziimudur. Bu ¢6zim kesikli rassal degiskenlerde

oldugu gibi, K kompakt kiimesinde S(g) fonksiyoneline minimum deger veren
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g moment vektdr fonksiyonunun genel halde bulunmasi ¢ok zor oldugu igin,

pratik uygulamalarda K kimesi; sonlu sayida elemandan olusacak sekilde
secilmelidir.
(4.42) denkleminin ¢oziminan varhgi, tekligi ve surekliligi kanitlandigi

icin strekli rassal degiskenler icin MinMaxEnt entropi optimizasyon probleminin

¢ozumi vardir. Bu problemin ¢éziimii olan f©(x) MinMaxEnt dagihmi, (4.42)
nonlineer denklem sisteminde ifade edilen «,,«,,...,«, Lagrange bulunmasina

baghidir.

(4.42) nonlineer denklem sisteminde ifade edilen «,,a,,...,c,, Lagrange
carpanlart nimerik yontemler kullanilarak bulunabilir. «,,«,...,a, Lagrange

carpanlarinin nimerik yontemlerle bulunmasi icin, ardisik yaklagimlar yontemi
(Banach teoremi), Newton yontemi ve diger nimerik yontemler kullanilabilir.
(4.42) nonlineer denklem sisteminin nimerik ¢6ziminin matematiksel yapisi,
Newton yontemi ve Newton yonteminin temeli olan Banach teoremiyle Bolim 3.
de ayrintili bir sekilde verilmistir.

Dolayisiyla kesikli rassal degiskenlerde oldugu gibi, strekli sitemler igin
de MinMaxEnt entropi optimizasyon probleminin ¢6ziimiine ulasabiliriz.

K vektor fonksiyonlari kimesinden alinmis her bir g vektor

fonksiyonuna uygun surekli rassal degiskenler icin (4.42) denklem sistemini,
programlama dili acisindan olusturan, ¢dzen ve en biyik informasyona sahip
MinMaxEnt dagihimini bulan herhangi bir paket program bulunmamaktadir.
Dolayisiyla strekli rassal degiskenler icin MinMaxEnt dagiliminin uygulamasinin
yapilabilmesi icin bir programin yazilmasi gerekmektedir.

Kesikli rassal degiskenler icin MinMaxEnt entropi optimizasyon
probleminin ¢ézumd ile strekli rassal degiskenler icin problemin ¢ézimi arasinda
iliski vardir. Bu iliski yardimiyla strekli rassal degiskenler icin MinMaxEnt
dagilimi, kesikli rassal degiskenler icin MATLAB 6.5°de hazirlanmis program ile
bulunmaktadir.

Kesikli rassal degiskenler icin MinMaxEnt entropi optimizasyon
probleminin ¢6zumu ile surekli rassal degiskenler icin problemlerin ¢6zimi

arasindaki iliski Bolim 4.5 de incelenmistir.
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4.5. Kesikli ve Surekli Rassal Degiskenler icin MinMaxEnt Entropi
Optimizasyon Problemleri Arasindaki liski

Kesikli rassal degiskenler ile sturekli rassal degiskenler arasinda bu
bolumde ifade edilen iliski dikkate alinarak, MinMaxEnt ve diger problemlerin
coziimunde kesikli rassal degiskenlerden yola cikarak slrekli rassal degiskenler
icin de problemler c¢ozulebilir. Kesikli rassal degiskenler ile sirekli rassal
degiskenler arasindaki iliski su sekildedir:

Surekli rassal degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu f (x),

.T f(x)dx=1ve f(x)>0 (4.55)

a

olsun. f(x) yogunluk fonksiyonunun tanimh oldugu [a,b] kapali araligi,
a=X,ve b=x,olacak sekilde, x,,Xx,,...,X, parcaya bolinsin. Parcalar arasindaki

uzunluk,
. b-a
AX=x—-X%, ,(0=1..n) ve AX:T (4.56)

seklinde olsun.

Sekil 4.3. Kesikli ve sirekli rassal degiskenlerin entropileri arasindaki iligki

f(x)
77
P;
a J %, X, b X
Olasilik tanimina gore,
p, = f(X)AX (4.57)

dir. (4.57) ifadesini kesikli rassal degiskenler icin Shannon entropi 6lciminde

yerine yazildiginda,
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n

=3P = 3 (F (XA IN( (x,)A%) (4.58)

i=1

elde edilir. (4.58)" de gerekli diizenlemeler yapildiginda,
- Z p, In(p,) = —Z(f (x)AX) In f(x,)— Z(f (x,)Ax) In Ax (4.59)
i=1 i=1 i=1

bulunur. Ax > 0 c¢ok kugik oldugunda (4.54),

—Zn: p. In(p,) = —T f(x)In f (x)dx —In Axi f (x)dx (4.60)

a

seklinde yazilabilir. Gerekli duizenlemeler yapildiginda,

_i P, |n(p|) z—j). f(x)In f(x)dx —In Ax (4.61)

sonucuna ulasthr. (4.61) formaliinden goruldigi gibi Ax >0 ¢ok kucuk degerlere
sahip oldugunda, kesikli ve strekli rassal degiskenler icin Shannon entropi
olcimleri yaklasik olarak birbirine esittir. Ax ’in sifir olmamasi ve pozitif
degerlere sahip olmasi pratik uygulamalarla iliskilidir. Bir baska ifade ile sifir hata
ile 6lcim yapilamayacagi igin, Ax >0 pozitif kiicik deger olmasi dogaldir.
Boylece surekli rassal degiskenler icin Shannon entropi 6lgimu kesikli
rassal degiskenler icin entropi 6lclimi ile yaklasik olarak ifade edilir. Bu sonug;
stirekli rassal degiskenler i¢gin MinMaxEnt entropi optimizasyon probleminin
¢cozumina, kesikli rassal degiskenler yardimiyla bulmamizi saglar. Bir baska ifade
ile kesikli rassal degiskenler icin MinMaxEnt entropi optimizasyon probleminin
¢ozimda icin MATLAB 6.5 ile hazirlanmis programi, strekli rassal degiskenler

icin de kullanilmasini saglar.

4.6. Uygulama

Bu bolimde, MinMaxEnt dagilimini belirleme streci bir uygulama ile
gosterilmektedir. Bir baska ifade ile MinMaxEnt entropi optimizasyon
probleminin ¢6zimi icin MATLAB 6.5 ile hazirlanmis programin bir uygulamasi
yapiimaktadir. Radyo dalgalari ile mesafe Olcen cihazin hata dagilimin
belirlenmesi (BEHTIIEAB, 1969), uygulama olarak secilmistir. Uygulamada X
rassal degiskeni, radyo dalgalari ile mesafe 6lgen cihazin hata degerleridir. Olgiim

birimi metredir. Radyo dalgalar ile mesafe 6lgen cihazin hata dagilimi, bilinen
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istatistiksel dagilimlarla ifade edilemedigi kaynakta vurgulanmaktadir.
Uygulamayi secmemizdeki temel neden, bilinen istatistiksel dagilimlarla ifade
edilemeyen gozlem degerlerini, MinMaxEnt dagihmi ile ifade edilebildigini

gOstermektir. Ayrica uygulama strecinde bulunan MinMaxEnt dagiliminin, radyo

dalgalari ile mesafe 6lgen cihazin hata gzlem degerlerine uyumu, RSME, #?,

R? (Celik, 2003) istatistiksel kriterleri ile ortaya konulmustur.

Radyo dalgalari ile mesafe 6lcen cihazin hatalarina iliskin MinMaxEnt
dagihminin belirlenmesi icin, MinMaxEnt entropi optimizasyon probleminin
cozllmesi gerekmektedir. Bu ¢ozum icin, MATLAB 6.5 ile hazirlanmig program
kullaniimaktadir. Radyo dalgalari ile mesafe 6lcen cihazin hata degerlerine iliskin
MinMaxEnt dagilimi; iki bileskeye sahip moment vektoriine gore, Ug, dort, bes ve
alti bileskeye sahip moment vektoriine gére bulunmustur.

Uygulama stirecinde moment fonksiyonlari kiimesi
( x x%,In(x), (In(x))?, In(x* +1) ) seklinde belirlenmistir. Bu moment
fonksiyonlarinin secimi, bilinen istatistiksel dagilimlarin karakterize edici

momentleri olacak sekilde yapilmistir (Kapur ve Kesevan 1992). Ornegin x ve

x> momentleri normal dagilimin karakterize edici momentleridir.

Radyo dalgalari ile mesafe Olgen cihazin hata degerlerine iliskin gézlem

degerleri ve histogrami, Cizelge 4.1. de ve Sekil 4.4 de verilmektedir.

Cizelge 4.1. Radyo dalgalari ile mesafe 6lgen cihazin hata degerlerine iligskin gozlenen frekanslar

m frekans
20-30 21
30-40 72
40-50 66
50-60 38
60-70 51
70-80 56
80-90 64

90-100 32
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Sekil 4.4. Radyo dalgalari ile mesafe 6lgen cihazin hata degerlerine iligkin histogram

Hata Degerleri

ao

0r

GO

a0r

frequency
=
o

w
[=]

Sekil 4.4’de gorildigu gibi, radyo dalgalari ile mesafe dlgen cihazin hata
dagilimi bilinen istatistiksel dagilimlarla ifade etmek oldukca guctir. Cihazin hata
dagilimini, iki, Gg, dort, bes ve alti kisita gére MinMaxEnt dagilimlari ile
modellemek i¢in, MATLAB’ hazirlanan programdan elde edilen sonuglar Sekil

4.5 de verilmektedir.
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Sekil 4.5. Radyo dalgalari ile mesafe olgen cihazin hata degerleri i¢in iki, Ug, dort, bes ve alti
bileskeye sahip moment vektdriine uygun MinMaxEnt dagilimlari ile ilgili program sonugclari

Gergekolsk= 00525 0lz 0lesx  00R5 01275 014 0.1a ooe

Taonkonbinasyonl = 12345

Iterasromsmel=1 11 1 1

Maxenhpl=29933 29993 29954 2905 3
Minioum= 2 9522

Swa= 4

Eomwbmasyonl= 4
Olasiblonxl= 0022845 011328 012234 012817 013122 013415 01331 01358

Thnnkornbinasyond= 1 334
2 455

Iterasmpromsmel2= 11 111

Maernhp2=2.9794 29722 2

Ilinmoum= 2 9621

Swa= 5

Eombmasyond= 3

1
Sede 285758 25733 2871 25845 25881 258734 25W5

4
Olasihlanx2= 007035 01257 01507 015457 0146853 013158 011518 00R571&

Thonkeerbinasyon 3= 1111112223
222334353344
3454554555
Iteramromsmel3=1 111111111
Maxenbp3=25656 29638 25743 25587 2508 29420 298158 25705 29678 289552

Minmmm= 2 32006

Swa= 5
Eomhbimasyon3= 1 3 5
OlasihlaneG= 00468858 01908 015577 01172 011751 0135281 015998 O0R7:ER
Thnnkoenbinasyond = 11112
22233
33444
45555

Tterampromsmeld=1 1 1 11

Maxerbpd=25136 29188 2917 29168 29175

Minmoum= 2 2165

Swa= 4

Eombmasyond= 1 3 4 5

Olasihlorneed= 005081 012108 014328 011188 012106 014357 014885 0085891

ThmnkoenbinasyonS= 1 2 a3 4 5

Iterasronsmel5=1

Mazernhps=2.914

Minntoun=2 214

Swa= 1

EomhbimasyonS= 1 2 3 4 5

Olasihlanecs= 00523% 018154 0122827 010917 011125 014255 01381e 0079954

Eikarenw] = 00022154
Eikarenwd= 000201 5
EikarerrS= 000040511
Eikarenred= 00005552
KilearereS= 0.000285601

FEMEmx]= 0.04075%
FEMEmxi= 0.035545
FEMEmx5= 0.014252
FEMEm:xd= 0011558
FEMEmuS= 0.008455%

Rzl = 0.0676855
Fnedd= 028515
FredS= 0853545
FEroed= 091744
FmeS= 0 95559
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MinMaxEnt dagilimlarinin belirlenmesinde kullanilan, iki kisita uygun
MaxEnt, (¢, dort, bes ve kisita uygun MaxEnt dagilimlarinin entropileri Cizelge
4.2.-4.6. de listelenmektedir. Her bir kisit igin ilgili degerler, MinMaxEnt entropi
optimizasyon probleminin ¢ozimd igcin MATLAB 6.5 ile hazirlanmig program
yardimiyla bulunmustur.

Cizelge 4.2. Radyo dalgalari ile mesafe Olgen cihazin hata degerleri igin iki bileskeye sahip
moment vektoriine uygun MaxEnt dagilimlarinin entropileri

Kisitlar Entropi
(1, x) 2.9999
1, x3 2.9998
(1, Inx) 2.9984
(1, (Inx)? 2.9928
(1, In(1+x%)) 3

Cizelge 4.3. Radyo dalgalari ile mesafe Olgen cihazin hata degerleri icin Uc bileskeye sahip
moment vektoriine uygun MaxEnt dagilimlarinin entropileri

Kisitlar Entropi
(1, x, X% 2.9794
(1, x, Inx) 2.9722
(1, x, (Inx)?) 2.9696
(1, x, In(1+x3)) 2.9759
(1, X2, Inx) 2.9753
(1, X2, In(x)?) 2.9716
(1, %2, In(1+x%)) 2.9845
(1, Inx, (Inx)?) 2.9681
(1, Inx, In(1+x%)) 2.9734

(1, (Inx)%, In(1+x?)  2.9705
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Cizelge 4.4. Radyo dalgalari ile mesafe 6lgcen cihazin hata degerleri icin dort bileskeye sahip
moment vektoriine uygun MaxEnt dagilimlarinin entropileri

Kisitlar Entropi
(1, X, X, Inx) 2.9656
(1, x, X4, (Inx)?) 2.9636
(1,%, X2, In(1+x?)) 2.9743
(1, x, Inx, In(x)?) 2.9589
(1, X, Inx, In(1+x%)) 2.9206
(1, x, (Inx)?, In(1+x?)) 2.9429
(1, X2, Inx, (Inx)?) 2.9618
(1, X2, Inx, In(1+x?)) 2.9705

(1, %% (Inx)%, In(1+x%))  2.9676
(1, Inx, (INx)?, In(1+x%)  2.9552

Cizelge 4..5. Radyo dalgalar ile mesafe dlgen cihazin hata degerleri icin bes bileskeye sahip
moment vektoriine uygun MaxEnt dagilimlarinin entropileri

Kisitlar Entropi
(1, x, X%, Inx, (Inx)?) 2.9186
(1, x, X2, Inx,In(1+x?)) 2.9168

(1, x, X%, (Inx)?, In(1+x%)) 2.917
(1, x, Inx, In(x)?, In(1+x?))  2.9166
(1,52 Inx, (Inx)?, In(1+x?))  2.9175

Cizelge 4.6. Radyo dalgalari ile mesafe dlgen cihazin hata degerleri igin alti bileskeye sahip
moment vektoriine uygun MaxEnt dagilimlarinin entropileri

Kisitlar Entropi
(1, x, X4, Inx, (Inx)?, In(1+x?)) 2.914

Cizelge 4.2-4.6 den sonuc olarak iki bileskeli moment vektor

fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi f__(x) ’nin, (1, (Inx)®) moment

vektorine karsilik gelen dagilim, ¢ bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun

MinMaxEnt dagilimi f_.(x) ’tn, (1, Inx, (Inx)®) moment vektériine karsilik gelen

dagihm, dort bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi

f .(x)70n, (1, X, Inx, In(1+x%)) moment vektoriine karsilk gelen dagilim, bes
bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagihmi f__(x)’in, (1,

Inx, (Inx)?, In(1+x%)) moment vektoriine karsilik gelen dagilimdir ve alti bileskeli
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moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagihmi f_ (x) ’nin, (1, X, X,

Inx, (Inx)?, In(1+x%)) moment vektdriine karsilik gelen dagilimdir denilebilir.
Belirlenen MinMaxEnt dagilimlarindan elde edilen teorik frekanslar,
Cizelge 4.7 “de incelenmektedir.

Cizelge 4.7 Radyo dalgalari ile mesafe 6lgen cihazin hata degerleri igin belirlenen MinMaxEnt

dagilimlarindan elde edilen teorik frekanslar ve gézlenen frekanslar

m frekans fi Frce frxs Fona Foncs fove

25 21 0.0525 0.0988 0.0763 0.0468 0.0506 0.0523
35 72 0.18 0.1132 0.1256 0.1906  0.191  0.1815
45 66 0.165  0.1223 01507 0.1537 0.1432  0.1582
55 38 0.095 01281 0.1549 0.1176 0.1116 0.1091
65 51 0.1275 0.1318 0.1465 0.1175 0.121  0.1118
75 56 0.14 0.1341 0.1318 0.1358 0.1495 0.1486
85 64 0.16 0.1354 0.1151 0.1399 0.1488 0.1581
95 32 0.08 0.1359  0.0987 0.0978 0.0838 0.0799

Cizelge 4.7°den gorildigu gibi, dort, bes ve alti bileskeli moment vektor

fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimlarindan elde edilen teorik frekanslar
gozlenen frekanslara daha yakindir. Bu durum, RSME , y*, R? istatistiksel

kriterleri ile Cizelge 4.8. da ortaya konulmaktadir.

Cizelge 4.8 Radyo dalgalari ile mesafe dlgen cihazin iki, ti¢, dort, bes, alti bileskeli moment vektor
fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimlarinin veriye uyumunun istatistiksel kriterlerle
incelenmesi

MinMaxEnt Kriterler

Dagihmlar ZZ RSME R2
fo(X) 0.002218 0.04078  0.0676
f 2(X) 0.002021 0.03554  0.2951
fa(X) 0.000405 0.01423  0.8864
f s (X) 0.000383 0.01198  0.9194
fo6 (X) 0.000286 0.00845  0.9589
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RSME, y®, R? kriterlerine gore, dort, bes, alti bileskeli moment vektor

fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagiliminin cihazin hatasini modellemede iyi
sonuclar verdigi gorilmektedir. Sekil 4.6’de dort,bes ve alti bileskeli moment
vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimlarinin, radyo dalgalari ile mesafe

olgen cihazin hata dagilimini nasil belirledigi oldukca net sergilenmektedir.

Sekil 4.6. iki, tig, dort, bes ve alti bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt
dagihmlar

Hata Degerleri v finkdaxEnts
T T T T == MinMaxEntd
MinhdaxEnt3

=]
=1

m finbdaxEnt2
mm MinhaxEnt1

-
[=]

frequency
= m om
o (=] =)

w
=]

20

Bdylece, MinMaxEnt entropi optimizasyon probleminin ¢6zimi icin
MATLAB 6.5 ile hazirlanmis programdan elde edilen sonuglar bir uygulama ile
gosterilmistir. Bu uygulamada diger 6nemli bir noktada, kisit sayisi (moment
vektorunin bilesen sayisi) artirildiginda, MinMaxEnt dagiliminin modellemeye
etkisi gOzlenmistir. Buna gore belli bir kisit sayisindan sonra, kisit sayisinin
artiritlmasinin modellemeye etkisi ¢ok fazla olmadigi sdylenebilir.

Benzer uygulamalar moment fonksiyon kiimesi genisletilerek veya kisit
sayisi (moment vektor bilesen sayisi) artirilarak yapilabilir. Ayrica bu program
dagihmlarin bulunmasi igin yapilan (Shamilov ve ark 2006a, 2006c) calismalarda

blyuk kolayhk saglamistir.
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5. MaxMinxEnt ENTROPi OPTiMiZASYON PROBLEMLERININ
NUMERIK COZUM YONTEMLERI

Bu bolumde, kesikli ve strekli rassal degiskenler i¢cin MinxEnt metodu
yardimiyla moment fonksiyonlarina bagli  6zel fonksiyoneller ile, bu
fonksiyonellere maksimum deger veren ve MaxMinxEnt dagilimlarindan
bahsedilmistir ve bu dagilimlarin nimerik yontemlerle bulunmasi problemler
seklinde ortaya konmustur. Ortaya konan problemlerin olusturulmasi ve niimerik
cozumleri icin, MATLAB 6.5 de hazirlanmis programin akis diyagrami
verilmistir.

Onsel dagilima sahip gozlem degerlerinin MaxMinxEnt dagilimiyla
ifade edilebilecegi, hazirlanmis 0zel program yardimiyla gosterilmistir. Bunlara
ek olarak moment kisit sayisi arttirildikca, MaxMinxEnt dagiliminin modellemeye

etkisi gozlenmistir.

5.1. Kesikli Rassal Degiskenler icin MaxMinxEnt Entropi Optimizasyon
Problemi

X,,..., X, rassal ornek olsun ve 6rnek icindeki degerlere, sirasiyla p,..., p,
olasiliklari karsilik gelsin. Bu rassal 6rnek, g,,0,,...,q, seklinde 6nsel bir dagilima

sahip olsun. Bu durumda Kullback-Leibler él¢imd,

D(p: =3, 1) 51)
seklinde tanimlanir. Kullback-Leibler 6l¢cimind,

> pg,00) =, (=0L..,m) 52)

n>m+1 kisitlarina gore minimum degere sahiptir (5.2) ifadesinde,
=1, 9,x)=1 , 9=(9,0,-.-0,) moment vektér fonksiyonu ve
=y, 4,,), 9°ye uygun moment vektor degeridir; D(p:q) Kullback-Leibler

fonksiyonu bu degeri,

Pi =0 exp(_iajgj(xi)]i (i=1...n) (5.3)
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ile verilen p=(p, pP,,..., p,) olasilik dagihm fonksiyonuyla alir. (5.3) esitliginde
verilen a,, ..., ’ler Lagrange carpanlari ve g =(9,,9;,....9,,) moment vektor

fonksiyonudur.

(5.3) olasilik dagilimda verilen «;, j=0,...,m Lagrange carpanlari,

> 9,x)a, exp[—ia,—g,—(xi)}u,- j=0L..m 54)

sisteminin ¢6zimu olarak bulunabilir.
(5.3) ile ifade edilen p dagilimi, (5.1)’de verilen D(p:q) Kullback-

Leibler fonksiyonun da yerine yazildiginda,

n Qi exp(zm:ajgj(xi))
Dy = 2.0 exr{ Zag (>, )]In q

veya

Doy =4 exp( > a9, )J[Za 9, )J ©5)

esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

a,Zn‘, Pig; (%),

Ms

1l
o

i

veya

D =

min

M

Il
o

a;jK; (5.6)

J

elde edilir. (5.6) esitligi D(p : q) Kullback-Leibler fonksiyonun minimum degerini

gostermektedir. Bu esitlikte kullanillan  «,,a,,...,«, Lagrange carpanlari,

m

Uy =1, 9,(x)=1 olmak uUzere, iy, t4,..., 1, "ler g,(x),9,(x),...,9,(x) ’e uygun
moment degerleridir.

(5.2) esitliklerinden, = (1, 14, 1,,) Vvektorinin g =(9,,9;,--,9,,)
moment vektdr fonksiyonuna, (5.4) ifadesinden de «; ,(j=0,...,1) lerin x’ye
bagh oldugu gérilmektedir. Bir baska degisle «; ,(j=0,...,1) ’ler x ’ye bagh

fonksiyonlar, « ’'de g ’ye Dbagh vektor fonksiyonel oldugu igin,
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a; ,(j=0,..1)ler g’ye bagh fonksiyonellerdir. Sonug olarak (5.6)’de verilen

D,.., formulu g ’ye bagli bir fonksiyoneldir. Bu fonksiyonel,
U(9) = Dy (5.7)
seklinde ifade edilebilir,

U(g) fonksiyoneli; MinxEnt metodu yardimiyla, g =(9,,9;:--,9,,)

moment vektor fonksiyonlarina bagh D, degerine sahip fonksiyonel olarak

tanimlanmistir(Shamilov  2006b). Bu fonksiyonel MinxEnt fonksiyoneli
denilmistir.

Kesikli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt entropi optimizasyon
problemi, tanim seklinde asagida verilmistir.
Tanim 5.1. (5.7) ile tanimlanmis U(g) fonksiyoneline, verilmis K moment
vektor fonksiyonlar kiumesinde maksimum deger veren moment vektor
fonksiyonunun bulunmasi problemine kesikli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt
entropi optimizasyon problemi denilecektir. Bu problem iki sekilde distndlebilir.

e Eger K moment vektor fonksiyonlar kiimesi, sonlu sayida elemandan
olusuyor ve her bir moment vektdr fonksiyonunun bilesenleri lineer
bagimsiz ise U(g) fonksiyoneli bu kiime icinde maksimum degere
sahiptir.

o Eger K moment vektor fonksiyonlar kimesi, bilesenleri lineer bagimsiz
olan sonsuz sayida elemanlardan olusuyor ise U(g) fonksiyonelinin bu
kiime icinde maksimuma sahip olabilmesi icin bu fonksiyonelin bazi
Ozelliklere sahip olmasi gerekmektedir.

Not 5.1. K moment vektor fonksiyonlar kiimesinde bilesenleri lineer bagimli
olan vektorler varsa, bu vektorler yerine bilesenleri s6z konusu vektérin lineer
bagimsiz bileskelerinden olusan vektorler dikkate alinarak Tanim 5.1. ile verilen
problem yine ortaya konulabilir.

(5.7) ile ifade edilen MinxEnt fonksiyonelinin, sonsuz sayida elemandan
olusan kiimede maksimum degere sahip olmasini saglayan 6zellikler teoremler
seklinde verilmistir.

Teorem 5.1. (5.7) ile ifade edilen U(g) fonksiyoneli surekli vektér moment

fonksiyonlari kiimesinde (C[a,b]) streklidir.
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Teorem 5.2. U(g) fonksiyoneli, (C[a,b]) uzayina ait K kompakt kiimesinde en

blyuk ve en kiiciik degerine ulasir.
Bu ozellikler (Shamilov 2006a, Mert Kantar 2006) calismasinda
kanitlamistir.

5.1.1. MaxMinxEnt Dagilimi

(5.7)’de tanimlanmis U (g) < C[a,b] fonksiyoneli, K kompakt moment
vektor fonksiyonlari kiimesinde maksimum degerini,
maxU(g) =U(g") (5.8)
99 =(9{”,99....,g'?) moment vektor fonksiyonunda alsin.
U (g) fonksiyoneline K kompakt kiimesinde maksimum deger veren g‘©
moment vektor fonksiyonuna uygun p@® =(p,...,p?) MinxEnt dagilhimi,

kesikli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt dagilhimi olarak tanimlamistir
(Shamilov 2006a).

Daha once belirtildigi gibi p© =(p{,.., p¥) MaxMinxEnt dagilimi;

(5.1) ile verilen D(p:q) Kullback-Leibler fonksiyonun g® moment vektor

kisidina goére minimum yapilmasiyla bulunur. Kesikli rassal degiskenler icin
MaxMinxEnt dagilimi,

P =exp(-ao — 3o ;9;" (%), i=1...n (59)
j=1

seklindedir.  (5.9) da verilen «,a,,...,a, ’ler Lagrange carpanlari,
9@ =(g{,...,g?) moment vektor fonksiyonudur.
5.1.2. MaxMinxEnt Dagihiminin Varhgi

p@ =(p?,...p9) MaxMinxEnt dagilimi, (5.9) da ifade edilen
a,,a,...,a, Lagrange carpanlarinin bulunmasina baglh oldugundan, kesikli rassal

degiskenler icin MaxMinxEnt optimizasyon probleminin c¢éziminde «,,...,«,,
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Lagrange carpanlarinin z,..., 2, moment degerlerine baglilik karakteri dnemli

oldugu icin, bu bagliligin incelenmesi gerekmektedir.
Bunun icin ilk olarak (5.4) ifadesi,

filag,a,) =1
: : (5.10)

f.(a,....a,) = u,

esitlikleri  seklinde yazilabilir. Burada f =(f,..,f)) , a=(x,..,) ,

p= (e M) VE

i

Zn)g,-(xi)qi eXp(— > a,—gj(xi)]
(=1

£ (@ @) = .y M) (5.11)

iqi exp[—ia,-gj(xi)]
= i1
seklindedir. Buna gore (5.10) sistemi,
f(a)=u (5.12)
sekilde de yazilabilir.

(5.12) denkleminin ¢6zuminin varhgl, tekligi ve « vektérinin
L vektorine sirekli bagh oldugunun kanitt MinMaxEnt dagiliminin varhginin
kanitiyla iligkilidir.
D(f,,..., f,,)

S6z konusu kanit slrecinde onemli noktalardan biri,
() xy)

Jakobian’in sifirdan farkli olmasidir. Jakobian’in sifirdan farkli olmasi,

of
D(fl,...,fm)za?‘l 6%: ‘Vaf(:gl(x)) —COV(gl(:X)gm(X))
D(al,-..,am) 8fm afm —COV(gm(X)gl(X)) _Var(gm(x))
oo, oa,,
(5.13)

ile ortaya cikmaktadir(Kapur ve Kesevan 1992). (5.13) ile ifade edilen
determinant, moment  fonksiyonlarinin  varyans-covaryans  matrisinin
determinantidir. Eger 1,9,(X),...,9,,(x) moment fonksiyonlari lineer bagimsiz

fonksiyonlar ise, bulunan varyans-covaryans matrisi negatif tanimli bir matristir

(Cramer 1966; Papuluous 1991). Negatif tanimli simetrik matrisin determinanti
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sifirdan farkh (Cramer 1966) oldugu icin S(fl—fm));t 0 VaeE" ifadesine
Qe

ulasthr.

Boylece, (5.12) f(a)= x denkleminin ¢ozumindn varhgitekligi ve
strekliligi ile ilgili teorem ve kanit, kesikli rassal degiskenler icin MinMaxEnt
dagihmina benzer sekilde verilebilir.

MaxMinxEnt dagihminin varligi (5.12) denkleminin ¢éziminin varhigi,
tekligi ve surekliligi ile iligkili oldugundan MaxMinxEnt dagilimi igin, nlimerik

¢6zim yontemlerinin kullaniimasinin yolu acgtimistir.

5.2. Kesikli Rassal Degiskenler icin MaxMinxEnt Entropi Optimizasyon

Probleminin NUumerik C6zUmu

Tanim 5.1. ile ifade edilen kesikli rassal degiskenler igcin MaxMinxEnt
entropi  optimizasyon probleminin ¢ézimi, p® = (p®,..., p) MaxMinxEnt
dagihmidir. Bu ¢6ziim, K kompakt kiimesinde U (g) fonksiyoneline maksimum

deger veren g moment vektdr fonksiyonunun genel halde bulunmasi ¢ok zor
oldugu icin, K kimesi sonlu sayida elemandan olustugunda problemin ¢6zumi
diger duruma gore nispeten daha kolay bulunabilir. Buna gore; pratik
uygulamalarin  yapilabilmesi icin K kiumesi; sonlu sayida elemanlar
olusturulmalidir,

MaxMinxEnt dagilimi, (5.9)’ da ifade edilen «,,¢,,...,a, Lagrange
carpanlarinin bulunmasina baglidir. (5.12) denkleminin ¢ézuminin varligl, tekligi
ve surekliligi ifade edildigi icin ¢, «,,...,,, Lagrange carpanlarinin ¢ozumi
vardir. Bir baska ifade ile MaxMinxEnt entropi optimizasyon probleminin
¢OzUmu vardir.

(5.12) nonlineer denklem sistemi nimerik yontemlere ¢ozulebilir. Diger
bir ifade ile ¢,,«,,...,¢,, Lagrange ¢arpanlari numerik yontemlerle bulunabilir.

a,,a,,...,a, Lagrange carpanlarinin niimerik yontemlerle bulunmasi

icin, ardisik yaklasimlar yontemi (Banach teoremi), Newton yontemi ve diger

nimerik yontemler kullanilabilir. (5.12) nonlineer denklem sisteminin numerik
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¢cOzlimuniin matematiksel yapisi, Newton yontemi ve Newton yonteminin temeli
olan Banach teoremiyle B6ltm 3. de ayrintili bir sekilde verilmistir.

MinMaxEnt entropi optimizasyon probleminin ¢oziimutnde oldugu gibi,
K vektor fonksiyonlari kiimesinden alinmis her bir g vektor fonksiyonuna uygun
(5.12) fonksiyonel denklemini, programlama dili agisindan olusturan, ¢dzen ve
MaxMinxEnt dagilimini bulan herhangi bir paket program bulunmamaktadir.
Dolayisiyla  kesikli  rassal degiskenler icin  MaxMinxEnt dagihiminin
uygulamasinin yapilabilmesi i¢in bir programin yazilmasi gerekmektedir.

Bu bolumde, kesikli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt entropi
optimizasyon probleminin ¢ozimu igin MATLAB 6.5 de hazirlanan program
sunulmaktadir. Ayni zamanda bu program MaxMinxEnt entropi optimizasyon
probleminin 6zel hali olan MinxEnt entropi optimizasyon problemini de
¢cOzmektedir.

MATLAB 6.5 ile hazirlanan program, iki, Ug,..., m+1 moment
kisitlarina uygun ve onsel dagilima dayali MaxMinxEnt entropi optimizasyon
problemlerini ayni anda ¢ézmektedir. Hazirlanan program, temelde bes bélumden
olusmaktadir.

Programin bolimlerinde yapilan islemler asagida verilmektedir.

Programin ilk boliminde, gdzlem degerleri, moment fonksiyonlari
kiimesi, kisit sayisi (moment vektor bilesen sayisi) ve énsel dagilim programa

yuklenmektedir. Ayni bolimde, kisit moment vektor kimesi ve u degerleri

belirlemektedir.

Programin ikinci bélimiinde, belirlenen her moment vektér fonksiyonu
uygun (5.12) nonlineer denklem sistemi olusturmaktadir. Bu bélim, programin en
6nemli boltmlerinde birisidir.

Programin  cunct  boliminde, belirlenen her moment vektor
fonksiyonuna ve onsel dagilima uygun «,,«,...,, Lagrange carpanlari ve
MinxEnt dagilimi  bulunmaktadir. MATLAB 6.5 programinda, Levenberg-
Marquardt, Gauss-Newton yontemleri, nonlineer denklem sitemlerinin nimerik
¢6zUm( icin hazir program olarak yer almaktadir. MaxMinxEnt entropi

optimizasyon problemini ¢6zimQ icin hazirlanan programda, MinMaxEnt
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programina benzer olarak, «,,a,,...,,, Lagrange carpanlarinin bulunmasinda bu

hazir programdan yararlaniimistir.

Programin ddérdiinct bolimunde, belirlenen MinxEnt dagilimlari igcinden
maksimum capraz entropi degerine sahip MaxMinxEnt dagilimi bulunmaktadir.

Programin besinci bolumiinde, belirlenen MaxMinxEnt dagilimi igin
istatistiksel kriterler hesaplanmakta ve grafik cizilmektedir. Son olarak, bulunan
sonuclar ve ¢izilen grafik ekrana gorintilenmektedir.

Hazirlanan programin calisma sekli Sekil 5.1 deki akis diyagrami

seklinde verilmektedir.

Sekil 5.1. Kesikli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt entropi optimizasyon probleminin ¢ézim

icin hazirlanan programin akis diyagrami

Oku

Godzlem sayisi n

Gozlem degerlerini
Kisit kuimesini
Onsel dagihmi

A 4

Hesapla Hesapla
Moment vektdr kiimesini P Sinif Araliklarini
a, ..., carpanlarinin katsayilarini Moment degerlerini
Kisit kombinasyonlarini

l

Nonlineer Denklemleri Belirle

Moment vektor fonksiyonlarina ve ] Hesapla
onsel dagilimina uygun nonlineer | o, carpanlarini
denklemleri

A 4
Moment vektdr fonksiyonlarina Uygun MinxEnt Dagilimlarini Belirle

A 4
MinxEnt Dagilimlari icinden MaxMinxEnt Dagilimini Belirle

\ 4
istatistiksek Kriterleri Hesapla

A

Son Grafik Ciz
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5.3. Surekli Rassal Degiskenler icin MaxMinxEnt Entropi Optimizasyon

Problemi

Suarekli rassal 6rnegin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) ve 6rnek

hakkinda g(x) seklinde dnsel bir dagilima sahip olsun. Bu durumda,
b

D(f : q) =j f(x)ln@dx (5.14)
f q(x)

Kullback-Leibler 6lgimu,

b

j f(x)g;()dx = g;, (j=01...,m) (5.15)

kisitlarina gére minimum degere sahiptir. (5.15)’de ifade edilen x4, =1, g,(x) =1,
g=(9¢,9,) moment vektor fonksiyonu ve u=(x,,...,1,) , 9 'ye uygun

moment vektor degeridir; (5.14) Kullback-Leibler fonksiyoneli bu degeri,
f(x)= CI(X)(GXP[— 22,9, (X)] (5.16)
j=0

ile verilen f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuyla alir. (5.16)’de verilen

Qy, &y, &y, "ler Lagrange carpanlaridir. «;, j=0,...,m Lagrange carpanlari,

g, (900 exp{—ia,-g,-(x)}dx (=) (5.17)

sisteminin ¢6zimu olarak bulunabilir.

(5.16) ile ifade edilen f(x) yogunluk fonksiyonu, D(p:q) Kullback-

Leibler fonksiyonelin de yerine yazildiginda,

iajgj(x)J
d

. i q(X)( 2
Din = j q(x) exp[jz(;ajg(x)jln e

X

veya

Dy, = [ (¥ exp{ia,—g(x)](ia,—g,—(x)}dx 5.18)

esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,
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Dmin = Zm: aj (]1 f (X)g j (X)dX]

a

Dmin = Zaj/uj (519)

elde edilir. Bu esitlikte kullanilan ..., Lagrange carpanlari,

m

Uy =1, 9,(x)=1 olmak Uzere, i, 14,..., 1, "ler g,(x),9,(x),...,9,(x) ’e uygun

moment degerleridir. (5.19)’da gosterilen D ifade olarak kesikli rassal

degiskenlerdeki D, "a benzemektedir. Fakat yapi olarak cok farklidir. Clnki
strekli rassal degiskenler icin (5.19) formulinde kullanilan g, z4,,..., 4, ’lerin

hesabi integrale dayanmaktadir. MinMaxEnt dagilimda oldugu gibi, strekli rassal
degiskenler icin MaxMinxEnt de kullanilan semboller kesikli rassal degiskenlerde
kullanilanlara benzemektedir. Bunun nedeni sembol Kkarisikligi yaratmamak
icindir.

Kesikli rassal degiskenlerde oldugu gibi, «; ,(j=0,.,1) ’ler
u= Uy, t,..., 4,,) vektorune bagh fonksiyonlar, u vektoru de g =(9,,9;,.--.9,,)

moment vektdr fonksiyonuna bagli vektor fonksiyonel oldugu icin,

a; ,(J=0,..1)ler g’ye bagl fonksiyonellerdir. Sonug olarak (5.19)’da verilen

D,.., formulu g ’ye bagli bir fonksiyoneldir. Bu fonksiyonel,
U(g)=D,,, (5.20)
seklinde ifade edilebilir.

U(g) fonksiyoneli; MinxEnt metodu yardimiyla, 9 =(9,,9;,.-,9,)
moment vektor fonksiyonlarina bagh D, degerine sahip fonksiyonel olarak

tanimlanmistir (Shamilov 2006a). Bu fonksiyonele surekli rassal degiskenler icin
MinxEnt fonksiyoneli denilmistir.

Surekli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt entropi optimizasyon
problemi, asagida tanim seklinde verilmistir.
Tanim 5.2. (5.20) ile tanimlanmis U(g) fonksiyoneline, verilmis K moment
vektor fonksiyonlar kiumesinde maksimum deger veren moment vektor

fonksiyonunun bulunmasi problemine surekli rassal degiskenler icin MinMaxEnt
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entropi  optimizasyon problemi denilecektir. Bu problem kesikli rassal
degiskenlerde oldugu gibi iki sekilde distnulebilir.

e Eger K moment vektor fonksiyonlar kiimesi, sonlu sayida elemandan
olusuyor ve her bir moment vektdr fonksiyonunun bilesenleri lineer
bagimsiz ise surekli rassal degiskenler icin U(g) fonksiyoneli bu kime
icinde maksimum degere sahiptir.

e Eger K moment vektor fonksiyonlar kiimesi, bilesenleri lineer bagimsiz

olan sonsuz sayida elemanlardan olusuyor ise U(g) fonksiyonelinin bu

kiime icinde maksimuma sahip olabilmesi icin bu fonksiyonelin bazi
Ozelliklere sahip olmasi gerekmektedir.
Not 5.2. K moment vektor fonksiyonlar kiimesinde bilesenleri lineer bagiml
olan vektorler varsa, bu vektorler yerine bilesenleri s6z konusu vektorin lineer
bagimsiz bileskelerinden olusan vektorler dikkate alinarak Tanim 5.2. ile verilen
problem yine ortaya konulabilir.

(5.20) fonksiyonelinin, sonsuz sayida elemandan olusan kiimede
maksimum degere sahip olmasini saglayan Ozellikler teoremler seklinde
verilmistir.

Teorem 5.1. (5.20) ile ifade edilen surekli rassal degiskenler icin U(g)
fonksiyoneli sirekli vektor moment fonksiyonlari kiimesinde (Cl[a,b]) sureklidir.

Teorem 5.2. U (g) fonksiyoneli, (C[a,b]) uzayina ait K kompakt kiimesinde en

biylk ve en kicuk degerine ulasir.
Bu oOzellikler, kesikli rassal degiskenler icin yapilan kanita benzer

sekilde kanitlanabilir.

5.3.1. MaxMinxEnt Dagilimi

(5.20) de tanimlanmig surekli rassal degiskenler icin U(g) < C[a,b]
fonksiyoneli, K kompakt moment vektér fonksiyonlari kiimesinde maksimum
degerini,

maxU(g) =U (9 (5.21)

9 =(9,99....,g?) moment vektor fonksiyonunda alsin.

m
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U(g) fonksiyoneline K kompakt kimesinde maksimum deger veren

g® moment vektdr fonksiyonuna uygun f©@(x) MinxEnt dagihmi, sirekli
rassal degiskenler icin MaxMinxEnt dagilimi olarak tanimlamistir (Shamilov
20064a).

Lagrange carpanlari yontemiyle surekli rassal degiskenler igin

MaxMinxEnt dagilimi,
fO(x) = a() exp(-a, - > @;9,” () (5.22)
j=L

seklinde bulunur. (5.22)’de verilen «,,¢,,...,a, ’ler Lagrange carpanlari,

m

9 =(g{,...,g{”) moment vektor fonksiyonudur.

5.3.2. MaxMinxEnt Dagihminin Varhgi

Kesikli rassal degiskenlerde oldugu gibi, strekli rassal degiskenler icin de

MinMaxEnt optimizasyon probleminin  ¢6ziminde «,,...,«, Lagrange

m

carpanlarinin z,..., 1, moment degerlerine baglihk karakteri 6énemlidir ve bu

bagliligin incelenmesi gerekmektedir.

Bu inceleme icin ilk olarak (5.17) ifadesi,

fla,.a,) =1
: : (5.23)

fn(tryers @) =

seklinde yazihr. (5.23)°’de f =(f,,...f.)', a=(a,....a,), u= (..., 1) V€

[9,00a%) exp(— Z a;9; (x)de

f(ay,ay) ="— . ,(j=1,..m) (5.24)
[ae exp(— Za 9, (x)de

seklindedir. (5.24) sistemi,

f(a)=u (5.25)

seklinde de yazilabilir.
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(5.25) denkleminin ¢Ozimunun varhgl, tekligi ve o vektorunin
4 vektorine sirekli bagli oldugunun kaniti, sirekli rassal degiskenler icin
MaxMinxEnt dagiliminin varhginin kanitiyla iliskilidir.

D(f,,..., fy)
D(e,,....a

Bu kanit strecinde, Jakobian’in sifirdan farkli olmasi

m

onemlidir. Jakobian’in sifirdan farkli olmasi,

D(fy f,) 7% 0| ~var(e,(x)) - ~Cov(8:0)8,(X)
Pltvmtn) oty Aal | coug, (X)g,(X) -  -Var(g, (X))
oa, oa,,

(5.26)
ile ortaya cikmaktadir(Kapur ve Kesevan 1992). (5.26) ile ifade edilen
determinant, moment  fonksiyonlarinin  varyans-covaryans  matrisinin

determinantidir. Eger 1,9,(X),...,9,,(x) moment fonksiyonlari lineer bagimsiz

fonksiyonlar ise, bulunan varyans-covaryans matrisi negatif tanimli bir matristir

(Cramer 1966, Papuluous 1991). Negatif tanimli simetrik matrisin determinanti

D(fy f) _ g

sifirdan farkli oldugu igin
D(ey,...,@,,)

Va € E™ sonucuna ulasilir.

Boylece, (5.25) f(a)= u denkleminin ¢ozumindn varhgitekligi ve
strekliligi ile ilgili teorem ve kanit, siirekli rassal degiskenler igin MinMaxEnt
dagihmina benzer sekilde verilebilir.

Sirekli rassal degiskenler igcin MaxMinxEnt dagihminin varhgi (5.25)
denkleminin ¢6zuminin varhgi, tekligi ve sirekliligi ile iliskili oldugundan
MaxMinxEnt dagilimi icin, nimerik ¢6ziim ydntemlerinin kullanilmasinin yolu

actimistir.
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5.4. Surekli Rassal Degiskenler icin MaxMinxEnt Entropi Optimizasyon

Problemlerinin Numerik C6zUmu

(5.22)’de verilen surekli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt dagihimi,
Tanim 5.2. ile ifade edilen surekli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt entropi
optimizasyon probleminin ¢ozimudur. Bu ¢6zim Kkesikli rassal degiskenlerde

oldugu gibi, K kompakt kiimesinde U (g) fonksiyoneline maksimum dege deger

veren g moment vektér fonksiyonunun genel halde bulunmasi ¢ok zor oldugu
icin, pratik uygulamalarda K kiumesi; sonlu sayida elemandan olusacak sekilde
secilmelidir.

MaxMinxEnt dagilimi, (5.22) de ifade edilen «,,«,...,a, Lagrange
carpanlarinin bulunmasina baglidir. (5.25) denkleminin ¢ézumunin varligl, tekligi
ve surekliligi ifade edildigi icin «,,a,,...,a, Lagrange carpanlarinin ¢ézumda
vardir. Bir baska ifade ile MaxMinxEnt entropi optimizasyon probleminin
¢Ozimi vardir.

(5.25) nonlineer denklem sistemi niimerik yontemlere ¢ozilebilir. Diger

bir ifade ile «,,¢,,...,a, Lagrange carpanlari niimerik yontemlerle bulunabilir.
a,,ay,...,a, Lagrange carpanlarinin nimerik yontemlerle bulunmasi igin, ardigik

yaklasimlar yontemi (Banach teoremi), Newton yontemi ve diger nlmerik
yontemler kullanilabilir. (5.25) nonlineer denklem sisteminin niimerik ¢6zimun(n
matematiksel yapisi, Newton yontemi ve Newton yonteminin temeli olan Banach
teoremiyle Bolim 3. de ayrintili bir sekilde verilmistir.

K vektor fonksiyonlari kimesinden alinmis her bir g vektor

fonksiyonuna uygun sirekli rassal degiskeni igin (5.25) fonksiyonel denklemini,
programlama dili agisindan olusturan, ¢ozen ve MaxMinxEnt dagilimini bulan
herhangi bir paket program bulunmamaktadir. Dolayisiyla strekli rassal
degiskenler icin MaxMinxEnt dagiliminin uygulamasinin yapilabilmesi icin bir
programin yazilmasi gerekmektedir.

Surekli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt dagilimi, kesikli rassal
degiskenler icin MATLAB 6.5 ile hazirlanmis program ile bulunmaktadir. Bu
durum kesikli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt entropi optimizasyon
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probleminin ¢6zimi ile surekli rassal degiskenlerde problemlerin ¢6zimi
arasindaki iliskiye dayanmaktadir.

Kesikli sitemler icin MinMaxEnt entropi optimizasyon probleminin
¢ozima ile surekli rassal degiskenler icin problemin ¢ozimu arasindaki iligki

B6lim 5.5. incelenmistir

5.5. Kesikli ve Surekli Rassal Degiskenler icin MaxMinxEnt Entropi

Optimizasyon Problemleri Arasindaki liski

Kesikli rassal degiskenler ile sirekli rassal degiskenler arasinda bu
bolimde ifade edilen iliski yardimiyla, MaxMinxEnt ve diger problemlerin
coziimunde, kesikli rassal degiskenlerden yola ¢ikarak surekli rassal degiskenler
icinde problemler ¢ozilebilir. Kesikli rassal degiskenler ile surekli rassal
degiskenler arasindaki iliski su sekildedir:

Sirekli rassal 6rnegin olasilik yogunluk fonksiyonu f (x), ve 6rnege iliskin dnsel

yogunluk fonksiyonu q(x),

T f(x)dx =1, f(x)>0ve _Tq(x)dx =1,q9(x)>0 (5.27)

a

seklinde olsun. f(x) yogunluk fonksiyonunun tanimli oldugu [a,b] kapali
araligini, a=x,ve b =Xx,olacak sekilde, x,,x,...,x, noktalariyla pargaya bélelim.

Parcalar arsindaki uzunluk,

AX=% =%, (i=L..n) veAx=2"2 (5.28)
n

seklinde olsun.

Sekil 5.2. Kesikli ve strekli rassal degiskenlerin ¢apraz entropileri arasindaki iliski

f (%)

7

Pi

AX
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Olasilik tanimina gore

~ f(x)AX (5.29)
dir. (5.29) ile ifade edilen p, olasihgi, kesikli rassal degiskenler i¢in Kullback-
Leibler 6lglimiinde yerine yazildiginda,

3 n () =D (w7

) (5.30)

elde edilir. (5.30) de gerekli dizenlemeler yapildiginda,

—Z P, In( )~ Z(f(x )AX) In f((:)) Zn:(f(x )AX) In Ax (5.31)
bulunur. Ax > 0 ¢ok kiigiik oldugunda (5.31),
—iZ:: p; In(qﬁ;) ~ —'e[ f(x)In (( )) dx—1In Ax.:[ f (x)dx (5.32)

seklinde yazilabilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

_i P, In(%) ~ —j f(x)In (( )) —In Ax (5.33)

sonucuna ulasthr. (5.33) formilunden goraldigi gibi Ax >0 ¢ok kiiglk degerlere
sahip oldugunda, kesikli ve surekli rassal degiskenler icin Kullback-Leibler
Olglimleri yaklasik olarak esittir.. Shannon ol¢liminde oldugu gibi, Ax’in sifir
olmamasi ve pozitif degerlere sahip olmasi pratik uygulamalarla iliskilidir. Bir
baska ifade ile sifir hata ile 6lgim yapilamayacagl icin, Ax >0 pozitif kiguk
deger olmasi dogaldir.

Bdylece surekli rassal degiskenler icin Kullback-Leibler élgimd, kesikli
rassal degiskenler icin Kullback-Leibler 6lcumi ile yaklasik olarak ifade edilir.
Bu sonug; surekli rassal degiskenler icin MaxMinxEnt entropi optimizasyon
probleminin ¢6ztmunu, kesikli rassal degiskenler yardimiyla bulmamizi saglar.
Bir baska ifade ile Kkesikli rassal degiskenler igcin MaxMinxEnt entropi
optimizasyon probleminin ¢6zumi icin MATLAB 6.5 ile hazirlanmis programi,

surekli rassal degiskenler icin de kullanilmasini saglar.
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5.6. Uygulama

Bu bélimde, MaxMinxEnt entropi optimizasyon probleminin ¢ézimd
icin MATLAB 6.5 ile hazirlanmis program ile ilgili bir uygulama yapiimaktadir.
2000 yihina iligkin rizgar hizi dagiliminin belirlenmesi (Gen¢ ve ark. 2005),
uygulama olarak secilmistir. Uygulamada X rassal degiskeni, 2000 yilina iliskin
rizgar hizidir. Rizgar 6lgtimleri Tarkiye’nin Aksehir bolgesinde ait 6lgtimlerdir
ve O¢liim birimi metre/saniye dir (Geng ve arkadaslari, 2005). Onsel dagihim
olarak, ayni bolgenin 1999 yilina iliskin rizgar hizi secilmistir. MaxMinxEnt

dagiliminin, 2000 yilina iliskin riizgar hizi dagihmina uyumu, RSME, z*, R?
(Celik, 2003) istatistiksel kriterleri ile ortaya konulmustur.

2000 yilina iligkin riizgar hizi icin MaxMinxEnt dagiliminin belirlenmesi,
MaxMinxEnt entropi optimizasyon probleminin ¢ozllmesi gerektirmektedir. Bu
probleminin ¢6zimi MATLAB 6.5 ile hazirlanmig program ile bulunmaktadir.
MaxMinxEnt dagilimi; iki kisita gore, U¢ kisita gore, dort kisita gore, bes kisita
gore ve altl kisita gére MaxMinxEnt entropi optimizasyon probleminin ¢6zumu
icin hazirlanmis program ile bulunmaktadir.

Uygulama stirecinde moment fonksiyonlari kiimesi
(x, x*,In(x), (In(x))?, In(x*> +1)) seklinde belirlenmistir. MinMaxEnt dagiliminda

oldugu gibi, moment fonksiyonlarinin se¢imi, bilinen istatistiksel dagilimlarin

karakterize edici momentleri olacak sekilde yapilmistir.
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2000 ve 1999 yillarina iliskin riizgar hizi gézlem degerleri ve histogrami

Cizelge 5.1 de ve Sekil 5.3 de listelenmektedir.

Cizelge 5.1. 2000 ve 1999 yili icin 6lcilen riizgér hizi icin gézlenen frekanslar

Sekil 5.3. 2000 yili i¢in 6l¢llen riizgar hizi igin gozlenen frekanslara iligskin histogram

2000 1999
m yili yili
frekans  frekans
0-1 2650 2681
1-2 3636 3410
2-3 1488 1558
34 521 565
4-5 254 247
5-6 114 138
6-7 49 63
7-8 16 32
8-9 8 23
9-10 7 14
10-11 3 14
11-12 8 9
12-13 0 2
13-14 3 1
14-15 0 2
15-16 0 1
16-17 0 0

Frequency

4000

200 yili rizgar hizi

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

o
(]
IS
]
o
=]
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2000 yihina iliskin rizgar hizint, 1999 yili rizgar hizi 6nsel dagilimi ve iki,
ug, dort, bes, alti kisita gére MaxMinxEnt dagihimlari ile modellemek igin,

MATLAB’ hazirlanan programdan elde edilen sonuclar Sekil 5.4 de verilmektedir.

Sekil 5.4. 2000 yili icin 6lcilen riizgar hizi icin iki, g, dort, bes ve alti bileskeye sahip moment
vektdriine uygun MaxMinxEnt dagihmlari ile ilgili program sonuglar

Gergelolsk=030262 041521 018332 0053435 0023005 0013018 00055855 00018271
000015355 0.0007895s 000034258 0000391355 0 0000sd 258 u] o u]

Tnkoabinasyonl=1 2 3 4 5
Iterasmornsncl=11 111
Mlirprent 1= 0002159 0.00E2627 000052835 00037572 0012502

Mamoun = 00057572 Swra= 4

Eombinasyonl = 4

Olasilidarreel = 031057 040203 017398 0058537 0023838 00L2d487 00053593 00025524
00017502 00010155 000058555 000052422 00001 2558 & 077-005 00001 1893 5634 Le-005 u]
Thxnkoerbinaseor= 22334

— b
=)
Lol - )
Ly
Lo FX 0N 4}
=
Ln
=
Ln
Ln

Iterasonsncld=1 11 1
Mirgrent 2=0.002397 000399 000391 0003567 0003601 000777 0003429 0003978 00038306 00039718
Maxrroim = 00053359 Sira= 2

Eombinasrorid= 1 ]

Olasiblaedd= 050405 040743 017903 008077 0024548 0012571 000525352 00024149
00015725 000024554 000072054 000045243 9 05005 4 0891 e-005 7 312005 3. 258242005 u]

Thnnkorvbinaseorit=

—ln L)
—h e
B
Ln Ld B
Ln fabd
Ln fa L

11
22

4 5
IterasmonamclS=1 11 1 1111
Dlirpeest S=0.004006 0004094 00033555 000404 0004062 00040230 0004070 0004122 0004071 0004002
Ilarioum = 00041 221 Swra= 8

Eommbinasyoeis= 2 K] 5
OlasiblomedS= 050304 041052 017712 005367 002441 0012557 000533585 00024919
00014357 000020324 000021353 000045771 322255005 4 0805005 7 02 55e-005 3.0 %005 o
Trnloanbinanrord= 11112

2225335

353444

4 5555

Iterasmonancld=1 11 1 1
Mirprert 4=0.004 1596 00041225 00041724 00042347 00042115

I ae o= 0004 2247 Swra= 4

Eombinasyond=1 3 4 5

Olasiblmoeed= 030272 04133 017385 00359757 0025035 00153267 00055305 00025358
00015524 O00O02EE7s 00007355 Q000ER 1SS 7 0552e-005 2 8107005 4 4054005 1 A3 7M6e-005 u}
Thmxnkoambinasrons= 1 2 K] 4 5

Iterasmnancl 5= 1

Dlirpeemt 5=0.004 5265

OlasiblarpeeS= 030265 041485 0170 008079 0025422 0015377 00054 00022549
00013458 000067878 000055255 000038012 8 4067005 501%e-005 0000153895 00001 1355 u}

Eikarenunl = 1.0/ =405
Eikarenoid= 1. 084005
Eikarermrodd= 7. 1882008
Eikarernroed= 30455008
Eilarermrecs= 9.2/ 7007

FEMErueel = 0.00G0784
FSMEnuec2= 00031514
FSMEnue:3= 00023445
FSMEruced= 0.001 4665
FEMEruee5= 0000782

Errecl = 055952
Erecd= 0955952
Erurpe 3= 05993961
Erueed= 0.95955
Eruroc 5= 09995
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MaxMinxEnt dagiliminin belirlenmesinde kullanilan, iki, G¢, dort,bes ve
alti bileskeye sahip moment vektorlerine gére MinxEnt dagilimlarinin ¢apraz

entropileri Cizelge 5.2-5.6 da, listelenmektedir.

Cizelge 5.2. 2000 yih igin olgulen rizgar hizi icin iki bileskeye sahip moment vektdriine uygun
MinxEnt dagihmlarinin ¢apraz entropileri

Kisitlar Entropi

(1, %) 0.002189
(1, %) 0.0032687
(1, Inx) 0.00052825
(1, (Inx)?) 0.0037572

1, In(1+x?)) 0.0012508

Cizelge 5.3. 2000 yili i¢in &lgllen rizgér hizi igin ¢ bileskeye sahip moment vektériine uygun
MinxEnt dagilimlarinin ¢apraz entropileri

Kisitlar Entropi

(1, x, X% 0.0033976
(1, x, Inx) 0.0039990
(1, x, (Inx)?) 0.0039180
(1, x, In(1+x%)) 0.0035676
(1, x4 Inx) 0.0036012
(1, %2, In(x)? 0.0037775
(1, %2, In(1+x%) 0.0034294
(1, Inx, (Inx)?) 0.0039787

(1, Inx, In(1+x%)) 0.0038068
(1, (Inx)?, In(1+x?))  0.0039718

Cizelge 5.4. 2000 yili igin 6l¢ilen riizgar hizi icin dort bileskeye sahip moment vektdriine uygun
MinxEnt dagihmlarinin ¢apraz entropileri

Kisitlar Entropi

(1, x, X2, Inx) 0.0040066
(1, x, X%, (Inx)?) 0.0040942
(1,%, X, In(1+x?)) 0.0035855
(1, x, Inx, In(x)?) 0.004045
(1, x, Inx, In(1+x?)) 0.0040624
(1, %, (Inx)?, In(1+x3)) 0.0040309
(1, %2, Inx, (Inx)?) 0.0040793
(1, X%, Inx, In(1+x?)) 0.0041221

(1, %2 (Inx)% In(1+x?))  0.0040711
(1, Inx, (INX)?, In(1+x%))  0.0040024
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Cizelge 5.5. 2000 yih igin 6l¢iilen riizgéar hizi icin bes bileskeye sahip moment vektériine uygun
MinxEnt dagihmlarinin ¢apraz entropileri

Kisitlar Entropi
(1, x, X%, Inx, (Inx)?) 0.0041596
(1, x, X%, Inx,In(1+x?)) 0.0041835

(1, x, X%, (InX)?, In(1+x?)) 0.0041724
(1, %, Inx, In(x)%, In(1+x%)  0.0042847
(1, X2 Inx, (Inx)?, In(1+x%))  0.0042115

Cizelge 5.6. 2000 yih icin olcllen rizgar hizi igin alti bilegkeye sahip moment vektoriine uygun
MinxEnt dagilimlarinin ¢apraz entropileri

Kisitlar Entropi
(1, x, X% Inx, (Inx)%, In(1+x?)  0.0048268

Cizelge 5.2-5.6 dan sonug olarak, iki bileskeli moment vektor

fonksiyonuna uygun MaxMinxEnt dagilimi f__.(x) ’nin, (1, (Inx)®) moment

vektorune karstlik gelen dagilim, tg¢ bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun

MinMaxEnt dagilimi f__.(x) ’tn, (1,x, Inx,) moment vektoriine karsilik gelen

dagihm, dort bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MaxMinxEnt dagilimi

f.(x)°0n, (1, X4, Inx, In(1+x%)) moment vektdriine Karsilik gelen dagilim, bes
bileskeli moment vektér fonksiyonuna uygun MaxMinxEnt dagilimi f__(x) ’un,

(1, x, Inx, (Inx)?, In(1+x%),) moment vektériine karsilik gelen dagilim ver alti

bileskeli moment vektér fonksiyonuna uygun MaxMinxEnt dagilimi f__.(x)’un,

(1, x, x* Inx, (Inx)%, In(1+x?),) moment vektdrine karsihk gelen dagilimdir

denilebilir.
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Belirlenen MaxMinxEnt dagilimlarindan elde edilen teorik frekanslar,

Cizelge 5.7 “de incelenmektedir.

Cizelge 5.7 2000 yili icin 6lgulen rizgér hizi icin MaxMinxEnt dagilimlarindan elde edilen teorik

frekanslar ve gozlenen frekanslar

m/s  frekans fi frce frxa Fooa Foncs foe
05 2650  0.30262  0.31057 0.30409 0.30409 0.30278 0.30265
15 3636 041521  0.40803 0.40743 0.40743 0.4133 0.41485
25 1488  0.16992  0.17396 0.17903 0.17903 0.17383 0.1704
35 521 0.059495 0.058537  0.060776  0.060776  0.059757  0.06079
45 254 0.029005 0.023836  0.024546  0.024546  0.025035  0.026422
55 114 0.013018 0.012467  0.012571  0.012571  0.013267  0.01377
6.5 49 0.005595 0.0053533  0.0052332  0.0052332 0.0056303  0.00546
75 16 0.001827 0.0025684  0.0024149  0.0024149  0.0025958  0.0022949
85 8 0.000913 0.0017502  0.0015725  0.0015725 0.0016524  0.0013438
95 7 0.000799 0.0010133  0.00086534 0.0008653 0.0008697  0.0006787
105 3 0.000342 0.0009665 0.00078094 0.0007809 0.0007353  0.0005925
115 8 0.000913 0.0005942  0.00045243 0.0004524 0.0003912  0.0003601
125 0 0 0.0001265 9.05e-005  9.05e-005  7.055e-005 8.406e-005
135 3 0.000342 6.077¢-005 4.069e-005 4.069e-005 2.810e-005 5.019e-005
145 0 0 0.0001169  7.312e-005 7.312e-005 4.403e-005 0.0001389
155 0 0 5.631e-005 3.282e-005 3.282e-005 1.697e-005 0.0001135
165 0 0 0 0 0 0 0
Belirlenen MaxMinxEnt dagilimlarinin, RSME , »*, R? kriterlerine

gore incelenmesi Cizelge 5.8 de verilmektedir.

Cizelge 5.8 2000 yili icin dlgilen ruzgar hizi igin iki, Ug, dort, bes, alti bileskeli moment vektor

fonksiyonuna uygun MaxMinxEnt dagilimlarinin istatistiksel kriterlerle incelenmesi

MaxMinxEnt Kriterler

Dagilimlar 7’ RSME R?2
f (X 1.074¢-005  0.0030784  0.99932
f (%) 1.206e-005  0.0031514  0.99932
f (X 7.1882¢-006 0.0023445  0.99961
f (X 3.0459¢-006 0.0014663  0.99985
f (X 9.2797e-007 0.00077489 0.99996
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Cizelge 5.8 de iki, (¢, dort, bes, altt bileskeli moment vektor
fonksiyonlarina uygun MaxMinxEnt dagilimlarinin RSME , y?, R? kriterlerine
gore, hatayr modellemede ¢ok iyi sonuglar verdigi gortiilmektedir.

Sekil 5.5 de dort,bes ve alti bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun
MinMaxEnt dagilimlarinin, radyo dalgalari ile mesafe 06lgen cihazin hata

dagilimini nasil belirledigi oldukga net sergilenmektedir.

Sekil 5.5. iki, Ui, dort ve bes bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MaxMinxEnt
dagihmlar

200 yili razgar hizi
4000 T T T T
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= MintdaxEntd
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m MlinbdaxEnt2
3000 =1 MintdaxEntl |
2500
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)
c
S 2000
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1500
1000
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0
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Boylece, MaxMinxEnt entropi optimizasyon probleminin ¢ozimu igin
MATLAB 6.5 ile hazirlanmis programdan elde edilen sonuglar bir uygulama ile
gosterilmigtir. Bu uygulamada diger 6nemli bir noktada, kisit sayisi (moment
vektor bilesen sayisi) artirildiginda, MaxMinxEnt dagiliminin modellemeye etkisi
cok az oldugu gozlenmistir. Buna gore belli bir kisit sayisindan sonra, kisit
sayisinin artiriimasinin modellemeye etkisi ¢ok fazla olmadigi soylenebilir.

Benzer uygulamalar moment fonksiyon kiimesi genisletilerek, kisit sayisi
(moment vektdrinin bilesen sayisi) artirilarak veya onsel dagihim degistirilerek
yapilabilir. Ayrica bu program, onsel bilgi yardimiyla dagilimlarin bulunmasi igin
yapilan (Shamilov ve ark 2006b) calismasinda blylk kolaylik saglamistir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde,elde edilen sonugclar su sekildedir:

o Kesikli ve surekli rassal degiskenler icin MaxEnt metodu yardimiyla
moment fonksiyonlarina bagli 6zel fonksiyoneller ile, bu fonksiyonellere
minimum deger veren ve informasyonu maksimum yapan MinMaxEnt
dagilimlarindan bahsedilmistir

e MinMaxEnt dagilimlarinin nimerik yontemlerle bulunmasi, problemler
seklinde ortaya konmustur.

e MinMaxEnt problemlerinin ¢oziimlerinin varligi kanitlanmistir.

e Ortaya konan MinMaxEnt entropi optimizasyon problemlerinin
olusturulmasi ve nimerik ¢ozumleri icin, MATLAB 6.5’de 6zel program
yazilmistir.

o Kesikli ve surekli rassal degiskenler i¢cin MinxEnt metodu yardimiyla
moment fonksiyonlarina bagl 6zel fonksiyoneller ile, bu fonksiyonellere
maksimum deger veren MaxMinxEnt dagilimlarindan bahsedilmistir.

e Bu dagihimlarin numerik yontemlerle bulunmasi problemler seklinde
ortaya konmustur.

e Ortaya konan problemlerin olusturulmasi ve nimerik ¢ozima icin
MATLAB 6.5 de 6zel program yazilmistir.

e Problemlerin gelistirilmesinde, sabit nokta prensiplerinden Banach teoremi
ve temel nimerik yontemlerden biri olan Newton yontemi verilmistir.

e MinMaxEnt icin hazirlanmis  programin  uygulamasiyla, bilinen
istatistiksel dagilimlara uymayan g6zlem degerlerinin  MinMaxEnt
dagilimiyla ifade edilebilecegi gosterilmistir.

e MaxMinxEnt icin hazirlanmis programin uygulamasinda, 6nsel dagilima
sahip gozlem degerlerinin MaxMinxEnt dagilimiyla ifade edilebilecegi
gOsterilmistir.

e Ayrica, moment kisitlari sayisi artirildikga, MinMaxEnt ve MaxMinxEnt

dagilimlarinin veriyi modellemede etkisi gozlenmistir.
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MaxMinxEnt dagilimi igin, belli bir kisit sayisindan sonra, Kisit sayisinin
artirnimasinin modellemeye etkisi ¢ok oldugu gozlenmistir.

Bu calismaya gore, 6neriler asagidaki sekilde dzetlenebilir.

Nimerik ¢ozim yontemi olarak, Banach teoreminin belirledigi ardisik
yaklasimlar sureci ve Newton yaklasimlari MinMaxEnt ve MaxMinxEnt
dagilimlarinin belirlenmesinde kullanilabilir.

K kompakt kiimesinde tanimlanmis, MaxEnt metodu yardimiyla moment
fonksiyonlarina bagh fonksiyonele minimum deger veren g© moment
vektor fonksiyonunun bulunmasi, genel halde bir problem gibi ele
alinabilir.

K kompakt kiumesinde tanimlanmis, MinxEnt metodu yardimiyla
moment fonksiyonlarina bagli fonksiyonele maksimum deger veren g©
moment vektor fonksiyonunun bulunmasi, genel halde bir problem gibi ele

alinabilir.
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EK-1 MinMaxEnt Entropi Optimizasyon Probleminin Olusturulmasi ve Nimerik

COzumi icin Hazirlanan Programin ki Kisita gore MATLAB Kodu

clear all

syms x1 X2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10;

syms T T2 T3

syms TP TP2 TP3

H=[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10];

[k,kk]=size(H);
HH=['x(01)";’x(02)';"x(03)';'x(04)';'x(05)';"x(06)";"x(07)";'x(08)";'x(09)'];
CV =cellstr(HH);

gl=inline('x’);

© © N o g~ w DN

[
©

g2=inline('x."2");

[N
=

g3=inline('log(x)";
g4=inline('(log(x).*2)";
g5=inline('log(1+x."2)");

Frk=[21 72 66 38 51 56 64 32];
DATA=[25 35 45 55 65 75 85 95];
Tpfrk=sum(Frk);
s=length(DATA);

b(1:s)=1;
G=[b;g1(DATA);g2(DATA);g3(DATA);g4(DATA);g5(DATA)];
k=1;

[str,stn]=size(G);

N e e = e e~ o e
M PO © 0o N o ok W DN

combos = combntns(1:(str-1),k);

)
w

[c,e]=(size(combos));
mt(1:str)=0;

for p=1:s+1
Olsk(p)=Frk(p)/Tpfrk;
end

mt(1)=1;

for p=2:str

NN NN NN
© © N o o B
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30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52,
53.
54.
55.
56.
S7.
58.
59.
60.
61.

for i=1:s
mt(p)=mt(p)+Olsk(i)*G(p.i);
end

end

for z=1:c

for p=1:k+1

TP(p,1)=0;

end

fori=1l:e

n(1)=1;
n(i+1)=combos(z,i)+1;
end

j=0;

for i=1:s

=i+

T(1))=0;

for m=1:k
T(1Lj)=T(Lj)-G(n(m),i)*H(1,n(m));
end

T(Lj)=exp(T(1,}));

end

j=0;

for m=1:k+1

=ity

for i=1:s
TP(j,1)=TP(j,1)+G(n(m),i)*T(1,i);
end

TP(j,1)=TP(j,1)-mt(n(m));

end
sonucl=subs(TP,H(1,1),'x(1)";
for j=2:k+1

for i=2:10
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62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72,
73.
74,
75.
76.
77,
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.
91.
92.
93.

if n(j)==i

fsra=CV(i,1);
sonucl=subs(sonucl,H(2,n(j)),fsra);
end

end

end

fonksyn=inline(sonucl);
x0(1,1)=log(s);

for i=2:str

x0(i,1)=0;

end

Options = optimset('MaxlIter',5000,'Display");
x,fval,exitflag,output] = fsolve(fonksyn, x0, Options);

sncl(z)=exitflag

snc2=output;

for i=1:str

kok(z,i)=x(i);

end

KOK=0;

KOK=kok(z,:)
Mxolslk=subs(T,x1,kok(z+1,1));
for j=2:k+1

fori=2:10

if n(j)==i
Mxolslk=subs(Mxolslk,H(1,n(j)),kok(z,i));
end

end

end

for i=1:s

soon(z,i)=Mxolslk(i);

end

Mxolslk;
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94.
95.
96.
97.
98.
99.

100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.
121.
122.
123.
124.
125.

end

fori=1:c

Mxentrp(i)=0;

for j=1:s

if soon(i,j)~=0
gt=soon(i,j)*log2(soon(i,j));
end

if soon(i,j)==0

gt=0;

end
Mxentrp(i)=Mxentrp(i)+gt;
end

end

Mxentrp=-Mxentrp;
disp(")

disp(")

Kombinastonlar=combos';

disp([' Tumkombinasyonl=",num2str(Kombinastonlar)])
disp(*)

exitflag=sncl;
disp(['iterasyonsncl=",num2str(snc1)])
disp(*)

Mxentrp=Mxentrp;
disp(['Maxentrpl=",num2str(Mxentrp)])
disp(*)

[minumun,sira]=min(Mxentrp);
disp(['Minimum=',num2str(minumun)])

disp(['Sira=",num2str(sira)])
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126.
127.
128.
129.
130.
131.
132.
133.
134.
135.
136.
137.
138.
139.
140.
141.
142.
143.
144,
145.
146.
147.
148.
149.
150.
151.
152.
153.
154.
155.
156.
157.

kmbnasyon=(combos(sira,:))";
disp(['Kombinasyonl=",num2str(kmbnasyon)])
disp(")

disp(")

soonuc=soon(sira,:);
disp(['Olasilikmx1=",num2str(soonuc)])
prmt2=2;

for i=1:s

mx1(i)=(Olsk(i)-soonuc(i))."2;

end

Kikaremx1=sum(mxZ1)/(s-prmt2);
disp(['Kikaremx1=",num2str(kikaremx1)])
disp(")

topp=0;

for i=1:s

topp=topp+(Olsk(i)-(1/s))."2;

end

RSMEmx1=(sum(mx1)/s)*0.5;
disp([RSMEmx1=",num2str(RSMEmx1)])

Rmx11 = corrcoef(Olsk,soonuc);
Rmx1=Rmx11(1,2).”2;
disp([[Rmx1=",num2str(Rmx1)])

diSp(‘------=-m-mmmmmm e )
close
plot(DATA,(soonuc*Tpfrk),"','LineWidth',4)

hold on
ylabel(‘frequency’)
xlabel('m")
legend('MinMaxEnt1')
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158. title('Hata Degerleri’)
159. bar(DATA,Frk,0.8)
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16.

MaxMinxEnt Entropi Optimizasyon Probleminin Olusturulmasi ve
Numerik COzimiu icin  Hazirlanan Programin  Iki Kisita gore
MATLAB Kodu

clear all

syms X1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10;

syms T T2T3

syms TP TP2 TP3

H=[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10];

[k,kk]=size(H);

HH=['x(01)";’x(02);"x(03)';"x(04)';'x(05)';"x(06)";'x(07)";'x(08)";'x(09) 1;

CV = cellstr(HH);

gl=inline('x’);

g2=inline('x."2");

g3=inline('log(x)";

g4=inline('(log(x).*2)");

g5=inline('log(1+x.”2)");
Frk=[2650,3636,1488,521,254,114,49,16,8,7,3,8,0,3,0,0,0];
Frk2=[2681,3410,1558,565,247,138,63,32,23,14,14,9,2,1,2,1,0];
DATA=[0515253545556575859510511.5125135145

15.5 16.5]

17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24,
25.
26.
27.

Tpfrk=sum(Frk);
s=length(DATA);

b(1:s)=1,
G=[b:g1(DATA);:g2(DATA);g3(DATA);g4(DATA);g5(DATA)];
k=1;

[str,stn]=size(G);

combos = combntns(1:(str-1),k);
[c,e]=(size(combos));
mt(1:str)=0;

for p=1:s+1
Olsk(p)=Frk(p)/Tpfrk;
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28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.
48.
49,
50.
51.
52.
53.
54,
55.
56.
57,
58.
59.

Olsk2(p)=Frk2(p)/sum(Frk2)
end

mt(1)=1;

for p=2:str

for i=1:s
mt(p)=mt(p)+Olsk(i)*G(p.i);
end

end

for z=1:c

for p=1:k+1

TP(p,1)=0;

end

fori=1l:e

n(1)=1;
n(i+1)=combos(z,i)+1;

end

j=0;

fori=1:s

=i+

T(1))=0;

for m=1:k+1
T(1Lj)=T(Lj)-G(n(m),i)*H(1,n(m));
end

T(1,j)= Olsk2()*(exp(T(Lj));
end

j=0;

for m=1:k+1

=ity

for i=1:s
TP(j,1)=TP(j,1)+G(n(m),i)*T(L,i);
end
TP(j,1)=TP(j,1)-mt(n(m));

92



60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72,
73.
74,
75.
76.
77,
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.
91.

end
sonucl=subs(TP,H(1,1),x(1)";
for j=2:k+1

for i=2:10

if n(j)==i

fsra=CV(i,1);
sonucl=subs(sonucl,H(2,n(j)),fsra);
end

end

end

fonksyn=inline(sonucl);
x0(1,1)=log(s);

for i=2:str

x0(i,1)=0;

end

Options = optimset(‘MaxIter',5000,'Display");
[x,fval,exitflag,output] = fsolve(fonksyn, X0, Options);

sncl(z)=exitflag

snc2=output;

for i=1:str

kok(z,i)=x(i);

end

KOK=0;

KOK=kok(z,:)
Mxolslk=subs(T,x1,kok(z,1));
for j=2:k+1

fori=2:10

if n(j)==i
Mxolslk=subs(Mxolslk,H(1,n(j)),kok(z,i));
end

end

end

93



92.
93.
94.
95.
96.
97.
98.
99.

100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.
121.
122.
123.

fori=1:s+1
soon(z,i)=Mxolslk(i);

end

Mxolslk;

end

fori=1:c

Mnxentrp(i)=0;

for j=1:s

if soon(i,j)~=0

if Olsk2(j)~=0
gt=soon(i,j)*log2(soon(i,j)/Olsk2()));
end

end

if soon(i,j)==0

gt=0;

end
Mnxentrp(i)=Mnxentrp(i)+gt;
end

end

Mnxentrp=Mnxentrp;
disp(")

Kombinastonlar=combos";

disp([ Tumkombinasyonl=",num2str(Kombinastonlar)])
disp(*)

exitflag=sncl;

disp(['iterasyonsnc1="',num2str(snc1)])
disp(")
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124.
125.
126.
127.
128.
129.
130.
131.
132.
133.
134.
135.
136.
137.
138.
139.
140.
141.
142.
143.
144.
145.
146.
147.
148.
149.
150.
151.
152.
153.
154.
155.

disp(['Maxentrpl=",num2str(Mnxentrp)])
disp(")

[maksimun,sira]J=max(Mnxentrp);
disp(['Maksimum=",num2str(maksimun)])
disp(['Sira= ',numa2str(sira)])
kmbnasyon=(combos(sira,:))";
disp(['Kombinasyonl=",num2str(kmbnasyon)])
disp(")

disp(")

soonuc=soon(sira,:);
disp(['Olasilikmx1=",num2str(soonuc)])
prmt2=2;

for i=1:s

mnx1(i)=(Olsk(i)-soonuc(i))."2;

end

kikaremx1=sum(mnx21)/(s-prmt2);
disp(['Kikaremx1=",num2str(kikaremx1)])
disp(")

topp=0;

fori=1:s

topp=topp+(Olsk(i)-(1/s))."2;

end

RSMEmx1=(sum(mnx1)/s)"0.5;
disp([RSMEmx1=",num2str(RSMEmx1)])

Rmx11 = corrcoef(Olsk,soonuc);

Rmx1=Rmx11(1,2).”2;
disp(['Rmx1=",num2str(Rmx1)])
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156. plot(DATA,(soonuc*Tpfrk),"','LineWidth',4)
157. hold on

158. ylabel('frequency’)

159. xlabel('m/s")

160. legend('MaxMinxEnt1')

161. title('2000 yili rizgar hizi')

162. bar(DATA,Frk,0.8)
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