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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

TAM DEGiŞiMi SONLU 

VE MUTLAK SÜREKLi FONKSiYONLAR 

Ömer AKDOGAN 

Anadolu Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danı§man: Doç.Dr. Halik HÜSEYNOV 

2002, 82 Sayfa 

Tez'de mutlak sürekli ve tam degişimleri sonlu olan fonksiyonların ve küme 

degerli dönüşümlerin özellikleri incelenmektedir. Tam degişimi sonlu olan fonksiy­

onun iki monoton artan fonksiyonun farkı formunda gösterilebilirligi araştırılmış, 

aralıkta tanımlı fonksiyonun Banach indikatrisinin özellikleri incelenmiştir. Sürekli 

fonksiyonun Banach indikatrisinin integralinin, bu fonksiyonun tam degişimine eşit 

oldugu ispatlanmıştır. Mutlak sürekli fonksiyonların sürekli, tam degişiminin sonlu 

ve N-özellikli oldugu kanıtlanmış, ve tersine, sürekli, tam degişimi sonlu ve N­

özellikli fonksiyonun mutlak sürekli oldugu gösterilmiştir. Hausdorff metriginden 

yararlanarak, aralıkta tanımlı ve kompakt degerli küme degerli dönüşümler için tam 

degişim ve mutlak süreklilik kavramları verilmiş ve bu tür küme degerli dönüşümlerin 

özellikleri araştırılmıştır. Lipschitz koşulunu saglayan küme degerli dönüşümün 

mutlak sürekli, mutlak sürekli küme degerli dönüşümün sürekli ve tam degişiminin 

sonlu, tam degişimi sonlu olan küme degerli dönüşümün sınırlı oldugu ispatlanmıştır. 

Küme degerli dönüşümün tam degişiminin üst sınıra göre azalmayan fonksiyon 

oldugu kanıtlanmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Mutlak Sürekli Fonksiyon, Tam Degişim, Küme Degerli 

Dönüşüm, Hausdorff Uzaklıgı, Mutlak Sürekli Küme Degerli Dönüşüm 



ABSTRACT 

Master of Science Thesis 

ABSOLUTELY CONTINUOUS FUNCTIONS 

AND FUNCTIONS OF BOUNDED TOTAL VARIATIONS 

Ömer AKDOGAN 

Anadolu University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Mathematics Program 

Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Khalik GUSEINOV 

2002, 82 Pages 

In this thesis, the properties of the absolutely continuous functions and the func­

tions of bounded total variations are considered. Representation possibility of the 

function of bounded total variation as the difference between two nondecreasing 

functions is studied and the properties of the Banach indicatrix of the given hınc­

tion are investigated. It is proved that integral of the Banach indicatrix of given 

continuous function is equal to total variation of this function. It is shown that 

every absolutely continuous function is continuous, has a bounded total variation 

and N-property, and vice versa, every continuous function, having a bounded total 

variation and N-property, is absolutely continuous. Using the Hausdorff metric, the 

absolutely continuity and total variation nations for compact valued set valued maps 

are introduced and properties of this set valued maps are studied. It is proved that 

a set valued map, satisfying the Lipschitz condition, is absolutely continuous, an ab­

solutely continuous set valued map is continuous and has bounded total variation, 

a set valued map of bounded total variation is bounded. It is shown that the total 

variaton of aset valued map with respect to upper bound is nondecreasing function. 

Keywords: Absolutely Continuous Function, Total Variation, Set Valued ~Iap, 

Hausdorff Distance, Absolutely Continuous Set Valued Map 
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.. .. 
ONSOZ 

Tezde, tam deği§imi sorrlu ve mutlak sürekli fonksiyonların özellikleri incelen­

mektedir. Bellidir ki, verilen aralıkta tam deği§imi sorrlu olan fonksiyonlar uzayı, bu 

aralıkta tanımlı sürekli fonksiyonlar uz ayı ile izometriktir (bkz. [1], [2], [3]). Tam 

değişimi sorrlu olan fonksiyonlar, Stieltjes integralinin özelliklerinin incelenmesinde 

önemli bir yer tutmaktadır (bkz. [1], [3], [4]). 

Verilen aralıkta tam deği§imi sorrlu ve mutlak sürekli fonksiyonların önemli 

özelliklerinden biri, bu fonksiyonların hemen hemen türe·denebilir olması ve türev 

fonksiyonlarının bu aralıkta Lebesgue integrallenebilir olmasıdır (bkz. [4], [5], [6], 

[7], [8]). Bu durum, mutlak sürekli fonksiyonları, diferansiyel denklemlerin ve difer­

ansiyel içermelerin çözümleri olarak kullanılmasını mümkün kılar (bkz. [9], [10], 

[ll], [12], [13], [14]). Mutlak sürekli fonksiyonların, diferansiyel denklemlerin ve 

diferansiyel içermelerin çözümleri olarak kullanılmasını ortaya çıkaran diger durum, 

bu fonksiyonların, diger bir fonksiyonun Lebesgue integraline e§it olmasıdır (bkz. 

[1] [3], [4], [6]). Ayrıca, eger mutlak sürekli fonksiyonun türevi hemen hemen sıfır 

ise, o zaman bu fonksiyon sabit fonksiyondur. Fonksiyon mutlak sürekli olmadıgı 

durumda bu hüküm doğru degil. Buna göre, diferansiyel denklemlerin çözümlerini 

tanımlarken, çözümün mutlak sürekli olmadığını kabul edersek, o zaman çok besit 

hallerde diferansiyel denklemler için Cauchy probleminin çözümünün tek olmadığı 

ortaya çıkar. (bkz. [6], [14]). 

Çokdeği§kenli tam deği§imi sorrlu ve mutlak sürekli fonksiyonların, tam değişimi 

sorrlu ve mutlak sürekli küme değerli dönÜ§Ümlerin özellikleri halen incelenmektedir 

(bkz. [15], [16], [1 7], [18]). 

iii 



.. 
TEŞEKKUR 

Bu tezin hazırlanmasında yardımlarını esirgemeyen Doç.Dr. Halik 

HÜSEYİNOV'a ve Arş.Gör. Serkan DÜZCE'ye en içten teşekkürlerimi sunarım. 

iv 



. . . 
IÇINDEKILER 

ÖZET ...................................................................... ı 

ABSTRACT .............................................................. ii 

ÖNSÖZ ................................................................... iii 

TEŞEKKÜR ............................................................. iv 

İÇİNDEKİLER ........................................................... V 

SiMGELER DİZİNİ ..................................................... vi 

ı. TAM DEGİŞİMİ SONLU FONKSiYONLAR ...................... ı 

ı. ı Bazı temel tanım ve teoremler ....................................... ı 

1.2 Sonlu değişimli fonksiyonlar .......................................... 3 

1.3 Helli prensipi ....................................................... ı5 

ı.4 Sonlu değişimli sürekli fonksiyonlar ................................. 24 

1.5 Banach indikatrisi .................................................. 32 

2. MUTLAK SÜREKLi FONKSiYONLAR .......................... 39 

2.ı Mutlak sürekli fonksiyonların özellikleri ............................. 39 

2.2 Mutlak sürekli fonksiyonların diferansiyellenebilirlik özellikleri ....... 52 

2.3 Sürekli ve mutlak sürekli fonksiyonların ilişkisi ...................... 58 

2.4 Tam değişimi sonlu ve mutlak sürekli küme değerli dönüşümler ...... 69 

KAYNAKLAR .......................................................... sı 

V 



R 

ll X ll 
< x,y > 

B 

B(x*, r) 

1b f(x) dx 

JL(A) 

JL+(A) 

j(A) 

N(y) 

gof 

Vll(f) 

v:u) 
.A.(6) 

W[a,bj(f) 

comp (Rn) 

o:(E, D) 

Vll(F) 

v;(F) 

. . . . 
SIMGELER DIZINI 

gerçel sayılar kümesi 

n boyutlu Euclidean uzayı 

n boyutlu x vektörünün Euclidean normu 

n boyutlu x ve y vektörlerinin iç çarpımı 

Rn uzayında merkezi orijinde olan birim küre 

Rn uzayında merkezi x* noktasında, yarıçapı r olan küre 

f fonksiyonunun [a, b] aralıgındaki Lebesgue integrali 

A kümesinin Lebesgue ölçümü 

A kümesinin dış ölçümü 

A kümesinin f fonksiyonu altındaki görüntüsü 

Banach indikatrisi 

f ve g fonksiyonlarının bileşkesi 

f fonksiyonunun 6 bölüntüsü üzere degişimi 

f fonksiyonunun [a, b] aralıgında tam degişimi 

6 bölüntüsünün çapı 

f fonksiyonunun [a, b] aralıgındaki osilasyonu 

Rn uzayının boş olmayan kompakt alt kümeleri uzayı 

kompakt E, D c Rn kümeleri arasındaki Hausdorff uzaklıgı 

F küme degerli dönüşümünün 6 bölüntüsü üzere degişimi 

F küme degerli dönüşümünün [a, b] aralıgında tam degişimi 
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1. TAM DEGİŞİMİ SONLU FONKSiYONLAR 

ı. ı. Bazı temel tanım ve teoremler 

Bu bölümde, daha sonraki bölümlerde kullanacagımız bazı temel tanım ve teo­

remleri sunacagız. 

E c R için p(E) ve p+(E) ile, uygun olarak E kümesinin Lebesgue ölçümünü 

ve dış ölçümünü gösterecegiz. 

Teorem 1. 1. 1. E C R ölçülebilir küme, p( E) > O olsun. O zaman B C A 

olmak üzere, ölçülebilir olmayan B kümesi vardır. 

Teorem 1.1.2. E c R ölçülebilir küme, p(E) > O olsun. O zaman keyfi 

sabittenmiş c > O için 

p(E) -c < p(A) < p(E) 

olacak biçimde kapalı A C E kümesi vardır. 

Tanım 1. 1. 1. E c R, M uzunlukları sıfırdan farklı kapalı aralıkların 

oluşturdu!Ju kümeler sistemi olsun. Eger keyfi c > O ve x E E için x E S, p(S) < c 

olacak biçimde S E M bulunuyorsa, E kümesi M kapalı aralıklar sistemi ile Vitali 

anlamında örtülebilirdir denir. 

Teorem 1.1.3. (D.Vitale) E C R sınırlı küme olsun. Varsayalım E kümesi M 

kapalı aralıklar sistemi ile Vitali anlamında örtülebilirdir. O zaman keyfi c > O için,. 

M kapalı aralıklar sisteminin 

n 

p+(E \ U Sk) <c 
k=l 

ı 



ve keyfi ikişer kesişimleri boş olacak biçimde sonlu sayıda S1 , S 2 , ..• , Sn aralıkarı 

vardır. 

Teorem 1.1.4. J(-) : [a, b] ------tR monoton (artan veya azalan) fonksiyon olsun. 

O zaman 

a) j(-) fonksiyonunun [a, b] aralıgında süreksiz oldugu noktalar sayılabilirdir ve 

bu fonksiyonun süreksiz oldugu x* E [a, b] noktasında lim f(x) ve Iim f(x) 
x-+x.+O x-+x.-0 

limitleri vardır. 

b} j(-) fonksiyonu [a, b] aralıgında hemen hemen türevlenebilirdir. 

Teorem 1.1.5. (B.Levi) E c R ölçülebilir küme, fi(·) : E------tR, (i = ı, 2, ... ), 

ölçülebilir fonksiyonlar olsun. K eyfi x E E için 

O :S fı(x) :S h(x) :S h(x) :S ... 

ve 

)im fi(x) = ıp(x). 
ı-++oo 

oldugunu varsayalım. O zaman 

)im r fi(x) = r ıp(x). 
ı-++oo}E }E 

olur. 

Teorem 1.1.6. (H.Lebesgue) fn(·), n = ı, 2, ... fonksiyonları [a, b] aralıgında 

tanımlı ölçülebilir fonksiyonlar, hemen hemen x E [a, b] için lim fn(x) = ıp(x) olsun. 
n-+oo 

Varsayalım keyfi n = ı, 2, ... ve x E [a, b] için 1 fn(x) I:S g(x) olacak biçimde [a, b] 

aralıgında integraZlenebilir g(·) fonksiyonu var. O zaman 

lim {b fn(x)dx = {b ıp(x)dx 
n-+oo la la 

2 



1.2. Sonlu degİ§İmli fonksiyonlar 

f(·) : [a, b] -+ R olsun. [a, b] araligının .6. = {a = x0 < x1 < ... < Xn = b} 

bölüntüsünü alalım. 
n-l 

v~u) = L ı f(xk+ı) - f(xk) ı 
k=O 

olsun. 

Tanım 1.2.1. V~(f)-in [a, b] aralıgının tüm mümkün bölüntüleri üzere supremu­

muna f(-) fonksiyonunun [a, b] aralıgında tam degişimi denir ve v;(f) ile gösterilir. 

Yani 

v;(f) = supV~(f). 
~ 

E ger v; (!) < +oo ise, f ( ·) fonksiyonuna sonlu degişimi olan fonksiyon denir. 

Onerme 1.2.1. f(-) : [a, b] -+ R monoton fonksiyon olsun. O zaman v;(f) < 

+oo. 

Kanıt. Önermeyi f(-) artan fonksiyon oldugu durumda ispatlayalim. [a, b] 

araligının keyfi .6. = {a = x0 < x1 < ... < Xn =b} bölüntüsünü alalım. f(·) artan 

fonksiyon oldugundan, keyfi k = O, ı, ... , n- ı için f(xk+ı) 2:: f(xk) olur. Buradan 

keyfi k = O, ı, ... , n- ı için f(xk+I)- f(xk) 2:: O ve ı f(xk+I)- f(xk) ı= f(xk+l)- f(xk) 

oldugunu elde ederiz. Bu durumda 

n-l n-l 

v~u) = L ı f(xk+l)- f(xk) ı= L[f(xk+ı)- f(xk)l = f(b)- f(a) 
k=O k=O 

olur. .6. = { a = x0 < x1 < ... < X n = b} bölüntüsü, [ a, b] araligının keyfi bölüntüsü 

oldugundan dolayı 

v;(f) = supV~(f) = f(b) - f(a) < +oo 
~ 

olur. f ( ·) azalan fonksiyon oldugu durumda ispat benzerdir. 

Şimdi Lipcshitz koşulunu saglayan fonksiyonun tam degişiminin sonlu oldugunu 

gösterelim. 
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Tanım 1.2.2. f(·) : [a, b]---+ R olsun. Keyfi x E [a, b], yE [a, b] için 

ı f(x) - f(y) ı::; L ı X- Y ı 

olacak biçimdeL 2: O sayısı varsa, o zaman f(-) fonksiyonu [a, b] aralıgında L sabiti 

ile Lipschitz koşulunu saglar denir. 

Önerme 1.2.2. f(·) : [a, b] ---+ R fonksiyonu, L sabiti ile Lipschitz koşulunu 

saglasın. O zaman f(·) fonksiyonunun [a, b] aralıgında tam degişimi sonludur. 

Kanıt. [a, b] araligının keyfi ~ = { a = x0 < x1 < ... < Xn = b} bölüntüsünü 

alalım. O zaman k = O, ı, ... , n- ı için ı f(xk+I) - f(xk) ı::; L(xk+ı - xk) olur. 

Buradan 

n-1 n-1 

VA(!) = L ı f(xk+ı) - f(xk) ı::; 2:L(xk+I- xk) = L(b- a) 
k=O k=O 

oldugunu elde ederiz. Son eşitsizlikten ise 

v;(f) = supVA(f) ::; L(b- a) < +oo 
A 

oldugu bulunur. 

Her sürekli fonksiyonun tam degişimi sorrlu olmayabilir. Bunu bir örnekle 

gösterelim. 

Örnek 1.2.1. f(-) : [0, ı]-+ R fonksiyonu 

{ 

X COS !!: X E ( 0, ı] 
f(x) = x 

O x=O 

şeklinde verilsin. Açıktır ki, f(-) fonksiyonu keyfi x E (0, ı) noktasında sürekli, 

x = ı noktasında ise soldan süreklidir. 

Şimdi x =O noktasında f(·) fonksiyonunun sagdan sürekli oldugunu gösterelim. 
7r 

Gerçekten, keyfi x E (0, ı] için ı cos!!: ı::; ı oldugundan, lim f(x) = lim x · cos- = 
x x-++0 x-++0 X 

O= f(O) olur. Yani, f(-) fonksiyonu x =O noktasında sagdan süreklidir. 

Gösterelim ki, f(-) fonksiyonun [0, ı] araligında tam degişimi sorrlu degildir. 

4 



[O, ı] aralıgının ~(n)= {O< 2~ < 2n~ı < ... <k<~< ı} bölüntüsünü alalım. 

Xo =O, Xi = 2n!i+ı, i= ı, 2, ... , 2n, olsun. O zaman ~(n) = {O= x0 < Xı < x2 < 

· ·· < X2n-2 < X2n-ı < X2n = 1} olur. 

Şimdi 
2n-ı 

v~(n) =ı J(xı)- J(xo) ı + L ı J(xi+I) - J(xi) ı (1.2.ı) 
i= ı 

degerini hesaplayalım. x0 = O, xı = 2~ oldugundan, 

ı 7[ ı ı 
ı f(xı) - f(xo) ı= ı - cos -ı -O ı= - cos 2n7r = -

2n 2n 2n 2n 
(1.2.2) 

olur. 

Şimdi i = ı, 2, ... , 2n için ı f(xi+I) - f(xi) ı'i hesaplayalım. Varsayalım i çift 

sayıdır, yani i = 2k, (k = ı, 2, ... ,n). O zaman xi 

2n-(i~ı)+l = 2n~2k olur. Buradan 

ı 

2n-i+ı 
ı 

2n-2k+ı' Xi+ı 

ı j(Xi+l) - j(xi) ı = ı Xi+ı COS Xi:l - Xi COS :i ı= 
=ı _ı- cos --!f-- - ı cos 7f ı= 

2n-2k 2(n-k) 2n-2k+ı 2(n k)+l 

=ı 2n~2k cos 2(n- k)· 1r- 2n-~k+l cos(2(n- k)· 1r + 1r) ı = 
(1.2.3) 

= 2n~2k + 2n-~k+ı = 2nı-i + 2n!i+ı 
oldugunu elde ederiz. Şimdi i'nin tek sayı oldugunu varsayalım, yani i = 2k - ı, 

(k - ı 2 ) ı o - ı - ı - ı - ı 
- ı ı ···ı n ı O SUn. zaman Xi- 2n-i+ı - 2n-2k+2' Xi+ı- 2n-(i+ı)+ı - 2n-2k+ı 

olur. Buradan 

ı j(Xi+I) - j(xi) ı = ı Xi+l COS Xi:ı - Xi COS :i ı= 
=ı ı co s 7f - ı c os 7f ı= 

2n-2k+ı 2(n-k)+l 2n-2k+2 2(n-k+l) 

=ı 2n-~k+l cos(2(n- k)· 7r + 1r)- 2n-~k+2 cos 2(n- k+ ı)· 7r ı = 

=ı - 2n-~k+l - 2n-~k+2 ı = 2n-~k+l + 2n-~k+2 = 2nı-i + 2n!i+ı 

oldugunu elde ederiz. O halde, (1.2.3) ve (1.2.4)'ten, keyfi i= ı, 2, ... , 2n için 

ı ı 
ı f(xi+I) - f(xi) ı = 

2 
. + 

2 
. +ı 

n-ı n-ı 

oldugu bulunur. Bu durumda, (1.2.ı), (1.2.2) ve (1.2.5)'den 

2n-ı 

v~(n) =ı J(xı)- J(xo) ı + L ı J(xi+I) - J(xi) ı = 
i= ı 

5 
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ı 2n-l ı ı ı ı ı ı 
=-2 +2::::[2 .+2 . ı]>ı+-2+-3+ ... +--ı+-n i=l n - ı n - ı + n - n 

olur. Son eşitsizlikten, 

v;}(f) = supVA(f);::: sup VAcnı(f) > 
A n=1,2, ... 

ı ı ı ı ooı 
> sup (ı+-+-+ ... +--+-)= 2::::- = +oo 

n=1,2,... 2 3 n - ı n n=l n 

oldugunu elde ederiz. Böylece, sürekli f(·) : [0, ı] -+ R fonksiyonunun [0, ı] 

aralıgındaki tam degişiminin sonlu olmadıgını gördük. 

Önerme 1.2.3. f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonun tam degişimi sonlu olsun. O 

zaman keyfi x E [a, b] için ı f(x) ı::; r olacak biçimder > O sayısı vardır. 

Kanıt. v:(f) = m olsun. Keyfi X E (a, b] alalım ve sabitleyelim. Şimdi [a, b] 

aralıgının .6. = { a < x :S b} bölüntüsünü alalım. O zaman 

VA(!) =ı f(x)- f(a) ı+ ı f(b)- f(x) ı::; supVA(f) = v:(f) =m 
A 

olur. Yani 

ı f(x) - f(a) ı + ı f(b) - f(x) ı::; m. 

Buradan ı f(x)- f(a) ı::; m ve - 1 f(a) 1 -m :S f(x) :SI f(a) ı +m elde edilir. 

r =1 f(a) ı +m dersek, 1 f(x) ı::; r oldugu bulunur. x E [a, b] keyfi sabitlenmiş 

oldugundan, önerme ispatlanır. 

Şimdi tam degişimi sonlu olan fonksiyonların, toplamlarının, farklarının ve 

çarpımıarının da tam degişimlerinin sonlu oldugunu görelim. 

Önerme 1.2.4. f(·) : [a, b] -+ R, g(·) : [a, b] -+ R fonksiyonlarının tam degişimi 

sonlu olsun. O zaman f(-) + g(·), f(-) - g(·), f(-) · g(·) fonksiyonlarının da tam 

degişimi sonludur. 

Kanıt. v:u) = Vı < +oo, v:(g) = v2 < +oo olsun. 
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[a, b] araligının keyfi~= {a = x0 < xı < ... < Xn =b} bölüntüsünü alalım. O 

zaman 
n-ı 

Vb.(!+ g) = L 1 f(xk+ı) + g(xk+I)- f(xk)- g(xk) !:S 
·k=O 

n-ı n-ı 

:S L J f(xk+ı)- f(xk) 1 + L 1 g(xk+l)- g(xk) 1= Vb.(!)+ Vb.(g) 
k=O k=O 

Buradan 

olur. 

Şimdi!(·)- g(·) fonksiyonunun tam degişiminin sonlu oldugunu ispatlayalım. 

[a, b] araligının keyfi~= {a = x0 < Xı < ... < Xn =b} bölüntüsünü alalım. O 

zaman 
n-ı 

Vb.(!- g) = L 1 f(xk+l)- g(xk+l)- (f(xk)- g(xk)) !:S 
k=O 

n-ı n-ı 

:S L 1 f(xk+l)- f(xk) 1 + L 1 g(xk+ı)- g(xk) 1= Vb.(!)+ Vb.(g) 
k=O k=O 

Buradan 

olur. 

Şimdi f(·) · g(·) fonksiyonunun tam degişiminin sonlu oldugunu ispatlayalım. 

!(·) ve g(·) fonksiyonlarının tam degişimleri sonlu oldugundan, önerme 1.2.3'ten 

keyfi x E [a, b] için J f(x) J:S rı, J g(x) J:S r2 olacak biçimde rı > O, r2 > O sayıları 

bulunur. 

[a, b] araligının keyfi ~ = { a = x 0 < xı < ... < Xn = b} bölüntüsünü alalım. O 

zaman 
n-ı 

Vb.(!· g) = L 1 f(xk+l) · g(xk+ı)- f(xk) · g(xk)) 1= 
k=O 
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n-ı 

= L ı f(xk+ı) · g(xk+I)- f(xk) · g(xk+ı) + f(xk) · g(xk+I)- f(xk) · g(xk)) ı:S 
k=O 

n-ı n-ı 

:S L ı g(xk+ı) ı · ı f(xk+I) - f(xk) ı + L ı f(xk) ı · ı g(xk+I) - g(xk) ı:S 
k=O k=O 

n-ı n-ı 

:S L::r2· ı f(xk+ı)- f(xk) ı+ L::rı· ı g(xk+ı)- g(xk) ı= r2 · Vll(f) +rı· Vll(g) 
k=O k=O 

Buradan 

olur. 

Onerme ispatlandı. 

Önerrne 1.2.5. f(·) : [a, b]---+ R, g(·) : [a, b]---+ R fonksiyonlarının tam degişimi 

sonlu, keyfi x E [a, b] için g(x) 2: a > O olsun. O zaman ili fonksiyonunun da tam 

degişimi sonludur. 

Kanıt. v;(f) = Vı < +oo, v;(g) = v2 < +oo olsun. 

f(-) ve g(·) fonksiyonlarının tam degi§imleri sonlu oldugundan, önerme 1.2.3'ten 

keyfi x E [a, b] için ı f(x) ı :S rı, ı g(x) ı :S r2 olacak biçimde rı > O, r2 > O sayıları 

bulunur. 

[a, b] aralıgının keyfi ~ = { a = x 0 < Xı < ... < Xn = b} bölüntüsünü alalım. 

Keyfi x E [a, b] için g(x) 2: a >O oldugundan, 

=I: ı f(xk+ı)g(xk) - f(xk)g(xk) + f(xk)g(xk)- g(xk+ı)f(xk) ı< 
k=O g(xk+I)g(xk) -

:S I: ı g(xk) ı · ı f(xk+ı) - f(xk) ı ~ ı f(xk) ı · ı g(xk+ı) - g(xk) ı :S 

~o a 

ı n-ı ı n-ı 

:S 2r2L:: ı f(xk+ı)- f(xk) ı +2rı:L: ı g(xk+ı)- g(xk) ı= 
a k=O a k=O 
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Buradan 

ı b ı b ı ı 
= -r2 · V (!) + -rı · V (g) = -r2 · vı + -rı · v2 < +oo a2 a a2 a a2 a2 

olur. Onerme ispatlandı. 

Önerme 1.2.6. !(-) : [a, b] --+ R, a <c< b olsun. O zaman 

Kanıt. [a, c] aralıgının Ll ı = { a = y0 < Yı < ... < Ym = c}, [c, b] aralıgının 

Ll2 = {c = z0 < Zı < ... < Zn = b} bölüntülerini alalım ve 

m-ı n-ı 

Vlı (!) = L ı f(Yk+I) -!(Yk) ı, Vl2 (!) = L ı f(zk+I)- f(zk) ı 
k=O k=O 

toplamlarını oluşturalım. [a, b] aralıgının Ll* = { a = y0 <Yı < ... < Ym < zı < ... < 

Zn = b} bölüntüsünü alalım. O halde 

m-ı n-ı 

VA.(!) = L ı f(Yk+ı) -!(Yk) ı + L ı f(zk+ı) - f(zk) ı + 
k=O k=ı 

olur. Buradan 

(1.2.6) 

oldugunu elde ederiz. (1.2.6)'da supremum [a, b] aralıgının keyfi bölüntüleri üzeredir. 

Şimdi (1.2.6)'da, Llı ve Ll2 uygun olarak [a, c] ve [c, b] aralıklarının keyfi bölüntüleri 

oldugundan, (1.2.6)'dan 

(1.2.7) 
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bulunur. Burada .6.ı, [a, c] aralıgının keyfi bölüntüsü, .6.2 , [c, b] aralıgının keyfi 

bölüntüsüdür. (1.2.7)'den 

(1.2.8) 

oldugu elde edilir. Şimdi 

(1.2.9) 

oldugunu gösterelim. Herhangi bir O < m < n için c = Xm olacak biçimde, [a, b] 

aralıgının bir keyfi .6. = { a = x0 < xı < ... < X n = b} bölüntüsünü alalım. Yani c 

noktası, .6. bölüntüsünün bir bölüntü noktası olsun. O zaman 

m-ı n-ı 

Vfl(f) = L ı f(xk+ı)- f(xk) ı+ L ı f(xk+ı)- f(xk) ı (1.2.10) 
k=O k=m 

olur . .6.ı = {a = Xo < Xı < ... < Xm =c}, [a,c] aralıgının, .6.2 ={c= Xm < Xm+l < 

... < Xn =b}, [c, b] aralıgının bölüntüleridir. O zaman (1.2.10)'dan 

oldugunu elde ederiz. Buradan ise 

Vfl(f) :S supVl.(f) + supV1.(f) 
Ai ı fl~ 2 

(1.2.11) 

bulunur. Burada .6.i, [a, c] aralıgının keyfi bölüntüsü, .6.2, [c, b] aralıgının keyfi 

bölüntüsüdür. (1.2.11)'den 

(1.2.12) 

olur. 

Şimdi c noktasının, [ a, b] aralıgının .6. = { a = x0 < X ı < . . . < X n = b} 

bölüntüsünün bölüntü noktası olmadıgını varsayalım. Yani bir m için Xm < c < Xm+l 

oldugunu varsayalım. [a, b] aralıgının .6. ı = { a = x0 < Xı < ... < Xm < c < Xm+ı < 

... < X n = b} bölüntüsünü alalım. O zaman 

n-ı m-ı 

Vfl(f) = L ı f(xk+l)- f(xk) ı= L ı f(xk+ı)- f(xk) ı+ 
k=O k=O 
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n-m-l 

+ ı f(xm+ı) - f(xm) ı + L ı f(xm+k+ı) - f(xm+k) ıs; 
k=l 

m-1 

s; L ı f(xk+ı)- f(xk) ı+ ı f(c)- f(xm) ı+ 
k=O 

n-m-l 

+ı f(xm+I)- f(c) ı+ L ı f(xm+k+I)- f(xm+k) ı= VLlı(f) 
k=l 

Buradan 

V Ll(!) s; V Ll ı(!) (1.2.13) 

olur. c noktası, .6.1 bölüntüsünün bölüntü noktası oldugundan dolayı, (1.2.12)'ye 

benzer olarak 

(1.2.14) 

olur. (1.2.13) ve (1.2.14)'ten 

vLl(f) s; v:(f) + v:(f) (1.2.15) 

bulunur. (1.2.12) ve (1.2.15)'ten, [a, b] aralıgının keyfi D. bölüntüsü için 

(1.2.16) 

olur. D. bölüntüsü, [a, b] aralıgının keyfi D. bölüntüsü oldugundan dolayı, 

(1.2. 16) 'dan 

(1.2.1 7) 

elde ederiz. supVLl(f) = v;(f) oldugundan, (1.2.1 7)'den (1.2.9)'un dogrulugunu 
Ll 

elde ederiz. (1.2.8) ve (1.2.9)'dan ise önerme ispatlanır. 

Önerme 1.2.6'dan a§agıdaki sonuçlar bulunur. 

Sonuç 1.2.1. f(-) : [a, b] ---7 R, a < c < b olsun. Eger f(-) fonksiy­

onunun [a, b] aralıgıda tam degişimi sonlu ise, o zaman bu fonksiyonun [a, c] ve 

[c, b] aralıklarındaki tam degişimleri de sonludur. Ve tersine, e ger f ( ·) fonksiyonun 

[a, c] ve [c, b] aralıklarındaki tam degişimleri sonlu ise, o zaman bu fonksiyonunun 

[a, b] aralıgıdaki tam degişimi de sonludur. 
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Sonuç 1.2.2. f(-) : [a, b] ---7 R, a =Co < cı < c2 < ... < Cn =b, f(-) fonksiyonu 

[ci, ci+ı] (i = O, ı, ... , n- ı) aralıklarında monoton (artan veya azalan) fonksiyon 

olsun. O zaman f(-) fonksiyonunun [a, b] aralıgıdaki tam degişimi sonludur. 

Kanıt. !(·) fonksiyonu [ci, ci+l] (i = O, ı, ... , n - ı) aralıgında monoton 

oldugundan dolayı, önerme 1.2.ı'e göre, keyfi i= O, ı, ... , n için 

m-ı m-ı 

olur. önerme ı.2.6.'ya göre v:u) = L:vc~i+l (!). o zaman v:u) = L: ri < +oo 
i=O i=O 

elde ederiz. 

Onerme 1.2. 7. !(-) : [a, b] ---7 R, X E [a, b] için ıp(x) = vax(!) olsun. o zaman 

ıp(·) fonksiyonu [a, b] aralıgında monoton artan fonksiyondur. 

Kanıt. a :::; xı :::; x2 :::; b olsun. Şimdi [a, x2] aralıgının ~ = { a = Yo < Yı < 

... < Yk = Xı < Yk+ı < ... < Yn = x2} bölüntüsünü alalım. Yani Xı noktası [a, x2] 

aralıgının ~ bölüntüsünün bölüntü noktasıdır. Bu durumda ~ı = { a = y0 < Yı < 

... < Yk = xı}, [a, xı] aralıgının bölüntüsü olur. Açıktır ki 

k-ı n-ı 

v~ı (!) = L: ı f(Yi+l)- !(Yi) ı::; L: ı f(YHı)- !(Yi) ı= v~(f) 
i=O 

Buradan 

i=O 

v~ı (!) :::; sup v~ (!) = vax2 (!) 
~ 

Aynı zamanda ~ı, [a, x1] aralıgının keyfi bir bölüntüsü oldugundan, son 

eşitsizlikten 

olur. Önerme ispatlandı. 

Şimdi f(-) : [a, b] ---7 R fonksiyonunun, [a, b] aralıgında tam degişiminin sorrlu 

olması için gerek ve yeter koşul sunalım. 

Teorem 1.2.1. f(-) : [a, b] ---7 R fonksiyonunun [a, b] aralıgıda tam degişiminin 
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sonlu olması için gerek ve yeter koşul, fO fonksiyonunun iki monoton artan fonksiy­

onun farkı olarak yazılabilmesidir. 

Kanıt. Keyfi x E [a, b] için f(x) = fı(x)- 12(x) ve fı(·), 120 fonksiyonlarının 
[a, b] aralıgında monoton artan olduklarını varsayalım. fı(·), 12(-) fonksiyonları [a, b] 

aralıgında monoton artan olduklarından, önerme 1.2.1'e göre, bu fonksiyonların [a, b] 

aralıgındaki tam degi§imleri sonludur. O zaman önerme 1.2.4'e göre fO = fı(·)-

120 fonksiyonunun da [a, b] aralıgındaki tam degi§imi sonludur. 

Şimdi fO fonksiyonunun [a, b] aralıgında tam degi§iminin sonlu oldugunu 

varsayalım. !ı ( ·), 12 ( ·) fonksiyonları [a, b] aralıgında monoton artan olmak üzere, 

fO= !ı(·)- 120 gibi gösterilebilecegini ispatlayalım. 

x E [a, b] için 

n(x) = { Vax(!) X E (a, b] 

O x = a 

olmak üzere n(·) : [a, b] --+ R fonksiyonunu tanımlayalım. Onerme 1.2.7.'ye göre 

n(·) : [a, b]--+ R fonksiyonu monoton artan fonksiyondur. 

Şimdi x E [a, b] için 

v(x) = n(x) - f(x) (1.2.18) 

olmak üzere v(·) : [a, b] --+ R fonksiyonunu tanımlayalım. v(·) : [a, b] --+ R fonksiy­

onunun [a, b] aralıgında monoton artan fonksiyon oldugunu gösterelim. a::; x < y ::; 

b olsun. O zaman (1.2.18) ve önerme 1.2.6'dan 

Buradan 

v(y) = n(y)- f(y) =V!(!)- f(y) = 

=vax(!)+ V:%(!)- f(y) = n(x) +V:%(!)- f(y) = 

= v(x) +Vf(!)+ f(x)- f(y) 

v(y)- v(x) =Vf(!) - [f(y) - f(x)] (1.2.19) 

elde ederiz. Vf(!) 2 f(y) - f(x) oldugundan, (1.2.19)'dan v(y) - v(x) 2 O, yani 

v(y) 2 v(x) olur. Böylece, v(·) : [a, b] --+ R fonksiyonunun [a, b] aralıgında monoton 
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artan fonksiyon oldugunu gördük. Şimdi (1.2.18)'den, 1r(·) : [a, b] --+ R ve v(·) : 

[a, b]--+ R fonksiyonları [a, b] araligında monoton artan olmak üzere, f(x) = 1r(x)­

v(x) olur. Teorem ispatlandı. 

Bu teoremden, a§agıdaki sonuçlar elde edilir. 

Sonuç 1.2.3. f(·) : [a, b]--+ R fonksiyonunun [a, b] aralıyında tam deyişimi sonlu 

olsun. O zaman hemen hemen her x E [a, b] için d~~) türevi vardır ve x --+ dfj;) 

fonksiyonu [a, b] aralıyında integrallenebilirdir. 

Kanıt. f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonunun [a, b] araligında tam degi§imi sonlu 

oldugundan, teorem 1.2.l'e göre 1r(·) : [a, b] --+ R ve v(·) : [a, b] --+ R fonksiyonları 

[a, b] araligında monoton artan olmak üzere, f(-) = 1r(·)- v(·) olur. 

1r(·) : [a, b] --+ R ve v(·) : [a, b] --+ R fonksiyonları [a, b] araligında monoton ar­

tan oldugundan, teorem 1.1.4'e göre, bu fonksiyonlar [a, b] araligında hemen hemen 

türevlenebilirdirler ve x --+ d~~), x --+ d~~x) fonksiyonları {a, b] araligında integral­

lenebilirdirler. O zaman f(-) = 1r(·)- v(·) fonksiyonu [a, b] araligında hemen hemen 

türevlenebilirdir ve x --+ dfj;) = d~~) - d~~) fonksiyonu [a, b] araligında integral­

lenebilirdir. 

Sonuç 1.2.4. f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonunun [a, b] aralıyında tam deyişimi 

sonlu olsun. O zaman f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonunun [a, b] aralıyında süreksizlik 

noktaları sayılabilirdir ve f ( ·) fonksiyonunun sürekli olmadıyı x 0 E ( a, b) noktasında 

lim f(x) ve lim f(x) limitleri var. 
x-+xo+O x-+xo-0 

Kanıt. f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonunun [a, b] araligında tam degi§imi sonlu 

oldugundan, teorem 1.2.l.'e göre 1r(·) : [a, b] --+ R ve v(·) : [a, b] --+ R fonksiyonları 

[a, b] araligında monoton artan olmak üzere, f(-) = 1r(·) - v(·) olur. 

1r(·) : [a, b] --+ R ve v(·) : [a, b] --+ R fonksiyonları [a, b] araligında monoton 

artan oldugundan, teorem 1.1.4'e göre, bu fonksiyonların [a, b] araligında süreksiz 

olabilecekleri noktalar sayılabilirdir. O zaman f(-) = 7r(·)- v(·) fonksiyonunun da 

[a, b] araligında süreksizlik noktaları sayılabilirdir. 
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n(·) : [a, b] --+ R ve v(·) : [a, b] --+ R fonksiyonları [a, b] aralıgında monoton 

artan oldugundan, bu fonksiyonların x0 E ( a, b) noktasında sag ve sol limitleri, yani 

lim n(x), lim n(x) ve lim v(x), lim v(x) limitleri var. O zaman 
x--+xo+O x--txo-0 x--+xo+O x--+xo-0 

lim f(x) = lim n(x) - lim v(x), 
x--+xo+O x--+xo+O x--+xo+O 

lim f(x) = lim n(x)- lim v(x) 
x--+xo-0 x--+xo-0 x--+xo-0 

olur. 

1.3. Helli prensipi 

Bu bölümde, uygulamalarda önemli yer almakta olan Helli teoremini ispatlaya­

cayız. Önce iki yardımcı önermeyi ispatlayalım. 

Önerme 1.3.1. K > O, H kümesi keyfi x E [a, b] için ı f(x) ı~ K koşulunu 

safjlayan f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonlar ailesi, E C [a, b] sayılabilir küme olsun. O 

zaman keyfi n= 1, 2, ... için gn(·) E H ve keyfi x E E için {gn(x)}~=ı dizisi yakınsak 

olacak biçimde {gn(·)}~=ı dizisi vardır. 

Kanıt. E kümesi sayılabilir oldugundan, E = {xı,x2 , ... ,xk, ... } oldugunu 

varsayalım. Hı = {f(xı) : !(·) E E} olsun. O zaman keyfi z E Hı için ı z ı~ K 

olur. Bu durunda Hı kümesinden yakınsak 

alt dizi seçilebilir. 

oldugunu varsayalım. Şimdi x2 E E alalım ve 

15 



f (ı) ( ) !(ı) ( ) (ı) ( ) ı X2 , 2 X2 , ... , fn X2 , ··· 

dizisine bakalım. Keyfi n için f~ı)(·) E H oldugundan, 1 f~ı)(x2 ) I:S K olur. O 

zaman {f~ı)(x2)}~=ı dizisinin yakınsak bir {f~2)(x2 )}~=ı alt dizisi var. 

oldugunu varsayalım. Böylece bu prosedür devam ettirilerek Xk E E için yakınsak 

{f~k)(xk)}~=ı dizisi bulunur. 

oldugunu varsayalım. Açıktır ki keyfi k için {J~k) (·)}~=ı fonksiyonlar dizisi 

{f (k ı)( )}00 .c k . ı d" . . . {J(k)( )}00 d" . . {f(k ı)( )}00 n - · n=ı ıon sıyon ar ızısının, n Xk-ı n=ı ızısı n - Xk-ı n=ı 

dizisinin alt dizisidir ve 

JP)(xı), JJl)(xı), ... , f~ı)(xı), ... -+ Aı 

Ji2)(x2), !J2)(x2), ... , f~2)(x2), ... -+ A2 

olur. Şimdi {f~n)(·)}~=ı diagonal fonksiyonlar dizisi alalım. Açıktır ki keyfi 

- 1 2 · · f(n)(·) H n - , , . . . ıçın n E . 

Açıktır ki, keyfi k için {J~k)(xk-ı)}~=ı dizisi {f~k-ı)(xk-ı)}~=ı dizisinin alt dizisi 

oldugundan, keyfi Xk E E için {f~n)(xk)}~=k dizisi {J~k)(xk)}~=ı dizisinin alt dizisi 

olur. Bu durumda 

olur. 9n(·) = f~n)(·) dersek, önerme ispatlanır. 
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Onerme 1.3.2. K > O, F kümesi keyfi x E [a, b] icin ı f(x) ı:::; K koşulunu 

saglayan ve [a, b] aralıgında monoton artan f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonlar ailesi 

olsun. O zaman keyfi n = ı, 2, ... için fn(·) E F olmak üzere, keyfi x E [a, b] için 

n -+ oo iken fn(x) -+ f*(x) olacak biçimde {fn(·)}~ı dizisi ve monoton artan 

f*(-) : [a, b] -+ R fonksiyonu vardır. 

Kanıt. F kümesine önerme ı.3.ı'i uygulayalım. Sayılabilir E C [a, b] kümesi 

olarak [ a, b] aralığındaki tüm rasyonel sayıları ve a'yı (e ger a irrasyonel ise) alalım. 

Önerme 1.3.ı'e göre, keyfi m= ı, 2, ... için 9m(·) E F, keyfi xk E E için {gm(xk)}~=ı 

dizisi yakınsak olacak §ekilde {gm(·)}~=ı dizisi vardır. 

olsun. Keyfi Xk E E, xi E E için xk :::; xi iken, 

oldugunu gösterelim. 

Keyfi m= ı, 2, ... için 9m(·) E F, xk :::; Xi iken 

oldugu açıktır. Bu durumda 

olur. 

Şimdi ep(·) fonksiyonunu tüm [Cı, b] aralığında tanımlayalım. İrrasyonel x E (a, b] 

noktası için 

ep(x) = sup ep(xk) 
xk<x,xkEE 

olsun. Bu durumda ep(·) fonksiyonu [ a, b] aralığında artan fonksiyondur. Gerçekten, 

x* E [a, b], x* E [a, b] ve x* < x* iken 

(1.3.ı) 
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oldugunu gösterelim. 

Eger x* ve x* noktalarının her ikisi de rasyonel ıse, (1.3.1) e§itsizliginin 

dogrulugunu gördük. 

Şimdi x* rasyonel, x* irrasyonel olsun. O halde yE (x*, x*) olacak biçimde rasy­

onel y noktaları vardır ve x*, y noktalarının her ikisi rasyonel, x* < y oldugundan, 

ıp(x*) ::; ıp(y) olur. yE (x*, x*) keyfi sabitlenmi§ rasyonel sayı oldugundan, buradan 

ıp(x*) ::; sup ıp(xk) 
xk<x*,xkEE 

elde edilir. Buradan, ıp(·) fonksiyonunun irrasyonel noktalardaki tanımından 

(1.3. 1) 'in dogrulugu bulunur. 

Şimdi x* irrasyonel, x* rasyonel olsun. Eger x* = a ise, o zaman x* = a E E 

oldugundan, ıp(x*) ::; ıp(x*) olur. x* > a olsun. y < x* olacak biçimde keyfi rasyonel 

y noktası alalım. O halde y, x* rasyonel, y < x* oldugundan dolayı, ıp(y) ::; ıp(x*) 

elde ederiz. y < x* keyfi sabitlenmi§ rasyonel nokta oldugundan, buradan 

sup ıp(xk) ::; ıp(x*) 
xk<x.,xkEE 

oldugu elde edilir. Buradan ise, ıp(·) fonksiyonunun irrasyonel noktalardaki 

tanımından (1.3.1)'in dogrulugu bulunur. 

Şimdi x* ve x* noktalarının her ikisinin irrasyonel oldugunu kabul edelim. Keyfi 

rasyonel y E (x*, x*) noktası alalım. O zaman keyfi rasyonel xk < x* için Xk < y 

olur ve buradan Xk ve y noktalarının her ikisi rasyonel oldugundan ıp(xk) ::; ıp(y) 

elde ederiz. Xk < x* keyfi sabitlenmi§ rasyonel nokta oldugundan, buradan 

sup ıp(xk) ::; ıp(y) 
xk<x.,xkEE 

oldugu elde edilir. Buradan ise, ıp(·) fonksiyonunun irrasyonel noktalardaki 

tanımından 

(1.3.2) 

oldugu bulunur. 

18 



y < x* rasyonel nokta oldugundan keyvi rasyonel Xk E (y, x*) rasyonel noktası 

için ıp(y) ::::; ıp(xk) elde ederiz. Buradan 

ıp(y) ::::; sup ıp(xk) 
xk<x*,xkEE 

elde edilir. Buradan ise, ıp(·) fonksiyonunun irrasyonel noktalardaki tanımından 

ıp(y)::::; ıp(x*) (1.3.3) 

oldugu bulunur. (1.3.2) ve (1.3.3) e§itsizliklerinden (1.3.l)'in dogrulugu elde edilir. 

Böylece, ıp(·) : [a, b]-+ R fonksiyonunun monoton artan oldugunu gördük. 

ıp(·) fonksiyonu [a, b] aralıgında monoton artan oldugundan, teorem 1.1.4'e göre, 

bu fonksiyonun [a, b] aralıgında süreksiz oldugu noktalar sayılabilirdir. 

x* E ( a, b) noktası ıp(·) : [ a, b] -+ R fonksiyonunun süreklilik noktası olsun. 

oldugunu gösterelim. x* E ( a, b), ıp(·) fonksiyonu x* noktasında sürekli oldugundan, 

E kümesi [a, b] aralıgındaki tüm rasyonel sayıları içerdiginden dolayı, keyfi c > O 

ıp(x*) - ~ < ıp(xi) < ıp(x*) + ~' 
ıp(x*) - ~ < ıp(xk) < ıp(x*) + ~ 

olacak biçimde xk E E, Xi E E seçilebilir. 

xk E E, Xi E E oldugundan dolayı 

O zaman c> O için, keyfi m> N(c) için 

olacak biçimde N(c) >O sayısı vardır. Buradan m> N(c) için 
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ıp(xk) - ~ < 9m(xk) < ıp(xk) + ~' 
ıp(xi)- ~ < 9m(xi) < ıp(xi) + ~ 

oldugunu elde ederiz. (1.3.4) ve (1.3.5)'den keyfi m> N(c) için 

oldugu bulunur. 

9m(·) fonksiyonları monoton artan, xk < Xi oldugundan, keyfi m için 

O zaman (1.3.6) ve (1.3.7)'den m> N(c) için 

oldugu elde edilir. 

(1.3.5) 

(1.3.6) 

(1.3. 7) 

(1.3.8) 

Keyfi m için gm(·) fonksiyonları monoton artan, Xk < x* < Xi oldugundan, keyfi 

m ıçın 

olur. O zaman buradan ve (1.3.8)'den m> N(c) için 

(1.3.9) 

elde edilir. c> O keyfi oldugundan, (1.3.9)'dan 

oldugu bulunur. 

x* E ( a, b) noktası ıp(·) fonksiyonunun sabitlenmiş keyfi süreklilik noktası 

oldugundan, ıp(·) fonksiyonunun keyfi x E ( a, b) süreklilik noktası için 

lim 9m(x) = ıp(x) 
m-+oo 

(1.3.10) 
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oldugu bulunur. 

ep(·) fonksiyonu [a, b] araligında monoton artan oldugundan, teorem 1.1.4'e göre, 

bu fonksiyonun [a, b] araligında süreksiz oldugu noktalar sayılabilirdir. a, b ve ep(·) 

fonksiyonunun ( a, b) araligında süreksiz oldugu noktaların olu§turdugu kümeyi P 

ile gösterelim. Açıktır ki, P kümesi sayılabilir kümedir ve (1.3.ıü) e§itliligi x E P 

noktaları için saglanmayabilir. 

Fı = {gm(·) : [a, b] -+ R : m = ı, 2, ... } olsun. O zaman, keyfi m = ı, 2, ... , 

x E [a, b] için ı 9m(x) ı~ K ve PC [a, b] kümesi sayılabilir küme oldugundan dolayı, 

önerme 1.2.ı'i F1 kümesine uygularsak, keyfi x E [a, b] için ı 'lj;(x) ı~ K, keyfi x EP 

için n-+ oo iken 9mn(x)-+ 'lj;(x) olmak üzere, {gm(·)}~=ı dizisinin {9mn(·)}~=l alt 

dizisi seçile bilir. 

Şimdi n= ı, 2, ... ve x E [a, b] için fn(x) = 9mn (x), 

{ 

ep(x) x E [a,b] \P 
f*(x) = 

'lj;(x) X Ep 

olsun. Açıktır ki x E [a, b] için n-+ oo iken fn(x)-+ f*(x), ı f*(x) ı~ K. 

f*(-) : [a, b] -+ R fonksiyonunun monoton artan oldugunun ispatı, ep(·) : [a, b] -+ 

R fonksiyonunun monoton artan oldugunun ispatı ile benzerdir. 

Onerme ispatlandı. 

Teorem 1.3.1. (E.Helli) K > O, F kümesi keyfi x E [a, b] icin ı f(x) ı~ K ve 

v:(f) ~K koşulunu saglayan f(·) : [a, b] -+ R fonksiyonlar ailesi olsun. O zaman 

keyfi i = ı, 2, ... için fi(·) E F, keyfi x E [a, b] için i -+ oo iken fi(x) -+ ep(x) ve 

v:(ep) < +oo olmak üzere {fi(·)}~ı dizisi ve ep(·) : [a, b]-+ R fonksiyonu vardır. 

Kanıt. Keyfi f(·) E Falalım ve x E [a,b] için 

n(x) = v:(f), v(x) = n(x)- f(x) (1.3.11) 

olsun. Önerme 1.2.7 ve teorem 1.2.ı'e göre, n(·) : [a, b] -+ R ve v(·) : [a, b] -+ R 

fonksiyonları [a, b] araligında monoton artan fonksiyonlardır. 
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Açıktır ki keyfi x E [a, b] için 

Keyfi x E [a, b] için ı f(x) ı~ K oldugundan, buradan 

ı v(x) ı=ı 1r(x) - f(x) ı~ 2K (1.3.ı2) 

olur. 

Böylece her !(-) E F fonksiyonuna (1.3.11) ile tanımlanan bir monoton artan 

1r(·) : [a, b]--+ R fonksiyonu karşılık gelir ve her x E [a, b] için 

ı1r(x) ı~ K. 

eşitsizligi saglanır. Şimdi, f(-) E F fonksiyanlarına karşılık gelen ve her f(-) E F 

için (1.3.11) ile tanımlanan 1r(·) :--+ R fonksiyonlar ailesini <P ile gösterelim. <P 

fonksiyonlar ailesi önerme 1.3.2'nin koşullarını sagladıgından, keyfi k = ı, 2, ... için 

7rk(·) E <P ve keyfi x E [a, b] için 

lim 7rk(x) = a(x) 
k-too 

(1.3.ı3) 

olacak biçimde {1rk(·)}~1 fonksiyonlar dizisi ve [a, b] aralıgında monoton artan a(·): 

[a, b] --+ R fonksiyonu vardır. 

Şimdi x E [a, b] için 

olsun. (1.3.ı2)'den keyfi k= ı, 2, ... için 

olur. Ayrıca (1.3.11) ve teorem 1.2.ı'e göre keyfi k= ı, 2, ... için, vk(·) : [a, b] --+ R 

fonksiyonları, [a, b] aralıgında monoton artan fonksiyonlardır. Eger Q = { vk(·) : k= 

ı, 2, ... }ile gösterirsek, Q kümesi önerme 1.3.2'nin koşullarını saglar. O zaman yine 

önerme 1.3.2'ye göre, keyfi i= ı,2, ... için vki(·) E Q, her x E [a,b] için 

22 



.limvk;(x) = f3(x) 
ı--+oo 

(1.3.14) 

olacak biçimde { vkJ·)}~1 fonksiyonlar dizisi ve [a, b] aralıgında monoton artan /3(·): 

[a, b] --+ R fonksiyonu vardır. 

{ 1rk; ( • )}k=l fonksiyonlar dizisi, { 7rk ( • )}k=l fonksiyonlar dizisinin alt dizisi 

oldugundan, (1.3.13)'ten, her x E [a, b] için 

.lim7rk;(x) = a(x) 
ı-too 

(1.3.15) 

olur. x E [a, b] için 

olarak tanımlayalım. O zaman (1.3.14) ve (1.3.15)'ten keyfi x E [a, b] için 

Jim fi(x) = a(x) - f3(x) 
ı-too 

(1.3.16) 

olur. 

Her x E [a, b] için 

ıp(x) = a(x)- f3(x) (1.3.1 7) 

olmak üzere, ıp(·) : [a, b] --+ R fonksiyonunu tanımlayalım. O zaman (1.3.16) ve 

(1.3.1 7)'den keyfi x E [a, b] için 

.lim fi(x) = ıp(x) 
ı-too 

(1.3.18) 

olur. a(·) : [a, b] --+ R ve /3(·) : [a, b] --+ R fonksiyonları, [a, b] aralıgında mono­

ton artan olduklarından, önerme 1.2.l'e göre bu fonksiyonların [a, b] aralıgında tüm 

varyasyonu sonludur. O zaman önerme 1.2.4'e göre ıp(·) : [a, b]--+ R fonksiyonunun 

da [a, b] aralıgındaki tüm varyasyonu sonludur, yani v:(ıp) < +oo. Keyfi i= 1, 2, ... 

için fi(·) E F oldugundan, (1.3.18)'den teorem ispatlanır. 
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1.4. Sonlu degİ§İınli sürekli fonksiyonlar 

Bu bölümde, tüm degişimi sorrlu ve sürekli fonksiyonların özelliklerini ın­

celeyecegiz. 

Teorem 1.4.1. f(·) : [a, b] --+ R sürekli ve [a, b] aralıfjındaki tüm defjişimi sonlu 

bir fonksiyon olsun. 0 zaman X E [a, b] için n(x) = Vax(!) olmak Üzere tanımlanan 

n(·): [a, b]--+ R fonksiyonu [a, b] aralıfjnda süreklidir. 

Kanıt. x0 E [a, b) alalım. n(·) : [a, b] --+ R fonksiyonun x0 E [a, b) noktasında 

sagdan sürekli oldugunu gösterelim. Keyfi c> O alalım ve sabitleyelim. Şimdi [x0 , b] 

aralıgının 
n-ı 

VD.(!)= Lı f(xk+l)- f(xk) ı> v;o(f)- c (1.4.1) 
k=O 

koşulunu saglayacak biçimde L\ = { x0 < X ı < x 2 < . . . < X n = b} bölüntüsünü 

alalım. Gerçekten v;
0
(f) = supVD.(f) oldugundan, c > O için [x0 , b] aralıgının 

b. 
(1.4. 1) 'i saglayacak biçimde L\ = { x 0 < xı < x2 < ... < Xn = b} bölüntüsü seçilebilir. 

Önerme 1.2.6'nın kanıtındaki (1.2.13) eşitsizliginden, [x0 , b] aralıgının L\ = {x0 < 

X ı < x 2 < ... < X n = b} bölüntüsüne, yeni bir nokta eklenerek elde edilen L\ ı = 

{ Xo < Yı < Xı < X2 < ... < Xn = b} bölüntüsü için, Vb. ı(!) ;::: vb.(!) oldugunu 

biliyoruz. O zaman (1.4.1)'den 

VD. ı(!) > v;o (!) - c 

bulunur. O zaman buradan, genelligi bozmadan, xı noktasını x0 noktasına yeterli 

yakın seçebiliriz. f(·) fonksiyonu x0 noktasında sürekli oldugundan, c > O için xı 

noktasını 

ı f(xı) - f(xo) ı< c 
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olacak biçimde seçelim ve sabitleyelim. Bu durumda (1.4.l)'den 

n-1 

v:oU) <c+ Vll(f) =c+ L ı f(xk+l)- f(xk) ı= 
k=O 

n-1 

=s+ ı f(xı)- f(xo) ı + L ı f(xk+I) - f(xk) ı< 
k=l 

n-1 

< 2c + L ı f(xk+I) - f(xk) ı< 2c + vll* (!) ::; v;l (!) 
k= I 

(1.4.2) 

olur. Burada ~ * = { x1 < x2 < . . . < X n = b}, [x1 , b] aralıgının bölüntüsüdür. 

Önerme 1.2.6'ya göre, 

oldugundan, (1.4.2)'den 

olur. Buradan ve önerme 1.2.6'dan 

7r(x ) - 7r(x ) = vxı - vxo = vxo + vxı - vxo = vxı < 2c 
1 O a a a xo a xo - (1.4.3) 

oldugunu elde ederiz. Önerme 1.2.7'ye göre, 1r(·) : [a, b] ---+ R fonksiyonu, [a, b] 

aralıgında monoton artandır. x1 > x0 oldugundan, (1.4.3)'den, keyfi x E [x0 , x1] 

için 

oldugu bulunur. Yani s> O için ö(s) = x1 - x0 olmak üzere, keyfi x E [xo, x0 + ö(s)] 

ıçın 

ı1r(x) - 7r(xo) ı::; 2s 

olur. Bir ba§ka deyi§le 

lim 1r(x) = 7r(xo) 
x-+xo+O 

(1.4.4) 

olur. 

Benzer olarak, x* E ( a, b] için 

lim 1r(x) = 1r(x*) x-+x.-0 
(1.4.5) 
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oldugu ispatlanabilir. (1.4.4) ve (1.4.5)'ten, 1r(-) : [a, b] --+ R fonksiyonu (a, b) 

aralıgında sürekliligi elde edilir. (1.4.4)'ten, b noktasında 1r(·) : [a, b] --+ R fonksiy­

onun soldan sürekliligi, (1.4.5)'ten ise, a noktasında 1r(·) : [a, b] --+ R fonksiyonun 

sagdan sürekliligi bulunur. 

Teorem ispatlandı. 

Bu teoremden aşagıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 1.4.1. f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında sürekli ve v:(f) < 

+oo olsun. O zaman f(·) fonksiyonu [a, b] aralıgında monoton artan ve sürekli iki 

fonksiyonun farkı olarak ifade edilebilir. 

Kanıt. v:(f) < +oo oldugundan, teorem 1.2.l'e göre f(-) fonksiyonu, 1r(·) : 

[a, b] --+ R ve v(·) : [a, b] --+ R fonksiyonları [a, b] aralıgında monoton artan olmak 

üzere, keyfi x E [a,b] için f(x) = 1r(x)- v(x) gibi yazılabilir. Burada x E [a,b] 

için 1r(x) =vax(!). f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında sürekli ve v;(f) < 

+oo oldugundan, teorem 1.4.l'den, 1r(·) : [a, b] --+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında 

süreklidir. O zaman, keyfi x E [a, b] için v(x) = 1r(x) - f(x), 1r(·) : [a, b] --+ R ve 

f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonları [a, b] aralıgnda sürekli olduklarından dolayı, v(·) : 

[a, b] --+ R fonksiyonu da [a, b] aralıgında süreklidir. Böylece, 1r(·) : [a, b] --+ R ve 

v ( ·) : [ a, b] --+ R fonksiyonları [ a, b] aralıgnda sürekli olmak üzere, x E [ a, b] için 

f(x) = 1r(x) - v(x) olur. Sonuç ispatlandı. 

Şimdi f(·) : [a, b]--+ R fonksiyonun [a, b] aralıgındaki asilasyonunu tanımlayalım. 

Tanım 1.4.1. f(·) : [a, b]--+ R, 

W[a,b](f) = sup ı f(x2) - f(xı) ı 
XıE[a,b], X2E[a,b] 

olsun. W[a,b](f) 'e, f(-) fonksiyonunun [a, b] aralıgındaki osilasyonu denir. 

f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonunun [a, b] aralıgında sürekli oldugunu varsayalım. 
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[a, b] aralıgının ~ = {a = x0 < xı < x2 < ... < Xn =b} bölüntüsünü alalım ve 

..\(~) = max{xi+l- xi: i= O, ı, ... , n- ı} 

Wi = W[xi,Xi+ı](!) i= 0, ı, ... , n- 1 
n-ı 

v~u) = L ı J(xi+ı) - !(xi) ı 
i=O 

n-ı 

n~(!)= L wi 
i=O 

olsun. Aşagıdaki teorem dogrudur. 

Teorem 1.4.2. j(-) : [a, b] -+ R fonksiyonu [a, b] aralıfjında sürekli, ~(k) = 

{ a = x~k) < x~k) < x~k) < ... < x~j = b}, [a, b] aralıfjının bölüntüleri, k -+ oo iken 

..\(~(k)) -+O olsun. O zaman 

lim n~(k) (!) = lim v~(k) (!) = v;(f) 
k-too k-too 

olur. 

Kanıt. Keyfi A < v;(f) alalım. v;(f) = supV~(f) oldugundan, 
~ 

m-ı 

V* = v~. (!) = L ı f(x;+l) - f(x:) ı> A 
i=O 

(1.4.6) 

olacak biçimde, [ a, b] aralıgının ~ * = { a = xô < xi < x2 < ... < x~ = b} bölüntüsü 

bulunabilir. 

j(-) : [a, b] -+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında sürekli fonksiyon oldugundan, bu 

fonksiyon [a, b] aralıgında düzgün süreklidir. O zaman c = v~~A sayısına karşılık, 

ı x- y ı::::: b koşulunu saglayan keyfi x E [a, b] ve yE [a, b] için 

V* -A 
ı f(x) - f(y) ı< 

4
m 

olacak şekilde b= ö(A) > O sayısı bulunabilir. 

(1.4.7) 

Şimdi, [a, b] aralıgının ..\(~) < b koşulunu saglayan keyfi ~ = { a = x0 < Xı < 

X2 < ... < X n = b} bölüntüsü için, 

v~(f) > A (ı.4.8) 
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oldugunu gösterelim. Burada 
n-ı 

VLl(f) = L 1 f(xi+ı)- f(xi) 1 . 

i=O 

Eger ~ve~* bölüntüleri aynı ise, (1.4.8)'in dogrulugu (1.4.6)'dan elde edilir. ~ 

ve ~ * bölüntülerinin farklı olduklarını varsayalım. 

Şimdi x;' E ~ * böl ün tü noktasını alalım ve x;' bölüntü noktasını ~ bölüntüsüne 

ekleyelim. Yeni bölüntüyü ~ı ile gösterelim. xi tf_ ~oldugunu varsayalım. O zaman 

olacak biçimde Xk E ~ ve xk+ı E ~ bölüntü noktaları vardır. Bu durumda ~ı = 

{ a = xo < Xı < ... < X k < xi < Xk+I < ... < Xn = b} olur . 

..\(~) < 6 oldugundan, 

olur ve bu durumda (1.4.7)'den 

V*- A V*- A 1 f(xi) - f(xk) 1< 
4

m , 1 f(xk+ı) - f(xi) 1< 
4

m 

oldugunu elde ederiz. O zaman (1.4.9)'dan 

k-ı 

(1.4.9) 

VLlı (!) = L 1 f(xi+I) - f(xi) 1 + 1 f(xi)- f(xk) 1 + 1 f(xk+ı) - f(xi) 1 + 
i=O 

n-ı V* - A V* - A V* - A 
+ L 1 f(xi+I)- f(xi) ls VLl(f) + 

4 
+ 

4 
= VLl(f) + -

2
-

i=k+ı m m m 
yani 

(1.4.10) 

oldugu elde edilir. 

Eger x;' E ~ * bölüntü noktası için xi E ~ ise, o zaman ~ı = ~' V Ll ı(!) = V Ll(!) 

olur ve (1.4.10) eşitsizligi aşikar olarak saglanır. 

Şimdi x2 E ~ * bölüntü noktasını alalım ve x2 bölüntü noktasını, ~ı bölüntüsüne 

ekleyelim. Yeni bölüntüyü ~2 ile gösterelim. x2 tf_ ~oldugunu varsayalım. O zaman 

x2 tf_ ~ı olur. Bu durumda (1.4.10)'a benzer olarak 

(1.4.11) 
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oldugu ispatlanır. Eger x2 E ,6. * bölüntü noktası için x2 E ,6. ise, o zaman x2 E ,6.1 

ve buradan x2 E ,6.2 olur. O halde L}.ı = ,6.2, V<lı (!) = VLl 2 (!) olur ve (ı.4.11) 

e§itsizligi a§ikar olarak saglanır. 

Bu prosedürü devam ettirerek, ,6. * bölüntüsünün noktalarını sıra ile ,6. 

bölüntüsüne ekleriz ve böylece L}.i bölüntüleri elde ederiz. Her L}.i bölüntüsü için, 

(ı.4.10) ve (1.4.11)'e benzer olarak 

(1.4.ı2) 

oldugunu görürüz. 

,6.* bölüntüsünün noktalarınının sayısı m+ ı, x0 = a ve Xm = b noktaları ,6. 

bölüntüsünde olduklarından dolayı, (1.4.ı2) e§itsizliginde ı :::=; i :::=; m - ı olur. O 

zaman buradan, (ı.4.11) ve (1.4.ı2)'den 

V*- A V*- A 
VLlm (!) :::=; VLl(f) + 

2
m ·m= VLl(f) + 

2 
(1.4.ı3) 

olur. 

Açıktır ki, L}.m bölüntüsü, ,6. bölüntüsüne, ,6. * bölüntüsünün tüm böl ün tü nokta­

ları eklenerek elde edilmektedir. Aynı zamanda L}.m bölüntüsü, ,6. * bölüntüsüne 

,6. bölüntüsünün tüm bölüntü noktaları eklenerek de elde edilir. Her hangi bir 

bölüntüye, yeni bölüntü noktası eklendiginde, fonksiyonun degi§imi arttıgından 

(1.4.ı4) 

olur. O halde, (1.4.ı3) ve (ı.4.ı4)'ten 

V* ::::; VLl(f) + V*; A 

olur. Buradan, 

V: (!) > V* _ V* - A = V* + A 
Ll - 2 2 (1.4.ı5) 

oldugunu elde ederiz. (1.4.6)'dan, V* > A oldugundan, (ı.4.ı5)'den 

olur. 
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(1.4.8) 'in dogrulugu ispatlandı. 

Böylece, keyfi A < v:(f) için, [a, b] araligının >ı( il) < IS koşulunu saglayan keyfi 

Ll bölüntüsü için 

Vll(f) > A (1.4.ı6) 

olacak biçimde IS = IS(A) > O sayısı bulunabilir. 

Şimdi keyfi n = ı, 2, ... için An < v:(f) ve limAn = v:(f) olacak biçimde 
n-too 

{An}~=ı dizisi alalım. O zaman (1.4.ı6)'dan, her An < v:(f) için, [a, b] araligının 

>ı(il) < ISn koşulunu saglayan keyfi Ll bölüntüsü için 

(1.4.ı 7) 

olacak biçimde ISn > O sayısı var. Genelligi bozmadan n-----+ oo iken ISn -----+O oldugunu 

varsayalım. 

Teoremin koşuluna göre [a, b] araligının Ll (k) = { a = x6k) < x~k) < x~k) < ... < 

. x~kj =b} bölüntüleri için, k-----+ oo iken >ı(L:l(k))-----+ O olur. O zaman, ISn >O için, keyfi 

k> kn için >ı(L:l(k)) < ISn olacak biçimde kn >O bulunur. Bu durumda, (ı.4.ı7)'den 

keyfi k > kn için 

(1.4.ı8) 

olur. Keyfi L\(k) k= ı, 2, ... bölüntüsü için Vll(kı(f) < v:(f) oldugundan, buradan 

ve (1.4.ı8)'den, keyfi k > kn için 

(1.4.ı9) 

oldugunu elde ederiz. limAn = v:(f) oldugundan, (1.4.ı9)'dan 
n-too 

(1.4.20) 

oldugu bulunur. 

[a, b] araligının L:l(k) = {a = x6k) < x~k) < x~k) < ... < x~kj =b}, (k= ı, 2, ... ), 

bölüntüleri için, 

( ) n~l ı ( (k) ) ( (k)) ı v.!l(k) f = 0 f Xi+ı - f xi ' (1.4.2ı) 
i= O 
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w~k) = w[xk,xk ıU) = sup ı f(x)- f(y) ı, 
ı ı+l (k) k (k) k 

xE[x; ,xi+l], yE[x; ,xi+ıı 

(1.4.22) 

nk-I 

n~(k) (!) = L: wf (1.4.23) 
i=O 

olsun. (1.4.22)'den 

(1.4.24) 

oldugu açıktır. O halde, (1.4.2ı), (1.4.23) ve (1.4.24)'ten, keyfi k= ı, 2, ... için 

(1.4.25) 

olur. Bu durumda, (1.4.20) ve (ı.4.25)'ten 

(1.4.26) 

oldugunu elde ederiz. 

Yine de .6_(k), (k= ı, 2, ... ), bolüntülerini alalım. j(-) fonksiyonu [a, b] aralıgında 

sürekli oldugundan 

w}k) = sup ı f(x)- f(y) ı = ı f(y}~ı)- f(z}k)) ı 
[ (k) k ı [ (k) k ı xE X; ,xi+l , yE X; ,xi+l 

ı k b. . d (k) [ (k) (k) ] (k) [ (k) (k) ] (. - o ı ı) k ı o aca ıçım e Yi E xi , xi+1 , zi E xi , xi+I , ı - , , ... ,nk - , no ta arı 

vardır. Bu durumda 

nk-I 

n~(k) (!) = L: ı f(yt)) - f(z~k)) ı (1.4.27) 
i=O 

olur. y~k) ve z~k), (i= O, ı, ... , nk- ı), noktalarını .6_(k) bölüntüsüne ekleyelim ve elde 

edilen yeni bölüntüyü Ll~k) ile gösterelim. O zaman keyfi i/=- j (i= O, ı, ... , nk- ı), 

( 
. - ) . . ( (k) (k) ) ( (k) (k) ) - rfı (k) [ (k) (k) ] (k) J - 0, ı, ... ,nk- ı, ıçın xi ,xi+l n xj ,xj+I - VJ, Yi E xi ,xi+l, zi E 

[x~k), x~~1 ], (i= O, ı, ... , nk- ı), oldugundan, (1.4.27)'den 

(1.4.28) 

olur. 
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oldugundan, (1.4.28)'den, keyfi k= ı, 2, ... için 

olur. Buradan ise 

limsup nb_(k)(f) :S v;(f) (1.4.29) 
k-+oo 

oldugu bulunur. (1.4.26) ve (1.4.29)'dan lim nf!.(k) (!) limiti vardır ve 
k-+oo 

(1.4.30) 

olur. (1.4.20) ve (1.4.30)'dan teorem ispatlanır. 

!(-) : [a, b] -+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında sürekli degilse, teoremin dogru ol­

madıgını bir örnekle gösterelim. 

Ornek 1.4.1. [a, b] =[-ı, ı], 

f(x) = { ~ X E [-ı, ı], X :f: 0 

x=O 

olsun. Açıktır ki V~ıU) = 2. Şimdi [-ı, ı] aralıgının, keyfi k= ı,2, ... için O tf_ 

~(k) olacak biçimde ô.(k), (k = ı, 2, ... ), bölüntülerini alalım. Bu durumda, keyfi 

k = ı, 2, ... için vf!.(k) (!) = o, nb_(k) (!) = ı olur. o halde lim vb_(k) (!) = o, 
k-too 

lim rlö.<kl (!) = ı bulunur. Yani teorem dogru degil. 
k-+oo 

1.5. Banach indikatrisi 

Bu bölümde, sürekli fonksiyonların bazı özelliklerini inceleyecegiz. 

f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında sürekli fonksiyon olsun. O zaman, 

J(-) fonksiyonu [a, b] aralıgnda maksimum ve minimum degerierini alır. 

m= min f(x), M= max f(x) 
xE[a,b] xE[a,b] 
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olsun. 

Şimdi N(·) : [m, M] -+ RU{ +oo} fonksiyonunu tanımlayalım. y E [m, M] için 

N(y) ile f(x) = y denkleminin [a, b] aralıgındaki çözümlerinin sayısını gösterelim. 

Yani, y E [m, M] için N(y), f(x) = y e§itliligini saglayan x E [a, b]'lerin sayısıdır. 

Eger yE [m, M] için f(x) = y e§itliligini saglayacak x E [a, b]-ler sonsuz ise, o zaman 

N(y) = +oo oldugunu kabul edecegiz. Açıktır ki, keyfi y E [m, M] için N(y) dogal 

sayı veya +oo olur ve keyfiyE [m, M] için N(y) 2:: 1. 

y-+ N(y) : [m, M] -+ R U{ +oo} fonksiyonuna, f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonunun 

Banach indikatrisi denir. 

Teorem 1.5.1. (S.Banach) f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında sürekli 

fonksiyon, 

m= min f(x), M= max f(x), 
xE[a,b] xE[a,b] 

N(·) : [m, M] -+ RU{ +oo} fonksiyonu f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonunun Banach 

indikatrisi olsun. O zaman N(·) : [m, M]-+ RU{ +oo} fonksiyonu ölçülebilirdir ve 

LM N(y)dy = v;(f). 

Kanıt. n dogal sayı olsun. Şimdi [a, b] aralıgını 2n e§ aralıga bölelim. O zaman 

her aralıgın uzunlugu h= b;a olur. Bu aralıkları dı, d2 , d3 , . .. , d2n ile gösterelim, 

yani 

olsun. 

b-a 
dı=[a,a+~], 

b-a b-a 
dk= (a+ (k- ı)· ~,a+k · ~], k= 2,3, ... ,2n 

Şimdi k= ı, 2, ... , 2n için hk(·) : [m, M] -+ R fonksiyonlarını tanımlayalım. Eger 

yE [m, M] için f(x) = y denkleminin x E dk olacak biçimde hiç olmazsa bir çözümü 

varsa hk(Y) = ı, eger y E [m, M] için f(x) = y denkleminin x E dk olacak biçimde 

çözümü yoksa h k (y) = O oldugunu kabul ediyoruz. 

mk = inf f(x), Mk = sup f(x) 
xEdk xEdk 
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olsun. O zaman, keyfi y E (mk, Mk) için hk(Y) = ı, ve keyfi y tf_ [mk, Mk] için 

hk(Y) = O oldugu açıktır. Buradan, hk(·) : [m, M] -----+ R fonksiyonu yalnız y = mk 

ve y = Mk noktalarında süreksiz olabilir. Böylece, her k = ı, 2, ... , 2n için hk(·) : 

[m, M] -----+ R fonksiyonunun iki noktada süreksiz olabileceyini göstermi§ olduk. O 

halde, her k= ı, 2, ... , 2n için hk(·) : [m, M]-----+ R fonksiyonu ölçülebilir olur. 

oldugundan 

(1.5.ı) 

olur. Burada integral Lebesgue anlamındadır. 

h k ( ·) fonksiyonun dk = ( a + (k - ı) · b;a, a + k · b;a] aralıgındaki asilasyonunu w k 

ile gösterelim, yani 

wk = sup ı f(x)- f(y) ı 
xEdk, yEdk 

olsun. O halde 

Mk- mk = sup f(x)- inf f(y) = sup f(x) + sup - f(y) = 
xEdk yEdk xEdk yEdk 

sup [f(x) - f(y)] = sup ı f(x) - f(y) ı= wk 
xEdk, yEdk xEdk, yEdk 

elde ederiz. Bu durumda, buradan ve (1.5.l)'den 

(1.5.2) 

bulunur. 

ŞimdiyE [m, M] için Nn(Y) = hı(Y) + h2(y) + ... + h2n(y), (n= ı, 2, ... ),olmak 

üzere, Nn(·) :[m, M]-----+ R fonksiyonunu tanımlayalım. O halde, (1.5.2)'den 

(1.5.3) 

olur. [a, b] araligının 

b-a b-a b-a 
.6. (n) = {a < a + -- < a + 2 · -- < ... < a + 2n · -- = b} 2n 2n 2n 
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bölüntüsü için 
2n 

flA(n) = l:wk 
k= I 

Açıktır ki, n-+ oo iken -\(L\(n))-+ O. O zaman f(·) : [a, b]-+ R fonksiyonu [a, b] 

aralıgında sürekli oldugundan, teorem 1.4.2'den 

elde ederiz. O halde buradan ve (1.5.3)'den 

lim rM Nn(y)dy = v:(f) 
n-+oo}m 

(1.5.4) 

bulunur. Nn(·) fonksiyonunun tanımından, keyfiyE [m, M] için, 

(1.5.5) 

olur. Bu durumda keyfi y E [m, M] için, {Nn(y)}~=ı dizisinin sonlu veya sonsuz 

limiti var. Şimdi, keyfi y E [m, M] için 

(1.5.6) 

olsun. Keyfi n = 1, 2, ... için Nn(·) : [m, M] -+ R fonksiyonları ölçülebilir 

oldugundan, N* ( ·) : [m, M] -+ R U{ +oo} fonksiyonu ölçülebilir olur. O halde, 

(1.5.5), (1.5.6) ve teorem 1.1.5'ten, 

rM N*(y)dy = lim rM Nn(y)dy 
Jm n-+oo}m 

bulunur. Buradan ve (1.5.4)'ten 

(1.5.7) 

oldugunu elde ederiz. 

Eger keyfiyE [m, M] için 

(1.5.8) 

oldugunu kanıtlarsak, teoremi ispatlamış oluruz. 
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Keyfi y E [m, M] alalım. Ek (y) ile f ( x) = y denklemini saglayan ve x E dk 

olacak x'lerin sayısını gösterelim. O zaman açıktır ki, keyfi k = ı, 2, ... , 2n için 

2n 

Ek(Y) 2:: hk(Y) ve LEk(Y) = N(y) (1.5.9) 
k= ı 

2n 

olur. Bu durumda, Nn(Y) = Lhk(Y) oldugundan, (1.5.9)'dan 
k= ı 

2n 2n 

N(y) = LEk(Y) 2:: Lhk(Y) = Nn(Y) (1.5.ıO) 
k=ı k=ı 

oldugunu elde ederiz. (1.5.ıO) eşitsizligi keyfi n = ı, 2, .... için dogru oldugundan, 

(1.5.5), (1.5.6) ve (1.5.ıO)'dan, keyfi yE [m, M] için 

(1.5.11) 

olur. 

(1.5.11) eşitsizliginin tersini gösterelim. Yani keyfi yE [m, M] için 

(1.5.ı2) 

oldugunu görelim. Açıktır ki, keyfiyE [a, b] için N(y) 2:: 1. yE [m, M] olsun. 

Eger N(y) = ı ise, yani f(x) = y denkleminin [a, b] aralıgında tek çözümü 

bulunuyorsa, o zaman N*(y)'nin tanımından, N*(y) =ı olur. 

Böylece, N(y) = ı iken, (1.5.ı2) eşitsizliginin dogrulugunu gördük. 

N*(y) 2:: 2 oldugunu varsayalım. 2 :S q :S N(y) olmak üzere keyfi q dogal sayısı 

alalım ve sabitleyelim. N(y)'nin tanımından, f(x) = y denkleminin, xı < x2 < ... < 

Xq olacak biçimde q tane çözümü bulunur. 

Aq =min {xi+l- Xi: i= ı, 2, ... , q- ı} 

olsun. Açıktır ki, Aq >O. O zaman keyfi n> n* için 

b-a 
--<>. 2n q 

olacak biçimde n* > O sayısı var. Bu durumda, dk, (k = ı, 2, ... , 2n), aralıklarının 

uzunlugu b;a' keyfi i =1- j için di n dj = 0 oldugundan, keyfi n > n* için her dk, 
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(k = ı, 2, ... , 2n), aralıgı, x1 , x2 ... Xq'lerden yalnız birini içerebilir. O zaman, 

Nn(·), (n = ı, 2, ... ), ve hk(·), (k = ı, 2, ... , 2n), fonksiyonlarının tanımından, keyfi 

n> n* için 
2n 

Nn(Y) = Lhk(Y) ~ q (1.5.ı3) 
k=l 

olur. Keyfi i= ı, 2, ... için Ni(Y) :S Ni+I(Y) oldugundan, (1.5.6) ve (1.5.ı3)'den 

(1.5.ı4) 

oldugunu elde ederiz. (1.5.ı4) e§itsizligi keyfi 2 :S q :S N(y) (N*(y) ~ 2) için 

saglandıgından, (1.5.ı4)'den (1.5.ı2)'nin dogrulugu bulunur. 

N(y) = +oo ise, o zaman (1.5.ı4) e§itsizligi keyfi q ~ 2 dogal sayısı için dogru 

olur. Bu durumda N*(y) = +oo, yani N(y) = N*(y) = +oo olur ve (1.5.ı2) e§itsizligi 

saglanır. 

(1.5.11) ve (1.5.ı2) e§itsizliklerinden, (1.5.8) e§itliginin dogrulugu bulunur. 

(1.5. 7) ve (1.5.8) e§itliliklerinden, teorem ispatlanır. 

Bu teoremden a§agıdaki sonuçlar elde edilir. 

Sonuç 1.5.1. f(-) : [a, b] ----+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında sürekli fonksiyon, 

m= min f(x), M= max f(x) 
xE[a,b] xE[a,b] 

olsun. f(·) : [a, b] ----+ R fonksiyonunun [a, b] aralıgında tam degi§iminin sonlu olması 

için gerek ve yeter ko§ul, f(-) fonksiyonunun N(·) : [m, M] ----+ R U{ +oo} Banach 

indikatrisinin, [m, M] aralıgında integraZlenebilir olmasıdır. 

Kanıt. v;(f) < +oo oldugunu varayalım. Teorem 1.5.ı'e göre 

LM N(y)dy = v;(f) 

oldugundan, bu durumda JmM N(y)dy < +oo bulunur, yani f(-) : [a, b] ----+ R fonksiy­

onunun N(·) : [m, M] ----+ RU{ +oo} Banach indikatrisinin, [m, M] aralıgında sonlu 

integrali vardır. 
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f(-): [a,b] ~RfonksiyonununN(·): [m,M] ~RU{+oo}Banachindikatrisinin 

[m, M] araligında integrallenebilir oldugunu varsayalım, yani LM N(y)dy < +oo 

olsun. Teorem 1.5.l'e göre 

LM N(y)dy = v:u) 
oldugundan, bu durumda v:(f) < +oo bulunur, yani J(-) [a, b] ~ R fonksiy­

onunun [a, b] araligında tam varyasyonu sonludur. 

Sonuç 1.5.2. !(·) : [a, b]~ R fonksiyonu [a, b] aralıyında sürekli, v:(f) < +oo, 

m= min f(x), M= max f(x), 
xE[a,b] xE[a,b] 

A ={yE [m, M]: N(y) = +oo} 

olsun. O zaman A kümesinin ölçümü sıfırdır. 

Kanıt. Teorem 1.5.l'e göre 

o::; v:u) < +oo oldugundan, buradan 

O::; LM N(y)dy < +oo (1.5.15) 

olur. 

!(·) : [a, b]~ R fonksiyonu [a, b] araligında sürekli oldugundan, keyfiyE [m, M] 

için f(x) = yolacak biçimde en az bir x E [a,b] bulunur. O zaman keyfiyE [m, M] 

için 

N(y) 2: 1 (1.5.16) 

olur. (1.5.15) ve (1.5.16)'dan, N(·) fonksiyonunun [a, b] araligında sorrlu oldugu 

bulunur, yani hemen hemen yE [m, M] için N(y) < +oo olur. OhaldeA kümesinin 

ölçümünün sıfır oldugunu elde ederiz. 
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2. MUTLAK SÜREKLi FONKSiYONLAR 

2.1. Mutlak sürekli fonksiyonların özellikleri 

Mutlak sürekli fonksiyonlar, sürekli olmak üzere, tam degi§imi sonlu olan fonksiy­

onlardır. Bu bölümde mutlak sürekli fonksiyonların özelliklerini inceleyecegiz. Önce 

mutlak sürekli fonksiyonun tanımını sunalım. 

Tanım 2.1.1. f(-) : [a, b] -+ R olsun. Keyfi c > O için, [a, b] aralıyının keyfi 

ikişer kesişimieri boş olacak (aı, bı), (a2, b2), ... ,(an, bn) aralıkları için 

n 

L(bk- ak)~ <5 
k=ı 

iken 
n 

/ L [f(bk)- f(ak)]/~ c (2.1.ı) 
k= ı 

olacak biçimde <5 = ö(c) > O sayısı bulunuyorsa, f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonuna [a, b] 

aralıyında mutlak sürekli fonksiyon denir. 

Açıktır ki, eger f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli 

fonksiyon ise, o zaman f(-) fonksiyonu [a, b] aralıgnda süreklidir. Gerçekten, 

x* E (a, b) için, tanım 2.l.ı'de n = ı ve (aı, bı) aralıgını x/ı içeren aralık alırsak, 

tanım 2.l.ı'den, f(-) fonksiyonun x* E (a, b) noktasında sürekliligini elde ederiz. 

x* = a iken tanım 2.l.ı'de n = ı ve (aı, bı) = (a, x), x E (a, b), alırsak, f(-) 

fonksiyonunun x* = a noktasında sagdan sürekliligini elde ederiz. Benzer olarak, 

f ( ·) fonksiyonunun x* = b noktasında soldan sürekliligini gösterebiliriz. 

Ancak, bunun tersi dogru olmayabilir, yani belli bir aralıkta sürekli olan 

fonksiyon, bu aralıkta mutlak sürekli olmayabilir. Bu durumu gösteren örnegi, daha 

sonra inceleyecegiz. 
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Kaydedelim ki, mutlak sürekli fonksiyonun tanımı başka formda verilebilir. 

Tanım 2.1.1'de, (2.1.1) eşitsizligini 

n 

L ı f(bk) - f(ak) ı:::; c 
k=l 

eşitsizligi ile degişebiliriz. Bu durumun dogrulugunu gösteren aşagıdakşi önerme 

dogrudur. 

Onerme 2.1.1. f(·) : [a, b] -+ R fonksiyonunun [a, b] aralıgında mutlak sürekli 

olması için gerek ve yeter koşul, keyfi c > O için, [a, b] aralıgının keyfi ikişer 

kesişimieri boş olacak (aı, bı), (a2 , b2), ... ,(an, bn) aralıkları için 

n 

L(bk- ak) :::; b (2.1.2) 
k=ı 

iken 
n 

L ı f(bk)- f(ak) ı:::; c (2.1.3) 
k=ı 

olacak biçimde b = b (c) > O sayısının var olmasıdır. 

Kanıt. (2.1.2) ve (2.1.3) koşullarının saglandıgını varsayalım, yani keyfi c > 

O için, [a, b] aralıgının keyfi ikişer kesişimieri boş olacak (a1 , bı), (a2 , b2 ), ... ,(an, bn) 

aralıkları için 
n 

L(bk- ak):::; b 
k= ı 

iken 
n 

L ı f(bk) - f(ak) ı:::; c (2.1.4) 
k=ı 

olacak biçimde b= b(c) > O sayısının oldugunu varsayalım. 

n n 

ı L [f(bk)- f(ak)] ı:::; L ı f(bk) - f(ak) ı 
k=ı k= ı 

oldugundan, buradan ve (2.1.4)'ten, j(-) : [a, b] -+ R fonksiyonunun [a, b] aralıgında 

mutlak sürekli oldugunu elde ederiz. 

Şimdi, j(-) : [a, b] -+ R fonksiyonunun, [a, b] aralıgında mutlak sürekli oldugunu 

varsayalım. Keyfi c > O alalım. O zaman ~ > O için, [a, b] aralıgının keyfi ikişer 
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kesişimieri boş olacak (a1 , b1), (a2 , b2 ), ... ,(an, bn) aralıkları için 

n 

~(bk- ak) ~ 8 (2.1.5) 
k=l 

iken 
n c 

ı ~ [f(bk) - f(ak)Jı~ -
k=l 2 

(2.1.6) 

olacak biçimde 8 = 8 (c) > O sayısı var. 

Şimdi (ak, bk), (k= ı, 2, ... ,n) aralıklarını gruplarına ayıralım. 

A ={(ak, bk): f(bk)- f(ak) <O, k= ı, 2, ... ,n}, 

B= {(ak, bk) : f(bk) - f(ak) 2:: O, k= ı, 2, ... ,n} 

olmak üzere A ve B gruplarına ayıralım. 

n 

~(bk- ak)~ ~(bk- ak)~ 8, 
kEA k=l 

n 

~ (bk - ak) ~ ~ (bk - ak) ~ 8 
kEB k=l 

oldugundan, (2.1.5) ve (2.1.6)'dan 

(2.1.7) 

c 
ı ~ [f(bk) - f(ak)Jı~ 2 

k EB 

(2.1.8) 

oldugu bulunur. A ve B kümelerinin tanımından, 

kEA kEA 

(2.ı.ıo) 
k EB k EB 

eşitlilikleri dogrudur. (2.1.7) - (2.l.ıO)'dan 

n 

~ ı f(bk) - f(ak) ı = ~ ı f(bk) - f(ak) ı + ~ ı f(bk) - f(ak) ı = 
k=l kEA k EB 
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= ı L [f(bk)- f(ak)Jı + ı L [f(bk) - f(ak)Jı~ ~ + ~ =c 
kEA kEB 

oldugu bulunur. Yani, f(·) : [a, b] --+ R fonksiyonu [a, b] araligında mutlak sürekli 

oldugu durumda, (2.1.2) ve (2.1.3) ko§ulları saglanır. 

Onerme ispatlandı. 

Mutlak sürekli fonksiyonlara örnek olarak, Lipschitz ko§ulunu saglayan fonksiy­

onlar gösterilebilir. 

Önerme 2.1.2. f ( ·) : [ a, b] --+ R fonksiyonu [ a, b] aralıgında L sabiti ile Lipschitz 

ko§ulunu saglasın. O zaman f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak 

süreklidir. 

Kanıt. f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonu [a, b] araligında L sabiti ile Lipschitz 

ko§ulunu sagladıgından, keyfi x E [a, b] ve y E [a, b] için 

ı f(x)- f(y) ı~ Lı X-Yı 

olur. 

Keyfi c> O alalım. Şimdi 6 = 6(c) = f ve 

n c 
L (b k - ak) ~ 6 = -
k=ı L 

(2.1.11) 

(2.1.12) 

olmak üzere, [a, b] araligının keyfi iki§er kesi§imleri bo§ olacak (ak, bk), (k = 

1, 2, ... ,n), aralıklarını alalım. (2.1.11) ve (2.1.12)'den 

n n 

ı L [f(bk)- f(ak)Jı~ L ı f(bk)- f(ak) ı~ 
k=l k=l 

n c 
:::; LL · (bk - ak) ~ L · 6 = L · L = c 

k=l 
elde ederiz. Buradan, f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonunun [a, b] aralıgında mutlak sürekli 

oldugu bulunur. 

Şimdi mutlak sürekli fonksiyonların bazı özelliklerini inceleyelim. 
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Teorem 2.1.1. f(-) : [a, b] ---+ R ve g(·) : [a, b] ---+ R fonksiyonları [a, b] aralıgında 

mutlak sürekli fonksiyonlar olsunlar. O zaman 

!(-) + g(·), f(-)- g(·), !(-). g(·) 

fonksiyonları da [a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyonlardır. 

Ek olarak, eger keyfi x E [a, b] için g(x) i= O ise, ili fonksiyonu da [a, b] 

aralıgında mutlak sürekli fonksiyondur. 

Kanıt. İlk olarak, f(-) + g(·) fonksiyonunun [a, b] aralıgında mutlak sürekli 

oldugunu gösterelim. f(-) : [a, b] ---+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli 

fonksiyon oldugundan, keyfi c > O için, [a, b] aralıgının keyfi ikişer kesişimieri boş 

olacak (a~ı), b~1)), (a~ı), b~1 )), ... ,(a~l), b~1)) aralıkları için 

r 
~(b(ı) - a(1)) < 6 
~ k k - ı 
k=l 

iken 

r 

L ı f(bk1
)) - f(ak1

)) ı::; ~ 
k=l 

(2.1.13) 

olacak biçimde 61 = 61 (c) > O sayısı var. 

g(·) : [a, b] ---+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyon oldugundan, 

keyfi c > O için, [a, b] aralıgının keyfi ikişer kesişimieri boş olacak (a~2), b~2)), 

( (2) b(2)) ( (2) b(2)) ı kl .. a2 ' 2 ' ... ' am ' m ara ı arı ıçın 

m 

~(b(2) - a(2)) < 6 
~ k k - 2 
k=l 

iken 
m 

L ı g(bk2
)) - g(af)) ı::; ~ 

k=l 

(2.1.14) 

olacak biçimde 62 = 62 (c) > O sayısı var. 

Eger 6 =min{ 61 , 62} alırsak, o zaman (2.1.13) ve (2.1.14)'den, keyfi c > O için, 

[a, b] aralıgının keyfi ikişer kesişimieri boş olacak (a1 , b1), (a2 , b2 ), ... ,(an, bn) aralıkları 

için 
n 

l:(bk- ak) ::; 6 
k=l 
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iken 

(2.1.15) 

n c 
L ı g(bk)- g(ak) ı::; 2 
k=ı 

(2.1.16) 

olur. O zaman (2.1.15) ve (2.1.16)'dan 

n 

L ı (f(bk) + g(bk))- (!(ak)+ g(ak)) ı::; 
k= ı 

n n c c 
::; L ı f(bk) - f(ak) ı + L ı g(bk) - g(ak) ı::; - +- =c 

k=ı k=ı 2 2 

olur, yani, j(-) + g(·) fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak süreklidir. 

Şimdi f(·) - g(·) fonksiyonunun [a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyon 

oldugunu gösterelim. j(-) : [a, b] ---+ R ve g(·) : [a, b] ---+ R fonksiyonları [a, b] 

aralıgında mutlak sürekli fonksiyonlar oldugundan, (2.1.15) ve (2.1.16) e§tsizlikleri 

dogrudur. Bu durumda, (2.1.15) ve (2.1.16)'dan 

n 

L ı (f(bk)- g(bk))- (!(ak)- g(ak)) ı::; 
k=ı 

n n c c 
::; L ı f(bk) - f(ak) ı + L ı g(bk) - g(ak) ı::; - +- =c 

k=ı k=ı 2 2 

olur, yani, f(·)- g(·) fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak süreklidir. 

Şimdi f (-) · g( ·) fonksiyonunun [ a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyon oldugunu 

gösterelim. j(-) : [a, b] ---+ R ve g(·) : [a, b] ---+ R fonksiyonları [a, b] aralıgında mutlak 

sürekli fonksiyonlar oldugundan, bu fonksiyonlar [a, b] aralıgında süreklidirler. O 

zaman keyfi x E [a, b] için 

ı f(x) ı::; Mı, ı g(x) ı::; M2 (2.1.1 7) 

olacak biçimde Mı > O ve M2 > O sayıları bulunabilir. 
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j(-) : [a, b] -tR fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyon oldugundan, 

keyfi E > O için, [a, b] araligının keyfi iki§er kesi§imleri bo§ olacak (aP), b~ı)), 

(a~ı), b~ı)), ... ,(a~ı), b~ı)) aralıkları için 

r 
"'(b(ı) - a(ı)) <b 
~ k k - ı 
k= ı 

iken 

(2.1.18) 

olacak biçimde bı = bı (E) > O sayısı vardır. 

g(·) : [a, b] -tR fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyon oldugundan, 

keyfi E > O için, [ a, b] araligının keyfi iki§er kesi§imleri bo§ olacak ( a~2), b~2)), 

(a~), b~2)), •.. ,(a};), b};)) aralıkları için 

m 
"'(b(2) - a(2)) <b 
~ k k - 2 
k= ı 

iken 

(2.1.19) 

olacak biçimde b2 = b2 (E) > O sayısı vardır. 

Eger b= min{ bı, b2 } alırsak, o zaman (2.1.18) ve (2.1.19)'dan, keyfi E> O için, 

[a, b] araligının keyfi iki§er kesi§imleri bo§ olacak (aı, bı), (a2 , b2 ), ••• ,(an, bn) aralıkları 

için 
n 

L(bk- ak)~ b 
k= ı 

iken 

(2.1.20) 

n E .{; ı g(bk)- g(ak) ı~ 2Mı (2.1.21) 

olur. O zaman (2.1.1 7), (2.1.20) ve (2.1.21)'den 

n 

L ı f(bk) · g(bk)- f(ak) · g(ak) ı= 
k=ı 
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n 

= L ı f(bk) · g(bk) - f(bk) · g(ak) + f(bk) · g(ak) - f(ak) · g(ak) ı~ 
k=l 

n 

~ L ı f(bk) ı · ı g(bk)- g(ak) ı+ ı g(ak)) ı · ı f(bk)- f(ak) ı~ 
k=l 

n 

~ L Mı· ı g(bk)- g(ak) ı +M2· ı f(bk) - f(ak) ı~ 
k=l 

c c 
<Mı·- +M2 ·--=c 
- 2Mı 2M2 

olur, yani, j(-) · g(·) fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak süreklidir. 

Şimdi, keyfi x E [a, b] için g(x) =1- O oldugu durumda, ili fonksiyonunun [a, b] 

aralıgında mutlak sürekli oldugunu gösterelim. J(-) : [a, b] -+ R ve g(·) : [a, b] -+ 

R fonksiyonları [a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyonlar oldugundan, (2.1.1 7) 

eşitsizlikleri saglanır. Ayrıca, g(·) : [a, b] -+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında sürekli, 

keyfi x E [a, b] için g(x) =1- O oldugundan, keyfi x E [a, b] için 

ı g(x) 12:: M (2.1.22) 

olacak biçimde M >O sayısı bulunabilir. 

j(-) : [a, b] -+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyon oldugundan, 

keyfi c > O için, [a, b] aralıgının keyfi ikişer kesişimieri boş olacak (a~ı), b~1l), 

(a~l), b~1 l), ... ,(a~l), b~1)) aralıkları için 

r 

"'(b(ı) - a(ı)) < c5 
L...Jk k _ı 

k=l 

iken 

E ı f(bi
1
))- f(aiı)) ı~ ~~: (2.1.23) 

olacak biçimde c51 = c51 (c) > O sayısı vardır. 

g(·) : [a, b]-+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyon oldugundan, 

keyfi c > O için, [a, b] aralıgının keyfi ikişer kesişimieri boş olacak (afl, b~2l), 
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( (2) b(2)) ( (2) b(2)) ı ki .. a2 ' 2 ' ... ' am ' m ara ı arı ıçın 

m 
"'(b(2) - a(2)) < 6 6 k k - 2 
k=ı 

iken 

~ / g(b~2))- g(af)) /~ ~~: (2.1.24) 

olacak biçimde 62 = 62 (c) > O sayısı vardır. 

Eger 6 = min{ 6ı, 62} alırsak, o zaman (2.1.23) ve (2.1.24)'den, keyfi c > O 

için, [a, b] aralıgının keyfi ikişer kesişimieri boş olacak (aı, bı), (a2, b2), ... ,(an, b(n)) 

aralıkları için 
n 

L(bk- ak)~ 6 
k=ı 

iken 

n cM2 
{;_ / g(bk) - g(ak) /~ 2Mı 

olur. O zaman, (2.1.ı 7), (2.1.22), (2.1.25) ve (2.1.26)'dan 

t / f(bk) _ f(ak) /= t / f(bk) · g(ak) - f(ak) · g(bk) / < 
k=I g(bk) g(ak) k=ı / g(bk) · g(ak) / -

(2.1.25) 

(2.1.26) 

ı n 
~ M 2 · [L / f(bk) · g(ak) - f(bk) · g(bk) + f(bk) · g(bk) - f(ak) · g(bk) /] ~ 

k= ı 
ı n n 

~ M 2 · [L / f(bk) / · / g(bk)- g(ak) / + L / g(bk) / · / f(bk) - f(ak) /] ~ 
k=ı k=ı 

ı n n 

~ M 2 ·[Mı· L / g(bk)- g(ak) / +M2L / f(bk)- f(ak) /] ~ 
k=ı k=ı 

ı cM2 cM2 

< - · [Mı · - + M2 · - ] =c 
- M 2 2Mı 2M2 

olur, yani ili fonksiyonu [a, b] araligında mutlak süreklidir. 

Teorem ispatlandı. 

İki mutlak sürekli fonksiyonunun bileşkesi mutlak sürekli olmayabilir. Ancak, 

bazı durumlarda mutlak sürekli fonksiyonların bileşke fonksiyonu mutlak süreklidir. 
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Teorem 2.1.2. j(-) : [a, b] -t R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli 

fonksiyon ve bu fonksiyon, de gerleri [ A, B] aralıgında olan fonksiyon olsun, g ( ·) : 

[A, B] -tR fonksiyonu L >O sabiti ile Lipschitz koşulunu saglasın. O zaman 

gof=g(f(·)): [a,b] -tR 

bileşke fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyondur. 

Kanıt. j(-) : [a, b] -tR fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli oldugundan, 

keyfi f > O için, [a, b] aralıgının keyfi ikişer kesişimieri boş olacak (aı, bı), 

(a2, b2), ... ,(an, bn) aralıkları için 

n 

L(bk- ak) ~ r5 
k=ı 

iken 
n c 
L ı f(bk)- !(ak) ı~ L 
k= ı 

(2.1.27) 

olacak biçimde r5 = r5 (c) > O sayısı vardır. 

fO : [a, b] -t R fonksiyonun degerieri [A, B] aralıgında oldugundan, keyfi k = 
ı, 2, ... ,n için f(ak) E [A, B], f(bk) E [A, B] olur. g(·) : [A, B] -tR fonksiyonu L >O 

sabiti ile Lipschitz koşulunu sagladıgından, keyfi k = ı, 2, ... ,n için 

(2.1.28) 

oldugu bulunur. O halde, (2.1.27) ve (2.1.28)'den 

olur, yani, go f = g(f(·)) : [a, b] -tR fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak süreklidir. 

Teorem 2.1.3. fO : [a, b] -t R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli 

ve kesin artan fonksiyon, g(·) : [f(a), f(b)] -t R fonksiyonu [f(a), f(b)] aralıgında 

mutlak sürekli fonksiyon olsun. O zaman 

go f = g(f(·)) : [a, b] -tR 
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bileşke fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyondur. 

Kanıt. g(·) : [f(a), f(b)] --+ R fonksiyonu [f(a), f(b)] aralıgında mutlak sürekli 

oldugundan, keyfi c> O için, [f(a), f(b)] aralıgının keyfi ikişer kesişimieri boş olacak 

(Aı, Bı), (A2, B2), ... ,(An, En) aralıkları için 

n 

L,(Bk- Ak) ::; rJ (2.1.29) 
k= ı 

iken 
n 

L ı g(Bk) - g(Ak) ı::; c (2.1.30) 
k= ı 

olacak biçimde rJ = rJ (c) > O sayısı vardır. 

Keyfi k = 1, 2, ... ,n için Ak E [f(a), f(b)], Ek E [f(a), f(b)], oldugundan, her 

k = ı, 2, ... ,n için Ak = f(ak), Ek = f(bk) olacak biçimde ak E [a, b], bk E [a, b] 

bulunur. (Aı, Bı), (A2, B2), ... ,(An, En) aralıklarının keyfi ikişer kesişimieri boş, f(·) : 

[a, b] --+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında kesin artan fonksiyon oldugundan, (aı, bı), 

(a2, b2), ... ,(an, bn) aralıklarının da keyfi ikişer kesişimi boş olur. f(-) : [a, b] --+ R 

fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli oldugundan, rJ > O için, [a, b] aralıgının 

keyfi ikişer kesişimieri boş olacak (aı, bı), (a2, b2), ... ,(an, bn) aralıkları için 

n 

L,(bk- ak) ::; 6 (2.1.3ı) 
k=ı 

iken 
n n 

L (Ek- Ak) = L ı f(bk) - f(ak) ı::; rJ (2.1.32) 
k=ı k=ı 

olacak biçimde 6 = 6(ry(c)) >O sayısı vardır. 

Keyfi k= ı, 2, ... ,n için g(Ak) = g(f(ak)), g(Bk) = g(f(bk)) oldugundan, (2.1.29) 

- (2.1.32)'den, c > O için, [a, b] aralıgının keyfi ikişer kesişimieri boş olacak (aı, bı), 

(a2, b2), ... , (an, bn) aralıkları için 

n 

L,(bk- ak)::; 6 
k= ı 

iken 
n n 

L ı g(f(bk))- g(f(ak)) ı= L ı g(Bk)- g(Ak) ı ::; c 
k=ı k=ı 
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olacak biçimde c5 = c5(ry(c)) > O sayısı vardır. Bu ise,g of = g(f(·)) : [a, b] --+ R 

bile§ke fonksiyonunun [a, b] araligında mutlak sürekli fonksiyon oldugunu kanıtlıyor. 

Teorem ispatlandı. 

Şimdi mutlak süreklilik özelligini karakterize eden bir teorem sunalım. 

Teorem 2.1.4. f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonunun mutlak sürekli olması için gerek 

ve yeter koşul, keyfi c > O için, [a, b] aralıfjının keyfi ikişer kesişimieri boş olacak 

(aı, bı), (a2, b2), ... ,(an, bn) aralıkları için 

n 

L (bk - ak) :S c5 
k= ı 

iken 
n 

L (Mk- mk) ::; c 
k=l 

olacak biçimde c5 = c5 (c) > O sayısının olmasıdır. 

Burada 

Kanıt. Keyfi c> O için, [a, b] araligının keyfi iki§er kesi§imleri bo§ olan (aı, bı), 

(a2, b2), ... ,(an, bn) altaralıkları için 

n 

L (bk - ak) :S c5 
k=l 

iken 
n 

L (Mk- mk) ::; c (2.1.33) 
k=l 

olacak biçimde c5 = c5(c) > O sayısının oldugunu varsayalım. 

oldugundan, 
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yanı, 

olur. Bu durumda, buradan ve (2.1.33)'ten, keyfi c > O için, [a, b] aralıgının keyfi 

ikişer kesişimieri boş olacak (aı, bı), (a2 , b2), ... ,(an, bn) aralıkları için 

n 

L(bk- ak) :s; 6 
k= ı 

iken 
n 

L ı f(bk) - f(ak) ı:s; c 
k= ı 

olacak biçimde 6 = 6(c) >O sayısı vardır. O halde, önerme 2.l.ı'den, f(·) : [a, b] -+ 

R fonksiyonunun [a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyon oldugunu elde ederiz. 

Şimdi, f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonunun [a, b] aralıgında mutlak sürekli oldugunu 

varsayalım. O zaman, keyfi c > O için, [a, b] aralıgının keyfi ikişer kesişimieri boş 

olacak (aı, bı), (a2, b2), ... ,(an, bn) aralıkları için 

n 

L(bk- ak) :s; 6 (2. 1.34) 
k=ı 

iken 
n 

ı 2:: [f(bk) - f(ak)Jı:s; c (2.1.35) 
k= ı 

olacak biçimde 6 = 6 (c) > O sayısı vardır. 

f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyon oldugundan, 

bu fonksiyon [a, b] aralıgında süreklidir. Bu durumda, 

(2.1.36) 

olur ve 

(2.1.37) 

olacak biçimde ek E [ak, bk], dk E [ak, bk] bulunabilir. Genelligi bozmadan, keyfi 

k= ı, 2, ... ,n için ek :s; dk oldugunu varsayalım. Bu durumda, keyfi k= ı, 2, ... ,n için 

[ek, dk] C [ak, bk] olur. O zaman (aı, bı), (a2, b2), ... ,(an, bn) aralıklarının keyfi ikişer 
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n 

kesi§imi bo§, 2:(bk- ak) ~ 6 oldugundan, (cı, dı), (c2 , d2), ... ,(cn, dn) aralıklarının 
k=ı 

n 

da keyfi iki§er kesi§imi bo§ ve 2:(ck -dk)~ 6 olur. O halde, (2.1.34) ve (2.1.35)'den 
k= ı 

n 

ı L [f(ck)- f(dk)] ı~ c 
k= ı 

olur. O zaman buradan, (2.1.36) ve (2.1.37)'den 

n 

L (Mk- mk) ~c 
k= ı 

olur. Teorem ispatlandı. 

2.2. Mutlak sürekli fonksiyonların 

diferansiyellene bilir lik özellikleri 

Biliyoruz ki, genelde, sürekli fonksiyonlar diferansiyellenebilir olmayabilir. Bu 

bölümde, mutlak sürekli fonksiyonların hemen hemen diferansiyellenebilir oldugunu 

görecegiz. Once, mutlak sürekli fonksiyonun tam varyasyonunun sorrlu oldugunu 

gösterelim. 

Teorem 2.2.1. f(-) : [a, b] -t R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli 

fonksiyon olsun. O zaman 

v:(f) < +oo 

olur 

Kanıt. f(-) : [a, b] -t R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli fonksiyon 

oldugundan, c = 1 için, [a, b] aralıgının keyfi iki§er kesi§imleri bo§ olacak (aı, bı), 

(a2, b2), ... ,(an, bn) aralıkları için 

n 

2:(bk- ak)~ 6 (2.2.1) 
k= ı 
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iken 
n 

2: ı f(bk)- !(ak) ı::; ı (2.2.2) 
k=ı 

olacak biçimde c5 > O sayısı vardır. 

Şimdi [a, b] aralıgının, keyfi i = O, ı, ... , N- ı için, ci+l - Ci < c5 olacak biçimde 

.6. = {a = c0 <cı< c2 < ... < cN =b} bölüntüsünü alalım. Keyfi i= O, ı, ... , N- ı 

alalım ve sabitleyelim. Şimdi ise, [ci, Ci+I] aralıgının keyfi .6.* = {ci = c~*) < cl*) < 

c~*) < ... < c~) = ci+I} bölüntüsünü alalım. O zaman 

m-ı 

L (c)~ı -c)*)) = ci+l- ci ::; c5 
j=O 

oldugundan, (2.2.ı) ve (2.2.2)'den 

m-ı 

v~. U) = 2: ı f(c)~ı) - J(c)*)) ı::; ı 
j=O 

(2.2.3) 

oldugunu elde ederiz . .6.*, [ci, ci+l] aralıgının keyfi bölüntüsü oldugundan, (2.2.3)'den 

11;;~i+l (!) = sup v~. (!) ::; ı 
~. 

(2.2.4) 

oldugu bulunur. i = O, ı, ... , N- ı keyfi sabitlenmiş oldugundan, (2.2.4) eşitsizligi 

keyfi i= O, ı, ... , N- ı için dogrudur. O zaman (2.2.4) ve önerme 1.2.6'dan 

N-ı 

v;(f) = 2: 11;;~i+l (!) ::; N 
k=O 

oldugunu elde ederiz. 

Teorem ispatlandı. 

Böylece, mutlak sürekli fonksiyonların tam degişiminin sonlu oldugunu gördük. 

Şimdi verilen aralıkta sürekli olan, ancak mutlak sürekli olmayan fonksiyenlara bir 

örnek verelim. Bunun için örnek 1.2.ı'deki fonksiyonu kullanacagız. 

Örnek 2.2.1. x E [O, ı] için 

{ 

X· COS E. 
f(x) = x 

o 
X E (0, ı], 

x=O 
(2.2.5) 
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olsun. f(-) : [0, ı] ---7 R fonksiyonunu ele alalim. Açıktır ki, (2.2.5) ile tanımlanan 

f(-) : [0, ı] ---+ R fonksiyonu [0, ı] aralıgında süreklidir. Örnek 1.2.ı'de (2.2.5) ile 

tanımlanan f ( ·) : [0, ı] ---+ R fonksiyonunun [0, ı] aralıgındaki tam degi§iminin sonlu 

olmadıgını gördük. O zaman, teorem 2.2.ı'e göre bu fonksiyon mutlak sürekli ola-

maz. 

Teorem 2.2.ı'den a§agıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.2.1. f(·) : [a, b] ---7 R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli 

fonksiyon olsun. O zaman hemen hemen x E [a, b] için d~~) türevi var ve x ---7 dfj;) 

fonksiyonu [a, b] aralıgında integrallenebilirdir. 

Kanıt. f(-) : [a, b] ---7 R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli oldugundan, 

teorem 2.2.ı'e göre f(·) fonksiyonunun [a, b] aralıgındaki tam degi§imi sonludur. O 

zaman sonuç 1.2.3'e göre hemen hemen her x E [a, b] için clfj;) türevi vardır ve 

x ---7 d1:) fonksiyonu [a, b] aralıgında integrallenebilirdir. 

Teorem 2.2.2. f(-) : [a, b] ---7 R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli, 

hemen hemen her x E [a, b] için d1:) = O olsun. O zaman f(-) fonksiyonu [a, b] 

aralıgında sabit fonksiyondur. 

Kanıt. tt(A) ile A kümesinin Lebesgue ölçümünü, tt+(A) ile A kümesinin dı§ 

ölçümününü gösterecegiz. 

E= {x E (a,b): dfd~) =O} olsun. c> O alalım ve sabitleyelim. x E E oldugunu 

varsayalım. O zaman dfj;) =O oldugundan, keyfi h E (0, h(x)) için 

ı f(x +h) - f(x) ı 
h <E: (2.2.6) 

olacak biçimde h(x) > O sayısı bulunabilir. Keyfi o- > O sayısı alalım. Keyfi x E E 

için h(x) > O sayısı yeterli küçük seçilebildiginden, genelligi bozmadan, keyfi x E E 

için h(x) < o- oldugunu varsayabiliriz. Bu durunda, [x, x + h(x)], x E E, aralıkları 

E kümesini Vitali anlamında örter. Keyfi ö > O sayısı alalım ve sabitleyelim. O 

zaman teorem 1.1.3'e göre, ö > O sayısı için, [x, x + h(x)], x E E, aralıklarından 
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sonlu sayıda ve iki§er kesi§meyen 

(2.2.7) 

aralıkları seçilebilir öyle ki, 

n 

J..L+(E \ U [xi, Xi +hi]) < ı5 (2.2.8) 
i=: ı 

olur. Burada i = ı, 2, ... ,n için hi = h(xi) > O sayıları (2.2.6)'da x = Xi noktaları 

için tanımlanmı§ sayılardır. 

Hemen hemen her x E [a, b] için d~~) = O oldugundan, J..L(E) = b- a olur, yani 
n 

E kümesi ölçülebilir kümedir ve ölçümü b- a'dır. Bu durumda, E\ U [xi, Xi +hi] 
i== ı 

kümesi de ölçülebilir küme olur ve (2.2.8) e§itsizligi 

n 

J..L(E \ U [xi, xi +hi]) < ı5 (2.2.9) 
i== ı 

gibi yazılabilir. J..L(E) =b- a oldugundan, (2.2.7) ve (2.2.9)'dan 

n n 

b- a = J..L(E) :S J..L((E \U [xi, Xi +hi]) U (U [xi, Xi +hi] )) = 
i== ı i== ı 

n n n n 
= J..L((E \U di) U (U di)) :::;; J..L(E \U di)+ J..L(U di) < 

i== ı i== ı i== ı 

n 

< ı5+J..L(U di) 
i=: ı 

bulunur. Buradan ise 

n 

b - a - J..L( U di ) < ı5 (2.2.10) 
i=: ı 

oldugunu elde ederiz. 

Genelligi bozmadan, keyfi i= ı, 2, ... ,n- ı için Xi < Xi+I oldugunu varsayalım. 

dı = [xı, Xı +hı], d2 = [x2, X2 + h2], ... dn = [xn, Xn + hn] aralıklarının keyfi iki§er 

kesi§imleri bo§ oldugundan, [a, xı), (xı +hı, x2), ... (xn-ı + hn-ı, Xn), (xn + hn, b] 
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n 

aralıklarının da keyfi ikişer kesişimieri boştur. O zaman [a, b]\ U [xi, Xi +hi] kümesi, 
i=1 

[a,x1), (x1 + h1,x2), ... (xn-1 + hn-1,xn), (xn + hn,b] aralıklarının bileşimi olur, 

yani 

n n-1 

[a, b]\ U [xi, Xi +hi] = [a, x1) U (U (xi +hi, Xi+1) ) U(xn + hn, b] (2.2.11) 
i=1 i=1 

olur. Keyfi i = ı, 2, ... ,n için [xi, Xi +hi] C [a, b] oldugundan, (2.2.ıO) ve (2.2.11)'den 

n-1 

JL([a, x1) U (U (xi +hi, Xi+l) ) U (xn + hn, b] ) = 
i=1 

n n 

= JL([a, b] \ U [xi, Xi +hi]) = JL([a, b]) - JL( U [xi, xi +hi]) = (2.2.ı2) 
i=1 i=1 

n 

=b-a-JL(U [xi,xi+hi]) <b 
i=1 

oldugunu elde ederiz. 

Hatırlatalım ki, c > O sayısı keyfı sabitlenmiş sayıdır ve bu sayı için (2.2.6) 

eşitsizligi saglanır. b > O sayısı ise keyfi seçilmiş bir sayıdır. Şimdi b > O sayısının 

seçimini kesinleştirelim. 

!(·) : [a, b] -t R fonksiyonu [a, b] araligında mutlak sürekli fonksiyon, [a, xı), 

(xı +hı, x2), ... (xn-ı + hn-ı, Xn), (xn + hn, b] aralıklarının keyfi ikişer kesişimi boş 

oldugundan, c> O için, b= b(c) olarak, [a, xı), (xı +hı, x2), ... (xn-ı + hn-ı, Xn), 

(xn + hn, b] aralıkları (2.2.ı2) eşitsizligini saglarken, 

n-ı 

ı f(xı) - f(a) ı + L ı f(xi+l) - f(xi +hi) ı + ı f(b) - f(xn + hn) ı< c (2.2.ı3) 
i= ı 

olacak biçimde seçelim. 

hi = h(xi)'lerin, (i= ı, 2, ... ,n), seçiminden, (2.2.6)'dan, keyfi i= ı, 2, ... ,n için 

oldugu bulunur. (2.2.7)'den, keyfi i= ı, 2, ... ,n için JL(di) =hi oldugundan, buradan 

n n 

L ı f(xi+l)- f(xi) ı< c· L JL(di) (2.2.ı4) 
i= ı i= ı 
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n 

olur. Keyfi i = 1, 2, ... ,n için di c [a, b] oldugundan, U di C [a, b] olur. di 
i==l 

aralıklarının keyfi iki§er kesi§imi bo§ oldugundan, 

n n 

L J-t( di) = J-t( U di ) :S J-t([a, b]) = b - a 
i==l i==l 

bulunur. O halde, buradan ve (2.2.14)'den 

n 

L 1 f(xi+ı) - f(xi) 1< c· (b- a) 
i==l 

oldugunu elde ederiz. O zaman (2.2.13) ve (2.2.15)'den 

n-ı 

1 f(b) - f(a) 1 = 1 [f(xı)- f(a) + L [f(xi+I) - f(xi +hi)]+ 
i==l 

n 

+ f(b) - f(xn + hn)] + L [f(xi+l +hi) - f(xi)]I:S 
i==l 

n-1 

:S [1 f(xı) - f(a) 1 + L 1 f(xi+ı)- f(xi +hi) 1 + 
i==l 

n 

+ 1 f(b)- f(xn + hn) IJ + L 1 f(xi+I +hi)- f(xi) I:S 
i==l 

::; c+ c· (b- a) =c· (1 +b- a) 

(2.2.15) 

(2.2.16) 

bulunur. c > O keyfi sabitlenmi§ pozitif sayı oldugundan, (2.2.16)'dan 1 f(b) -

f(a) 1= O ve f(b) = f(a) elde ederiz. 

Şimdi keyfi x E (a, b] alırsak ve yaptıgımız ispatı [a, x] aralıgı için tekrarlarsak, 

f(x) = f(a) buluruz. Buradan keyfi x E [a, b] için f(x) = f(a) oldugunu elde ederiz, 

yani f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında sabit fonksiyondur. 

Teorem ispatlandı. 

Sonuç 2.2.2. f(·) : [a, b] -+ R ve g(·) : [a, b] -+ R fonksiyonları [a, b] aralıgında 

mutlak sürekli fonksiyonlar, hemen hemen her x E [a, b] için dfd~) = d~~) olsun. O 

zaman f(·) ve g(·) fonksiyonlarının farkı sabittir. 

Kanıt. Hemen hemen her x E [a, b] için dfj;) = d~~) oldugundan, hemen hemen 

her x E [a, b] için d(f(x1:g(x)) = O olur. O zaman, teorem 2.2.2'den, f(-) - g(·) 

fonksiyonu sabit fonksiyondur. 
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2.3. Sürekli ve mutlak sürekli fonksiyonların ili§kisi 

Biliyoruz ki, f(-) : [a, b] ---+ R sürekli fonksiyon, A c [a, b] kapalı küme ise, f(A) = 

{f(x) : x E A} kümesi, yani A kümesinin f(-) fonksiyonu altındaki görüntüsü kapalı 

kümedir. 

Şimdi Fu-türü kümelerin tanımını verelim. Eger E kümesi sayılabilir sayıda 

kapalı Ak, k = ı, 2, ... , kümelerinin bileşimi gibi verilebilirse, yani Ak, k = ı, 2, ... , 
+oo 

kümeleri kapalı olmak üzere E = U Ak ise, E kümesine Fu-türü küme denir. 
k= ı 

Açıktır ki, eger f(·) : [a, b] ---+ R sürekli fonksiyon, E C [a, b] kümesi Fu-türü küme 

ise, f(E) = {f(x) : x E E} kümesi de Fu-türü kümedir. 

E C [a, b] kümesi ölçülebilir küme olsun. O zaman f(-) : [a, b] ---+ R sürekli 

fonksiyon olmak üzere ölçülebilir E C [a, b] kümesinin f(E) = {f(x) : x E 

E} görüntüsü ölçülebilir olur mu? Bu bölümde, bu problemin araştırılması ile 

ugraşacagız. 

f(-) : [a, b] ---+ R fonksiyonu için N-özelligin tanımını sunalım. Bu bölümde de, 

E C [a, b] için p,(E) ile E kümesinin Lebesgue ölçümünü gösterecegiz. 

Tanım 2.3.1. f(·) : [a, b] ---+ R olsun. Eger p,(U) = O olacak keyfi U C [a, b] 

kümesi için 

p,(f(U)) =O 

ise, f (-) : [ a, b] ---+ R fonksiyonuna N -özellikli fonksiyon denir. 

Bir başka deyişle, ölçümü sıfır olan keyfi kümenin N-özellikli fonksiyon altındaki 

görüntüsünün de ölçümü sıfırdır. 

Teorem 2.3.1. f(-) : [a, b] ---+ R sürekli fonksiyon olsun. O zaman keyfi 

ölçülebilir E C [a, b] kümesinin f(-) fonksiyonu altındaki f(E) = {f(x) : x E E} 

görüntüsünün ölçülebilir olması için gerek ve yeter koşul, f(-) : [a, b] ---+ R fonksiy­

onunun N -özellikli olmasıdır. 

Kanıt. E C [a, b] kümesinin ölçülebilir ve f(-) : [a, b] ---+ R fonksiyonunun N-
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özelligine sahip oldugunu varsayalım. Eger J-t(E) = O ise, o zaman f(-) fonksiyonu 

N -özellikli fonksiyon oldugundan, J-t(f (E)) = O ve dolayısıyla f (E) kümesi ölçülebilir 

küme olur. 

Şimdi J-t(E) > O oldugunu varsayalım. A kümesi Fa-türü ve J-t(U) = O olmak 

üzere 

E=AU u (2.3.ı) 

gibi gösterilebilecegini kanıtlayalım. 

E c [a, b] kümesi ölçülebilir küme, J-t(E) > O oldugundan, teorem 1.1.2'den, keyfi 

n > O dogal sayısı için, 
ı 

J-t(E) - - < J-t(An) < J-t(E) 
n 

(2.3.2) 

+cxı 

olacak biçimde An C E kapalı kümesi bulunabilir. Şimdi A = U An, U= E\ A 
n= ı 

olsun. Keyfi n= ı, 2, ... için An C E, An kümeleri kapalı küme oldugundan dolayı, 

A kümesi Fa-türü kümedir ve A C E olur. U = E \ A oldugundan, AU U = 0. 

Şimdi 

J-t(U) =O (2.3.3) 

oldugunu gösterelim. 

A C E oldugundan, J-t(A) :::; J-t(E)'dır. Öte yandan, keyfi n= ı, 2, ... için An CA 

oldugundan, J-t(An) :::; J-t(A) olur. Buradan ve (2.3.2) 'den 

ı 
J-t(E)- - < J-t(An) :S J-t(A) :S J-t(E) 

n 

oldugunu elde ederiz. Yani keyfi n= ı, 2, ... için 

ı 
J-t(E) - - < J-t(A) :::; J-t(E) 

n 
(2.3.4) 

oldugu bulunur. (2.3.4) eşitsizligi keyfi n= ı, 2, ... için saglandıgından, J-t(A) = J-t(E) 

olur. A c E oldugundan, J-t(U) = J-t(E \ A) = J-t(E) - J-t(A) = O olur, yani (2.3.3) 

dogrudur. 

A c E, U = E\ A oldugundan, E = AU U olur. A kümesi Fa-türü küme ve 

J-t(U) =O oldugundan, (2.3.l)'in dogrulugunu elde ederiz. Bu durumda (2.3.l)'den, 

f(E) = f(A) U f(U) (2.3.5) 
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oldugu bulunur. 

J-L(U) =O, f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonu N-özellikli oldugundan, J-L(f(U)) = O'dır, 

yani f(U) kümesinin ölçümü sıfırdır, başka bir deyişle f(U) kümesi ölçülebilirdir. 

A C E C [a, b] kümesi Fa-türü küme, f(·) : [a, b] --+ R sürekli fonksiyon 

oldugundan, A kümesinin f(-) fonksiyonu altındaki f(A) görüntüsü de Fa-türü 

kümedir. Fa-türü kümeler ölçülebilir oldugundan, f(A) kümesinin ölçülebilirligini 

elde ederiz. (2.3.5)'ten, f(E) kümesi ölçülebilir f(A) ve f(U) kümelerinin bileşimi 

olur. Bu durumda f(E) kümesi de ölçülebilir küme olur. 

Şimdi, keyfi ölçülebilir E C [a, b] kümesinin, f(-) fonksiyonu altındaki f(E) = 

{f(x) : x E E} görüntüsünün de ölçülebilir oldugunu varsayalım. f(-) : [a, b] --+ R 

fonksiyonunun N-özellikli oldugunu gösterelim. 

Aksini varsayalım. Varsayımımızın tersine, J-L(U0 ) = O, J-L(f(Uo)) > O olacak 

biçimde bir U0 C [a, b] kümesinin oldugunu kabul edelim. 

Teorem l.l.l'den, ölçümü pozitif olan keyfi kümenin, ölçülebilir olmayan alt 

kümesi vardır. O zaman, J-L(f(U0 )) > O oldugundan, B C f(Uo) olacak biçimde 

ölçülebilir olmayan B kümesi vardır. Eger f(U0 ) kümesi ölçülebilir degilse, o zaman 

B= f(Uo) alırız. 

A = {x E Uo: f(x) E B} 

olsun. Açıktır ki, 

A c Uo, J-L(Uo) =O 

oldugundan dolayı 

J-L(A) =O 

olur. 

Şimdi f(A) = B oldugunu gösterelim. f(A) C B oldugu açıktır. B C f(A) 

oldugunu görelim. KeyfiyE B alalım. B C f(U0 ) oldugundan, yE f(Uo) olur. Bu 

durumda, y = f(x) olacak biçimde x E U0 vardır. y E B için x E Uo olmak üzere 

f(x) = y oldugundan, x E A oldugunu elde ederiz. x E A, f(x) = y oldugundan, 

y E f(A) olur. y E B keyfi eleman oldugundan, B C f(A) bulunur. Böylece, 

f(A) =B oldugunu gördük. 
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,u(A) =O oldugundan, A kümesi ölçülebilirdir. O zaman ko§ulumuza göre, f(A) 

kümesi de ölçülebilir kümedir. B= f(A) oldugundan, B kümesi de ölçülebilir küme 

olur. Bu ise B kümesinin ölçülebilir olmaması ile çeli§ir. O zaman varsayımız dogru 

degil, yani f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonuN-özelligine sahiptir. 

Teorem ispatlandı. 

Sıradaki teoremde, mutlak sürekli fonksiyonların N-özelligine sahip olduklarını 

gösterecegiz. 

Teorem 2.3.2. J(-) : [a, b] --+ R mutlak sürekli fonksiyon olsun. O zaman!(·) 

fonksiyonu N- özelligine sahiptir. 

Kanıt. ,u( E) =O olacak keyfi E c [a, b] kümesi alalım. 

,u(f(E)) =O. (2.3.6) 

oldugunu gösterelim. 

Önce a tt E, b tt E oldugunu varsayalım. Bu durumda E C (a, b) olur. c > O 

alalım ve sabitleyelim. f(·) : [a, b] --+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli 

oldugundan, teorem 2.1.4'e göre, c = 1 için, [a, b] aralıgının keyfi iki§er kesi§imleri 

bo§ olacak (aı, b1), (a2 , b2 ), .•. ,(an, bn) aralıkları için 

n 

2:(bk- ak) ~ ı5 (2.3.7) 
k=l 

iken 
n 

L (Mk- mk) ~c (2.3.8) 
k=l 

olacak biçimde ı5 > O sayısı vardır. Burada 

,u(E) = O oldugundan, ı5 > O için 

E c G, ,u(G) < ı5 
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olacak biçimde açık G c ( a, b) kümesi bulunur. G c ( a, b) açık küme oldugundan, 

G = U (Ci, di) olacak biçimde iki§er kesi§imleri bo§ olan (ci, di) açık aralıkları var. 
i 

O zaman, J-t( G) < 6 oldugundan, 

olur. E C G =U (ci, di) oldugundan, 
i 

f(E) C f(G) =U !((ci, di)) C U !([ci, di]) 
i i 

oldugunu elde ederiz. Buradan 

J-t+(J(E)) :::; L J-t(f([ci, di])) 
i 

oldugu bulunur. J-t+(J(E)), f(E) kümesinin dı§ ölçümüdür. 

olsun. O zaman 

olur ve bu durumda (2.3.10)'dan 

J-t+(J(E)) :::; L (Ri- ri) 
i 

e§itsizligini elde ederiz. 

(2.3.9) 

(2.3.10) 

(2.3.11) 

f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında mutlak sürekli oldugundan, (2.3.7), 

(2.3.8) ve (2.3.9)'dan 

oldugu bulunur. Buradan ve (2.3.11)'den 

(2.3.12) 

olur. c:> O keyfi sabitlenmi§ sayı oldugundan, (2.3.12)'den J-t+(J(E)) =O ve buradan 

J-t(f(E)) =O oldugunu elde ederiz. Böylece, a rf_ E, b rf_ E oldugu durumda, J-t(E) = 
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O olacak keyfi E C [a, b] kümesi için (2.3.6)'nın dogru oldugunu, yani M(f(E)) =O 

oldugunu gördük. 

Şimdi E C [a, b], M( E) = O olmak üzere E kümesinin a ve b noktalarından 

herhangi birini veya her ikisini içerdigini varsayalım. E* = E \ { a, b} olsun. O 

zaman M(E*) = O olur. E* C [a, b], M(E*) = O, a (j. E*, b (j. E* oldugundan, E* 

kümesi için (2.3.6) e§itliligi dogrudur, yani M(f(E*)) = O. Buradan ise 

M(f(E*) U {f(a), f(b)}) =O (2.3.13) 

oldugunu elde ederiz. 

E C (E* U { a, b}) oldugundan, f(E) C f(E*) U {f(a), f(b)}) olur. Buradan 

jj(f(E)) :S M(f(E*) U {f(a); f(b)}) 

oldugu bulunur. Bu durumda buradan ve (2.3.13)'ten jj(f(E)) = O oldugunu elde 

ederiz. Yani, E C [a, b], M( E) = O olmak üzere E kümesi a ve b noktalarından 

herhangi birini veya her ikisini içerdigi durumda da (2.3.6) saglanır, yani M(f(E)) = 

O olur. 

Böylece, M( E) = O olacak keyfi E c [a, b] kümesi için (2.3.6) saglanır, yanı 

jj(f(E)) = O olur. Bu ise f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonun N-özelligine sahip olması 

demektir. 

Teorem ispatlandı. 

Teorem 2.3.1 ve teorem 2.3.2'den, ölçülebilir kümenin, mutlak sürekli fonksiyon 

altındaki görüntüsünün de ölçülebilir oldugu sonucu elde edilir. 

Sonuç 2.3.1. f(-) : [a, b] -+ R mutlak sürekli fonksiyon olsun. O za-

man ölçülebilir E c [a, b] kümesinin f(·) fonksiyonu altındaki f(E) görüntüsü de 

ölçülebilir kümedir. 

Kanıt. f(-) : [a, b] -+ R mutlak sürekli fonksiyon oldugundan, teorem 2.3.2'ye 

göreN-özelligine sahiptir. O zaman teorem 2.3.1'e göre keyfi ölçülebilir E C [a, b] 

kümesinin f(·) fonksiyonu altındaki f(E) görüntüsü de ölçülebilir kümedir. 
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Mutlak sürekli fonksiyonun tam degişiminin sonlu ve bu fonksiyonun N-özelligine 

sahip oldugunu gördük. Bu iki özellik, yani fonksiyonun tam degişiminin sonlu ve 

N-özelligine sahip olması, mutlak sürekliligi karakterize eden özelliklerdir. 

Teorem 2.3.3. (S.Banach - M.A.Zaretsky) f(-) : [a, b] -+ R sürekli fonksiyon 

olsun. f ( ·) fonksiyonun [ a, b] aralıyındaki tam de§işiminin sonlu ve bu fonksiyonun 

N- özelligine sahip oldugunu varsayalım. O zaman f (-) fonksiyonu [ a, b] aralıyında 

mutlak süreklidir. 

Kanıt. Aksini varsayalım, yani f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonu [a, b] aralıgında 

mutlak sürekli fonksiyon olmasın. O zaman, teorem 2.1.4'den, 6i = ii (i= ı, 2, ... ) 

için, 

(2.3.ı4) 

iken 

n; 

L (M~i) - m~i)) >co (2.3.ı5) 
k=ı 

olacak biçimde co > O sayısı ve keyfi ikişer kesişimieri boş olacak (a~i), b~i)) c [a, b] 

(k = ı, 2, ... , ni) aralıkları bulunabilir. Burada 

n; 

E-- U (a(i) b(i)) 
ı- k ' k ' 

00 00 

A =n U Ei (2.3.ı6) 
k= ı n=ı i=n 

olsun. (2.3.ı4) ve (2.3.ı6)'dan, keyfi i= ı, 2, ... için J-L(Ei) ~ 6i = ~ olur. O zaman 

buradan 

00 00 ooı ı ı ı 
ll( u E-) < '""' lı.(E-) < '""' - = - . - = -
rv . ı - ~ rv ı - ~ 2i 2n ı _ !. 2n-ı 

ı=n ı=n ı=n 2 

(2.3.ı 7) 
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00 

oldugunu elde ederiz. (2.3.ı6)'dan, keyfi n= ı, 2, ... için A c U Ei olur. O halde, 
i=n 

buradan ve (2.3.ı 7)'den 
00 ı 

JL(A) :S JL( _U Ei) :S 2n-ı 
ı=n 

(2.3.ı8) 

oldugu bulunur. (2.3.ı8) eşitsizligi keyfi n = ı, 2, ... için saglandıgından, JL(A) = O 

olur. 

Şimdi y -+ Lki) (y) : R -+ R fonksiyonunu tanımlayalım. E ger y E R için f ( x) = y 

olacak biçimde hiç olmazsa bir x E (aki\ bki)) varsa, Lki)(y) =ı, aksi durumda ise, 

yani ( aki), b ki)) aralıgında f ( x) = y olacak biçimde hiçbir x yoksa, Lki) (y) = O olsun. 

KeyfiyE (mki),M~i)) için Lki)(y) =ı ve y ~ [mki),Mki)] için Lki)(y) =O oldugu 

açıktır. E ger 

M= max {f(x) : x E [a, b]}, m= min {f(x) : x E [a, b]}. 

dersek, o zaman 

(2.3.ı9) 

olur. 
n; 

Ni(Y) = LLki) (y) (2.3.20) 
k=ı 

olsun. Açıktır ki, y -+ Ni(Y) fonksiyonu ölçülebilir fonksiyondur, keyfi y E R için 

Ni (y) dogal sayıdır ve O ::; Ni (y) ::; ni. Ayrıca, keyfi y E R için Ni (y), f ( x) = y 

denkleminin x çözümlerinin bulundugu (aki), bki)) aralıklarının sayısıdır. 

Şimdi y-+ N(y) ile f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonun Banach indikatrisini gösterelim. 

Yani keyfi y E R için N(y), [a, b] aralıgında f(x) = y denklemini saglayan x'lerin 

sayısıdır. O zaman, açıktır ki, keyfi i = ı, 2, ... ve y E R için 

(2.3.2ı) 

olur. 

(2.3.ı9) ve (2.3.20)'den, keyfi i= ı, 2, ... için 
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oldugunu elde ederiz. Bu durumda, (2.3.ı5) ve (2.3.22)'den 

oldugu bulunur. 

Şimdi, hemen hemen her yE [m, M] için 

.lim Ni(Y) =O 
ı-t+oo 

oldugunu gösterelim. 

B= {yE [m, M]: limsupNi(Y) > 0}, 
i-t+oo 

C= {yE [m, M]: N(y) = +oo} 

(2.3.23) 

(2.3.24) 

(2.3.25) 

(2.3.26) 

olsun. f(-) : [a, b] -+ R fonksiyonunun [a, b] aralıgındaki tam degi§imi sorrlu 

oldugundan, sonuç 1.5.ı'e göre, N(·) : [m,M] -+ RU {+oo} fonksiyonu [m,M] 

aralıgında integrallenebilirdir ve LM N(y)dy integrali sonludur. O zaman J.L(C) =O 

olur. Aksi durumda, yani J.L(C) >O oldugu durumda, keyfiyE [m, M] için N(y) ?:': ı 

oldugundan, JmM N(y)dy = +oo olurdu. Bu ise olamaz, yani J.L(C) =O. Şimdi 

(B\ C) c j(A) (2.3.27) 

oldugunu gösterelim. Burada B kümesi (2.3.25), C kümesi (2.3.26), A kümesi 

(2.3.ı6) ile tanımlanan kümelerdir. 

Yo E B \ C alalım. O zaman Yo E B, Yo tJ. C olur. Buradan 

limsupNi(Yo) >O, N(yo) < +oo (2.3.28) 
i-t+oo 

oldugunu elde ederiz. Keyfi i= ı, 2, ... için Ni(Yo)'ın degeri pozitiftamsayı veya sıfır 

oldugundan, (2.3.28)'den, {Ni(Yo)}~ı dizisinin 

(2.3.29) 

olacak biçimde { Nir (y0)}~ı alt dizisi bulunur. Yine de keyfi r = ı, 2, ... için 

Nir (y0 )'ın degeri pozitif tamsayı veya sıfır oldugundan, (2.3.29)'dan, keyfi r ?:': r* 
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için 

(2.3.30) 

olacak biçimde r * > O sayısı bulunabilir. O zaman (2.3.30) 'dan ve Nir (y0 ) 'ın 

tanımından, keyfi r ~ r* için, f(x) = Yo denkleminin (akir), bkir)), k = ı, 2, ... , nir 

aralıklarında en az bir çözümünün oldugunu elde ederiz. O halde Eir = 
n ir 

U (akir), bkir)) oldugundan, keyfi r ~ r* için, f(xd = y0 olacak biçimde en az 
k=ı 

bir Xir E Eir bulunur. Öte yandan, (2.3.28)'den, N(y0 ) < +oo oldugundan, [a, b] 

aralıgında, f(x) = y0 denklemini saglayacak x'ler sonlu sayıdadır. O halde {xir}~r. 

dizisinin en az bir elemanı sonsuz kere tekrarlanır. Sonsuz tekrarlanan elemanlardan 

birini alalım ve bu elemanı x* ile gösterelim. Yani x* elemanı { xiJ~r. dizisinde 

sonsuz kere tekrarlanır. O zaman, f(x*) = y0 olmak üzere, keyfi r > r* için 

00 

olacak biçimde rı > r bulunur. Buradan, keyfi n= ı, 2, ... için x* E U Ei oldugunu 
i=n 

00 00 

elde ederiz. Bu durumda X* E n u Ei= A olur. Yo = f(x*) oldugundan dolayı, 
n=ı i=n 

Yo E f(A) oldugunu elde ederiz. 

Böylece, (2.3.27) içermesinin dogru oldugunu gördük. 

JL(A) =O, f(-): [a, b]-+ R fonksiyonuN-özelligine sahip oldugundan, JLU(A)) = 

O olur. O zaman, (2.3.27) 'den 

JL(B \C) :::; JL(f(A)) =O (2.3.3ı) 

oldugunu elde ederiz. 

Açıktır ki B c (B\ C) U C. O zaman JL(B) :S JL((B\ C) U C) :S tL( B\ C)+ tL( C) 

oldugu bulunur. JL(C) =O oldugundan, buradan ve (2.3.3ı)'den JL(B) =O oldugunu 

elde ederiz. KeyfiyE [m, M] ve i= ı, 2, ... için Ni(Y) ~ O oldugundan, B kümesinin 

tanımından, hemen hemen her yE [m, M] için )im Ni(Y) =O oldugunu elde ederiz, 
ı--t+oo 

yani (2.3.24) dogrudur. 
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(2.3.2ı)'e göre, keyfi y E [m, M] ve i = ı, 2, ... için O :S Ni(Y) :S N(y) oldugunu 

biliyoruz. Burada N(·) : [m, M] --+ R U { +oo} fonksiyonu, tam degi§imi sonlu olan 

sürekli f(-) : [a, b] --+ R fonksiyonun Banach indikatrisidir. Bu durumda, sonuç 

1.5.ı'e göre, N(·) fonksiyonunun [m, M] aralıgındaki integrali sonludur. O zaman 

buradan, (2.3.2ı), (2.3.24) ve teorem 1.1.6'dan, 

_lim {M Ni(y)dy =O 
ı-++oolm 

oldugunu elde ederiz. O halde co > O için, keyfi i > i* için 

1M co 
Ni(y)dy <-

m 2 

olacak biçimde i* sayısı bulunabilir. (2.3.23) ve (2.3.32) çeli§ir. 

(2.3.32) 

O zaman 

varsayımımız dogru degildir ve f(·) : [a, b] --+ R fonksiyonu mutlak süreklidir. 

Teorem ispatlandı. 

Bazı bile§ke fonksiyonların mu tl ak süreklilik özelligini böl üm 2. ı' de ineeledik 

Şimdi, iki mutlak sürekli fonksiyonun bile§ke fonksiyonunun da mutlak sürekliligini 

karakterize edecek ba§ka bır teorem sunalım. 

Teorem 2.3.4. (G.M.Fikhtengolts) f(-) : [a, b] --+ [c, d], g(·) : [c, d] --+ R mutlak 

1ürekli fonksiyonlar olsun. O zaman g(f(·)) : [a, b] --+ R bileşke fonksiyonunun 
ı 

frıutlak sürekli olması için gerek ve yeter koşul, g(f(·)) : [a, b] --+ R fonksiyonunun 

~am degişiminin sonlu olmasıdır. 
ı 

Kanıt. Eger g(f(·)) : [a, b] --+ R fonksiyonu mutlak sürekli ise, o zaman teorem 

2.2.ı'e göre bu fonksiyonun tam degi§imi sonludur. 

Şimdi, g(f(·)) : [a, b] --+ R fonksiyonunun tam degi§iminin sonlu oldugunu 

varsayalım. p,(E) = O olacak biçimde keyfi E C [a, b] kümesi alalım. f(-) : [a, b] --+ 

[c, d] mutlak sürekli fonksiyon oldugundan, teorem 2.3.2'ye göre bu fonksiyon N­

özelligine sahiptir. O zaman f(E) C [c, d] ve p,(f(E)) =O olur. 

g(·) : [c, d] --+ R mutlak sürekli fonksiyon oldugundan, teorem 2.3.2'ye göre bu 

fonksiyon N-özelligine sahiptir. O zaman f(E) c [c, d] ve p,(f(E)) =O oldugundan, 
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Jl>(g(f(E))) =O olur. 

Böylece, keyfi E c [a, b] kümesi için Jl>(E) = O iken, Jl>(g(f(E))) = O oldugunu 

gördük, yani g(f(·)) : [a, b]--+ R fonksiyonuN-özelligine sahiptir. 

f(-) : [a, b] --+ [c, d], g(·) : [c, d] --+ R mutlak sürekli fonksiyonlar oldugundan, 

bu fonksiyonlar uygun olarak [a, b] ve [c, d] aralıklarında sürekli fonksiyonlardır. O 

zaman g(f(·)): [a, b]--+ R bileşke fonksiyonu [a, b] aralıgında sürekli fonksiyondur. 

Ek olarak g(f(·)) : [a, b]--+ R bileşke fonksiyonunun [a, b] araligında tam degişimi 

sorrlu oldugundan, teorem 2.3.3'ten g(f(·)): [a,b]-+ R bileşke fonksiyonunun [a,b] 

araligında mutlak sürekli oldugunu elde ederiz. 

Teorem ispatlandı. 

2.4. Tam degİ§İmi sonlu ve mutlak sürekli 

küme degerli dönÜ§Ümler 

n boyutlu Euclidean uzayını Rn olarak gösterelim. x = (xı, x2 , ... , Xn) E Rn ve 

y = (yı, y,, ... , Yn) E If' için ll x ll= ~ t.xf ile x vektörünün normunu, < x, y >= 
n 

:~:::>iYi ile x ve y vektörlerinin iç çarpımını gösterelim. Açıktır ki keyfi x E Rn için 
i= ı 
ll X ll= J< X,X >. 

B= {x E Rn :ll x 11::; 1} 

olsun. 

comp (Rn) ile Rn uzayının tüm boş olmayan kompakt alt kümelerinin 

oluşturdugu uzayı gösterelim. E c Rn, D C Rn kompakt kümeler, yani E E 

comp ( Rn), D E comp ( Rn) olmak üzere, E ve D kümeleri arasındaki uzaklıgı 

a(E, D)= max{ max d(y, E), max d(x, D)} 
yED xED 
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olarak tanımlayalım. Burada d (y, D)= min ll y- x ll, yani y noktası ile D kümesi 
xED 

arasındaki uzaklıktır. 

Eğer E E comp (Rn), D E comp (Rn) için a(E, D) = r* ise, 

olacağı açıktır (bkz. [10], [1 7], [18]). 

Eğer E = { x }, D = {y }, ise, yani E ve D tek elemanlı kümeler ise, o zaman 

kolayca gösterilebilir ki, a(E, D) =ll x- y ll . 
a(E, D)'ye E ve D kümeleri arasındaki Hausdorff uzaklığı denir ve 

(comp Rn, a(·,·)) metrik uzaydır (bkz. [10], [17], [18]). a(·,·) metrik olduğundan, 

keyfi E E comp (Rn), D E comp (Rn) ve FE comp (Rn) için 

a(E, D):::; a(E, F) + a(F, D) 

olur. 

[a, b] C R olsun. Her x E [a, b]'ye bir F(x) C Rn kümesini karsılık getiren 

x---+ F(x), x E [a, b], dönüşümüne, küme değerli dönüşüm denir. 

Örneğin, f;, E Rn sabitlenmiş bir vektör olmak üzere, keyfi x E [a, b] için F*(x) = 

{fE Rn :ll f- f* 11:::; x2
} olarak tanımlarsak, F*(·): [a, b]---+ comp (Rn) dönüşümü, 

bir küme değerli dönüşümdür. 

Şimdi, F(·): [a,b]---+ comp (Rn) küme değerli dönüşümün x* E [a,b) noktasında 

sağdan sürekliliginin tanımını verelim. 

Tanım 2.4.1. Keyfi E> O için O:::; x-x* :::; b(c) iken 

olacak biçimde b( c) > O varsa, F(·) : [a, b] ---+ comp (Rn) küme de!Jerli dönüşümü 

x* E [a, b) noktasında sagdan süreklidir denir. 

Şimdi, F(·) : [a, b] ---+. comp (Rn) küme değerli dönüşümün x* E (a, b] noktasında 

soldan sürekliliginin tanımını verelim. 
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Tanım 2.4.2. Keyfi c >O için -ö(c) :S x-x* :S O iken 

olacak biçimde ö(c) > O varsa, F(·) : [a, b] --+ comp (Rn) küme degerli dönüşümü 

x* E ( a, b] noktasında soldan süreklidir denir. 

F(·) : [a, b] --+ comp (Rn) küme degerli dönüşümün x* E (a, b) noktasında 

sürekliliginin tanımını verelim. 

Tanım 2.4.3. Keyfi c> O için 1 x-x* I:S ö(c) iken 

olacak biçimde ö(c) > O varsa, F(·) : [a, b] --+ comp (Rn) küme degerli dönüşümü 

x* E ( a, b) noktasında süreklidir denir. 

Açıktır ki, F(·) : [a, b] --+ comp (Rn) küme degerli dönüşümü x* E (a, b) nok­

tasında sürekli ise, bu küme degerli dönüşüm x* E ( a, b) noktasında sagdan ve soldan 

süreklidir. Tersine, F(·) : [a, b] --+ comp (Rn) küme degerli dönüşümü x* E (a, b) 

noktasında sagdan ve soldan sürekli ise, bu küme degerli dönüşüm x* E ( a, b) nok­

tasında süreklidir. 

Tanım 2.4.4. E C Rn ve F(·) : E --+ comp (Rn) olsun. Eger keyfi x E E 

noktasında F(·) kümedegerli dönüşümü sürekli ise, F(·) : E --+ comp (Rn) küme 

degerli dönüşümü E kümesinde süreklidir denir. 

Küme degerli dünüşümün tam degişimi tanımını verelim. 

F(·) : [a, b] --+ comp (Rn) olsun. [a, b] aralıgının 6. = { a = Xo < x1 < ... < Xm = 

b} bölüntüsünü alalım. 

m-l 

v~(F) = L a(F(xk+I), F(xk)) 
k=O 

olsun. 
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Tanım 2.4.5. VLl(F) 'in [a, b] aralıgının tüm mümkün bölüntüleri üzere supre­

mumuna, F(·) küme degerli dönüşümünün [a, b] aralıgındaki tam degişimi denir ve 

v; ( F) ile gösterilir. Yani 

v:(F) = supVLl(F). 
Ll 

Eger v:(F) < +cx::ı ise, F(·) : [a, b] ---+ comp (Rn) küme degerli dönüşümüne, 

tam degişimi sonlu olan küme degerli dönüşüm denir. 

Şimdi Lipschitz ko§ulunu saglayan küme degerli dönü§ümün tam degi§iminin 

sonlu oldugunu gösterelim. 

Tanım 2.4.6. F(·) : [a, b] ---+ comp (Rn) olsun. Keyfi x E [a, b], yE [a, b] için 

a(F(x), F(y)) :::; Lı x- Y ı 

olacak biçimde L ~ O sayısı varsa, F(·) küme degerli dönüşümü [a, b] aralıgında L 

sabiti ile Lipschitz koşulunu saglıyor denir. 

Önerme 2.4.1. F(·) : [a, b] ---+ comp (Rn) küme degerli dönüşümü, L sabiti 

ile Lipschitz koşulunu saglasın. O zaman F(·) küme degerli dönüşümünün [a, b] 

aralıgında tam degişimi sonludur. 

Kanıt. [a, b] aralıgının keyfi ~ = { a = x 0 < x1 < ... < Xm = b} bölüntüsünü 

alalım. O zaman k = O, ı, ... , m- ı için a(F(xk+1), F(xk)) :::; L(xk+l - xk) olur. 

Buradan 

n-1 n-1 

VLl(F) = La(F(xk+1), F(xk)) :::; LL(xk+l- xk) = L(b- a) 
k=O k=O 

oldugunu elde ederiz. Son e§itsizlikten ise 

v;(F) = supVLl(F) :::; L(b- a) < +cx::ı 
Ll 

oldugu bulunur. 

Her sürekli küme degerli dönü§ümün tam degi§imi sonlu olmayabilir. Bunu bir 

örnekle gösterelim. 
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Örnek 2.4.1. F(·) : [O, ı] -+ comp (R) küme degerli dönü§ümü, keyfi x E [a, b] 

için F(x) = {f(x)}, 

j (X) = { X COS :; X E ( 0, ı) 
O x=O 

gibi olsun, yani her x E [0, ı] için, F(x) kümesi tek elemanlıdır. Örnek 1.2.ı'den, 

F(·) küme degerli dönü§ümünün keyfi x E (0, ı) noktasında sürekli, x = ı nok­

tasında soldan sürekli, x = O noktasında sagdan sürekli oldugu bulunur. Yine, 

örnek 1.2.ı'den, F(·) küme degerli dönÜ§Ümünün [0, ı] aralıgındaki tam degi§iminin 

sonlu olmadıgı bulunur. 

Önerme 2.4.2. F(-) : [a, b] -+ comp (Rn) küme degerli dönüşümünün tam 

degişimi sonlu olsun. O zaman keyfi x E [a, b] için F(x) C B(O, r) olacak biçimde 

r > O sayısı vardır. 

Kanıt. v;(F) = m olsun. Keyfi x E (a, b] alalım ve sabitleyelim. Şimdi [a, b] 

aralıgının ,6. = { a < x :S b} bölüntüsünü alalım. O zaman 

VA(F) = a(F(x), F(a)) + a(F(b), F(x)) :S supVA(F) = v;(F) =m 
A 

olur. Yani keyfi x E (a, b] için 

a(F(x), F(a)) + a(F(b), F(x)) :S m. 

Buradan, keyfi x E (a, b] için a(F(x), F(a)) :S m ve F(x) c F(a) +mB oldugu 

elde edilir. F(a) E comp (Rn) oldugundan, F(a) C r*B = B(O, r*) olacak biçimde 

r* >O vardır. r = r* +m dersek, buradan keyfi x E [a, b] için F(x) C mB+ r*B = 

(m+ r*)B = rB = B(O, r) oldugu bulunur. Önerme ispatlandı. 

Önerme 2.4.3. F(·) : [a, b] -+ comp (Rn), a <c< b olsun. O zaman 
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Kanıt. [a,c] aralıgının ~ı= {a = Yo <Yı< ... < Ym =c}, [c,b] aralıgının 

~2 = {c = z0 < zı < ... < Z8 = b} bölüntülerini alalım ve 

m-ı s-ı 

Vlı (F) = L a(F(Yk+ı), F(yk)), Vl
2
(F) = L_a(F(zk+ı), F(zk)) 

k=O k=O 

toplamlarını olu§turalım. [a, b] aralıgının ~* = { a = y0 < Yı < ... < Ym < zı < ... < 

Zs = b} bölüntüsünü alalım. O zaman 

m-ı s-ı 

Vll.(F) = L_a(F(Yk+ı),F(yk)) + L_a(F(zk+ı),F(zk))+ 
k=O k=ı 

olur. Buradan 

(2.4.1) 

oldugunu elde ederiz. (2.4.l)'de supremum [a, b] aralıgının keyfi bölüntüleri 

üzeredir. (2.4.l)'de, ~ı ve ~2 , sırasıyla, [a, c] ve [c, b] aralıklarının keyfi bölüntüleri 

oldugundan, (2.4.l)'den 

(2.4.2) 

oldugu bulunur. ~ı, [a, c] aralıgının keyfi bölüntüsü, ~2 , [c, b] aralıgının keyfi 

bölüntüsü oldugundan, (2.4.2)'den 

(2.4.3) 

e§itsizligi elde edilir. Şimdi 

(2.4.4) 

oldugunu gösterelim. Herhangi bir m için c = Xm olacak biçimde, [a, b] aralıgının 

bir keyfi ~ = { a = x0 < xı < ... < X 8 = b} bölüntüsünü alalım. Yani c noktası ~ 

bölüntüsünün bir bölüntü noktası olsun. O zaman 

m-ı s-ı 

Vll(f) = L a(F(xk+I), F(xk)) + L a(F(xk+ı), F(xk)) (2.4.5) 
k=O k=m 
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olur . .6.ı = { a = Xo < Xı < ... < Xm = c}, [a, c] aralıgının, .6.2 = {c= Xm < Xm+l < 

... < x 8 =b}, [c, b] aralıgının bölüntüleridir. O zaman (2.4.5)'den 

eşitsizligini elde ederiz. Buradan ise 

(2.4.6) 

oldugu bulunur. Burada .6.!, [a, c] aralıgının keyfi bölüntüsü, .6.;, [c, b] aralıgının 

keyfi bölüntüsüdür. (2.4.6) 'dan 

(2.4. 7) 

olur. 

Şimdi c noktasının, [a, b] aralıgının .6. = { a = x0 < x1 < ... < X 8 = b} 

bölüntüsünün bölüntü noktası olmadıgını varsayalım. Yani bir m için Xm <c< Xm+l 

olsun. [a,b] aralıgının .6.1 = {a = Xo < Xı < ... < Xm <c< Xm+l < ... < X8 =b} 

bölüntüsünü alalım. O zaman 

s-1 m-1 

Vt:.(F) = l:a(F(xk+ı), F(xk)) = L a(F(xk+I), F(xk))+ 
k=O k=O 

s-m-1 

+a(F(xm+l), F(xm)) + L a(F(xm+k+l), F(xm+k)) :::; 
k=l 

m-1 

:::; L a(F(xk+ı), F(xk)) + a(F(c), F(xm))+ 
k=O 

s-m-ı 

+a(F(xm+l), F(c)) + L a(F(xm+k+ı), F(xm+k)) = Vt:.ı (F) 
k= ı 

Buradan 

(2.4.8) 

olur. c noktası .6.ı bölüntüsünün bölüntü noktası oldugundan dolayı, (2.4. 7) 'ye 

benzer olarak 

(2.4.9) 
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oldugu gösterilebilir. (2.4.8) ve (2.4.9)'dan 

(2.4.10) 

oldugu bulunur. (2.4.7) ve (2.4.10)'dan, [a, b] aralıgının keyfi~ bölüntüsü için 

(2.4.11) 

olur. ~ bölüntüsü, [a, b] aralıgının keyfi~ bölüntüsü oldugundan dolayı, (2.4.11)'den 

(2.4.12) 

elde ederiz. supVD.(F) = v;(F) oldugundan, (2.4.12)'den (2.4.4)'ün dogrulugunu 
D. 

elde ederiz. (2.4.3) ve (2.4.4)'den ise önerme ispatlanır. 

Önerme 2.4.3'ten a§agıdaki sonuçlar bulunur. 

Sonuç 2.4.1. F(·) : [a, b] --+ comp (Rn), a <c< b olsun. Eger F(·) küme degerli 

dönüşümünün [a, b] aralıgındaki tam degişimi sonlu ise, bu küme degerli dönüşümün 

[ a, c] ve [c, b] aralıklarındaki tam degişimleri de sonludur. Ve tersine, e ger F ( ·) küme 

degerli dönüşümünün [a, c] ve [c, b] aralıklarındaki tam degişimleri sonlu ise, bu küme 

degerli dönüşümün [a, b] aralıgıdaki tam degişimi de sonludur. 

Önerme 2.4.4. F(·) : [a, b] --+ comp (Rn), x E [a, b] için cp(x) = Vax(F) olsun. 

O zaman ep(·) fonksiyonu [a, b] aralıgında monoton artan fonksiyondur. 

Kanıt. a ::; xı ::; x2 ::; b olsun. Şimdi [a, x2] aralıgının ~ = { a = y0 < Yı < 

... < Yk = xı < Yk+ı < ... < Ys = x2} bölüntüsünü alalım. Yani xı noktası [a, x2] 

aralıgının ~ bölüntüsünün bölüntü noktasıdır. Bu durumda ~ı = { a = y 0 < Yı < 

... < Yk = xı}, [a, xı] aralıgının bölüntüsü olur. Açıktır ki 

k-ı s-ı 

VD-ı (F) = l:a(F(Yi+I), F(yi)) :S l:a(F(Yi+ı), F(yi)) = VD.(F) 
i=O i=O 

Buradan 
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Aynı zamanda ~ı, [ a, xı] aralıgının keyfi bir bölüntüsü oldugundan, son 

eşitsizlikten 

Vax ı ( F) = s up V~ı ( F) :S Vax 2 
( F) 

~ı 

olur. Önerme ispatlandı. 

Mutlak sürekli küme degerli dönüşümler, tam degişimi sonlu ve sürekli küme 

degerli dönüşümlerdır. Mutlak sürekli küme degerli dönüşümüro tanımını verelim. 

Tanım 2.4.7. F(·) : [a, b] --7 comp (Rn) olsun. Keyfi c> O için, [a, b] aralı!Jının 

keyfi ikişer kesişimleri boş olacak (aı, bı), (a2 , b2), .•. ,(am, bm) aralıkları için 
m 

2:(bk- ak) :S 6 
k=ı 

iken 
m 

2: a(F(bk), F(ak)) :S c 
k= ı 

olacak biçimde 8 = c5(c) > O sayısı bulunuyorsa, F(·) : [a, b] --7 comp (Rn) küme 

de!]erli dönüşümüne [a, b] aralı!]ında mutlak sürekli küme de!]erli dönüşüm denir. 

Önerme 2.4.5. F(·) : [a, b] --7 comp (Rn) olsun. Eger F(·) : [a, b] --7 comp (Rn) 

küme de!Jerli dönüşümü [a, b] aralı!Jında mutlak sürekli küme de!Jerli dönüşüm ise, o 

zaman F(·) küme de!Jerli dönümüşümü [a, b] aralı!Jında süreklidir. 

Kanıt. x* E (a, b) olsun. Tanım 2.4.7'de m= ı ve (aı, bı) aralıgını x/ı içeren 

aralık alırsak, tanım 2.4.7'den, F(·) küme degerli dönüşümünün x* E (a, b) nok­

tasında sürekliligini elde ederiz. x* = a iken tanım 2.4.7'de m= ı ve (aı, bı) = (a, x), 

x E (a, b), alırsak, F(·) küme degerli dönüşümünün x* = a noktasında sagdan 

sürekliligini elde ederiz. Benzer olarak, x* = b iken tanım 2.4.7'de m = 1 ve 

(aı, bı) = (x, b), x E (a, b), alırsak, F(·) küme degerli dönüşümünün x* = b nok­

tasında soldan sürekliligini elde ederiz. Önerme ispatlandı. 

Ancak, bu hükmün tersi dogru olmayabilir, yani belli bir aralıkta sürekli olan 

küme degerli dönüşüm, bu aralıkta mutlak sürekli olmayabilir. Bu durumu gösteren 

örnegi, daha sonra inceleyecegiz. 
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Mutlak sürekli küme degerli dönüşümlere örnek olarak, Lipschitz koşulunu 

saglayan küme degerli dönüşümler gösterilebilir. 

Onerme 2.4.6. F(·) : [a, b] --+ comp (Rn) küme degerli dönüşümü [a, b] 

aralıgında L sabiti ile Lipschitz koşulunu saglasın. O zaman F(·) : [a, b] --+ 

comp (Rn) küme degerli dönüşümü [a, b] aralıgında mutlak süreklidir. 

Kanıt. F(·) : [a, b] --+ comp (Rn) küme degerli dönüşümü [a, b] aralıgında L 

sabiti ile Lipschitz koşulunu sagladıgından, keyfi x E [a, b] ve y E [a, b] için 

a(F(x), F(y)) S Lı x- Y ı (2.4.13) 

olur. 

Keyfi c> O alalım. Şimdi 8 = 8(c) = f ve 

(2.4.14) 

olmak üzere, [a, b] araligının keyfi ikişer kesişimieri boş olacak (ak, bk), (k = 

1, 2, ... ,m), aralıklarını alalım. (2.4.13) ve (2.4.14)'ten 

m m c 
L a(F(bk), F(ak)) S L:L · (bk- ak) S L · 8 = L · L =c 
k=l k=l 

oldugunu elde ederiz. Buradan, F(·) : [a, b] --+ comp (Rn) küme degerli 

dönüşümünün [a, b] araligında mutlak sürekli oldugu bulunur. Önerme ispatlandı. 

Mutlak sürekli küme degerli dünüşümün tam degişiminin sonlu oldugunu 

gösterelim. 

Teorem 2.4.1. F(·) : [a, b] --+ comp (Rn) küme degerli dönüşümü [a, b] 

aralıgında mutlak sürekli küme degerli dönüşüm olsun. O zaman 

olur. 
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Kanıt. F(·) : [a, b] -7 comp (Rn) küme degerli dönÜ§Ümü [a, b] aralıgında 

mutlak sürekli oldugundan, E = ı için, [a, b] aralıgının keyfi iki§er kesi§imleri bo§ 

olacak ( aı , bı), ( a2, b2), ... , (am, bm) aralıkları için 

m 

2:(bk- ak) :S; 6 (2.4.ı5) 
k=ı 

iken 
n 

L a(F(bk), F(ak)) ::::; ı (2.4.ı6) 
k= ı 

olacak biçimde 6 > O sayısı vardır. 

Şimdi [a, b] aralıgının, keyfi i =O, ı, ... , N- ı için, ci+ı -Ci < 6 olacak biçimde 

~ = { a = c0 < cı < c2 < ... < cN = b} bölüntüsünü alalım. Keyfi i = O, ı, ... , N- ı 

alalım ve sabitleyelim. Şimdi ise, [ci, Ci+I] aralıgının keyfi ~* = {ci = c~*) < c~*) < 

c~*) < ... < c~*) = ci+l} bölüntüsünü alalım. O zaman 

oldugundan, (2.4.ı5) ve (2.4.ı6)'dan 

oldugunu elde ederiz. 

(2.4.ı 7)'den 

s-ı 

VLl. (F) = I:a(F(c~~ı), F(c~*))) :S; ı (2.4.ı 7) 
j=O 

~*' [ci, ci+l] aralıgının keyfi bölüntüsü oldugundan, 

V::~Hı (F) = sup VLl. (F) :S; ı 
Ll. 

(2.4.ı8) 

oldugu bulunur. i = O, ı, ... , N- ı keyfi sabitlenmi§ oldugundan, (2.4.ı8) e§itsizligi 

keyfi i= O, ı, ... , N- ı için dogrudur. O zaman (2.4.ı8) ve önerme 2.4.3'den 

N-ı 

v:(F) = LVc~i+ı (F) :S; N 
k=O 

oldugunu elde ederiz. 

Teorem ispatlandı. 
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Böylece, mutlak sürekli küme degerli dönüşümlerin tam degişiminin sonlu 

oldugunu gördük. Şimdi verilen aralıkta sürekli olan, ancak mutlak sürekli olmayan 

küme degerli dönüşümlere bir örnek verelim. Bunun için örnek 2.4.1'deki küme 

degerli dönüşümü kullanacagız. 

Örnek 2.4.2. x E [O, 1] için F(x) = {f(x)} olmak üzere 

{ 

X • COS 7I. X E ( 0, 1], 
f(x) = x 

0 X= 0 
(2.4.19) 

olsun. F(·) : [0, 1] --+ comp (R) küme degerli dönüşümünü ele alalım. Açıktır 

ki, (2.2.19) ile tanımlanan F(·) : [0, 1] --+ comp (R) küme degerli dönüşümü [O, 1] 

araligında süreklidir. Örnek 2.4.1'de (2.4.19) ile tanımlanan F(·): [0, 1]--+ comp (R) 

küme degerli dönüşümünün [O, 1] aralıgındaki tam degişiminin sonlu olmadıgını 

gördük. O zaman, teorem 2.4.1'e göre bu küme degerli dönüşüm mutlak sürekli 

olamaz. 
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