TAM DEGISIMI SONLU VE
MUTLAK SUREKLI FONKSIYONLAR

Omer Akdogan
Yiksek Lisans Tezi

Mayls - 2002

e vt LB

VTR
* p
mp s RiE7222



JURI VE ENSTITU ONAYI

Omer AKDOGAN ‘1in " Tam Degisimi Sonlu ve Mutlak Stirekli
Fonksiyonlar * baglikh Matematik Anabilim Dalindaki, Yiksek Lisans
tezi covveerneennnnn tarihinde, asagidaki jri tarafindan Anadolu Universitesi
LisansGsta Egitim - Ogretim ve Simav Yonetmeliginin ilgili maddeleri
uyarinca degerlendirilerek kabul edilmistir.

Adi - Soyads fmza
Uye (Tez Damismani) : Dog. Dr. Halik HUSEYNOV

Uye : Prof.Dr. Yalgin KUOCUK
Uye : Prof.Dr. Orhan OZER
Uye

Uye

Anadolu Universitesi Fen Bilimleri Enstitlisii Yénetim Kurulu’hun
4R.0R:2002.. tarih ve /6/1 .......... sayili karanyla onaylanmstir.

Prof . Dr. Orhan OZER
Enstiti MOdara



OZET
Yiksek Lisans Tezi

TAM DEGISIMI SONLU
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Fen Bilimleri Enstituisu
Matematik Anabilim Dah

Damigman: Dog¢.Dr. Halik HUSEYNOV
2002, 82 Sayfa

Tez’de mutlak siirekli ve tam degisimleri sonlu olan fonksiyonlarin ve kiime
degerli dontisimlerin ozellikleri incelenmektedir. Tam degisimi sonlu olan fonksiy-
onun iki monoton artan fonksiyonun farki formunda gosterilebilirligi arastirilmis,
aralikta tanimh fonksiyonun Banach indikatrisinin 6zellikleri incelenmigtir. Stirekli
fonksiyonun Banach indikatrisinin integralinin, bu fonksiyonun tam degigimine esit
oldugu ispatlanmigtir. Mutlak stirekli fonksiyonlarin siirekli, tam degisiminin sonlu
ve N-0zellikli oldugu kamitlanmig, ve tersine, siirekli, tam degisimi sonlu ve N-
ozellikli fonksiyonun mutlak siirekli oldugu gosterilmigtir. Hausdorff metriginden
yararlanarak, aralikta tanimh ve kompakt degerli kiime degerli doniigimler icin tam
degisim ve mutlak siireklilik kavramlar: verilmis ve bu tiir kiime degerli dontigiimlerin
ozellikleri aragtirilmigtir. Lipschitz kogulunu saglayan kime degerli dontistimiin
mutlak siirekli, mutlak siirekli kiime degerli doniigiimiin stirekli ve tam degisiminin
sonlu, tam degisimi sonlu olan kiime degerli doniisiimiin sinirh oldugu ispatlanmgtr.
Kime degerli doniigimiin tam degigiminin iist sinira gore azalmayan fonksiyon

oldugu kanitlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Mutlak Siirekli Fonksiyon, Tam Degisim, Kiime Degerli
Dontigiim, Hausdorff Uzaklhigy, Mutlak Siirekli Kiime Degerli Dontigiim
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In this thesis, the properties of the absolutely continuous functions and the func-
tions of bounded total variations are considered. Representation possibility of the
function of bounded total variation as the difference between two nondecreasing
functions is studied and the properties of the Banach indicatrix of the given func-
tion are investigated. It is proved that integral of the Banach indicatrix of given
continuous function is equal to total variation of this function. It is shown that
every absolutely continuous function is continuous, has a bounded total variation
and N-property, and vice versa, every continuous function, having a bounded total
variation and N-property, is absolutely continuous. Using the Hausdorff metric, the
absolutely continuity and total variation notions for compact valued set valued maps
are introduced and properties of this set valued maps are studied. It is proved that
a set valued map, satisfying the Lipschitz condition, is absolutely continuous, an ab-
solutely continuous set valued map is continuous and has bounded total variation,
a set valued map of bounded total variation is bounded. It is shown that the total

variaton of a set valued map with respect to upper bound is nondecreasing function.

Keywords: Absolutely Continuous Function, Total Variation, Set Valued Map,
Hausdorff Distance, Absolutely Continuous Set Valued Map
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ONSOZ

Tezde, tam degisimi sonlu ve mutlak siirekli fonksiyonlarin ozellikleri incelen-
mektedir. Bellidir ki, verilen aralikta tam degigimi sonlu olan fonksiyonlar uzayi, bu
arabkta tamml siirekli fonksiyonlar uzayi ile izometriktir (bkz. [1], [2], [3]). Tam
degisimi sonlu olan fonksiyonlar, Stieltjes integralinin ozelliklerinin incelenmesinde
onemli bir yer tutmaktadir (bkz. [1], [3], [4]).

Verilen aralikta tam degisimi sonlu ve mutlak siirekli fonksiyonlarin 6nemli
Ozelliklerinden biri, bu fonksiyonlarin hemen hemen tiirevlenebilir olmasi ve tirev
fonksiyonlarmin bu aralikta Lebesgue integrallenebilir olmasidir (bkz. [4], [5], (6],
[7], [8]). Bu durum, mutlak siirekli fonksiyonlari, diferansivel denklemlerin ve difer-
ansiyel igermelerin ¢oziimleri olarak kullamilmasini miimkiin kilar (bkz. [9], [10],
[11], [12], [13], [14]). Mutlak siirekli fonksiyonlarin, diferansiyel denklemlerin ve
diferansiyel igermelerin ¢oziimleri olarak kullanilmasini ortaya cikaran diger durum,
bu fonksiyonlarin, diger bir fonksiyonun Lebesgue integraline esit olmasidir (bkz.
[1] [3], [4], [6]). Ayrica, eger mutlak siirekli fonksiyonun tiirevi hemen hemen sifir
ise, o zaman bu fonksiyon sabit fonksiyondur. Fonksiyvon mutlak siirekli olmadig
durumda bu hiikkiim dogru degil. Buna gore, diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini
tammlarken, ¢oziimln mutlak siirekli olmadigini kabul edersek, o zaman gok besit
hallerde diferansiyel denklemler i¢in Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin tek olmadig:
ortaya cikar. (bkz. [6], [14]).

Cokdegiskenli tam degisimi sonlu ve mutlak stirekli fonksiyonlarin, tam degisimi

sonlu ve mutlak siirekli kiime degerli dontigiimlerin 6zellikleri halen incelenmektedir

(bkz. [15], [16], [17], [18)).
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SIMGELER DIZINI

gergel sayilar kiimesi

n boyutlu Euclidean uzay:

n boyutlu z vektoriiniin Euclidean normu

n boyutlu z ve y vektorlerinin i¢ ¢arpimi

R"™ uzayinda merkezi orijinde olan birim kiire

R™ uzayinda merkezi z, noktasinda, yaricap: r olan kiire
f fonksiyonunun [a, b] araligindaki Lebesgue integrali
A kiimesinin Lebesgue Ol¢limii

A kiimesinin dig 6l¢limii

A kiimesinin f fonksiyonu altindaki goruntiisii
Banach indikatrisi

f ve g fonksiyonlarinin bilegkesi

f fonksiyonunun A boliintiisii lizere degisimi

f fonksiyonunun [a,b] arahginda tam degisimi

A boliintiisiinlin ¢ap:

f fonksiyonunun [a, b] araligindaki osilasyonu

R™ uzayinin bosg olmayan kompakt alt kiimeleri uzay:

kompakt E, D C R"™ kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhg

F kiime degerli doniigiimiiniin A boliintiisii tizere degisimi

F kiime degerli doniigimiiniin [a, b] araliginda tam degigimi

vi



1. TAM DEGISIMi SONLU FONKSIYONLAR

1.1. Baz1 temel tanim ve teoremler

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel tamm ve teo-

remleri sunacagiz.

E C R igin u(E) ve ut(F) ile, uygun olarak E kiimesinin Lebesgue 6lglimiinii

ve dig Ol¢iimiinii gosterecegiz.

Teorem 1.1.1. E C R ¢lgilebilir kiime, p(E) > 0 olsun. O zaman B C A

olmak tuzere, olgiilebilir olmayan B kimesi vardar.

Teorem 1.1.2. E C R odlgilebilir kime, p(E) > 0 olsun. O zaman keyfi

sabitlenmis € > 0 igin

u(E) — e < u(A) < p(E)

olacak bicimde kapali A C E kiimesi vardur.

Tanim 1.1.1. E C R, M wuzunluklart sifirdan farkls kapali araliklarin
olusturdugu kiimeler sistemi olsun. Eger keyfie > Qvez € E icinz € S, u(S) <e
olacak bicimde S € M bulunuyorsa, E kiimesi M kapalr araliklar sistems ile Vitali

anlamanda ortilebilirdir denir.

Teorem 1.1.3. (D.Vitale) E C R sinurls kiime olsun. Varsayalim E kiimesi M
kapals araliklar sistemi ile Vitali anlaminda értilebilirdir. O zaman keyfie > 0 igin,

M kapaly araliklar sisteminin



ve keyfi ikiser kesisimleri bos olacak bigimde sonlu sayrda Sy, Sa, . .., S, aralikar

vardr.

Teorem 1.1.4. f(-) : [a,b] — R monoton (artan veya azalan) fonksiyon olsun.
O zaman

a) f(-) fonksiyonunun [a,b] araliginda sireksiz oldugu noktalar saylabilirdir ve
bu fonksiyonun streksiz oldugu z, € [a,b] noktasinda x—lyixr?w f(z) ve . iigcr*n_o f(=z)

limitleri vardar.

b) f(-) fonksiyonu [a,b] aralhginda hemen hemen tirevlenebilirdir.

Teorem 1.1.5. (B.Levi) B C R Jdlgilebilir kime, fi(-) : E = R, (i = 1,2,...),
olgulebilir fonksiyonlar olsun. Keyfi x € E i¢in

0< fi(z) < falz) < fs(z) < ..

ve
Jim fi(z) = o().
oldugunu varsayalim. O zaman
Jim /E filz) = /E ¢(z).
olur.

Teorem 1.1.6. (H.Lebesgue) f,(-), n = 1,2, ... fonksiyonlar: [a,b] araliginda
tanamly olgtlebilir fonksiyonlar, hemen hemen x € [a, b] i¢in Jim fn(z) = () olsun.
Varsayalim keyfin = 1,2,... ve x € [a,b] icin | fo(z) |< g(z) olacak bigimde [a, b]

araliginda integrallenebilir g(-) fonksiyonu var. O zaman

lim /abfn(x)dm:/:go(x)dm

n—00



1.2. Sonlu degisimli fonksiyonlar

f(-) : [a,b] = R olsun. [a,b] araliginin A = {a = 29 < 21 < ... < T, = b}
bolintiisiini alalim.

Va(f) = z | Flae) - F(oe) |

olsun.

Tanim 1.2.1. Va(f)-in [a, b] aralhigimn tim mimkin bélintiler: dzere supremu-
muna f(-) fonksiyonunun [a,b] arabginda tam degisimi denir ve V2(f) ile gésterilir.
Yan:

Vi(f) = supVa(f).

Eger VX(f) < +oo ise, f(+) fonksiyonuna sonlu degisimi olan fonksiyon denir.

Onerme 1.2.1. f(-) : [a,b] — R monoton fonksiyon olsun. O zaman V2(f) <

+00.

Kanit. Onermeyi f(-) artan fonksiyon oldugu durumda ispatlayalim. [a, ]
araliginin keyfi A = {a = 29 < 21 < ... < z,, = b} bOliintiisiini alalim. f(-) artan
fonksiyon oldugundan, keyfi ¥ = 0,1,...,n — 1 i¢in f(zx41) > f(zx) olur. Buradan
keyfik =0,1,...,n—1igin f (k1) —f(zx) > 0ve | fzr1)—f(z) |= f(@rs1) — f (k)

oldugunu elde ederiz. Bu durumda

Valf) = Z | F(@ers) — Floe) = g[ﬂxm) ~ f@)] = £ - f(a)

olur. A ={a =29 < 21 < ... <z, = b} bollntiisi, [a,b] arahgmn keyfi boliintiisii

oldugundan dolay1
V2 (f) = supVa(f) = f(b) - f(a) < +oo
olur. f(-) azalan fonksiyon oldugu durumda ispat benzerdir.

Simdi Lipcshitz kosulunu saglayan fonksiyonun tam degigiminin sonlu oldugunu

gosterelim.



Tamim 1.2.2. f(-) : [a,b] = R olsun. Keyfi z € [a,b], y € [a,b] icin

| f@)—f@)ISL]z~y]|

olacak bicimde L > 0 sayst varsa, o zaman f(-) fonksiyonu [a,b] arahiginda L sabiti

ile Lipschitz kosulunu saglar denir.

Onerme 1.2.2. f() : [a,b] — R fonksiyonu, L sabiti ile Lipschitz kosulunu

saglasin. O zaman f(-) fonksiyonunun [a,b] araliginda tam degigimi sonludur.

Kanit. [a,b] arahginin keyfi A = {a = 25 < 71 < ... < 7, = b} boliintiisiini

alahm. O zaman k£ = 0,1,...,n — 1 icin | f(zg+1) — f(zk) |< L(zg4+1 — xx) olur.

Buradan
n—1 n—1
Va(f) =22 | fl@rer) = f(ak) IS D L(wpsr — 2x) = L(b— a)
k=0 k=0

oldugunu elde ederiz. Son egitsizlikten ise
V2 (f) = supVa(f) < L(b - a) < +00
A
oldugu bulunur.

Her siirekli fonksiyonun tam degisimi sonlu olmayabilir. Bunu bir 6rnekle

gosterelim.

Ornek 1.2.1. f(-): [0,1] = R fonksiyonu

fo) = { zcosT x€(0,1]
0 z=0

seklinde verilsin. Agiktir ki, f(-) fonksiyonu keyfi z € (0,1) noktasinda siirekli,
x = 1 noktasinda ise soldan siireklidir.
Simdi z = 0 noktasinda f(-) fonksiyonunun sagdan siirekli oldugunu goésterelim.
. B _ : T
Gergekten, keyfi z € (0,1] igin | cos T |< 1 oldugundan, ml_lgrlo flz) = :cllgrlox cos —
0 = f(0) olur. Yani, f(-) fonksiyonu z = 0 noktasinda sagdan siireklidir.

Gosterelim ki, f(-) fonksiyonun [0,1] arahginda tam degigimi sonlu degildir.

4



[0,1] araligmm A = {0 < £ < 1= < .. <1 <1 <1} béliintiisiinii alalim.

g =0, z; = ,4=1,2,...,2n, olsun. O zaman A = {0=20 <721 <25 <

1
2n—i+1
< Top—9 < Top—1 < Top = 1} olur.

Simdi
2n—1
Vam =[ f(z1) = flzo) | + Z | f(@i1) — f(zi) | (1.2.1)
degerini hesaplayalim. zo =0, z; = % oldugundan,
1 7r 1 1
| f(z1) — f(zo) |=] %cos% -0|= 5y, €08 2nm = o (1.2.2)

olur.

Simdi ¢ = 1,2,...,2n i¢in | f(z;41) — f(=z;) 1 hesaplayalim. Varsayalim i cift

sayidr, yani i = 2k, (k = 1,2,..,n). O zaman z; = 52 = s, Tiyy =
2n_(iil)+1 = Zni% olur. Buradan
| f(@i41) — f(=i) | = | zipacos 7o —micos - |=
=| 5pz COS 2(n71r_k) ~ ST 008 2(7:% = (1.2.3)
=| g C082(n — k) T — g cos(2(n — k) w4 7) | =
= s T 2n—;k+1 =g T 2n—1i+1

oldugunu elde ederiz. Simdi ¢’nin tek say1 oldugunu varsayalim, yani i = 2k — 1,

1 1 Tors — 1 _ 1
m—i+l T 2n2k+2° Yl T op (k1)1 T 2n—2k+1

(k=1,2,...,n), olsun. O zaman z; =

olur. Buradan

| f(@ir1) — f(z:) ;cos - |=
_ s _ 1 b —
=| gnzar COS o 22kt C08 T | (1.2.4)
=| s cos2(n — k) - m+7) — 5 cos2(n—k+1) 7w | =
S U S - 1,11, 1
=l Ton—2k+1 T Tm—2k+2 | T In—2k+1 ' 2n—2k+2  2n—i ' Zn—itl
oldugunu elde ederiz. O halde, (1.2.3) ve (1.2.4)’ten, keyfi i = 1,2, ..., 2n igin
1 1

| f(@ig1) — f(z) | = (1.2.5)

oldugu bulunur. Bu durumda, (1.2.1), (1.2.2) ve (1.2.5)’den

2n—1

Vam =| f(z1) = f(=o) | + Z | f(zig1) — f=z) | =

2n—i+2n—i+1



Rt | 1 1 1 1 1
= S [ it H S N R
2n+§]m%w+m%4+ﬂ +2+3+ +n—1+n

=1

olur. Son egitsizlikten,

Vo (f) = SgPVA(f) > sup Vam(f) >

n=1,2,...

1 1 1 1 201
> l1+=+=-+.. +———+ ) = Z =
njlllg( +2+3+ +n—1+n) nzzzln +oo

oldugunu elde ederiz. Boylece, siirekli f(-) : [0,1] — R fonksiyonunun [0,1]

araligindaki tam degigiminin sonlu olmadigini gordiik.

Onerme 1.2.3. f () : [a,b] = R fonksiyonun tam degigimi sonlu olsun. O

zaman keyfi z € [a,b] icin | f(z) |< r olacak bigimde r > 0 sayist vardur.

Kanit. V?(f) = m olsun. Keyfi z € (a,b] alahm ve sabitleyelim. Simdi [a, b]

araliginin A = {a < z < b} bolintisiini alalim. O zaman

Va(f) =l (@) = fla) | + ] f(b) — f(2) |< supVa(f) = Va(f)=m

olur. Yani
| f(=) = fla) |+ F(b) — f(z) [< m.

Buradan | f(z) — f(a) [< mve — | f(a) | —=m < f(z) <| f(a) | +m elde edilir.
r =| f(a) | +m dersek, | f(z) |< r oldugu bulunur. z € [a,b] keyfi sabitlenmisg

oldugundan, 6nerme ispatlanir.

Simdi tam degigimi sonlu olan fonksiyonlarin, toplamlarimn, farklarimin ve

carpimlarinin da tam degigimlerinin sonlu oldugunu gorelim.

Onerme 1.2.4. f(-) : [a,b] = R, g(-) : [a,b] = R fonksiyonlarinn tam degisimi
sonlu olsun. O zaman f(-) + g(-), f(-) — g(-), f(:) - g(:) fonksiyonlarinn da tam

degisimi sonludur.

Kamt. V2 (f) = v; < 400, V?(g) = va < +o0 olsun.



[a,b] araliginin keyfi A = {a = 2y < z1 < ... < z, = b} béliintiisiinii alahm. O

zZaman

n—1
Valf +9) =D | f(@rs) + 9(@rer) — f ) — glan) |<
k=0
n—1 n—1
<3| Flarrn) = Flan) |+ | 9(zrar) — 9(zx) |= Va(f) + Valg)
k=0 k=0
Buradan
Vo (f +9) = supVa(f + g) < supVa(f) + supVa(g) =
A A A
=V (£)+V5(9) = v1+v2 < +o0
olur.

Simdi f(-) — g(-) fonksiyonunun tam degigiminin sonlu oldugunu ispatlayalim.

[a,b] arahgimin keyfi A = {a = 2y < 21 < ... < T, = b} bolintisinii alam. O

zaman B
Valf —9) =D | f(@re1) — 9(@rr1) — (f (k) — g(x)) I<
k=0
n—1 n—1
<Y | Flarer) = flae) |+ | 9(@rt1) — 9(zk) |= Valf) + Valg)
k=0 k=0
Buradan
V2(f + g) = supVa(f + g) < supVa(f) + supVa(g) =
A A A
=V2(f) +V2(g) = v1 + vz < +o0
olur.

Simdi f(-) - g(-) fonksiyonunun tam degisiminin sonlu oldugunu ispatlayalim.
f(-) ve g(-) fonksiyonlarinin tam degisimleri sonlu oldugundan, ¢nerme 1.2.3’ten
keyfi z € [a,b] icin | f(z) |< r1, | g(z) |< 73 olacak bigimde 71 > 0, ry > 0 sayilan
bulunur.

[a,b] arahgmm keyfi A = {a = 2y < 21 < ... < z, = b} boliintiisiinii alahm. O

Zaman

Valf - g) = Z | Flaen) - 9@ — £a) - gla)) |=



n—1

= > | f@er1) - 9(zera) = Fzr) - 9(@ar) + Flzn) - 9(mern) — Fzx) - g(zn)) |<

k=0
n—1 n—1
<ol g(@ran) || fl@rr) — Flae) |+ | flae) |- | 9(mrer) — g(x) |<
k=0 k=0
n—1 n—1
< Yorar | f@rr) = faw) [ +20m10 | 9(@er) — g(ax) [= 2 Va(f) + 11 - Valg)
k=0 k=0
Buradan

VE(f-g) =supVa(f - g) < ro-supVa(f) + 1 -supValg) =
A A A

:TQ'V;b(f)'l"l"l"/ab(g):Tz"Ul +7‘1"l)2 < +00

olur.

Onerme ispatlanda.

Onerme 1.2.5. f() i [a,b] = R, g(:) : [a,b] = R fonksiyonlarnin tam degigimi
sonlu, keyfi x € [a,b] i¢cin g(x) > a > 0 olsun. O zaman ‘f]ﬂ(% fonksiyonunun da tam

degisimi sonludur.

Kamt. V2(f) = v, < 400, V2(g) = va < +00 olsun.

f(-) ve g(-) fonksiyonlarinin tam degigimleri sonlu oldugundan, 6nerme 1.2.3’ten
keyfi x € [a,b] icin | f(z) |< 1, | g(z) |< 72 olacak bigimde r; > 0, r, > 0 sayilan
bulunur. |

la,b] araligimin keyfi A = {a = 2y < z; < ... < z, = b} bolintiisiini alalim.

Keyfi z € [a,b] icin g(z) > o > 0 oldugundan,

fy_ = k) flo) = flaren)g(n) — 9(@rsa) £ (2r) _
VA(Q) B ;Z% | g(zrr1)  9(ze) I< :L:B | 9(zr41)9(zr) |

S | foer)g(@r) — f(ze)g(on) + fze)9(@n) — 9(zes1) f (@)

= 1;:;) | 9(Zr4+1)9(z) |§
< ni:li g(zx) | - | flzrgr) — flaw) fo; | fmr) |- | 9(®ir1) — g(zi) | <
< érzg | f(zks1) — fl2e) | +5157~1:2:% | 9(@k41) — 9(z) |=



1 1
= @TzVA(f) + ;ﬁVA(g)
Buradan

s Sy f 1 1
v, (E) = SZPVA(E) < peitl SIiPVA(f) + pois 'SXPVA(Q) =

1

1 1 1
— b b —
—;rz-Va(f)—i-;rl-Va(g)—§r2~vl—|—55r1-vz<+oo

olur. Onerme ispatlanda.

Onerme 1.2.6. f(-): [a,b] = R, a < ¢ < b olsun. O zaman

Va(£) = Va(f) + V().

Kamt. [a,c] arahginn A; = {a = yp < y; < ... < Y = ¢}, [c,b] arahigmm

Ay ={c=20 <2z < ... < 2, = b} boliintiilerini alalim ve

VA(f) = T:Z | Fluesn) — Flu) |, VA = z | Faet) = £ |

toplamlarim olugturahm. [a,b] araligmm A, ={a =y <y1 < ... <Y < 21 < ... <

zp, = b} bolintislind alalim. O halde

V) = 32 | Fnon) = F) |+ | o) — ) | +

+ 1 f(21) = fym) |= VA, () + VR, (F)
olur. Buradan

VA, () +VZ,(f) < supVa(f) = V2(f) (1.2.6)

oldugunu elde ederiz. (1.2.6)’da supremum |[a, b] araligmin keyfi bolintiileri tizeredir.
Simdi (1.2.6)’da, A; ve Ay uygun olarak [a, ] ve [c, b] araliklarinin keyfi béliintiileri
oldugundan, (1.2.6)’dan

supVa, (f) +supVZ, (f) < V() (1.2.7)



bulunur. Burada A;, [a,c] araligmmn keyfi bolintiisii, Ag, [c,b] arahgimin keyfi

boliintiisidiir. (1.2.7)’den

IAGERAGERAT)) (1.2.8)

oldugu elde edilir. Simdi
|AGERAGERAC) (1.2.9)

oldugunu gésterelim. Herhangi bir 0 < m < n i¢in ¢ = z,, olacak bicimde, [a, b]
araliginin bir keyfi A = {a = 2y < z; < ... < z, = b} boliintiisiinii alalim. Yani c

noktast, A boliintiisiiniin bir bolinti noktasi olsun. O zaman

Valf) = :’; | f(@rr1) — f(zx) | +:§: | f(@h11) — flx) | (1.2.10)

olur. Ay ={a=2¢ <21 < ... < Zpp, = ¢}, [a,¢] araliginin, Ay = {¢ = T, < Tppy1 <

... < &, = b}, [c,b] araligmin boliintileridir. O zaman (1.2.10)’dan

Va(f) = Vi, (f) + V&, (f)

oldugunu elde ederiz. Buradan ise
Va(f) < supVi; (f) +supVz; (f) (1.2.11)
1 2

bulunur. Burada A%, [a,c] arahgmn keyfi bolintiisi, A%, [c,b] araligmmn keyfi

béliintisiidiir. (1.2.11)’den

Va(f) S VI +V2()) (1.2.12)

olur.

Simdi ¢ noktasinin, [a,b] araligmm A = {a = 27 < 21 < ... < z, = b}
boliintiisliniin bolintli noktasi olmadigim varsayalim. Yani bir micin z,, < ¢ < Zpp41
oldugunu varsayalim. [a,b] araligmin A! = {a =2y < 2] < ... < Ty < € < Tppy1 <

... < &, = b} bOliintiisiini alahm. O zaman

Valf) = z | o) = Fan) = 3 | Flawin) = £(@) | +
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n—m—1

+ | f(@mr1) = f(@m) | + Z f@mikt1) = F@mer) |<

m—1

<X | f(re) - @) |+ £0) = o) | +
| fmin) = 1@ 1+ 3 | F ko) = FEnes) 1= Vo ()
Buradan
Va(f) < Vai(f) (1.2.13)

olur. ¢ noktasi, A béliintiisiiniin bolinti noktasi oldugundan dolay1, (1.2.12)’ye

benzer olarak
Var(f) < VE(f) + V2(F) (1.2.14)

olur. (1.2.13) ve (1.2.14)’ten

Va(f) < V() +V2(S) (1.2.15)
bulunur. (1.2.12) ve (1.2.15)’ten, [a, b] arahginin keyfi A boliintiisi igin

Va(f) S V(A + V2 (f) (1.2.16)

olur. A bolintist, [a,b] arahgmn keyfi A bolintisi oldugundan dolayi,

(1.2.16)’dan
supVa(f) < Vi (f) + Vo (f) (1.2.17)

elde ederiz. supVa(f) = V?(f) oldugundan, (1.2.17)’den (1.2.9)’un dogrulugunu
A

elde ederiz. (1.2.8) ve (1.2.9)’dan ise 6nerme ispatlanir.
Onerme 1.2.6’dan agagidaki sonuclar bulunur.

Sonug 1.2.1. f(-) : [a,b] = R, a < ¢ < b olsun. Eger f(-) fonksiy-
onunun [a,b] araligrda tam degisimi sonlu ise, o zaman bu fonksiyonun |a,c] ve
[c, b] araliklarindaki tam degisimleri de sonludur. Ve tersine, eger f(-) fonksiyonun
[a, c] ve [c,b] araliklarindaki tam degigimleri sonlu ise, o zaman bu fonksiyonunun

[a,b] arahgidaki tam degigimi de sonludur.
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Sonug 1.2.2. f(-) :[a,b) 2 R, a=cp<c1 <3 < ..<c,=b, f(-) fonksiyonu
[cisciv1] (2 = 0,1,...,n — 1) araliklarinda monoton (artan veya azalan) fonksiyon

olsun. O zaman f(-) fonksiyonunun [a,b] arahgrdaki tam degisimi sonludur.

Kanit. f(-) fonksiyonu [¢;,¢;41] (¢ = 0,1,..,n — 1) araliginda monoton

oldugundan dolay1, onerme 1.2.1%¢ gore, keyfi ¢ = 0,1, ...,n icin

V;:?H (f) = f(Ci+1) - f(Ci) |=1; < 400

. m—1 m—1
olur. Onerme 1.2.6.’ya gore V2(f) = Y Ve (f). O zaman Vi) = > ri < 400
1=0 1=0

elde ederiz.

Onerme 1.2.7. f(-) : [a,0] = R, z € [a,b] i¢in o(z) = V2(f) olsun. O zaman

©(-) fonksiyonu [a,b] araliginda monoton artan fonksiyondur.

Kanit. a < 27 < 25 < b olsun. Simdi [a, z5] araliginm A = {a = yo < 11 <
o < Yp =21 < Y1 < ... < Yp = Tz} bOlintiisini alalim. Yani z; noktas: [a, z]
araliginin A béliintiisiiniin boliintii noktasidir. Bu durumda A! = {a = yy < 41 <

. < Y = 21}, |@, z1] arahgimn bolintisi olur. Agiktir ki

Va,(f) = ZO | Flin) — F) |< z | Fin) — F@) 1= Va(f)

Buradan

Vau(f) < supVa(f) = Vo> (/)

Aym zamanda A!, [a,z;] araliginin keyfi bir boliintiisii oldugundan, son
egitsizlikten
V() = supVas () < V()

olur. Onerme ispatland.

Simdi f(-) : [a,b] — R fonksiyonunun, [a,b] araliginda tam degigiminin sonlu

olmast icin gerek ve yeter kogul sunalim.
Teorem 1.2.1. f(-) : [a,b] = R fonksiyonunun [a,b] araligeda tam degisiminin
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sonlu olmast icin gerek ve yeter kogul, f(-) fonksiyonunun iki monoton artan fonksiy-

onun fark: olarak yazlabilmesidir.

Kamt. Keyfi z € [a,b] icin f(z) = fi(z) — fa(z) ve f1(*), f2(-) fonksiyonlarinin
[a, b] araliginda monoton artan olduklarim varsayalim. fi(-), fo(-) fonksiyonlar [a, ]
araliginda monoton artan olduklarindan, dnerme 1.2.1°¢ gore, bu fonksiyonlarin [a, b]
araligindaki tam degigimleri sonludur. O zaman onerme 1.2.4% gore f(-) = fi(:) —
f2(+) fonksiyonunun da [a, b] arahgindaki tam degisimi sonludur.

Simdi f(-) fonksiyonunun [a,b] araliginda tam degigiminin sonlu oldugunu
varsayalim. fi(-), f2(:) fonksiyonlan [a,b] arahginda monoton artan olmak iizere,
f() = f1(-) = fa(-) gibi gosterilebilecegini ispatlayalim.

z € [a,b] i¢in

m(z) =
0 rT=a

{ VE(f) = € (a,b]

olmak iizere 7(-) : [a,b] — R fonksiyonunu tamimlayalim. Onerme 1.2.7.’ye gore
7(-) : [a,b] — R fonksiyonu monoton artan fonksiyondur.
Simdi z € [a, b] igin
v(z) =7(z) — f(z) (1.2.18)
olmak tizere v() : [a,b] — R fonksiyonunu tammlayalhm. v(-) : [a,b] — R fonksiy-
onunun [a, b] araliginda monoton artan fonksiyon oldugunu gésterelim. ¢ <z <y <

b olsun. O zaman (1.2.18) ve 6nerme 1.2.6’dan

Buradan
v(y) —v(@) = V(f) — [f(y) — f(z)] (1.2.19)

elde ederiz. VY(f) > f(y) — f(z) oldugundan, (1.2.19)’dan v(y) — v(z) > 0, yani

v(y) > v(z) olur. Boylece, v(-) : [a,b] — R fonksiyonunun [a, b] araliginda monoton
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artan fonksiyon oldugunu gérdiik. Simdi (1.2.18)’den, () : [a,b] = R ve v(:) :
[a,b] = R fonksiyonlan [a, b] arahginda monoton artan olmak iizere, f(z) = 7(z) —

v(z) olur. Teorem ispatlandi.
Bu teoremden, agagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 1.2.3. f(-) : [a,b] = R fonksiyonunun [a, b] arabginda tam degisimi sonlu
olsun. O zaman hemen hemen her z € [a,b] igin %wﬂ turevi vardir ve T — gl%le

fonksiyonu [a,b] araliganda integrallenebilirdir.

Kamt. f(-) : [a,b] — R fonksiyonunun [a,b] araliginda tam degigimi sonlu
oldugundan, teorem 1.2.1’e gére 7 (-) : [a,b] = R ve v(-) : [a,b] — R fonksiyonlari
[a,b] araliginda monoton artan olmak iizere, f(-) = n(-) — v(-) olur.

7(-) : [a,b] = R ve v() : [a,b] — R fonksiyonlar1 [a,b] araliginda monoton ar-
tan oldugundan, teorem 1.1.4°e gére, bu fonksiyonlar [a, b] araliginda hemen hemen
turevlenebilirdirler ve z — %zﬂ, T — %zﬂ fonksiyonlar1 {a, b] araliginda integral-
lenebilirdirler. O zaman f(-) = 7(-) — v(-) fonksiyonu [a, b] araliginda hemen hemen

tiirevlenebilirdir ve x — d’;(f) = dc;(f) — d’;(f) fonksiyonu [a, b] arahiginda integral-

lenebilirdir.

Sonug 1.2.4. f() : [a,b] — R fonksiyonunun [a,b] arahginda tam degisimsi
sonlu olsun. O zaman f(-) : [a,b] = R fonksiyonunun [a,b] araliginda sireksizlik
noktalary saylabilirdir ve f(-) fonksiyonunun strekli olmadigr zo € (a,b) noktasinda

m_l)lggl_w f(z) ve m_l)lzrgl_o f(z) limitleri var.

Kamt. f(-) : [a,b] — R fonksiyonunun [a,b] araliginda tam degisimi sonlu
oldugundan, teorem 1.2.1.°e gore 7 () : [a,b] = R ve v(-) : [a,b] — R fonksiyonlar:
[a, b] araliginda monoton artan olmak tizere, f(-) = 7(-) — v(-) olur.

7(-) : [a,b] = R ve v(:) : [a,b] — R fonksiyonlan [a,b] araliginda monoton
artan oldugundan, teorem 1.1.4’e gore, bu fonksiyonlarin [a,b] araliginda siireksiz
olabilecekleri noktalar sayilabilirdir. O zaman f(-) = 7(-) — v(-) fonksiyonunun da

[a, b] araliginda siireksizlik noktalar: sayilabilirdir.
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m(-) : [a,b] = R ve v(:) : [a,b] — R fonksiyonlar [a,b] araliginda monoton
artan oldugundan, bu fonksiyonlarin zy € (a,b) noktasinda sag ve sol limitleri, yani

lim w(z), lim #(z) ve lim v(z), lim wv(z) limitleri var. O zaman
z—zo—0 z—x0—0

r—rxo+0 rz—z0+0
m—llzclgl—i-of(x) - z—l>lwr(l)1+07r(x) - ac—1>1:1:r§1+0v (.’17),
Jim fle) = lim (@)~ lim o(o)

olur.

1.3. Helli prensipi

Bu béliimde, uygulamalarda oénemli yer almakta olan Helli teoremini ispatlaya-

cayiz. Once iki yardimcl 6nermeyi ispatlayalim.

Onerme 1.3.1. K > 0, H kiimesi keyfi z € [a,b] i¢in | f(z) |< K kosulunu
saglayan f(-) : [a,b] — R fonksiyonlar ailesi, E C [a,b] sayilabilir kime olsun. O
zaman keyfin = 1,2, ... icin g,(-) € H ve keyfi z € F icin {gn(z)}22, dizisi yakinsak

olacak bicimde {gn(-)}52, dizisi vardar.

Kanit. FE kiimesi sayilabilir oldugundan, E = {zi,%s,...,Zk,...} oldugunu
varsayalm. H; = {f(z1) : f(-) € E} olsun. O zaman keyfi z € H; i¢in | z [< K

olur. Bu durunda H; kiimesinden yakmsak

W (zy), FDz1), ..., FD (1), ...

alt dizi segilebilir.

i £ (1) =
dim f27(z1) = Ar.

oldugunu varsayalim. Simdi z; € F alahm ve
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fl(l)(m'?)ﬂ 2(1) (x2)7 sety f7(11) (.’172),

dizisine bakalim. Keyfi n igin f(U(-) € H oldugundan, | f(V(z;) |< K olur. O

zaman { f{)(z2)}&2, dizisinin yakinsak bir { £ (z5)}%2, alt dizisi var.

lim ) (z2) = As.

n—oo

oldugunu varsayalim. Boylece bu prosediir devam ettirilerek z; € F igin yakinsak

{ £ (1)}, dizisi bulunur.

lim £ (z;) = A

n—o0
oldugunu varsayalim. Acgiktir ki keyfi k icin {f®*)(-)}2, fonksiyonlar dizisi
{fék—l)(')}?ﬁ;l fonksiyonlar diZiSinin7 {f7(l,k) (xk—l)}zo=1 dizisi {fr(tk—l) (xk—l)}zo:l

dizisinin alt dizisidir ve

@), £ @1), ooy FD (1), - = As

FP(2), £2 (@), o, fP(22), ... = Ay

olur. Simdi {f(™(-)}, diagonal fonksiyonlar dizisi alalim. Aciktir ki keyfi
n=1,2,..icin f{M() € H.

Aciktir ki, keyfi k icin { £ (z_1)}2, dizisi {f¥V(zx_1)}2, dizisinin alt dizisi
oldugundan, keyfi z; € E icin {f™ ()}, dizisi {f®)(2;)}52, dizisinin alt dizisi

olur. Bu durumda

im (™ = lim £ —
A fi (o) = o fo” () = A

olur. g,(-) = f{™(-) dersek, Snerme ispatlanir.
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Onerme 1.3.2. K > 0, F kimesi keyfi z € [a,b] icin | f(z) |< K kosulunu
saglayan ve [a,b] araliginda monoton artan f(-) : [a,b] — R fonksiyonlar ailesi
olsun. O zaman keyfin = 1,2,... icin f,(-) € F olmak izere, keyfi z € [a,b] icin
n — oo iken fo(z) — fi(z) olacak bigimde {f,(")}2, dizisi ve monoton artan

f«() - [a,b] = R fonksiyonu vardr.

Kamt. F kiimesine 6nerme 1.3.1’i uygulayalim. Sayilabilir £ C [a,b] kiimesi
olarak [a,b] arahgindaki tiim rasyonel sayilari ve a’y1 (eger a irrasyonel ise) alalim.
Onerme 1.3.1% gore, keyfi m = 1,2, ... icin g,,(-) € F, keyfi 2 € E icin {gm(2%)}2_,

dizisi yakinsak olacak gekilde {gm(-)}%_; dizisi vardur.

o(zx) = lim g (k)

olsun. Keyfi zx € E, z; € E igin x; < z; iken,

o(zk) < p(z:)
oldugunu gosterelim.
Keyfim =1,2,... i¢cin g,(-) € F, z; < x; iken
gm(.'L'k) < gm(xi)

oldugu acgiktir. Bu durumda

o(zx) = lim gm(zk) < lim gn(z:) = o(2:)
olur.
Simdi ¢(-) fonksiyonunu tiim [a, b] aralifinda tammlayahm. Irrasyonel = € (a, ]

noktasi igin

o(z) = sup @(zx)
<z, EE

olsun. Bu durumda ¢(-) fonksiyonu [a, b] araliginda artan fonksiyondur. Gergekten,

Z € [a,b], z* € [a,b] ve z, < z* iken
o) < p(z) (1.3.1)
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oldugunu gosterelim.

Eger z, ve z* noktalarimn her ikisi de rasyonel ise, (1.3.1) egitsizliginin
dogrulugunu gordiik.

Simdi z, rasyonel, z* irrasyonel olsun. O halde y € (z,, z*) olacak bigimde rasy-
onel y noktalan vardir ve z,, y noktalarinin her ikisi rasyonel, z, < y oldugundan,

o(z) < o(y) olur. y € (z.,z*) keyfi sabitlenmig rasyonel say1 oldugundan, buradan

o(z) < sup  o(zk)
zp<z* TR

elde edilir. Buradan, ¢(-) fonksiyonunun irrasyonel noktalardaki tanimindan
(1.3.1)’in dogrulugu bulunur.

Simdi z, irrasyonel, z* rasyonel olsun. Eger z, = a ise, 0 zaman z, = a € F
oldugundan, ¢(z,) < ¢(z*) olur. z, > a olsun. y < z, olacak bicimde keyfi rasyonel
y noktasi alahm. O halde y, z* rasyonel, y < z* oldugundan dolay1, ¢(y) < p(z*)

elde ederiz. y < z, keyfi sabitlenmig rasyonel nokta oldugundan, buradan

sup  o(zi) < o(z*)

T <Zx,LpEE

oldugu elde edilir. Buradan ise, ¢(-) fonksiyonunun irrasyonel noktalardaki
tanimindan (1.3.1)’in dogrulugu bulunur.

Simdi z, ve x* noktalarinin her ikisinin irrasyonel oldugunu kabul edelim. Keyfi
rasyonel y € (z.,z*) noktas: alahm. O zaman keyfi rasyonel z; < z, igin z < y
olur ve buradan z; ve y noktalarinin her ikisi rasyonel oldugundan ¢(zx) < ¢(y)

elde ederiz. x; < z, keyfi sabitlenmig rasyonel nokta oldugundan, buradan

sup  o(zx) < ©(y)

Tp<Tx,Tp€EE

oldugu elde edilir. Buradan ise, ¢(-) fonksiyonunun irrasyonel noktalardaki

tanimindan
p(z:) < o(y) (1.3.2)

oldugu bulunur.
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y < z* rasyonel nokta oldugundan keyvi rasyonel z; € (y,z*) rasyonel noktas:
icin ¢(y) < p(zx) elde ederiz. Buradan

p(y) < sup  p(xx)

TR <T*, TR EE

elde edilir. Buradan ise, ¢(-) fonksiyonunun irrasyonel noktalardaki tanimindan

o(y) < p(z7) (1.3.3)

oldugu bulunur. (1.3.2) ve (1.3.3) egitsizliklerinden (1.3.1)’in dogrulugu elde edilir.
Boylece, ¢(:) : [a,b] — R fonksiyonunun monoton artan oldugunu gérdiik.
¢(-) fonksiyonu [a, b] araliginda monoton artan oldugundan, teorem 1.1.4’e gore,

bu fonksiyonun [a, b] araliginda siireksiz oldugu noktalar sayilabilirdir.

z, € (a,b) noktas: ¢(-) : [a,b] — R fonksiyonunun siireklilik noktas: olsun.

Jim gn(2.) = (@)

oldugunu gosterelim. z, € (a,b), ¢(-) fonksiyonu z, noktasinda siirekli oldugundan,

E kiimesi [a,b] arahgindaki tiim rasyonel sayilan icerdiginden dolayi, keyfi € > 0
icin zp < z, < x; ve

o(zs) — § < olz:i) < o(z:) + 5, (1.3.4)
o) — § < @(zr) < p(ze) + 5
olacak bicimde zy € E, x; € E secilebilir.
zx € E, z; € E oldugundan dolay
dim g (zk) = @(zx), lim gm(zi) = o(z:).

O zaman € > 0 igin, keyfi m > N(¢) i¢in

| gm(@e) = 0(@) 1< 5, | gm(m:) = (@) < 5

olacak bigimde N(¢) > 0 sayist vardir. Buradan m > N(e) igin

19



o(z) — § < gm(zr) < p(28) + 5,

(1.3.5)
P(zi) — § < gm(Ti) < p(zi) + 5
oldugunu elde ederiz. (1.3.4) ve (1.3.5)’den keyfi m > N(e) icin
O(z) — € < gm(xk), gm(x:) < () + € (1.3.6)
oldugu bulunur.
gm(-) fonksiyonlar1 monoton artan, zj < z; oldugundan, keyfi m icin
Im(Tx) < gm(2:). (1.3.7)
O zaman (1.3.6) ve (1.3.7)’den m > N(e) igin
0(z4) — € < gm(zk) < gm(m;) < (i) + € (1.3.8)

oldugu elde edilir.
Keyfi m igin g,,(-) fonksiyonlar1 monoton artan, zr < z, < z; oldugundan, keyfi

m icin

gm(xk) < gm(m*) < gm(xz)

olur. O zaman buradan ve (1.3.8)’den m > N(g) igin

O(z4) — € < gm(zs) < o(z4) + € (1.3.9)

elde edilir. £ > 0 keyfi oldugundan, (1.3.9)’dan

lim_gm(2.) = ¢(x.)

m—>00

oldugu bulunur.
z. € (a,b) noktast o(-) fonksiyonunun sabitlenmis keyfi siireklilik noktas:

oldugundan, ¢(-) fonksiyonunun keyfi x € (a, b) siireklilik noktas: icin

lim g, (z) = p(z) (1.3.10)

m—ro0
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oldugu bulunur.

¢(-) fonksiyonu [a, b] araliginda monoton artan oldugundan, teorem 1.1.4’e gore,
bu fonksiyonun [a,b] araliginda siireksiz oldugu noktalar sayilabilirdir. a, b ve ¢(-)
fonksiyonunun (a,b) arahiginda siireksiz oldugu noktalarin olusturdugu kiimeyi P
ile gosterelim. Aciktir ki, P kiimesi sayilabilir kiimedir ve (1.3.10) egitliligi z € P
noktalar icin saglanmayabilir.

Fi = {gm(’) : [@,0] = R:m = 1,2,...} olsun. O zaman, keyfi m = 1,2, ...,
z € [a,b] i¢in | gm(z) |[< K ve P C [a,b] kiimesi sayilabilir kiime oldugundan dolayi,
onerme 1.2.1’1 F kiimesine uygularsak, keyfi z € [a,b] i¢in | ¢¥(z) |< K, keyfi z € P
igin n — oo iken g, () — ¥(x) olmak tzere, {gm(-)}5o_; dizisinin {gm, ()}, alt
dizisi segilebilir.

Simdin =1,2,... ve z € [a,b] icin fr(z) = gm, (z),

Y(z) ze€P
olsun. Agiktir ki z € [a,b] i¢in n — oo iken f,(z) — fi(z), | fu(z) |< K.

o) { o(z) z€[a,b]\P

f+«(*) : [a,b] — R fonksiyonunun monoton artan oldugunun ispati, ¢(-) : [a, b] —
R fonksiyonunun monoton artan oldugunun ispat: ile benzerdir.

Onerme ispatland.

Teorem 1.3.1. (E.Helli) K > 0, F kimesi keyfi z € [a,b] icin | f(z) |< K ve
V2(f) £ K kosulunu saglayan f(-) : [a,b] — R fonksiyonlar ailesi olsun. O zaman
keyfi i = 1,2,... icin f;(:) € F, keyfi x € [a,b] i¢in i — oo iken fi(z) — ¢(x) ve

V() < +co olmak dizere {fi(-)}$2, dizisi ve o(-) : [a,b] — R fonksiyonu vardar.

Kanit. Keyfi f(-) € F alalim ve z € [a, ] icin

m(z) = Vg (f), v(z) =7(z) - f(2) (1.3.11)
olsun. Onerme 1.2.7 ve teorem 1.2.1’¢ gore, 7(-) : [a,b] — R ve v() : [a,b] = R

fonksiyonlar: [a, b] araliginda monoton artan fonksiyonlardir.
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Agiktir ki keyfi z € [a, b] igin

0 <n(z) =VZ(f) < VAf) < K.

Keyfi z € [a,0] i¢in | f(z) |< K oldugundan, buradan
| o(o) =] 7(2) — f(@) |< 2K (13.12)

olur.

Béylece her f(-) € F fonksiyonuna (1.3.11) ile tamimlanan bir monoton artan

7(-) : [a,b] — R fonksiyonu karsilik gelir ve her z € [a, b] icin
| 7(z) |< K.

egitsizligi saglanir. Simdi, f(-) € F fonksiyonlarina kargilik gelen ve her f(-) € F
igin (1.3.11) ile tammlanan 7(-) :— R fonksiyonlar ailesini ® ile gosterelim. @
fonksiyonlar ailesi 6nerme 1.3.2'nin kosullarim sagladigindan, keyfi £ = 1,2, ... i¢in

mx(+) € @ ve keyfi z € [a, b] i¢in

lim 7 (z) = a(z) (1.3.13)

k—o0

olacak bicimde {my(-)}2, fonksiyonlar dizisi ve [a, b] araliginda monoton artan o(-) :
[a,b] — R fonksiyonu vardur.

Simdi z € [a, b] i¢in

vk (z) = () — f(2)

olsun. (1.3.12)’den keyfi £ =1, 2, ... igin

| vp(z) |< 2K

olur. Ayrica (1.3.11) ve teorem 1.2.1e gore keyfi k = 1,2, ... i¢in, vx(*) : [a,b] = R
fonksiyonlar, [a, b] araliginda monoton artan fonksiyonlardir. Eger @ = {vi(:) : k =
1,2,...} ile gosterirsek, @ kiimesi 6nerme 1.3.2’nin kogullarm saglar. O zaman yine

onerme 1.3.2’ye gore, keyfi ¢ = 1,2, ... icin vg,(-) € @, her z € [a, b] igin
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lim vy, (z) = B(z) (1.3.14)

i—00
olacak bicimde {wvy,(-)}$2, fonksiyonlar dizisi ve [a, b] araliginda monoton artan S(-) :
[a,b] — R fonksiyonu vardir.
{7k, (-)}32, fonksiyonlar dizisi, {my(-)}$, fonksiyonlar dizisinin alt dizisi
oldugundan, (1.3.13)’ten, her z € [a, b] i¢in
Jim (z) = a(z) (1.3.15)
olur. z € [q, b] icin

fi(z) = T, (z) — v, (2)

olarak tanimlayalim. O zaman (1.3.14) ve (1.3.15)’ten keyfi z € [a, b] igin

Jim fi(z) = a(z) - A(z) (1.3.16)
olur.
Her z € [a, }] icin
p(z) = a(z) - f(z) (1.3.17)

olmak iizere, ¢(-) : [a,b] — R fonksiyonunu tanumlayalim. O zaman (1.3.16) ve
(1.3.17)’den keyfi x € [a, b] i¢in

lim fi(z) = (=) (1.3.18)
olur. a(-) : [a,b) — R ve B(-) : [a,b] — R fonksiyonlar, [a,b] araliginda mono-
ton artan olduklarindan, 6nerme 1.2.1°e gore bu fonksiyonlarin [a, b] araliginda tiim
varyasyonu sonludur. O zaman &nerme 1.2.4%e gore ¢(-) : [a,b] — R fonksiyonunun
da [a, b] arahgmdaki tiim varyasyonu sonludur, yani V?(p) < +oo. Keyfii = 1,2, ...

icin f;(-) € F oldugundan, (1.3.18)’den teorem ispatlanir.
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1.4. Sonlu degisimli siirekli fonksiyonlar

Bu bolimde, tim degigimi sonlu ve siirekli fonksiyonlarin 6zelliklerini in-

celeyecegiz.

Teorem 1.4.1. f(-): [a,b] = R stirekli ve [a,b] araligindaki tim degisimi sonlu
bir fonksiyon olsun. O zaman z € [a,b] icin w(x) = VI(f) olmak tzere tansmlanan

7(-) : [a,b] = R fonksiyonu [a,b] arahgnda sireklidir.

Kanit. zy € [a,b) alam. #(-) : [a,b] — R fonksiyonun zy € [a,b) noktasinda
sagdan siirekli oldugunu gosterelim. Keyfi € > 0 alalun ve sabitleyelim. Simdi [z, b]

araliginin

Va(f) = z | F@os) = Fla) | > V2 (f) - e (141)

kosulunu saglayacak bigimde A = {z < z; < 23 < ... < z, = b} boluntiisini
alahm. Gergekten V7 (f) = sngA( f) oldugundan, € > 0 igin [z, b] araligmin
(1.4.1)’i saglayacak bicimde A = {zy < 21 < z2 < ... < z, = b} boliintiisi segilebilir.

Onerme 1.2.6’mn kamtindaki (1.2.13) esitsizliginden, [z, 5] arahgmm A = {z, <
z; < Zg < ... < x, = b} bolintiisiine, yeni bir nokta eklenerek elde edilen A’ =
{zo < Y1 < 21 < 23 < ... < 2, = b} bolintiisii igin, Var(f) > Va(f) oldugunu

biliyoruz. O zaman (1.4.1)’den

Var(f) > Vi (f) — ¢

bulunur. O zaman buradan, genelligi bozmadan, z; noktasimi zy noktasina yeterli
yakin segebiliriz. f(-) fonksiyonu xy noktasinda siirekli oldugundan, ¢ > 0 i¢in z;

noktasim

| f(z1) = flzo) |< €
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olacak bigimde secelim ve sabitleyelim. Bu durumda (1.4.1)’den

V() <e+Valf) =¢ +z | F (@) — Flan) 1=

— et | fo1) — fl) | +Z | F(rer) — Fax) |< (142)
<2 +z | F(oesn) — Fl@) < 26 + Var (f) < V2.(F)

olur. Burada A* = {z; < 23 < ... < z, = b}, [z1,b] arahfinn boliintisidiir.

Onerme 1.2.6’ya gore,
Vio(F) = Vag () + V2, (F)
oldugundan, (1.4.2)’den
Var (f) < 2¢

olur. Buradan ve 6nerme 1.2.6’dan
T(z1) =7 (@) =V -V =V 4+ VI - VR =VE <2 (1.4.3)

oldugunu elde ederiz. Onerme 1.2.7’ye gore, «(-) : [a,b] — R fonksiyonu, [a,d]
araliginda monoton artandir. z; > zo oldugundan, (1.4.3)’den, keyfi z € [zg, z1]
icin
0 < m(z) — (o) < m(x1) — 7(20) < 26
oldugu bulunur. Yani ¢ > 0 i¢in 6(¢) = z; — zo olmak iizere, keyfi = € [zg, o + I(€)]
icin
| m(z) — 7 (zo) |< 2¢

olur. Bir bagka deyigle

lim 7(z) = w(zo) (1.4.4)

—20+0
olur.

Benzer olarak, z, € (a,b] igin

lim 7(z) = 7(x.) (1.4.5)

T—>Tx—0
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oldugu ispatlanabilir. (1.4.4) ve (1.4.5)’ten, n(-) : [a,b] — R fonksiyonu (a,b)
arahginda siirekliligi elde edilir. (1.4.4)ten, b noktasinda 7 (-) : [a,b] — R fonksiy-
onun soldan siirekliligi, (1.4.5)’ten ise, a noktasinda = () : [a,b] — R fonksiyonun
sagdan siirekliligi bulunur.

Teorem ispatland.
Bu teoremden agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 1.4.1. f(-) : [a,b] = R fonksiyonu [a,b] arahginda siirekli ve V2(f) <
+oo olsun. O zaman f(-) fonksiyonu |a,b] araliginda monoton artan ve sturekli iki

fonksiyonun fark: olarak ifade edilebilir.

Kanit. V?(f) < 400 oldugundan, teorem 1.2.1’e gore f(-) fonksiyonu, 7 (-) :
[a,b] = R ve v(:) : [a,b] — R fonksiyonlar1 [a,b] araliginda monoton artan olmak
lizere, keyfi z € [a,d] icin f(z) = w(z) — v(z) gibi yazilabilir. Burada = € [a, ]
icin 7(z) = V=(f). f(-) : [a,b] = R fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve V?(f) <
+00 oldugundan, teorem 1.4.1’den, 7() : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] araliginda
stireklidir. O zaman, keyfi z € [a,b] i¢in v(z) = w(z) — f(z), 7(:) : [a,b] = R ve
f() : [a,b] — R fonksiyonlar [a,d] arahgnda siirekli olduklarindan dolay1, v(-) :
[a,b] — R fonksiyonu da [a,b] arahgmnda siireklidir. Boylece, #(:) : [a,b] — R ve
v(-) : [a,b] — R fonksiyonlar1 [a,b] aralignda siirekli olmak iizere, z € [a,b] igin

f(z) = n(z) — v(z) olur. Sonug ispatlanda.
Simdi f(-) : [a,b] = R fonksiyonun [a, b] arahgindaki osilasyonunu tanimlayalim.

Tamim 1.4.1. f(-): [a,b] = R,

way(f) = sup | f(z2) = f(z1) |
z1€la,b], z2€(a,b]

olsun. wiay(f)’e, f(-) fonksiyonunun [a,b] arahgindaki osilasyonu denir.

f() : [a,b] — R fonksiyonunun [a,b] araliginda siirekli oldugunu varsayalim.
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[a,b] araliginin A = {a =29 < 21 < Ty < ... < T, = b} bdliintiisiinii alalim ve
MA) =max{z;y1 —2;:9=0,1,...,n— 1}

Wi = Wiggz ) (f) 1=0,1,...,m—1

Valf) = Z | F (@) — F(zs) |

olsun. Agagidaki teorem dogrudur.

Teorem 1.4.2. f(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] arahgenda sirekli, A® =

(k) (k) (%)

{a=xy’ <727’ <3y’ < ... < xﬁl’? = b}, [a,b] arahginin bélintileri, k — oo iken

MA®)) = 0 olsun. O zaman

lm Qa0 (f) = Jim Vaw (f) = V2 (/)

olur.

Kamt. Keyfi A < V2(f) alalim. V?(f) = supVa(f) oldugundan,
A

m—1

Ve =Vaelf) = 30 | flai) — (&) > A (1.4.6)

i=0
olacak bicimde, [a, b] arahigmin A* = {a = 2} < z} < 2} < ... < z} = b} bolintiisi
bulunabilir.

f(:) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli fonksiyon oldugundan, bu

V*—A

fonksiyon [a,b] araliginda diizgiin siireklidir. O zaman ¢ = * % sayisina kargilik,

| z — v |< 6 kosulunu saglayan keyfi z € [a,b] ve y € [a, b] icin

Vx— A
4m

| f(=) = fy) I< (1.4.7)

olacak gekilde d = §(A) > 0 sayis1 bulunabilir.
Simdi, [a,b] araliginin A(A) < § kogulunu saglayan keyfi A = {a = 2o < 71 <

Ty < ... < T, = b} boliintiisi icin,
Va(f) > A (1.4.8)
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oldugunu gosterelim. Burada
n—1
Valf) =D | flaira) — flz) | -
i=0
Eger A ve A* boluntileri ayni ise, (1.4.8)’in dogrulugu (1.4.6)’dan elde edilir. A
ve A* boliintiilerinin farkl olduklarini varsayalim.
Simdi z} € A* boliintii noktasini alahm ve z7 boliintii noktasini A boliintistine

ekleyelim. Yeni boliintiiyl A; ile gosterelim. 27 ¢ A oldugunu varsayalim. O zaman
T < .iET < Tg41

olacak bicimde z; € A ve zxy; € A bolinti noktalar: vardir. Bu durumda A; =
{a=xz0 <z < ... <2 <Z} < Zpg1 < ... <zp =b} olur.

A(A) < 6 oldugundan,
| 2] — 2 |< 9, |Zps1 — 2] |< 6

olur ve bu durumda (1.4.7)’den

Vr—A Vr—A

| £(21) = flz) I< , | F(@rar) — fl21) I<

(1.4.9)

4m 4m

oldugunu elde ederiz. O zaman (1.4.9)’dan

Va:(f) = 20 | f(@ira) = fza) [ + | F27) = Flze) | + | Flzer) = F(27) [+

S Vi-A V-4 Vi—4
+i=kZ+1 | flziv1) — f(@i) < Va(f) + i + - Va(f) + 5
yani
Va,(f) S Va(f) + -4 (1.4.10)

2m

oldugu elde edilir.

Eger 2t € A* boliintii noktast i¢in z3 € A ise, 0 zaman A; = A, VA, (f) = Va(f)
olur ve (1.4.10) esitsizligi agikar olarak saglamir.

Simdi 2% € A* boliintii noktasini alalim ve x5 boliinti noktasini, A; boliintiisiine
ekleyelim. Yeni boluntiiyi A, ile gosterelim. 3 & A oldugunu varsayalim. O zaman
x5 & Ay olur. Bu durumda (1.4.10)’a benzer olarak

V*— A
2m

VAz(f) < VA1(f) +

(1.4.11)
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oldugu ispatlamir. Eger x5 € A* boliintii noktas: igin =5 € A ise, o zaman z} € A
ve buradan zj € A, olur. O halde Ay = Ay, Va,(f) = Va,(f) olur ve (1.4.11)
egitsizligi agikar olarak saglanir.

Bu prosediirii devam ettirerek, A* boéliintiisiiniin noktalarimi sira ile A
boliintiistine ekleriz ve boylece A; boliintiileri elde ederiz. Her A; boliintiisi igin,
(1.4.10) ve (1.4.11)’e benzer olarak

V*—A

VAi+1(f) < VAi (f) + om

(1.4.12)

oldugunu goririz.

A* boliintiisiiniin noktalarminin sayis1 m + 1, xg = a ve z,, = b noktalann A
boliintiisiinde olduklarindan dolayi, (1.4.12) esitsizliginde 1 < 4 < m — 1 olur. O
zaman buradan, (1.4.11) ve (1.4.12)’den

V- A V- A

Van(F) S Va(f) + o -m = Va(f) + 2

(1.4.13)

olur.

Acgiktir ki, A, bolintiisii, A boliintiistine, A* boliintiisiiniin tiim boélinti nokta-
lar1 eklenerek elde edilmektedir. Ayni zamanda A,, bolintusii, A* boliintiisiine
A bolintisilinlin tiim boliintii noktalar1 eklenerek de elde edilir. Her hangi bir

boliintiiye, yeni boliintii noktasi eklendiginde, fonksiyonun degigimi arttigindan
V* = Vae(f) < Van(f) (1.4.14)

olur. O halde, (1.4.13) ve (1.4.14)’ten

Vr—A
2

V* < Va(f) +

olur. Buradan,
Vi—-A V*+ A

>V* - A4.15
Va(f) 2V 5 5 (1.4.15)
oldugunu elde ederiz. (1.4.6)’dan, V* > A oldugundan, (1.4.15)’den
A+ A
Va(f) > —y = A

olur.
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(1.4.8)’in dogrulugu ispatlanda.

Boylece, keyfi A < V2(f) icin, [a,b] araligimn A(A) < § kogulunu saglayan keyfi
A boliintiist i¢in

Va(f) > A (1.4.16)

olacak bigimde § = §(A) > 0 sayis1 bulunabilir.

Simdi keyfi n = 1,2,... igin 4, < V2(f) ve JEEOA” = V2(f) olacak bicimde
{An}%, dizisi alalim. O zaman (1.4.16)’dan, her A, < V?(f) igin, [a,b] araliginin
A(A) < 6, kogulunu saglayan keyfi A boliintiisii igin

Va(f) > An (1.4.17)

olacak bicimde §,, > 0 sayist var. Genelligi bozmadan n — oo iken 8, — 0 oldugunu
varsayalim.

Teoremin koguluna gore [a,b] arahgmin A®) = {q = ) < £ < 2P < <
ngc) = b} boliintiileri icin, k£ — oo iken A(A®)) — 0 olur. O zaman, &, > 0 igin, keyfi
k > ky icin M(A®) < §,, olacak bigimde k, > 0 bulunur. Bu durumda, (1.4.17)’den
keyfi k& > k, igin

Vaw (f) > An (1.4.18)
olur. Keyfi A®) k = 1,2, ... boliintiisii i¢in Ve (f) < V2(f) oldugundan, buradan
ve (1.4.18)’den, keyfi k > k, igin

A < Vaw (f) < V2(f) (1.4.19)
oldugunu elde ederiz. lim A, = V2(f) oldugundan, (1.4.19)’dan

Jim Vaw (f) = V;(f) (1.4.20)

oldugu bulunur.
[a,b] arahginn A® = {a = z{) < z{¥ < 2 < . < P = b}, (k=1,2,..),
boliintiileri icin,

nk—1

Vaw(f) = 3 | @) — f=P) ), (1.4.21)

=0
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k
o = w1 (F) = sup | f(@) = F@) |, (14.22)
oelz* )azfﬂ]’ ye[z§k),m§+1]

nE—1
Qw(f) = 3 of (1.4.23)
=0
olsun. (1.4.22)’den
| )~ 7)1 <wl®. (1.4.24)

oldugu aciktir. O halde, (1.4.21), (1.4.23) ve (1.4.24)’ten, keyfi £k = 1,2, ... icin

Vaw (f) £ Qam (f) (1.4.25)

olur. Bu durumda, (1.4.20) ve (1.4.25)’ten
Vo(f) = lim Vae < liminf Qa(f) (1.4.26)

oldugunu elde ederiz.
Yine de A®), (k = 1,2,...), boliintiilerini alahm. f(-) fonksiyonu [a, b] araliginda
siirekli oldugundan
W = sup | F@) = £) | = | F2) — £(=7) |

[ 'Ek)’ z+1] ye[ z+1]

olacak bicimde ¥ € [z, (k)] 2" e [z, 2], (i = 0,1,...,n — 1), noktalan
vardir. Bu durumda

np—1

Qw(f) = 3 | F6") - £(=") | (1.4.27)

=0
olur. y(k) (k) , (i=0,1,...,n, — 1), noktalarim1 A bgliintiisiine ekleyelim ve elde
edilen yeni boliintiiyi AS‘ ile gosterelim. O zaman keyfi i #j (¢ =0,1,...,n, — 1),

(G = 0,1,,me — 1), igin (27,2 N, 2f2) = 0, 1 € [2”, 51?1] z““) €
[z, 2®)], (6 =0,1,...,n; — 1), oldugundan, (1.4.27)’den

WING (f) < VAgk)(f) (1.4.28)

olur.

Vaw(f) < sup Va(f) = Vo (f)
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oldugundan, (1.4.28)’den, keyfi k = 1,2, ... igin

Qaw (f) < V2(S)

olur. Buradan ise

limsup Qaw (f) < V2(f) (1.4.29)

k—oo

oldugu bulunur. (1.4.26) ve (1.4.29)’dan kli_)m Qa (f) limiti vardir ve
lim Q50(f) = V2(F) (1.4.30)

olur. (1.4.20) ve (1.4.30)’dan teorem ispatlanir.

f(-) : [a,b] = R fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli degilse, teoremin dogru ol-

madigint bir érnekle gosterelim.

Ornek 1.4.1. [a,b] = [-1,1],

flz) =

0 ze[-1,1], z#0
1 z=0

olsun. Aciktir ki VX, (f) = 2. Simdi [~1,1] araligmin, keyfi £k = 1,2,... icin 0 ¢
A®) olacak bigimde A® (k = 1,2,...), boliintiilerini alahm. Bu durumda, keyfi
E=1,2,... icin Vawm(f) = 0, Qam(f) = 1 olur. O halde kli)m Vam(f) = 0,

klim Qaw (f) = 1 bulunur. Yani teorem dogru degil.
—00

1.5. Banach indikatrisi

Bu béliimde, siirekli fonksiyonlarin baz1 6zelliklerini inceleyecegiz.

f(-) : [a,b] = R fonksiyonu |a, b] araliginda siirekli fonksiyon olsun. O zaman,

f() fonksiyonu [a, b] aralignda maksimum ve minimum degerlerini alir.

g Tk My T
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olsun.

Simdi N(-) : [m, M] — RU{+oo} fonksiyonunu tammlayalim. y € [m, M] icin
N(y) ile f(z) = y denkleminin [a, b] arahgindaki ¢6ziimlerinin sayisin1 gosterelim.
Yani, y € [m, M] icin N(y), f(z) = y esitliligini saglayan z € [a, b]’lerin sayisidir.
Eger y € [m, M] igin f(z) = y esitliligini saglayacak x € [a, b]-ler sonsuz ise, 0 zaman
N(y) = +o0 olduguhu kabul edecegiz. Aciktir ki, keyfi y € [m, M] igin N(y) dogal
sayl veya +oo olur ve keyfi y € [m, M] icin N(y) > 1.

y — N(y) : [m,M] - RU{+oc} fonksiyonuna, f(-) : [a,b] — R fonksiyonunun

Banach indikatrisi denir.

Teorem 1.5.1. (S.Banach) f(:) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] arahginda sirekls
fonksiyon,
= i M =
m = min f(z), max f(z),

N(:) : [m,M] — RU{+oo} fonksiyonu f(-) : [a,b] = R fonksiyonunun Banach
indikatrisi olsun. O zaman N(-) : [m, M] — RU{+oo} fonksiyonu él¢ilebilirdir ve

[ Ny =v2 ().

Kanit. n dogal say1 olsun. Simdi [a, b] araligim 2" eg araliga bolelim. O zaman

her araligin uzunlugu h = ”2"—”“ olur. Bu araliklar dy, ds, ds,. . . ,dsn ile gosterelim,
yani
di = la,a+ b- a]
1 — (&% on ’
b—a b—a n
dp=(a+(k—-1)- o 6+ k- o |, £=2,3,...,2

olsun.

Simdi k£ = 1,2,...,2" icin hg(:) : [m, M] — R fonksiyonlarimi tanimlayahm. Eger
y € [m, M] icin f(z) = y denkleminin z € dj, olacak bi¢imde hig olmazsa bir ¢oziimii
varsa hi(y) = 1, eger y € [m, M] igin f(z) = y denkleminin z € dj, olacak bicimde

¢6zliimii yoksa hy(y) = 0 oldugunu kabul ediyoruz.

mi = inf f(z), My =sup f(z)

z€dy, z€dy,
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olsun. O zaman, keyfi y € (mg, M) icin he(y) = 1, ve keyfi y & [my, My] icin
he(y) = 0 oldugu agiktir. Buradan, hg(-) : [m, M] — R fonksiyonu yalmz y = my
ve y = M}, noktalarinda siireksiz olabilir. Boylece, her k = 1,2, ...,2" icin hg(-) :
[m, M] — R fonksiyonunun iki noktada siireksiz olabileceyini géstermis olduk. O

halde, her k = 1,2, ...,2" icin hg(-) : [m, M] — R fonksiyonu 6lgiilebilir olur.

1 z€ my, M,
ha(y) = ( )
0 z ¢ [mk, Mk]
oldugundan
M M, My,
/ hi(y)dy = / ha(y)dy = / dy = M — my. (1.5.1)
m ™My mg

olur. Burada integral Lebesgue anlamindadir.
hi(+) fonksiyonun dy = (a+ (k—1)- %2, a+ k- 222 arahgindaki osilasyonunu wy
ile gosterelim, yani

wp=sup | f(z)—f(y)

z€dy, yE€dy

olsun. O halde

My —my = sup f(z)— inf f(y) =sup f(z) +sup — f(y) =
z€dy, yEdy zedy, yedy,

= sup [f(z)—fw)]= sup |f(z)—f(y)|=wk

T€dy, yEdy z€dy,, yEdy

elde ederiz. Bu durumda, buradan ve (1.5.1)’den

[ Y () dy = wi (1.5.2)

bulunur.
Simdi y € [m, M] i¢in N, (y) = h1(y) + he(y) + ... + han(y), (n =1,2,...), olmak
iizere, N,(-) : [m, M] — R fonksiyonunu tanimlayalim. O halde, (1.5.2)’den

M 2" M 2"
/ Ny (y)dy = Z/ hi(y)dy = D wi (1.5.3)
m k=1 k=1
olur. [a,b] araliginin
(n) —a b—a . b—a
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boliintiisi icin
ZTL

Qam = Zwk

k=1
Aciktir ki, n — oo iken A(A®™) — 0. O zaman f(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a, ]
arahginda siirekli oldugundan, teorem 1.4.2’den

21’L

lim Zwk = lim Qpem) (f) =V2(f)

n——>oo

elde ederiz. O halde buradan ve (1.5.3)’den

lim [ Na(y)dy = VA7) (1.5.4)

n—+oo m

bulunur. N, () fonksiyonunun tanimindan, keyfi y € [m, M] i¢in,
0 < Mi(y) < Nao(y) < Na(y) < Ny(y) < - .. (1.5.5)

olur. Bu durumda keyfi y € [m, M| igin, {N,(y)}52, dizisinin sonlu veya sonsuz

limiti var. Simdi, keyfi y € [m, M] i¢in

No(y) = lim N, (y) (1.5.6)

n—o0

olsun. Keyfi n = 1,2,... igin N,(-) : [m,M] — R fonksiyonlan olgiilebilir
oldugundan, N.(-) : [m,M] — RU{+oo} fonksiyonu Olciilebilir olur. O halde,
(1.5.5), (1.5.6) ve teorem 1.1.5ten,

M
/ dy*lloo/

bulunur. Buradan ve (1.5.4)’ten

M
| No)dy = V2(£)dy (15.7)

m

oldugunu elde ederiz.
Eger keyfi y € [m, M] igin
N.(y) = N(y) (1.5.8)

oldugunu kanitlarsak, teoremi ispatlamis oluruz.
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Keyfi y € [m, M] alahm. FEy(y) ile f(z) = y denklemini saglayan ve z € dj

olacak z’lerin sayisim gosterelim. O zaman agiktir ki, keyfi k = 1,2, ..., 2" icin

Fe(®) > haly) ve f;zzay):zv(y) (15.9)

2n
olur. Bu durumda, N,(y) = Y _h(y) oldugundan, (1.5.9)’dan
k=1

N(y) = > Ex(y) = > h(y) = Nu(y) (1.5.10)
k=1 k=1

oldugunu elde ederiz. (1.5.10) esitsizligi keyfi n = 1,2, .... i¢in dogru oldugundan,
(1.5.5), (1.5.6) ve (1.5.10)’dan, keyfi y € [m, M] igin

N(y) = Ni(y) (1.5.11)

olur.

(1.5.11) esitsizliginin tersini gésterelim. Yani keyfi y € [m, M] igin
N(y) < Nu(y) (1.5.12)

oldugunu gorelim. Aciktir ki, keyfi y € [a, b] igin N(y) > 1. y € [m, M] olsun.

Eger N(y) = 1 ise, yani f(z) = y denkleminin [a,b] aralhiginda tek ¢ézimi
bulunuyorsa, o zaman N,(y)’nin tammindan, N,(y) = 1 olur.

Boylece, N(y) =1 iken, (1.5.12) esitsizliginin dogrulugunu gordiik.

N.(y) > 2 oldugunu varsayalim. 2 < ¢ < N(y) olmak iizere keyfi ¢ dogal sayis1
alalm ve sabitleyelim. N(y)’nin tanimindan, f(z) = y denkleminin, z; < 22 < ... <

x4 olacak bi¢cimde ¢ tane ¢oziimii bulunur.
Ag=min {z;41 —z;:1=1,2,...,¢ — 1}

olsun. Agiktir ki, Ay > 0. O zaman keyfi n > n, igin

b—a
2n

<

olacak bicimde n, > 0 sayis1 var. Bu durumda, di, (k = 1,2, ...,2"), araliklarinin

b—a

uzunlugu =72,

keyfi ¢ # j igin d;Nd; = 0 oldugundan, keyfi n > n, icin her dj,
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(k = 1,2,..,2"), aralg, z1, 3 . . . z,'lerden yalmz birini igerebilir. O zaman,
No(), (n = 1,2,...), ve ht(+), (k = 1,2,...,2"), fonksiyonlarmin tanimindan, keyfi
n > n, icin

Na(y) = g)hk(y) >q (1.5.13)

olur. Keyfi i = 1,2, ... i¢in N;(y) < N;41(y) oldugundan, (1.5.6) ve (1.5.13)’den
N.(y) = lim No(y) > ¢ (1.5.14)

oldugunu elde ederiz. (1.5.14) esitsizligi keyfi 2 < ¢ < N(y) (Ni(y) > 2) icin
saglandigindan, (1.5.14)’den (1.5.12)’nin dogrulugu bulunur.

N(y) = 400 ise, o zaman (1.5.14) esitsizligi keyfi ¢ > 2 dogal sayisi igin dogru
olur. Bu durumda N, (y) = +o0, yani N(y) = N,(y) = +oo olur ve (1.5.12) egitsizligi
saglanir.

(1.5.11) ve (1.5.12) egitsizliklerinden, (1.5.8) esitliginin dogrulugu bulunur.
(1.5.7) ve (1.5.8) esitliliklerinden, teorem ispatlanir.

Bu teoremden agagidaki sonuclar elde edilir.
Sonug 1.5.1. f(-): [a,b] = R fonksiyonu [a,b] aralginda sirekli fonksiyon,

m = min f (z), max f (z)

olsun. f(-) : [a,b] — R fonksiyonunun [a,b] arahginda tam degigiminin sonlu olmas
icin gerek ve yeter kogsul, f(-) fonksiyonunun N(-) : [m, M] — RU{+oo} Banach

indikatrisinin, [m, M| araliginda integrallenebilir olmasidur.

Kanit. V’(f) < +co oldugunu varayalim. Teorem 1.5.1%e gore

/ N (y)dy = V2 (f)

m

M
oldugundan, bu durumda / N(y)dy < +oo bulunur, yani f(-) : [a,b] — R fonksiy-
onunun N(-) : [m, M| =+ RU{+oco} Banach indikatrisinin, [m, M| araliginda sonlu

integrali vardir.
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f(-) : [a,b] = R fonksiyonunun N(-) : [m, M| — RU{+oco} Banach indikatrisinin
M
[m, M] araliginda integrallenebilir oldugunu varsayalim, yani / N(y)dy < +oo

olsun. Teorem 1.5.1°e gore

[ Ny =vee

oldugundan, bu durumda V7 (f) < -+oo bulunur, yani f(-) : [a,b] — R fonksiy-

onunun [a,b] arahginda tam varyasyonu sonludur.
Sonug 1.5.2. f(-) : [a,b] = R fonksiyonu [a,b] arahginda sirekli, V2(f) < +oo,

m=ugﬁrﬂ@, Af:gﬁﬁf@%

A={y € [m,M]: N(y) = +oo}

olsun. O zaman A kimesinin olgimd sufirdar.

Kanit. Teorem 1.5.1’e gore

0 < V’(f) < +oo oldugundan, buradan
M
og/ N(y)dy < +oo (1.5.15)

olur.

f(-) : [a,b] = R fonksiyonu [a, b] arahiginda siirekli oldugundan, keyfi y € [m, M|
i¢in f(z) = y olacak bicimde en az bir z € [a,b] bulunur. O zaman keyfi y € [m, M|
icin

N(y) 21 (1.5.16)
olur. (1.5.15) ve (1.5.16)’dan, N(-) fonksiyonunun [a,b] araliginda sonlu oldugu
bulunur, yani hemen hemen y € [m, M] i¢in N(y) < +o0 olur. O halde A kiimesinin

Ol¢iimiiniin sifir oldugunu elde ederiz.
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2. MUTLAK SUREKLI FONKSIYONLAR

2.1. Mutlak stirekli fonksiyonlarin ozellikleri

Mutlak siirekli fonksiyonlar, siirekli olmak iizere, tam degisimi sonlu olan fonksiy-
onlardir. Bu béliimde mutlak siirekli fonksiyonlarin 6zelliklerini inceleyecegiz. Once

mutlak siirekli fonksiyonun tanimini sunalim.

Tanim 2.1.1. f(-) : [a,b] = R olsun. Keyfi ¢ > 0 icin, [a,b] arahginin keyfi
ikiser kesisimleri bog olacak (a1,b1), (ag,b2),-.-,(axy, by) araliklars igin

n

> (bn—ar) <6

k=1
tken

| 2 () — Flaw)] 1< e (2.1.1)

olacak bigimde § = 6(¢) > 0 sayuse bulunuyorsa, f(-) : [a,b] = R fonksiyonuna [a, b]

araliginda mutlak sirekli fonksiyon denir.

Agiktir ki, eger f(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] arahginda mutlak siirekli
fonksiyon ise, o zaman f(-) fonksiyonu [a,b] aralignda siireklidir. Gergekten,
z. € (a,b) igin, tamm 2.1.1’de n = 1 ve (aq, b;) araligin z,1 iceren aralik alirsak,
tamm 2.1.1’den, f(-) fonksiyonun z, € (a,b) noktasinda siirekliligini elde ederiz.
z, = a iken tamm 2.1.1'de n = 1 ve (a1,b) = (a,z), z € (a,b), aliwsak, f(-)
fonksiyonunun z, = a noktasinda sagdan siirekliligini elde ederiz. Benzer olarak,
f(-) fonksiyonunun z, = b noktasinda soldan siirekliligini gdsterebiliriz.

Ancak, bunun tersi dogru olmayabilir, yani belli bir aralikta siirekli olan
fonksiyon, bu aralikta mutlak siirekli olmayabilir. Bu durumu gosteren 6rnegi, daha

sonra inceleyecegiz.
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Kaydedelim ki, mutlak siirekli fonksiyonun tanimi bagka formda verilebilir.
Tanum 2.1.1°de, (2.1.1) egitsizligini

n

Yo 1 fok) = flar) < e

k=1
egitsizligi ile degigebiliriz. Bu durumun dogrulugunu gosteren asagidaksi onerme

dogrudur.

Onerme 2.1.1. f(-) : [a,b] — R fonksiyonunun [a,b] arabginda mutlak sirekli
olmasu icin gerek ve yeter kosul, keyfi € > 0 icin, [a,b] aralhiginan keyfi ikiger
kesigimleri bog olacak (a1,by), (a2,b2),---,(Gn, by) araliklar icin

n

> (bx—ax) <6 (2.1.2)
k=1

iken

é | f(bk) — flax) IS e (2.1.3)

olacak bigimde 6 = d(e) > 0 sayisiman var olmasuder.

Kanit. (2.1.2) ve (2.1.3) kosullarinin saglandigim varsayalim, yani keyfi ¢ >
0 igin, [a, b] araliginin keyfi ikiger kesigimleri bog olacak (aj,b1), (az,b2),...,(Gn, bn)

arahklan igin

> (b —ap) <6

k=1

iken
n

o L) = flaw) [<e (2.1.4)

k=1
olacak bigimde § = é(¢) > 0 sayisinin oldugunu varsayalim.

n n

| > [f (o) — flan)] IS D | f(br) — fFlax) |

k=1 k=1
oldugundan, buradan ve (2.1.4)’ten, f(-) : [a,b] — R fonksiyonunun [a, b] araliginda
mutlak stirekli oldugunu elde ederiz.

Simdi, f(-) : [a,b] — R fonksiyonunun, [a,b] arahiginda mutlak siirekli oldugunu

varsayalm. Keyfi ¢ > 0 alalim. O zaman § > 0 igin, [a,b] arahiginin keyfi ikiger
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kesisimleri bog olacak (ay, b1), (az, ba),...,(an, by) araliklari icin

n

Z(bk — ak) S (5

(2.1.5)
k=1
iken

| Z F(bs) — Fla)] 1<

Do ™

(2.1.6)
olacak bigimde § = §(g) > 0 sayis1 var.
Simdi (ag, bx), (k = 1,2, ...,n) araliklarim1 gruplarina ayiralim.
A= {(ak)bk) : f(bk) - f(a’k) < 07 k= 1727 "'7n})
B = {(ak:bk) : f(bk) - f(ak) > 07 k= 172a 777’}
olmak ilizere A ve B gruplarina ayiralim.
> (bk—ax) < Xn:(bk —ag) <6,
k€A k=1
> (b —ax) < Xn:(bk —a;) <0
kEB k=1
oldugundan, (2.1.5) ve (2.1.6)’dan
|3 1) - fla)) 1< 5, (2.1.7)
kEA
|3 () — Flan) 1< (2.1.8)
keB
oldugu bulunur. A ve B kiimelerinin tanimindan,
> 1) = flan) | =13 [f(b) — Flan)] ], (2.1.9)
keA kEA
o 1) = flaw) | =12 [f(0s) — flax)] | (2.1.10)
kEB

keB
egitlilikleri dogrudur. (2.1.7) - (2.1.10)’dan

n

kX_: | f(0r) = flaw) | = D0 | f(be) — flar) [+ | f(0s) — flax) |

keA kEB
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= X0 [0~ F@ | +1 X [fb) — flan] IS 5+ = =

keA kEB
oldugu bulunur. Yani, f(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a, ] araliinda mutlak siirekli

oldugu durumda, (2.1.2) ve (2.1.3) kogullar1 saglanir.

Onerme ispatlandi.

Mutlak siirekli fonksiyonlara ornek olarak, Lipschitz kogulunu saglayan fonksiy-

onlar gosterilebilir.

Onerme 2.1.2. f (+) : [a,b] = R fonksiyonu [a,b] aralginda L sabiti ile Lipschitz
kosulunu saglasin. O zaman f(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak

stureklidir.

Kamt. f(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] arahginda L sabiti ile Lipschitz
kogulunu sagladigindan, keyfi z € [a,b] ve y € [a, b] i¢in

| fz) - fW)ISL]|z—vy]| (2.1.11)
olur.
Keyfi € > 0 alalm. §imdi 6 = d(¢) = £ ve
Y (bk—ar) <6= % (2.1.12)

k=1
olmak lzere, [a,b] aralhginin keyfi ikiger kesigimleri bog olacak (ag,b:), (K =

1,2, ...,n), araliklarin alahm. (2.1.11) ve (2.1.12)’den

n n

| 20 [F(06) = Fla)] 1< D0 | fbr) — flaw) IS

k=1 k=1

z k—ak <L-5=L'%=6

k=1
elde ederiz. Buradan, f(-) : [a,b] — R fonksiyonunun [a, b] arahginda mutlak siirekli

oldugu bulunur.

Simdi mutlak siirekli fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini inceleyelim.
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Teorem 2.1.1. f(-) :[a,b] = Rwveg(:): [a,b] — R fonksiyonlari [a,b] araliginda

mutlak surekli fonksiyonlar olsunlar. O zaman
fO+90), fC)=g(), f()-9()
fonksiyonlar: da [a,b] arahginda mutlak sirekli fonksiyonlardur.

Ek olarak, eger keyfi x € [a,b] icin g(z) # 0 ise, i;% fonksiyonu da |[a,b]

areliginda mutlak sirekli fonksiyondur.

Kamt. Ilk olarak, f(-) + g¢(-) fonksiyonunun [a,b] arahginda mutlak siirekli
oldugunu gosterelim. f(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak siirekli
fonksiyon oldugundan, keyfi € > 0 igin, [a,b] araliginin keyfi ikiger kesigimleri bog
olacak (a{,5M), (a8?,bM),...,(a®, ) araliklar igin

>0 — ) < 4

k=1

iken

Z L) = Fa) |< g (2.1.13)

olacak bigimde §; = d1(¢) > O sayisl var.

9(:) : [a,b] = R fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon oldugundan,
keyfi € > 0 igin, [a,b] araliginin keyfi ikiger kesigimleri bos olacak (a&”,b@)),
(@2, 5),....(a®, b?) araliklan igin

S0 - of?) <5,

k=1

iken
Z | 9(6) - 9(a?) I< (2.1.14)

olacak bigimde do = da(e) > O sayl1s1 var.

Eger § = min{d;, >} alirsak, o zaman (2.1.13) ve (2.1.14)’den, keyfi € > 0 icin,
[a, b] araliginin keyfi ikiger kesigimleri bog olacak (a1, b1), (az, b2),-..,(an, b,) araliklar
icin

n
> (b — ax)

k=1
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iken

> 1400~ S 1< 5 (2.1.15)
é | 9(be) — g(ax) |£% (2.1.16)

olur. O zaman (2.1.15) ve (2.1.16)’dan

n

> () + g(be)) = (flar) + g(a)) I<

k=1

5 =€

gz | £~ Fla) | +32 1 9(be) — glaw) |<

k=1

| M
N ™

olur, yani, f(-) + g(-) fonksiyonu [a, b] arahiginda mutlak siireklidir.

Simdi f(-) — g¢(-) fonksiyonunun [a,b] arahginda mutlak siirekli fonksiyon
oldugunu goésterelim. f(-) : [a,b] — R ve g() : [a,b] — R fonksiyonlar [a, d]
araliginda mutlak siirekli fonksiyonlar oldugundan, (2.1.15) ve (2.1.16) egtsizlikleri
dogrudur. Bu durumda, (2.1.15) ve (2.1.16)’dan

n

> [ (f(be) — g(be)) — (f(ax) — g(ar)) I<

k=1

<3 1 F(b) — Flan) |43 | albe) - glaw) |<

k=1 k=1

+5 =€

DO ™
N M

olur, yani, f(-) — g(-) fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siireklidir.

Simdi f(-)-g(-) fonksiyonunun [a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon oldugunu
gosterelim. f(-) : [a,b] = R ve g(-) : [a,b] — R fonksiyonlari [a, b] arahginda mutlak
stirekli fonksiyonlar oldugundan, bu fonksiyonlar [a,b] araliginda siireklidirler. O

zaman keyfi z € [a,b] icin
| f(z) IS My, | g(z) |[< My (2.1.17)

olacak bigimde M; > 0 ve M > 0 sayilar1 bulunabilir.
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f() : [a,b] = R fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon oldugundan,
keyfi ¢ > 0 icin, [a,b] aralifinin keyfi ikiger kesisimleri bos olacak (agl),bgl)),
(a$”,6)....,(a®, ) arahklan icin

r
> —af) <o
k=1

iken

> 100 - £@) 1< o (2.1.18)

olacak bigimde &; = d;(¢) > 0 sayis1 vardur.

g(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon oldugundan,
keyfi € > 0 igin, [a,b] arah@mun keyfi ikiger kesigimleri bos olacak (agz), ng)),
O bgz)),...,(ag), b)) araliklar igin

m
>0 —af?) <&
k=1

iken

g
Z | 9%) — g(a?) 1< = (2.1.19)

olacak bicimde 65 = d5(g) > 0 sayist vardur.
Eger 6 = min{d;, §2} alirsak, o zaman (2.1.18) ve (2.1.19)’dan, keyfi ¢ > 0 icin,
[a, b] araliginin keyfi ikiger kesigimleri bog olacak (ay, b1), (a2, b2),-..,(Gx, b,) araliklar

igin
> (br — ax)
k=1
iken
> | (be) ~ Flaw) 1< 537 (2.1.20)
k=1
> 1) —glar) I< ziMl (2.1.21)
1

£
b ]

olur. O zaman (2.1.17), (2.1.20) ve (2.1.21)’den

n

> 1 f(x) - g(bk) — flax) - g(ax) =

k=1
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= kZT_le | F(bk) - 9(bk) — f(Bx) - g(ax) + F(bk) - g(ax) — flax) - g(ax) |<

< z 7)1 9(be) — 9(ax) | + | g(aw)) |- | F(b) — Flax) <

< kg M- | g(be) — glax) | +Ma- | F(5e) — Flax) |<

13
<My 2M +My =
2

olur, yani, f(-) - g(-) fonksiyonu [a, b] arahginda mutlak siireklidir.

Simdi, keyfi z € [a,b] igin g(z) # 0 oldugu durumda, gi(% fonksiyonunun |[a, b]
araliginda mutlak siirekli oldugunu gosterelim. f(-) : [a,b] — R ve g(-) : [a,b] —
R fonksiyonlar: [a,b] araliginda mutlak siirekli fonksiyonlar oldugundan, (2.1.17)
esitsizlikleri saglanir. Ayrica, g(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] arahginda siirekli,

keyfi = € [a,d] i¢in g(z) # 0 oldugundan, keyfi z € [a, b] i¢in
| 9(z) |2 M (2.1.22)

olacak bicimde M > 0 sayis: bulunabilir.

f(-) : [a,b] = R fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon oldugundan,
keyfi € > 0 icin, [a,b] arabgimn keyfi ikiger kesigimleri bog olacak (a(1 ),b(l))
@, 89),.... (D), 5V araliklan icin

>0 - of?) <
k=1
iken

Elfb“ fay

olacak bigimde §; = 6;(¢) > 0 sayis1 vardir.

) |I€ = (2.1.23)

g(+) : [a,b] — R fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon oldugundan,

keyfi ¢ > 0 igin, [a,b] arahgmin keyfi ikiger kesigimleri bog olacak (agz),b?)),
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@, 62),....(a?), bP) araliklan igin

mrm

m

S0P - o) < 6
k=1
iken
U eM?
> 190) ~ 9(@?) |< 5 (2.1.24)
k=1 1

olacak bicimde 2 = d2(¢) > 0 sayis1 vardr.
Eger 6 = min{d;,d,} alirsak, o zaman (2.1.23) ve (2.1.24)’den, keyfi ¢ > 0
icin, [a,b] arahginin keyfi ikiger kesigimleri bog olacak (ai,b1), (a2,82),...,(Gn, b(n))

araliklan icin

> (be—ax) <6
k=1 .
iken
- eM?
- < . .
kg [ £(00) = flaw) I< 537 (2.1.25)
< eM?
- < 1.
I:L:,l [ 9(8) — glax) I< 537 (2.1.26)
olur. O zaman, (2.1.17), (2.1.22), (2.1.25) ve (2.1.26)’dan

> e s = e T <
< 57130 £ -0(00) = £(0) 0000 + 0e) - (06) = Flow) - o) | <
< 513 17001100~ o(as) | +3 1006011 760~ flae) 1<
< 5V o)~ o(on) | 4363 1 £(00) - £(ae) |1 <
gjll—g-[Ml-%%—l—Mz-%%]:a

olur, yani gl(f% fonksiyonu [a, b] arahginda mutlak siireklidir.

Teorem ispatlandi.

Iki mutlak siirekli fonksiyonunun bilegkesi mutlak siirekli olmayabilir. Ancak,

bazi durumlarda mutlak siirekli fonksiyonlarin bilegke fonksiyonu mutlak sureklidir.
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Teorem 2.1.2. f(:) : [a,b] = R fonksiyonu [a,b] arahginda mutlak sirekls
fonksiyon ve bu fonksiyon, degerleri [A, B] araliginda olan fonksiyon olsun, g(-) :

[A, B] = R fonksiyonu L > 0 sabiti ile Lipschitz kosulunu saglasin. O zaman
gof=9(f()) : [a,0] > R
bileske fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak sirekli fonksiyondur.

Kanit. f(:) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak siirekli oldugundan,
keyfi £ > 0 icin, [a,b] araligiun keyfi ikigser kesigimleri bog olacak (a1,b1),

(az, ba),...,(an, b,) araliklar: igin

Z(bk — ak) S 5
k=1

iken

Ei: | £(bk) — flax) I< (2.1.27)

olacak bicimde § = () > 0 sayis1 vardur.

SIE

f() : [a,b] = R fonksiyonun degerleri [A, B] araliginda oldugundan, keyfi & =
1,2,..,nicin f(ax) € [A, B], f(bx) € [A, B] olur. g(-) : [A, B] = R fonksiyonu L > 0
sabiti ile Lipschitz kogulunu sagladigindan, keyfi £ = 1,2, ...,n icin

| 9(f(0)) — g(f(ax)) |< L | f(0x) = flax) | (2.1.28)

oldugu bulunur. O halde, (2.1.27) ve (2.1.28)’den

Z | 9(F (b)) — 9(f (@) |< L z | F(e) ~ @) < L-

] o

olur, yani, go f = g(f(*)) : [a,b] — R fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siireklidir.

Teorem 2.1.3. f(-) : [a,b] = R fonksiyonu [a,b] arahginda mutlak stirekli
ve kesin artan fonksiyon, g(-) : [f(a), f(B)] = R fonksiyonu [f(a), f(b)] araliginda

mutlak strekli fonksiyon olsun. O zaman
gof=g(f()):lab >R
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bileske fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak sirekli fonksiyondur.

Kamt. g(-) : [f(a), f(b)] = R fonksiyonu [f(a), f(b)] arahginda mutlak siirekli
oldugundan, keyfi ¢ > 0 igin, [f(a), f(b)] arahginin keyfi ikiger kesigimleri bog olacak
(A1, B1), (Ag, Ba),...,(An, By) araliklan icin

> (Br— A4) < (2.1.29)
k=1
iken
Z | 9(Bi) — g(Ax) |I< € (2.1.30)

olacak bigimde 1 = n(¢) > 0 sayis1 vardur.

Keyfi k = 1,2,...,n i¢in A € [f(a), f(b)], Bx € [f(a), f(b)], oldugundan, her
k=1,2,...,ni¢n Ay = f(ax), Bx = f(bs) olacak bicimde a; € [a,b], by € [a,b]
bulunur. (A, By), (Az, Bs),...,(An, B, ) araliklarinin keyfi ikiger kesigimleri bos, f(-) :
[a,b] — R fonksiyonu [a,b] arahiginda kesin artan fonksiyon oldugundan, (ai,b;),
(ag, b2),...,(ayn, by,) araliklarinin da keyfi ikiger kesigimi bog olur. f(-) : [a,b] — R
fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siirekli oldugundan, n > 0 icin, [a, b] arahginin

keyfi ikiser kesigimleri bog olacak (ai, b1), (ag, b2),-..,(an, b,) araliklan icin

> (bx — ak) (2.1.31)
k=1

iken

Xn: (B — Ag) = i | f(bk) — flax) [<n (2.1.32)

k=1
olacak bicimde § = d(n(e)) > 0 sayis1 vardar.

Keyfik =1,2,...,nicin g(Ax) = g(f(ax)), 9(Bx) = g(f (b)) oldugundan, (2.1.29)
- (2.1.32)den, € > 0 igin, [a,b] arahgimin keyfi ikiger kesigimleri bog olacak (a1, b1),

(a2, 02),..., (an, by) araliklar icin

n
> (b — ax)
k=1

iken



olacak bicimde ¢ = é(n(g)) > 0 sayis1 vardir. Bu ise,go f = g(f(})) : [a,b] = R
bilegke fonksiyonunun [a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon oldugunu kanitlyor.

Teorem ispatlandi.
Simdi mutlak siireklilik 6zelligini karakterize eden bir teorem sunalim.

Teorem 2.1.4. f(-) : [a,b] = R fonksiyonunun mutlak sirekli olmass icin gerek
ve yeter kogul, keyfi € > 0 i¢in, [a,b] arahginin keyfi ikiser kesigimleri bog olacak
(a1,b1), (a2,b2),...,(an, by) araliklars igin

T
Z bk — ak
k=1

tken
n

Z (Mk - mk) S e
k=1

olacak bigimde 6 = 6(e) > 0 sayrsian olmasidur.
Burada

My = sup f(z), my= _inf f(z).

:ce[ak,bk] z'E[a'kybk:]

Kanit. Keyfi € > 0 icin, [a, b] araliginin keyfi ikiger kesigimleri bos olan (ay, b1),
(az,b3),...,(Gn, by) altaraliklari icin

n
> (b — ax)
k=1

iken
n

> (Myp—my) <e (2.1.33)

k=1
olacak bigimde § = d(g) > 0 sayisinin oldugunu varsayalim.

myp < f(bg) < Mg, mi < flax) < My

oldugundan,

b)) — flag) < My —my,  fbe) — flax) > — (Mg — my)
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yani,
| f(0k) = flak) |< My — my,

olur. Bu durumda, buradan ve (2.1.33)’ten, keyfi £ > 0 igin, [a,b] arahginin keyfi

ikiger kesigimleri bos olacak (a1, b1), (a2, b2),-..,(ay, by) araliklar icin

n
Z bk - ak
k=1
iken
Z | f(or) — flaw) |[< e

olacak bigimde § = é(¢) > 0 sayis1 vardir. O halde, 6nerme 2.1.1’den, f(-) : [a,bd] —
R fonksiyonunun [a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon oldugunu elde ederiz.

Simdi, f(-) : [a,b] — R fonksiyonunun [a,d] araliginda mutlak siirekli oldugunu
varsayalim. O zaman, keyfi ¢ > 0 icin, [a,b] arahgmn keyfi ikiger kesigimleri bog
olacak (ai,b1), (a2, b2),-..,(Gxn, by) araliklari igin

n

> (b —ar) <6 (2.1.34)
iken
| Z [f (be) — f(ar)] <€ (2.1.35)

olacak bi¢cimde ¢ = () > 0 sayis1 vardir.
f() : [a,b] = R fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon oldugundan,

bu fonksiyon [a, b] araliginda siireklidir. Bu durumda,

My = max f (%), mp= ,Jpin_f(z) (2.1.36)
olur ve
My, = f(er), ma = f(dk) (2.1.37)

“olacak bigimde ¢; € [ak, b], dr € [ak,bx] bulunabilir. Genelligi bozmadan, keyfi
k=1,2,..,nicin ¢; < dj, oldugunu varsayalim. Bu durumda, keyfi k£ = 1,2, ..., nicin

[ck, dx] C [ak,bx] olur. O zaman (a1, b1), (a2, b2),...,(an, by,) arahklarimin keyfi ikiger
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n

kesigimi bog, Y (b; — a;) < § oldugundan, (cy,d;), (ca,d2),-..,(Ca,d,) araliklarinm
k=1

da keyfi ikiger kesigimi bog ve > _(cx —dx) < & olur. O halde, (2.1.34) ve (2.1.35)’den
k=1

Z () = flde)] [< €
olur. O zaman buradan, (2.1.36) ve (2.1.37)’den
n
> (My—my) <e
k=1

olur. Teorem ispatlanda.

2.2. Mutlak siirekli fonksiyonlarin

diferansiyellenebilirlik o6zellikleri

Biliyoruz ki, genelde, siirekli fonksiyonlar diferansiyellenebilir olmayabilir. Bu
bolimde, mutlak siirekli fonksiyonlarin hemen hemen diferansiyellenebilir oldugunu
gorecegiz. Once, mutlak siirekli fonksiyonun tam varyasyonunun sonlu oldugunu

gosterelim.

Teorem 2.2.1. f(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak sirekli

fonksiyon olsun. O zaman

V2(f) < +o0

olur

Kamt. f(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] aralifinda mutlak siirekli fonksiyon
oldugundan, ¢ = 1 igin, [a,b] araliginin keyfi ikiger kesigimleri bog olacak (a1, 1),

(az, bs),...,(ay, by) araliklan igin
n
> (bk — ax) (2.2.1)
k=1
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iken
Z | f(bk) — Flax) IS 1 (2.2.2)
olacak bigimde § > 0 sayisi vard1r.
Simdi [a, b] arahiginin, keyfi ¢ = 0,1, ..., N — 1 icin, ¢;1; — ¢; < J olacak bicimde
A={a=c¢y<c; << ...<cy=b} bolintisiini alahm. Keyfi i =0,1,...,. N — 1
alahm ve sabitleyelim. Simdi ise, [¢;, ¢;41] arahginin keyfi A, = {¢; = c(()*) < cg*) <

cg*) < ... < ¥ = ¢4} boliintiisiinii alahm. O zaman

ey

m—

> (Cg‘i)l - C§*)) =cCy1—¢G <0
=0
oldugundan, (2.2.1) ve (2.2.2)’den

m—

Va.(f _Z FEh) = f() <1 (2.2.3)

oldugunu elde ederiz. A,, [c¢;, ¢i+1] araliginin keyfi bolintiisii oldugundan, (2.2.3)’den

Ve (f) =sup Va.(f) <1 (2.2.4)

oldugu bulunur. ¢ = 0,1,..., N — 1 keyfi sabitlenmis oldugundan, (2.2.4) esitsizligi
keyfii=0,1,..., N — 1 i¢in dogrudur. O zaman (2.2.4) ve énerme 1.2.6’dan

N-1
— Zvcfzﬂ(f) <N
k=0
oldugunu elde ederiz.

Teorem ispatlandi.

Boylece, mutlak siirekli fonksiyonlarin tam degisiminin sonlu oldugunu gordiik.
Jimdi verilen aralikta siirekli olan, ancak mutlak siirekli olmayan fonksiyonlara bir

ornek verelim. Bunun icin ornek 1.2.1’deki fonksiyonu kullanacagiz.

Ornek 2.2.1. z € [0,1] icin

fz) = { wreosy o e 0] (2.2.5)
0 =0
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olsun. f(-):[0,1] — R fonksiyonunu ele alalim. Agiktir ki, (2.2.5) ile tanimlanan
f(-) : [0,1] — R fonksiyonu [0, 1] araliginda siireklidir. Ornek 1.2.1°de (2.2.5) ile
tanimlanan f(:) : [0,1] — R fonksiyonunun [0, 1] araligindaki tam degisiminin sonlu
olmadigini gordiitk. O zaman, teorem 2.2.1’e gore bu fonksiyon mutlak siirekli ola-

maz.
Teorem 2.2.1’den agagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.2.1. f(:) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] arahginda mutlak strekli
fonksiyon olsun. O zaman hemen hemen z € [a,b] igin %xﬂ turevi var ve T — %xﬂ

fonksiyonu [a,b] araliginda integrallenebilirdir.

Kanit. f(-): [a,b] — R fonksiyonu [a, b] arahginda mutlak siirekli oldugundan,
teorem 2.2.1’e gore f(-) fonksiyonunun [a, b] araligindaki tam degigimi sonludur. O
zaman sonu¢ 1.2.3’e gbre hemen hemen her z € [a,b] igin ﬂdzﬂ tiirevi vardir ve

T — %mﬂ fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilirdir.

Teorem 2.2.2. f(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak sirekls,
hemen hemen her x € [a,b] icin %%l = 0 olsun. O zaman f(-) fonksiyonu |[a,?b]

araliginda sabit fonksiyondur.

Kamt. u(A) ile A kiimesinin Lebesgue 6l¢iimiini, pt(A) ile A kiimesinin dig
Olcumiiniinii gosterecegiz.

E={z € (a,b): d—’:%l = 0} olsun. ¢ > 0 alalm ve sabitleyelim. z € E oldugunu
varsayalim. O zaman d—’}fz = 0 oldugundan, keyfi h € (0, h(z)) icin

h
olacak bigimde h(z) > 0 sayist bulunabilir. Keyfi o > 0 sayis1 alahm. Keyfi z € E

<e (2.2.6)

icin h(z) > 0 sayis1 yeterli kiiglik secilebildiginden, genelligi bozmadan, keyfi z € E
i¢in h(z) < o oldugunu varsayabiliriz. Bu durunda, [z,z + h(z)], z € E, araliklan
E kiimesini Vitali anlaminda orter. Keyfi § > 0 sayis1 alalm ve sabitleyelim. O

zaman teorem 1.1.3’e gbre, 6 > 0 sayist icin, [z,z + h(z)], z € E, araliklarindan
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sonlu sayida ve ikiger kesigmeyen
dl = [..'171,1‘1 —+ hl], dg = [.’132,1'2 + hz], N dn = [.Z'n,.'L'n + hn] (227)

araliklan segilebilir oyle ki,

wHEN L) s, s+ hi]) < 6 (2.2.8)

i=1
olur. Burada ¢ = 1,2,...,n icin h; = h(z;) > 0 sayilan (2.2.6)’da z = z; noktalan
icin tanimlanmaig sayilardir.

Hemen hemen her z € [a,d] igin %zﬂ = 0 oldugundan, u(F) = b — a olur, yani
F kiimesi 6lgiilebilir kiimedir ve Sl¢iimii b — a’dir. Bu durumda, '\ LnJ [%i, 25 + hi]

=1
kiimesi de ol¢iilebilir kiime olur ve (2.2.8) esitsizligi

w(B\U [z + hi) < 8 (2.2.9)

i=1
gibi yazilabilir. u(E) = b — a oldugundan, (2.2.7) ve (2.2.9)’dan

n

b—a=u(E) < p((E\ LnJ (i, 2+ h)) U (U [, 2+ Ba] ) =

=uE\U AU (U &) <uE\U d)+ (U do) <
<6+ M(O d;i )
bulunur. Buradan ise
b—a—u(l) &)< (2.2.10)

oldugunu elde ederiz.

Genelligi bozmadan, keyfi : = 1,2,...,n — 1 i¢in z; < x;4; oldugunu varsayalim.
diy = [z1,21 + ha], d2 = [22, 22 + k2], . .. dyn = [Tn, Tn + hy] araliklarinin keyfi ikiser
kesigimleri bog oldugundan, [a, ), (21 + h1,Z2), - -« (Tno1+ hn—1,%n), (Tn + hn, D]
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araliklarinin da keyfi ikiger kesigimleri bogtur. O zaman [a, b]\ | [z, ;+ ;] kiimesi,

=1
la,21), (1 + h1,22), . . . (Tn-1+ An_1,Zn), (Tn + Ay, b] araliklarmin bilegimi olur,
yani
n—1
[a, b] \ U [z, zi + k) = [a,50) U (U (@i + hiszit1) ) U(n + ko, 8] (2.2.11)
=1 =1

olur. Keyfi¢ =1,2,...,nicin [z;, z;+h;] C [a,b] oldugundan, (2.2.10) ve (2.2.11)’den

n—1

,u([a, xl) U (EJ], (xl + hi7xi+1) ) U (.’L’n + h"? b] ) =

= u([a, 0] \ G (%3, 2 + ki) = p(la, b)) — p(U i, 2 + hi]) = (2.2.12)

=b—a—u( [z, 2+ h]) <6

T

i=1

oldugunu elde ederiz.

Hatirlatalim ki, € > 0 sayis1 keyfi sabitlenmig sayidir ve bu say1 icin (2.2.6)
egitsizligi saglanir. § > 0 sayisi ise keyfi secilmig bir sayidir. Simdi § > 0 sayisinin
secimini kesinlegtirelim.

f() : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] arahginda mutlak siirekli fonksiyon, [a,z1),
(z1+h1,22), - .. (Tpo1+hn-1,%n), (Tn+ Ay, b] araliklarinin keyfi ikiger kesigimi bog
oldugundan, ¢ > 0 i¢in, § = d(¢) olarak, [a,z1), (z1 + h1,22), - . . (Tn-1+ hn-1,Zn),
(n + By, b] araliklan (2.2.12) egitsizligini saglarken,

lf(xl)—f(a)|+§ | f(@i41) = f@i+ Ba) [+ | F(b) = flan+hn) [<e (2.2.13)

olacak bigimde secelim.

h; = h(z;)lerin, (i = 1,2, ...,n), seciminden, (2.2.6)’dan, keyfi ¢ = 1,2, ...,n igin

| f(ﬂ',‘z + hz) — f(.’L'z) |< €-h;
oldugu bulunur. (2.2.7)’den, keyfi ¢ = 1,2, ...,n igin u(d;) = h; oldugundan, buradan

n

S| Foien) — £z 1< e-éu@m (2.2.14)

i=1
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olur. Keyfi ¢ = 1,2,...,n i¢in d; C [a,b] oldugundan, | J d; C [a,b] olur. d;
=1
araliklarmin keyfi ikiger kesigimi bog oldugundan,

> u(di) = Ud < u([a,b])) =b—a
i=1
bulunur. O halde, buradan ve (2.2.14) den

é | f(@in1) — f(mi) [<e-(b—a) (2.2.15)

oldugunu elde ederiz. O zaman (2.2.13) ve (2.2.15)’den

1 50) - fa) | = | [f (1) - /(@) +z i) — £las + ho)l+
LFO) = Fan+ )]+ Y (@i + he) — F(@)] |<

i=1

<[l f(z1) — f(a) | +7§ | flzia1) — flmi+h) |+ (2.2.16)

+ | f(8) = fl@n + hn) I]+X; | f(@igr + ha) = f=:) |<
§s+5-(b—a;:5-(1+b—a)
bulunur. ¢ > 0 keyfi sabitlenmig pozitif say1 oldugundan, (2.2.16)’dan | f(b) —
f(a) |= 0 ve f(b) = f(a) elde ederiz.
Simdi keyfi x € (a,b] alirsak ve yaptiginmuz ispati [a, z] arahig icin tekrarlarsak,
f(z) = f(a) buluruz. Buradan keyfi z € [a,d] i¢in f(z) = f(a) oldugunu elde ederiz,
yani f(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a, b] araliginda sabit fonksiyondur.

Teorem ispatlandi.

Sonug 2.2.2. f(-) :[a,b] = R ve g(-) : [a,b] — R fonksiyonlar: [a,b] araliginda
mutlak stirekli fonksiyonlar, hemen hemen her x € [a,b] icin ﬂdwﬂ = %fl olsun. O

zaman f(-) ve g(-) fonksiyonlariman fark: sabittir.

Kamt. Hemen hemen her z € [q, b] igin %zﬂ = %%Q oldugundan, hemen hemen
her z € [a,b] igin ﬂﬂ%ﬂﬂz = 0 olur. O zaman, teorem 2.2.2’den, f(-) — g(:)

fonksiyonu sabit fonksiyondur.
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2.3. Siirekli ve mutlak siirekli fonksiyonlarin iligkisi

Biliyoruz ki, f(-) : [a, b] — R siirekli fonksiyon, A C [a, b] kapali kiime ise, f(A) =
{f(z) : € A} kiimesi, yani A kiimesinin f(-) fonksiyonu altindaki goriintiisii kapal
kiimedir.

Simdi F,-tlirii kiimelerin tanimini verelim. Eger E kiimesi sayilabilir sayida
kapali A;, k=1,2,..., kiimelerinin bilegimi gibi verilebilirse, yani Az, k=1,2,...,
kiimeleri kapali olmak lizere £ = Uo Ay ise, F kiimesine F,-tiri kiime denir.
Aciktir ki, eger f(-) : [a,b] = R siirécljli fonksiyon, E C [a,b] kiimesi F,-tiri kiime
ise, f(E) = {f(x) : z € E} kiimesi de F,-tiirii kiimedir.

E C [a,b] kiimesi 6lgiilebilir kiime olsun. O zaman f(-) : [a,b] — R siirekli
fonksiyon olmak iizere olgilebilir £ C J[a,b] kiimesinin f(E) = {f(z) : = €
E} goriintiisii olgiilebilir olur mu? Bu béliimde, bu problemin aragtirilmas: ile
ugrasacagiz.

f(-) : [a,b] = R fonksiyonu i¢in N-0zelligin tanimm sunalim. Bu béliimde de,

E C [a,b] i¢in u(E) ile E kiimesinin Lebesgue ol¢iimiinii gosterecegiz.
Tanim 2.3.1. f(-) : [a,b] = R olsun. Eger pu(U) = 0 olacak keyfi U C |a,b]
kimest i¢cin
u(f(U))=0
ise, f(-) : [a,b] = R fonksiyonuna N-ézellikli fonksiyon denir.

Bir bagka deyisle, 6l¢iimi sifir olan keyfi kiimenin N-6zellikli fonksiyon altindaki

goriintiisiiniin de 6l¢iimii sifirdir.

Teorem 2.3.1. f(-) : [a,b] — R sirekli fonksiyon olsun. O zaman keyfi
olcilebilir E C [a,b] kimesinin f(-) fonksiyonu altindaki f(F) = {f(z) : = € E}
goruntiusinin 6lgulebilir olmass i¢in gerek ve yeter kogul, f(-) : [a,b] — R fonksiy-

onunun N-6zellikli olmasidur.
Kamt. E C [a,b] kiimesinin dlgiilebilir ve f(-) : [a,b] — R fonksiyonunun N-
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ozelligine sahip oldugunu varsayalim. Eger u(E) = 0 ise, o zaman f(-) fonksiyonu
N-ozellikli fonksiyon oldugundan, u(f(E)) = 0 ve dolayisiyla f(E) kiimesi 6lgiilebilir
kiime olur.

Simdi p(E) > 0 oldugunu varsayalim. A kiimesi F-tiirii ve u(U) = 0 olmak
uzere

E=A U (2.3.1)

gibi gosterilebilecegini kanmitlayalim.

E C |a, b] kiimesi 6lgiilebilir kiime, p(E) > 0 oldugundan, teorem 1.1.2’den, keyfi
n > 0 dogal sayis1 icin,

W(E) ~ — < u(A2) < u(E) (2.3.2)

+00
olacak bi¢imde A, C F kapal kiimesi bulunabilir. $imdi A = ] A,, U=F\ 4

olsun. Keyfi n =1,2,... icin 4, C E, A, kiimeleri kapali kiime %Télugundan dolay1,
A kiimesi F,-tiirii kiimedir ve A C F olur. U = E \ A oldugundan, AU U = 0.
Simdi
wlU)=0 (2.3.3)
oldugunu gosterelim.
A C E oldugundan, u(A) < p(E)’dir. Ote yandan, keyfin = 1,2, ... icin A, C A
oldugundan, u(4,) < u(A) olur. Buradan ve (2.3.2)’den

u(E) ~ = < u(An) < u(4) < W(E)

oldugunu elde ederiz. Yani keyfi n =1,2,... i¢gin
1
WE) — = < u(A) < u(E) (2.3.4)

oldugu bulunur. (2.3.4) esitsizligi keyfi n = 1,2, ... icin saglandigindan, u(A) = u(F)
olur. A C F oldugundan, pu(U) = u(FE \ A) = p(E) — p(A) = 0 olur, yani (2.3.3)
dogrudur.

ACE,U = F\ A oldugundan, F = AU U olur. A kiimesi F,-tiirii kiime ve
p(U) = 0 oldugundan, (2.3.1)’in dogrulugunu elde ederiz. Bu durumda (2.3.1)’den,

f(E)=fAU FU) (2.3.5)
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oldugu bulunur.

w(U) =0, f() : [a,b] — R fonksiyonu N-6zellikli oldugundan, u(f(U)) = 0’dir,
yani f(U) kiimesinin 6l¢iimi sifirdir, bagka bir deyigle f(U) kiimesi dlgiilebilirdir.

A C E C [a,b] kilmesi F,-tirii kiime, f(-) : [a,b] — R siirekli fonksiyon
oldugundan,v A kiimesinin f(-) fonksiyonu altindaki f(A) goriintiisi de F,-tiri
kiimedir. F,-tiirii kiimeler olgiilebilir oldugundan, f(A) kiimesinin 6lgiilebilirligini
elde ederiz. (2.3.5)'ten, f(F) kiimesi 6lgilebilir f(A) ve f(U) kiimelerinin bilegimi
olur. Bu durumda f(E) kiimesi de dlgiilebilir kiime olur.

Simdi, keyfi 6lgiilebilir E C [a,b] kiimesinin, f(-) fonksiyonu altindaki f(E) =
{f(z) : z € E} gorintisiinin de dlgiilebilir oldugunu varsayalim. f(-) : [a,b] — R
fonksiyonunun N-6zellikli oldugunu gosterelim.

Aksini varsayalim. Varsayimimizin tersine, u(Us) = 0, pu(f(Up)) > 0 olacak
bigimde bir Uy C [a, b] kiimesinin oldugunu kabul edelim.

Teorem 1.1.1’den, olgiimii pozitif olan keyfi kiimenin, Olciilebilir olmayan alt
kiimesi vardir. O zaman, u(f(Us)) > 0 oldugundan, B C f(Up) olacak bicimde
olgiilebilir olmayan B kiimesi vardir. Eger f(Up) kiimesi 6lgiilebilir degilse, o zaman
B = f(Up) alinz.

A={zel,: f(z) € B}

olsun. Agiktir ki,
A C Uy, M(Uo) =0

oldugundan dolay1
u(A) =0

olur.

Simdi f(A) = B oldugunu gosterelim. f(A) C B oldugu agiktir. B C f(A)
oldugunu gorelim. Keyfi y € B alahm. B C f(Uy) oldugundan, y € f(Up) olur. Bu
durumda, y = f(z) olacak bicimde z € Uy vardir. y € B icin ¢ € U olmak lizere
f(z) = y oldugundan, z € A oldugunu elde ederiz. z € A, f(z) = y oldugundan,
y € f(A) olur. y € B keyfi eleman oldugundan, B C f(A) bulunur. Boylece,
f(A) = B oldugunu gordiik.
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p(A) = 0 oldugundan, A kiimesi 6l¢iilebilirdir. O zaman kosulumuza gore, f(A)
kiimesi de olciilebilir kiimedir. B = f(A) oldugundan, B kiimesi de dl¢ilebilir kiime
olur. Bu ise B kiimesinin 6l¢iilebilir olmamasi ile celigir. O zaman varsayimiz dogru
degil, yani f(-) : [a,b] = R fonksiyonu N-6zelligine sahiptir.

Teorem ispatlandi.

Siradaki teoremde, mutlak siirekli fonksiyonlarin N-6zelligine sahip olduklarini

gosterecegiz.

Teorem 2.3.2. f(:): [a,b] — R mutlak sirekli fonksiyon olsun. O zaman f(-)

fonksiyonu N-ozelligine sahiptir.

Kamt. u(E) = 0 olacak keyfi E C [a, b] kiimesi alahm.

W(F(E)) = 0. (2.3.6)

oldugunu gosterelim.

Once a € E, b ¢ E oldugunu varsayalim. Bu durumda E C (a,b) olur. £ > 0
alahm ve sabitleyelim. f(-) : [a,b] — R fonksiyonu [a, b] arahginda mutlak siirekli
oldugundan, teorem 2.1.4’e gére, € = 1 i¢in, [a,b] araliginin keyfi ikiser kesigimleri

bog olacak (ay,by), (ag,bs);...,(an, by) araliklan icin

Z bk - ak (2.3.7)
k=1
iken
k=1

olacak bigimde § > 0 sayist vardir. Burada

M, = max {f(z) : z € [ag, be]}, i =min {f(z) : z € {ar, be]}.

u(E) = 0 oldugundan, ¢ > 0 igin

Ec@G, pG) <o
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olacak bigimde acik G C (a,b) kiimesi bulunur. G C (a,b) agik kiime oldugundan,
G = U ci, d;) olacak bicimde ikiger kesigimleri bog olan (c;, d;) agik araliklar var.

0] zaman, u(G) < 6 oldugundan,

ddi—c)<$é (2.3.9)

i

olur. F C G = U (¢i, d;) oldugundan,

FE) c f(@)=U f(edi)) U f(leir di])

1

oldugunu elde ederiz. Buradan

<Zu Flles, di])) (2.3.10)

oldugu bulunur. p*(f(E)), f(E) kiimesinin dig 6l¢iimiidiir.

R, =max {f(z): z € [¢;,d;]}, 7 =min {f(z): 2z € [c;,d;]}
olsun. O zaman
p(f(lei, di])) < Ri — s

olur ve bu durumda (2.3.10)’dan

<§: Ri—1) (2.3.11)

egitsizligini elde ederiz.
f(*) : [a,b] = R fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak siirekli oldugundan, (2.3.7),
(2.3.8) ve (2.3.9)dan

Z(Ri—ri)ga

i

oldugu bulunur. Buradan ve (2.3.11)’den

W(FE) < e (2.3.12)

olur. € > 0 keyfi sabitlenmis say1 oldugundan, (2.3.12)’den p*(f(E)) = 0 ve buradan
p(f(E)) = 0 oldugunu elde ederiz. Boylece, a € F, b ¢ E oldugu durumda, p(E) =
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0 olacak keyfi E C [a, b] kiimesi i¢in (2.3.6)’mn dogru oldugunu, yani u(f(E)) = 0
oldugunu gordiik.

Simdi £ C [a,b], u(F) = 0 olmak iizere E kiimesinin a ve b noktalarindan
herhangi birini veya her ikisini icerdigini varsayahm. E, = E \ {a,b} olsun. O
zaman pu(E,) = 0 olur. E, C [a,b], u(E.) =0, a € E,, b € E, oldugundan, E,
kiimesi icin (2.3.6) egitliligi dogrudur, yani u(f(E,)) = 0. Buradan ise

p(f(EB)U {f(@), f0)}) =0 (2.3.13)

oldugunu elde ederiz.

E C (E,U {a,b}) oldugundan, f(F) C f(E.,)U {f(a), f(b)}) olur. Buradan

p(f(B)) < w(f (B {f(a); F()})

oldugu bulunur. Bu durumda buradan ve (2.3.13)’ten u(f(E)) = 0 oldugunu elde
ederiz. Yani, E C [a,b], #(E) = 0 olmak iizere E kiimesi a ve b noktalarindan
herhangi birini veya her ikisini icerdigi durumda da (2.3.6) saglanir, yani u(f(F)) =
0 olur.

Boylece, u(E) = 0 olacak keyfi E C [a,b] kiimesi igin (2.3.6) saglamr, yani
w(f(E)) = 0 olur. Buise f(:) : [a,b] = R fonksiyonun N-ozelligine sahip olmasi
demektir.

Teorem ispatlandi.

Teorem 2.3.1 ve teorem 2.3.2’den, Olgiilebilir kiimenin, mutlak siirekli fonksiyon

altindaki goriintisiiniin de olgulebilir oldugu sonucu elde edilir.

Sonug¢ 2.3.1. f(-) : [a,b] — R mutlak sirekli fonksiyon olsun. O za-
man olgtlebilir E C [a,b] kimesinin f(-) fonksiyonu altindaki f(E) gorintisi de

olgtlebilir kimedir.

Kanit. f(-) : [a,b] — R mutlak siirekli fonksiyon oldugundan, teorem 2.3.2’ye
gore N-ozelligine sahiptir. O zaman teorem 2.3.1e gore keyfi Olciilebilir E C [a, b]

kiimesinin f(-) fonksiyonu altindaki f(E) goriintiisii de Slgiilebilir kiimedir.
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Mutlak siirekli fonksiyonun tam degigiminin sonlu ve bu fonksiyonun N-6zelligine
sahip oldugunu gordiik. Bu iki 6zellik, yani fonksiyonun tam degigsiminin sonlu ve
N-ozelligine sahip olmasi, mutlak siirekliligi karakterize eden 6zelliklerdir
[a,b] — R strekli fonksiyon

Teorem 2.3.3. (S.Banach - M.A.Zaretsky) f(-) :
olsun. f(-) fonksiyonun [a,b] arahgndaki tam degigiminin sonlu ve bu fonksiyonun

N-ézelligine sahip oldugunu varsayalbm. O zaman f(-) fonksiyonu [a,b] araliginda

mutlak siureklidir.
[a,b] — R fonksiyonu [a,b] arahginda

Kanit. Aksini varsayalim, yani f(-)
mutlak siirekli fonksiyon olmasin. O zaman, teorem 2.1.4'den, & = 5; (i =1,2,...)
igin,

S0P -a?)<é == (2.3.14)
k=1 2t
iken
> (D _ @
> (MY —my’) > e (2.3.15)

k=1
olacak bicimde o > 0 sayis1 ve keyfi ikiser kesigimleri bog olacak (al,5?) C [a, ]

) araliklar1 bulunabilir. Burada

(k=1,2,...,n
MY = max {f(z) : z € [0, 60"}, m{) =min {f(z): 7 € [af, 5]}
E; = U @), A= U E (2.3.16)
k=1 n=1 i=n

olsun. (2.3.14) ve (2.3.16)°dan, keyfi i = 1,2, ... i¢in u(E;) < 6; = & olur. O zaman
buradan

p(lJ B) <> w(E) <> F =TI g (2.3.17)

i=n i=n 2

i=n



oldugunu elde ederiz. (2.3.16)’dan, keyfin =1,2,...icin A C [ E; olur. O halde,
buradan ve (2.3.17)’den

="
1
2n—1
oldugu bulunur. (2.3.18) esitsizligi keyfi n = 1,2, ... icin saglandigindan, u(A4) = 0

u(a) < w(J By < 23,19

olur.

Simdiy — L,(ci) (y) : R — R fonksiyonunu tammlayalim. Eger y € Rigin f(z) =y
olacak bigimde hi¢ olmazsa bir z € (a{”, b} varsa, L (y) = 1, aksi durumda ise,
vani (a”, bg)) arahginda f(z) = y olacak bicimde hicbir z yoksa, L\ (y) = 0 olsun.

Keyfi y € (mg), MP) igin L (y) = 1 ve y ¢ [m?, MP] icin LY (y) = 0 oldugu
agiktir. Eger

M =max {f(z): z € [a,b]}, m=min {f(z):z € [a,b]}.

dersek, o zaman

M. Mi() ; ;
/ Li)(y)dy=/ o LI (y)dy = M — m{? (2.3.19)
m my (2
olur.
Ni(y) = L (y) (2.3.20)
k=1

olsun. Agiktir ki, y — N;(y) fonksiyonu olgilebilir fonksiyondur, keyfi y € R igin
Ni(y) dogal sayrdir ve 0 < N;(y) < n;. Ayrica, keyfi y € R icin N;(y), f(z) =y
denkleminin z ¢oziimlerinin bulundugu (ag), bg)) araliklarinin sayisidir.

Simdi y — N(y) ile f(*) : [a, b] — R fonksiyonun Banach indikatrisini gésterelim.
Yani keyfi y € R i¢in N(y), [a,b] araliginda f(z) = y denklemini saglayan z’lerin
sayisidir. O zaman, agiktir ki, keyfi 1 = 1,2,... ve y € R igin

0 < Ni(y) < N(y) (2.3.21)

olur.

(2.3.19) ve (2.3.20)’den, keyfi ¢ = 1,2, ... i¢in

7§

[ vway= [ S0y =3 [P0y =3P - mf)  (2322)

m k=1 k=1’ k=1
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oldugunu elde ederiz. Bu durumda, (2.3.15) ve (2.3.22)’den

/ Y Niw)dy > & (2.3.23)

m

oldugu bulunur.

Simdi, hemen hemen her y € [m, M] icin

i_1+14r_nooN,-(y) =0 (2.3.24)
oldugunu gosterelim.
B = {y € [m, M] : limsupN;(y) > 0}, (2.3.25)
i—+00
C ={y € [m,M]: N(y) = +oo} (2.3.26)

olsun. f(-) : [a,b] — R fonksiyonunun [a,b] araligindaki tam degisimi sonlu

oldugundan, sonu¢ 1.5.1’¢ gore, N(-) : [m,M] — RU {+oco} fonksiyonu [m, M]
M

araliginda integrallenebilirdir ve / N(y)dy integrali sonludur. O zaman u(C) =0

olur. Aksi durumda, yani u(C) > 0 oldugu durumda, keyfi y € [m, M] i¢in N(y) > 1
M
oldugundan, / N(y)dy = +o0 olurdu. Bu ise olamaz, yani p(C) = 0. Simdi

(B\C) C f(4) (2.3.27)

oldugunu gosterelim. Burada B kiimesi (2.3.25), C kiimesi (2.3.26), A kiimesi
(2.3.16) ile tammlanan kiimelerdir.

Yo € B\ C alahm. O zaman y, € B, yo € C olur. Buradan

limsupN;(yp) > 0, N(yp) < +00 (2.3.28)

i——+00
oldugunu elde ederiz. Keyfi i = 1,2, ... icin N;(yp)'1n degeri pozitif tamsay: veya sifir
oldugundan, (2.3.28)’den, {N;(yo)}2, dizisinin

lim N, (yo) > 1 (2.3.29)

r—+00
olacak bicimde {N; (yo)}2; alt dizisi bulunur. Yine de keyfi » = 1,2,... igin

N;. (yo)'1n degeri pozitif tamsay1 veya sifir oldugundan, (2.3.29)’dan, keyfi r > r,
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icin

Ni,(y0) > 1 (2.3.30)
olacak bicimde 7, > 0 sayis1 bulunabilir. O zaman (2.3.30)’dan ve N;, (yo)n
tanimindan, keyfi r > r, icin, f(z) = yo denkleminin (a{"”, (")), k = 1,2,...,n;,
araliklarinda en az bir ¢oziiminin oldugunu elde ederiz. O halde E; =

tj (a), (&) b(” ) oldugundan, keyfi » > r, icin, f(z;.) = yo olacak bigimde en az
Ilc);rl z;, € E; bulunur. Ote yandan, (2.3.28)’den, N(y;) < +oo oldugundan, [a, b]
arahginda, f(z) = yo denklemini saglayacak z’ler sonlu sayidadir. O halde {z; },.
dizisinin en az bir elemani sonsuz kere tekrarlanir. Sonsuz tekrarlanan elemanlardan
birini alahm ve bu elemam z, ile gosterelim. Yani z, elemam {z; }22, dizisinde

~ sonsuz kere tekrarlanir. O zaman, f(z,) = y, olmak iizere, keyfi 7 > r, icin

Ty = Tj,, € E;

iy

olacak bicimde r; > r bulunur. Buradan, keyfin = 1,2, ... icin z, € U E; oldugunu

elde ederiz. Bu durumda z, € ﬁ Ej E; = A olur. yo = f(=z.) oldugundan dolay,
Yo € f(A) oldugunu elde ederiz.n=1 =

Béylece, (2.3.27) igermesinin dogru oldugunu gordiik.

w(A) =0, f(-) : [a,b] — R fonksiyonu N-ozelligine sahip oldugundan, u(f(A4)) =

0 olur. O zaman, (2.3.27)’den

B\ C) < u(f(4) =0 (2.3.31)

oldugunu elde ederiz.

Acgiktir ki B C (B\C)U C. O zaman u(B) < p((B\C)U C) < u(B\C)+u(C)
oldugu bulunur. x(C) = 0 oldugundan, buradan ve (2.3.31)’den p(B) = 0 oldugunu
elde ederiz. Keyfi y € [m, M] ve i = 1,2, ... icin N;(y) > 0 oldugundan, B kiimesinin
tamimindan, hemen hemen her y € [m, M] icin lim N;(y) = 0 oldugunu elde ederiz,

Z—‘) o0
yani (2.3.24) dogrudur.
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(2.3.21)%e gore, keyfi y € [m, M] ve s = 1,2,... i¢in 0 < N;(y) < N(y) oldugunu
biliyoruz. Burada N(-) : [m, M] — RU {+oc} fonksiyonu, tam degigimi sonlu olan
stirekli f(-) : [a,b] — R fonksiyonun Banach indikatrisidir. Bu durumda, sonuc
1.5.1’¢ gore, N(:) fonksiyonunun [m, M] arahgindaki integrali sonludur. O zaman
buradan, (2.3.21), (2.3.24) ve teorem 1.1.6’dan,

M

lim [ Ni(y)dy=0

oldugunu elde ederiz. O halde g4 > 0 igin, keyfi ¢ > i, i¢in

M
/m Ni(y)dy < %0 (2.3.32)

olacak bigcimde ¢, sayis1 bulunabilir. (2.3.23) ve (2.3.32) celigir. O zaman
varsayumimz dogru degildir ve f(-) : [a,b] — R fonksiyonu mutlak siireklidir.

Teorem ispatlandi.

Baz1 bilegke fonksiyonlarin mutlak siireklilik 6zelligini boliim 2.1’de inceledik.
Simdi, iki mutlak siirekli fonksiyonun bilegke fonksiyonunun da mutlak siirekliligini

karakterize edecek bagka bir teorem sunalim.

‘ Teorem 2.3.4. (G.M.Fikhtengolts) f(-) : [a,b] — [¢,d], () : [¢,d] = R mutlak
%drekli fonksiyonlar olsun. O zaman g(f(-)) : [a,b] — R bileske fonksiyonunun
jmutlak strekli olmass igin gerek ve yeter kogul, g(f(*)) : [a,b] — R fonksiyonunun

‘tam degisiminin sonlu olmasidir.

Kanit. Eger g(f(:)) : [a,b] — R fonksiyonu mutlak siirekli ise, o zaman teorem
2.2.1’e gore bu fonksiyonun tam degigimi sonludur.

Simdi, g(f()) : [a,b] — R fonksiyonunun tam degigiminin sonlu oldugunu
varsayalim. u(FE) = 0 olacak bicimde keyfi E C [a, b] kiimesi alalim. f(-) : [a,b] —
[¢, d] mutlak siirekli fonksiyon oldugundan, teorem 2.3.2’ye gére bu fonksiyon N-
ozelligine sahiptir. O zaman f(E) C [c,d] ve u(f(E)) = 0 olur.

g(-) : [c,d] = R mutlak siirekli fonksiyon oldugundan, teorem 2.3.2’ye gére bu
fonksiyon N-ozelligine sahiptir. O zaman f(E) C [c,d] ve u(f(E)) = 0 oldugundan,
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w(g(f(E))) = 0 olur.

Boylece, keyfi E C [a,b] kiimesi icin u(FE) = 0 iken, u(g(f(E))) = 0 oldugunu
gordiik, yani g(f(-)) : [a,b] — R fonksiyonu N-6zelligine sahiptir.

f() : [a,b] = [c,d], g(-) : [¢,d] — R mutlak siirekli fonksiyonlar oldugundan,
bu fonksiyonlar uygun olarak [a,b] ve [c, d] araliklarinda siirekli fonksiyonlardir. O
zaman g(f(-)) : [a,b] — R bilegke fonksiyonu [a, b] arahginda siirekli fonksiyondur.

Ek olarak g(f(-)) : [a,b] = R bilegke fonksiyonunun [a, b] araliginda tam degigimi
sonlu oldugundan, teorem 2.3.3’ten g(f(-)) : [a,b] — R bileske fonksiyonunun [a, b]
araliginda mutlak siirekli oldugunu elde ederiz.

Teorem ispatlandi.

2.4. Tam degisimi sonlu ve mutlak siirekli

kiime degerli doniisiimler

n boyutlu Euclidean uzayim1 R™ olarak gésterelim. z = (z1, %2, ...,Z,) € R" ve

n
Y= (y1,92,---,Yn) € R"igin || z ||= ,|D_=7 ile z vektdriiniin normunu, < z,y >=
—~
n k2
inyi ile  ve y vektorlerinin i¢ carpimim gosterelim. Agiktir ki keyfi z € R™ igin
=1

|z ||=+<z x>

z, € R* ve r > 0 icin
Bz, r)={z € R":||z —z. [|<r},
B={zeR"|z|<1}

olsun.
comp (R") ile R™ uzaymin tiim bog olmayan kompakt alt kiimelerinin
olusturdugu uzay1 gosterelim. E C R", D C R" kompakt kiimeler, yani E €

comp (R™), D € comp (R™) olmak iizere, E ve D kiimeleri arasindaki uzakhig

(F, D) = max{msx d(y, E), max d(z, D)}

69



olarak tanimlayalim. Burada d (y, D) = né%l | v — z ||, yani y noktas: ile D kiimesi

arasimdaki uzakhktir.

Eger E € comp (R™), D € comp (R") i¢in a(F, D) = r, ise,
EcD+rB, DCE+r.B

olacag: agiktir (bkz. [10], [17], [18]).

Eger E = {z}, D = {y}, ise, yani E ve D tek elemanli kiimeler ise, o zaman
kolayca gosterilebilir ki, a(E,D) =||z —y || -

a(E,D)ye E ve D kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligi denir ve
(comp R, af-,-)) metrik uzaydir (bkz. [10], [17], [18]). a(:,-) metrik oldugundan,
keyfi E € comp (R"*), D € comp (R™) ve F € comp (R™) i¢in

a(E,D) < a(E, F) + o(F, D)

olur.

[a,b] C R olsun. Her z € [a,b]'ye bir F(z) C R™ kiimesini karsiik getiren
z — F(z), z € [a,b], donislimiine, kiime degerli déniigiim denir.

Ornegin, f, € R™ sabitlenmis bir vektér olmak iizere, keyfi = € [a, b] icin F,(z) =
{f € R":|| f— f. |I< 2?} olarak tamimlarsak, F.,(-) : [a,b] — comp (R") dénisiimii,
bir kiime degerli dontigimdiir.

Simdi, F(-) : [a,b] — comp (R™) kiime degerli déniisiimiin z, € [a,b) noktasinda

sagdan stirekliliginin tanimini verelim.
Tamim 2.4.1. Keyfie > 0 i¢in 0 < z — z, < §(¢) then
a(F(z), F(z.)) <e€

olacak bigimde 6(¢) > 0 varsa, F(-) : [a,b] — comp (R™) kime degerli donigimi

z. € [a,b) noktasinda sagdan sireklidir denir.

Simdi, F(-) : [a,b] = comp (R™) kiime degerli d6niigiimiin z,. € (a,b] noktasinda

soldan stirekliliginin tanimin verelim.
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Tamim 2.4.2. Keyfie >0 i¢in —6(¢) < z — z, <0 iken
a(F(z), F(z,) <e

olacak bi¢imde 6(e) > 0 varsa, F(-) : [a,b] — comp (R"™) kiime degerli doniigiimai

z. € (a,b] noktasinda soldan sireklidir denir.

F(-) : [a,b] — comp (R™) kiime degerli déniisiimin z, € (a,b) noktasinda

stirekliliginin tanimini verelim.
Tanim 2.4.3. Keyfie > 0 igin | z — z, |< §(e) tken
a(F(z),F(z.) <e

olacak bigimde §(¢) > 0 varsa, F(-) : [a,b] — comp (R") kiime degerli dondgimd

z. € (a,b) noktasinda stireklidir denir.

Aciktir ki, F(-) : [a,b] — comp (R") kiime degerli d6niigiimii z. € (a,b) nok-
tasinda siirekli ise, bu kiime degerli doniigiim z. € (a, b) noktasinda sagdan ve soldan
streklidir. Tersine, F(-) : [a,b] — comp (R™) kiime degerli déniigimi z, € (a,b)
noktasinda sagdan ve soldan siirekli ise, bu kiime degerli doniigiim z, € (a, b) nok-

tasinda siireklidir.

Tanim 2.4.4. E C R* ve F(-) : E — comp (R") olsun. Eger keyfiz € E
noktasinda F(-) kimedegerli donisimi strekli ise, F(-) : E — comp (R") kiime

degerli donigumi E kumesinde stureklidir denir.

Kiime degerli diiniigiimiin tam degigimi tanimini verelim.
F(:) : [a,b] = comp (R"™) olsun. [a,b] araligmmm A = {a =2 < 21 < ... < Ty =
b} bolintiisini alalim.

m—1

Va(F) = I;a(F(ka), F(z))

olsun.
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Tanim 2.4.5. VA(F)’in {a,b] arahginin tim mimkin bolintiler: tizere supre-
mumuna, F(-) kime degerli donigimunin [a,b] araligindaki tam degigimi denir ve
V(F) ile gosterilir. Yani

VA(F) = supVi(F).

Eger VX(F) < +oo ise, F(-) : [a,b] — comp (B") kiime degerli doniisiimiine,

tam degisims sonlu olan kime degerli donisim denir.

Simdi Lipschitz kogulunu saglayan kiime degerli doniiglimiin tam degigiminin

sonlu oldugunu gosterelim.
Tanim 2.4.6. F(-) : [a,b] — comp (R") olsun. Keyfi z € [a,b], y € [a,b] igin
a(F(x), Fy)) <L|z—y|

olacak bigimde L > 0 sayist varsa, F(-) kime degerli donigimi [a,b] arabginda L

sabiti ile Lipschitz kosulunu saglyor denir.

Onerme 2.4.1. F() : [a,b] — comp (R") kiime degerli dondisiimi, L sabiti
ile Lipschitz kogulunu saglasin. O zaman F(-) kime degerli donisimindn [a,b]

araliginda tam degisimi sonludur.

Kanit. [a,b] arahgmmn keyfi A = {a = zy < 21 < ... < Z, = b} bOliintiisiini

alahm. O zaman k = 0,1,...,m — 1 igin a(F(2x41), F(zx)) < L(xk+1 — xk) olur.

Buradan
Va(F) = :200(17(%“), F(zi)) < :;L(xkﬂ — ) = L(b - a)

oldugunu elde ederiz. Son egitsizlikten ise
V2 (F) = supVa(F) < L(b - a) < +00
A

oldugu bulunur.

Her siirekli kiime degerli doniiglimiin tam degisimi sonlu olmayabilir. Bunu bir

ornekle gosterelim.
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Ornek 2.4.1. F(-) : [0,1] — comp (R) kiime degerli déniigiimii, keyfi z € [a, b]
igin F(z) = {f(2)},

f(x):{mcosg z € (0,1]
0 z=0

gibi olsun, yani her z € [0,1] i¢in, F(z) kiimesi tek elemanhdir. Ornek 1.2.1’den,
F(-) kiime degerli doniigiimiiniin keyfi x € (0,1) noktasinda siirekli, z = 1 nok-
tasinda soldan siirekli, x = 0 noktasinda sagdan siirekli oldugu bulunur. Yine,
ornek 1.2.1’den, F'(-) kiime degerli doniigiimiintin [0, 1] araligindaki tam degigiminin

sonlu olmadig: bulunur.

Onerme 2.4.2. F(:) : [a,b] — comp (R") kiime degerli dénisimiinin tam
degisimi sonlu olsun. O zaman keyfi x € [a,b] i¢in F(z) C B(0,r) olacak bigimde

r > 0 sayist vardir.

Kamt. V?(F) = m olsun. Keyfi z € (a,b] alalm ve sabitleyelim. Simdi [a, 8]

araliginm A = {a < z < b} bélintisiind alalim. O zaman
Va(F) = o(F(z), F(a)) + o(F(b), F'(z)) < supVa(F) = Vo(F)=m
olur. Yani keyfi z € (a,b] i¢in
a(F(z), F(a)) + o(F(b), F(z)) < m.

Buradan, keyfi z € (a,b] i¢in o(F(z), F(a)) < m ve F(z) C F(a) + mB oldugu
elde edilir. F(a) € comp (R") oldugundan, F(a) C r.B = B(0,r,) olacak bigimde
7. > 0 vardir. r = r, + m dersek, buradan keyfi = € [a,b] i¢in F(z) C mB +r.B =

(m +7.,)B = rB = B(0,r) oldugu bulunur. Onerme ispatlandi.

Onerme 2.4.3. F(-) : [a,b] = comp (R"), a < ¢ < b olsun. O zaman

a

Vo (F) = Vi(F) + Vo (F).
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Kamt. [a,c] arahgmmn A; = {a = yo < y1 < ... < Ym = ¢}, [, b] araligmin
Ay ={c=12 < 2z < .. <z = b} boliintiilerini alalim ve

m—1

Vzil (F) = ];)a(F(yHl),F(yk)), VA2 Za (zo41), F(21))

toplamlarini olusturalim. [a,b] araligmm A, ={a=y <91 < ... <Y < 21 < ... <

zs = b} boliintisiini alahm. O zaman

m—1 s—1
Va, (F Z a(F(yk+1), Fyx)) + ZQ(F(%H):F(%))"‘
k=0 k=1

+a(F(21), F(ym)) = Va, (F) + VZ,(F)
olur. Buradan

23

Va, (F) + VA, (F) < supVa(F) = V7 (F) (2.4.1)

oldugunu elde ederiz. (2.4.1)’de supremum [a,b] arahiginin keyfi boliintiileri
tizeredir. (2.4.1)’de, A; ve Ay, sirasiyla, [a, ¢] ve [c, b] araliklarinin keyfi béliintileri

oldugundan, (2.4.1)’den
supV, (F) + supV, (F) < V' (F) (2.4.2)
A1 2

oldugu bulunur. A, [a,c] arahigmn keyfi boliintisti, A, [c,b] araligmm keyfi

boliintiisi oldugundan, (2.4.2)’den

Vi(F) +VJ(F) < VJ(F) (2.4.3)
egitsizligi elde edilir. Simdi

Vi(F) + V(F) >V, (F) (2.4.4)

oldugunu gosterelim. Herhangi bir m igin ¢ = z,, olacak bicimde, [a,b] araliginmn
bir keyfi A = {a = 25 < 71 < ... < z; = b} boliintiisiind alalim. Yani ¢ noktast A

boliintisiiniin bir boliinti noktas: olsun. O zaman

£ = S alFen), Fa) + S aFa), Fa)  (245)
k=0 k=m
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olur. Ay ={a=129 <21 < ... < Zpy, = ¢}, [a,c] arahfinmn, Ay = {¢c = T, < Tppy1 <

... < xs = b}, [c,b] arahigimin boliintiileridir. O zaman (2.4.5)’den
VA(F) = V3, (F) + VZ,(F)
esitsizligini elde ederiz. Buradan ise
Va(F) < SX’;pV&; (F)+ SX;PVA% (F) (2.4.6)

oldugu bulunur. Burada A}, [a,c| arahgimn keyfi boliintiisi, A%, [c,b] araligmin

keyfi boliintiisidiir. (2.4.6)’dan
VA(F) < VZ(F) + VZ(F) (2.4.7)

olur.

Simdi ¢ noktasinin, [a,b] araligmin A = {a = 20 < 71 < ... < z; = b}
boliintiisiiniin boliintii noktas: olmadigini varsayalim. Yani bir m icin z,, < ¢ < Tpy41
olsun. [a,b] araligmin A’ ={a =20 < 21 < ... < Ty < € < Tppq1 < ... < Ty = b}

boluntisiint alalim. O zaman

Buradan

Va(F) < Vai(F) (2.4.8)

olur. ¢ noktast A! boliintiisiiniin boliintii noktasi oldugundan dolayi, (2.4.7)’ye
benzer olarak

Vai(F) < VR(F) + V2(F) (2:4.9)
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oldugu gosterilebilir. (2.4.8) ve (2.4.9)’dan
VA(F) < VE(F) + V2(F) (2.4.10)
oldugu bulunur. (2.4.7) ve (2.4.10)’dan, [a, b] arahgmin keyfi A boliintiisii icin
Va(F) < VI(F) + V2(F) (2.4.11)
olur. A boliintiisii, [a, b] araliginin keyfi A b6liintiisii oldugundan dolayi, (2.4.11)’den
sngA(F) < VE(F) +VE(F) (2.4.12)

elde ederiz. supVa(F) = V2(F) oldugundan, (2.4.12)’den (2.4.4)’in dogrulugunu
A

elde ederiz. (2.4.3) ve (2.4.4)’den ise 6nerme ispatlanir.
Onerme 2.4.3’ten agagidaki sonuclar bulunur.

Sonug 2.4.1. F(-) : [a,b] = comp (R™), a < ¢ < b olsun. Eger F(-) kiime degerli
dondgimundtn [a,b] araligandaki tam degigimi sonlu ise, bu kime degerli dontsimin
[a, c] ve [c,b] araliklarindaki tam degisimleri de sonludur. Ve tersine, eger F(-) kime
degerli dénigiminin [a, c| ve [c, b] araliklarindaki tam degisimleri sonlu ise, bu kiime

degerli donugsimdn [a,b] arehqidaki tam degigimi de sonludur.

Onerme 2.4.4. F(:) : [a,b] = comp (R"), z € [a,b] igin o(z) = VZ(F) olsun.

O zaman ¢(-) fonksiyonu [a,b] araliginda monoton artan fonksiyondur.

Kamt. a < 27 < 25 < b olsun. Simdi [a, 23] arahginin A = {a = yp < 71 <
e < Yp =21 < Ypg1 < ... < Ys = Ty} bOluntisling alalim. Yani z; noktas: [a, z2]
araliginin A boliintiisiiniin boliintii noktasidir. Bu durumda A! = {a =y < 11 <

. < Yp = 21}, @, 21] arah@inin bolintisi olur. Agktir ki

Vay(F) = gaw(ym), Fly)) < iz_;a(F<yi+1),F<yi>> — Va(F)

Buradan

Va, (F) < SgPVA(F) = V2 (F)
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Aym zamanda A', [a,z;] arahgmin keyfi bir béliintiisii oldugundan, son
egitsizlikten

Vot (F) = supVa, (F) < V*(F)
A

olur. Onerme ispatlandi.

Mutlak siirekli kiime degerli doniigiimler, tam degigimi sonlu ve siirekli kiime

degerli doniigiimlerdir. Mutlak siirekli kiime degerli doniigiimiim tanimini verelim.

Tanim 2.4.7. F(:) : [a,b] = comp (R™) olsun. Keyfi e > 0 i¢in, [a,b] araliginin

keyfi ikiser kesisimleri bos olacak (ay,b1), (a2, b2),-..,(am, bm) araliklar: icin

m

Z(bk - ak) S (5

k=1
tken

kil a(F(b), Fax)) < e

olacak bigimde 6 = 6() > 0 sayist bulunuyorsa, F(-) : [a,b] — comp (R™) kiime

degerli dénigimine [a,b] araliginda mutlak sirekli kime degerli dontisum denir.

Onerme 2.4.5. F(-) : [a,b] — comp (R") olsun. Eger F(-) : [a,b] — comp (R")
kime degerli donigimi [a,b] arahginda mutlak sirekli kime degerli doniigim ise, o

zaman F(-) kime degerli dontimigimi [a,b] arahginda streklidir.

Kamt. z, € (a,b) olsun. Tamum 2.4.7°de m = 1 ve (ay, b;) araligim z,1 iceren
aralik alirsak, tanim 2.4.7°den, F(-) kiime degerli doniigiimiiniin z, € (a,b) nok-
tasinda siirekliligini elde ederiz. z, = a iken tamim 2.4.7’de m = 1 ve (ay, b1) = (a,z),
z € (a,b), alirsak, F(-) kiime degerli doniigiimiiniin z, = a noktasinda sagdan
siirekliligini elde ederiz. Benzer olarak, z, = b iken tanim 2.4.7"de m = 1 ve
(a1,b1) = (x,b), z € (a,b), alirsak, F(-) kiime degerli dénligimiiniin z, = b nok-

tasinda soldan siirekliligini elde ederiz. Onerme ispatland.

Ancak, bu hitkmiin tersi dogru olmayabilir, yani belli bir aralikta siirekli olan
kiime degerli déniigiim, bu arahkta mutlak siirekli olmayabilir. Bu durumu gosteren

ornegi, daha sonra inceleyecegiz.
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Mutlak siirekli kiime degerli doniigimlere 6rnek olarak, Lipschitz kosulunu

saglayan kiime degerli doniigiimler gosterilebilir.

Onerme 2.4.6. F(.) : [a,b] — comp (R") kiime degerli déniigimii [a,b]
arabginda L sabiti ile Lipschitz kogulunu saglasim. O zaman F(-) : [a,b] —

comp (R™) kime degerli dondsimd [a,b] arahginda mutlak sireklidir.

Kanit. F(-) : [a,b] — comp (R") kiime degerli déniigiimii [a, b] arahginda L
sabiti ile Lipschitz kosulunu sagladigindan, keyfi z € [a,b] ve y € [a, b] i¢in

a(F(z), F(y) <L|z -y (2.4.13)

olur.
Keyfi ¢ > 0 alalim. Simdi § = d(e) = £ ve

m

S (b — ax) < 6 = % (2.4.14)

olmak tzere, [a,b] arahmn keyfi ikiser kesigimleri bog olacak (ag,bx), (K =

1,2,...,m), araliklarim1 alalim. (2.4.13) ve (2.4.14)’ten

S a(F(5e), Flar) < S°L- (b — ax) < Li=L-S=c
k=1 k=1

oldugunu elde ederiz. Buradan, F(:) : [a,b] — comp (R™) kime degerli

déniigiimiiniin [a, b] araliginda mutlak siirekli oldugu bulunur. Onerme ispatland.

Mutlak siirekli kiime degerli diiniigiimiin tam degisiminin sonlu oldugunu

gosterelim.

Teorem 2.4.1. F(-) : [a,b] — comp (R™) kime degerli donisimi [a,Dd]

araliginda mutlak sirekli kime degerli dontigim olsun. O zaman
VI(F) < 400

olur.
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Kanit. F(:) : [a,b] — comp (R™) kiime degerli doniigiimii [a,b] araliginda
mutlak siirekli oldugundan, ¢ = 1 igin, [a,b] araliginin keyfi ikiger kesigimleri bog

olacak (ai, by), (a2, b2),...,(Gm, byy) araliklar icin

i(bk —ag) <6 (2.4.15)
k=1
iken
> a(F(b), Flar)) < 1 (2.4.16)

k=1
olacak bicimde 6 > 0 sayis1 vardir.

Simdi [a, b] araliginin, keyfi ¢ = 0,1,..., N — 1 igin, ¢;41 — ¢; < ¢ olacak bigimde
A={a=c <¢ < <..<cy=>} bolintiisiinii alalim. Keyfi ¢ =0,1,...,N — 1
alalim ve sabitleyelim. Simdi ise, [c;, ¢;+1] arahgmin keyfi A, = {¢; = < <

(*)

e’ < ... < c®) = ¢y} béliintiisiinii alahm. O zaman

s—1

Z(cgi)l - 05-*)) =cit1— 6 <0
3=0

oldugundan, (2.4.15) ve (2.4.16)’dan

s—1
Va.(F) = S a(F (D), F(d9) <1 (2.4.17)
=0
oldugunu elde ederiz.  A,, [ci,ci+1] arabginin keyfi bolintiisii oldugundan,

(2.4.17)’den

Vg (F) =sup Va, (F) <1 (2.4.18)
A

oldugu bulunur. ¢ = 0,1, ..., N — 1 keyfi sabitlenmis oldugundan, (2.4.18) esitsizligi
keyfii =0,1,..., N — 1 i¢cin dogrudur. O zaman (2.4.18) ve tnerme 2.4.3’den
N—1
V(F) = Y VeR(F) < N
k=0
oldugunu elde ederiz.

Teorem ispatlandi.
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Boylece, mutlak siirekli kiime degerli doniigiimlerin tam degisiminin sonlu
oldugunu gordiik. Simdi verilen aralikta siirekli olan, ancak mutlak siirekli olmayan
kiime degerli doniigiimlere bir érnek verelim. Bunun icin ornek 2.4.1’deki kiime

degerli doniigimii kullanacagiz.

Ornek 2.4.2. z € [0,1] i¢in F(z) = {f(«)} olmak iizere

flz) = { oreosy o0 (2.4.19)
0 z=0

olsun. F(-) : [0,1] — comp (R) kiime degerli doniigiimiini ele alahm. Agktir
ki, (2.2.19) ile tanmimlanan F(:) : [0,1] — comp (R) kiime degerli d6niigimi [0, 1]
araliginda siireklidir. Ornek 2.4.1'de (2.4.19) ile tanimlanan F(-) : [0, 1] — comp (R)
kiime degerli doniigiimiiniin [0, 1] araligindaki tam degisiminin sonlu olmadigini
gordiikk. O zaman, teorem 2.4.1’e gore bu kiime degerli déniisim mutlak siirekli

olamaz.
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