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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

KUME DEGERLI DONUSUMLERIN SUREKLILIKLERT
MEHMET ALI AKINLAR

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof.Dr. Yalgin Kiigiik
2002, 54 Sayfa

Dort bolimden olusan bu c¢alismada kiime dizilerinin yakinsamalar ve
bunlarin baz1 ozellikleri, hiper uzaylar tzerinde tamimlanan Hausdorff ve
Vietoris topolojiler ve bunlarin kargilagtiriligi ve bu topolojilere gore kiime degerli
déntigiimlerin siireklilikleri konular tizerinde durulmustur. Cahsmamn ilk bsliimiinde
topolojik uzay ve metrik kavramlar: tamtilmis, diger boliimlerde
kullamlacak cesitli bilgiler kamtlariyla verilmis ve Hausdorff metrik tamitilmigtir.
Ikinci béliimde topolojik uzaylar ve metrik uzaylarda kiime dizilerinin Kuratowski
ve Hausdorff yakinsamalar1 ve ozellikleri detayh olarak incelenmistir. Ugiincii boliim
hiper uzaylar iizerinde tanimlanan, Hausdorff topoloji ve Vietoris topolojiler
tanitilmig ve hangi kosullar altinda birbirleriyle uyumlu olduklar1 verilmistir.
Dérdiinci ve son bolimde kiime degerli doniisiimlerin Vietoris ve Hausdorff
stireklilikleri tamtilmis, gesitli karakterizasyonlar1 verilip ozellikleri incelenmistir.
Ayrica kiime degerli doniigiimlerin grafiklerinin kapali olmas: ile bu siireklilikler
arasindaki iligkiler incelenmistir. Son olarak bu iki siireklilik tipi birbirleriyle
karsilagtirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Kiime degerli doniigiim, Alttan-iistten yar siireklilik.



ABSTRACT

Master of Science Thesis
CONTINUITY OF SET VALUED MAPS

MEHMET ALI AKINLAR

Anadolu Universty
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Mathematics Program

Supervisor: Prof.Dr.Yalgin KUCUK
2002, 54 pages

In this work, which consist of four chapters, some properties of converges
sequences of sets, Hausdorff and Vietories topologies defined on hyperspaces and
Hausdorff and Vietories continuties of set valued maps have been studied. In the
first chapter, some important definitions, theorems with proofs and metrics are
given. The second chapter deals with Kuratowski and Hausdorff convergences of
sequences of sets. The definitions and some properties of this type convergences
sequences have been given. The third chapter concerns with Hausdorff and
Vietories topologies defined on hyperspaces. Some properties and relationships
between these topologies have been investigated. In the last section, Hausdorff
and Vietories continuties of set valued maps and various characterizations of these -
types continuities hé.ve been studied. Also, relationship between closednes of graphs
of set valued maps and these continuities have been given. As a result, these two

continuity types have been compared with each other.

Keywords: Set valued maps, Lower-Upper semi continuous.
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1 ONBILGILER
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 1.1 X hefhangi bir kiime 2%, X in kuvvet kﬁmeéi olmak dizere 7 C 2% ailesi
verisin.T ailesi asagidaki ozelliklere sahipse T ya X dzerinde bir topoloji denir.
T:0,Xer

Ty:{U:iel}Crigin YU; €T

icl
T5:{U;:i=1,2,.,n} Crigin U, e
i=1
Kisaca 2% in § ve X 4 bulunduran sonlu arakesit ve herhangi bir birlesime kapals olan
bir alt kiimesine X tizerinde bir topoloji denir.7, X fiizerinde herhangi bir topoloji

ise (X, T) ikilisine bir topolojik uzay denir.

Ornek 1.1 X # 0 herhangi bir kime olmak tizere 71 = {0, X}, 70 = 2%, 73 =
{AC X : X\A sonlu } U {0} aileleri X dzerinde birer topolojidirler.

Bunlara siraswyla ayrk olmayan ,ayrik ve sonlu timleyenler topologist denir.

Tamm 1.2 X herhangi bir kiime olsun.d : X x X — [0,00), (z,y) — d(z,y) fonksiy-
onu asafidaki kogullar sagliyorsa, d ye X dzerinde bir metriktir denir.

M, :Her z,y € X i¢in d(z,y) >0

M, :Her z,y € X i¢in d(z,y) = d(y, z)

Ms :Herz,y € X igind(z,y) =0<=c =1y

M, :Her z,y,z € X icin d(z,y) < d(z,2) + d(2,9)

d, X iizerinde bir metrik ise (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir.

X x X izerindeki d fonksiyonu M; kogulu haric diger kosullary sagliyorsa d ye X
tizerinde bir pseudo metrik denir.

d fonksiyonu My kosulu hari¢ diger kogullar sagliyorsa d ye X tizerinde bir quasi

metrik denir.

. 0 ; TSy ise
Ornek 1.2 X =R iizerinde, d(z,y) = _
min{|z —y|,1} ; T >y ise



bir pseudo quasi metriktir.

Tanim 1.3 (X, d) bir metrik uzay z € X ve e > 0 olsun.

By(z,e) = {y € X : d(z,y) < e}, Bar,e] ={y € X 1 d(z,y) < e},

Sa(z,e) = {y € X : d(z,y) = €} kiimelerine swraswyla x merkezli £ yaricapl acik
yuvar,kapaly yuvar ve yuvar ylizeyi denir.

Iki nokta arasindaki uzakhk tanvminy kullanarak bir noktanin bir kiimeye olan uza-

kligins tanamlayabiliriz.

Tanim 1.4 (X,d) bir metrik uzay z € X ve A, X in bos olmayan herhangi bir alt
kiimesi olsun.Bu durumda d(z,A) = inf{d(z,a) : a € A} sayisina z in A kiimesine
uzaklis denir.Ayrica d(z,0) = +oo olarak tansmlanar.

z € A ise d(z, A) = 0 oldugu agiktir.z ¢ A olsa bile d(z, A) = 0 olabilir.

d(z, A) = inf{d(z,a) : a € A} = inf{d(a,z) : a € A} = d(A, z) oldugu aciktrr.

Ornek 1.3 X = R iizerindeki, d(z,y) = |z — y| metrifini ve A = {::neN}CR"
kiimesini g6z éniine alalum.

0 ¢ A dir fakat d(0,A) =0 dur.

Simdide iki kiime arasindaki Hausdorff uzaklik tammim verelim.

Hausdorff uzakh ilk olarak Hausdorff [6] tarafindan tamtildi. Hausdorff uzakligy
ile ilgili gosterimler ve bu uzakhigin bir ¢ok ozelligi Aubin[1], Berge [2], Kuratowski
[11], Castaing-Valadier [4], Kelley[8], Klein-Thompson [9] ve Ksielewicz [10] de bu-
lunabilir.

(X, d) bir metrik uzay A,C C X herhangi iki kiime olsun.

h*(A,C) = sup{d(a,C) : a € A} ve h*(C,A) = sup{d(c,A) : ¢ € C} olmak
tizere h(A, C) = max{h*(4, C), h*(C, A)} olarak tanimlayalim. h : 2% x2X — [0, oc]
fonksiyonu iki kiimeyi, bu iki kiimenin Hausdorff uzaklig1 diye bilinen bir sayiya tagr.
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h, 2% ailesi tizerinde bir metrik degildir.Ciinkii A # C olsa bile h(A, C) = 0 olabilir.
Ayrica h(A,C) = +oo olabilir.

Ornek 1.4 (X,d) = (R,d,:) metrik uzaymda A = (0,1),C = [0, 1) alimirsa
h(A,C) =0 dw. A= {0}, C =10, oo) alinirsa h(A,C) = +oo dur.

Onerme 1.1 (X,d) bir metrik uzay,A,C C X herhangi iki kiime olsun.
h o 2X\{0} x 2X\{0} — [0,00], h(A,C) = max{h*(A,C),h*(C,A)} fonksiyonu

olarak tanamlanan h fonksiyonu 2% dizerinde genisletilmis bir pseudo metriktir.

Kanit. h nin A, B,C € 2% olmak iizere
a)h(A,A) =0
b)h(A,C) = h(C, A)
c)h(A,C) < h(A, B) + h(B, C) tzelliklerine sahip oldugunu gosterecegiz.
a) ve b) nin kamtla,rl actktir.c) yi kanmitlayalim
A, B,C € 2% icin

h(A,B) < h(A,C) + h(C, B)
oldugunu gostermeliyiz.
Once h*(4, B) < h*(A,C) + h*(C, B) oldugunu gosterelim.
Herhangi bir a € A ve her c € C icin
d(a, B) = inf{d(a,b) : b € B}

< inf{d(a,c) + d(c,b) : b € B}

= d(a, c) + inf{d(c,b) : b € B}
olur ve buradan

d(a, B) < inf{d(a,c) : c € C} + sup{inf{d(c,b) : b€ B} : c € C}
=d(a,C) + h*(C, B)



olur ki buradan da
h*(A,B) < h*(A,C) + h*(C, B)
yézabiliriz. Benzer olarak |
h*(B,A) < h*(B,C) + h*(C, A)
yazabiliriz.O halde
h(A, B) = max{h*(A, B),h*(B, A)}

< max{h*(B, C),h*(C, B)} + max{h*(4,C), h*(C, A)}
= h(B,C) + h(4,C)

olur. m

Onerme 1.2 (X,d) bir metrik uzay ve A, B C X herhangi iki kiime olsun.Bu du-
rumda asagidakiler gerceklegir.

a) z € Z% d(m,A) =0 dr.

b)Her z € X i¢in d(z, A) = d(z, B) dir<= A= B dir.

Kamt. a) z € {z € X : d(z, A) = 0} olsun.Bu durumda d(z, A) = inf{d(z, a) :
a € A} =0 dir.e > 0 igin inf tanimm geregi Jy. € A vardir 3d(z,y.) < € olur.Buradan
Ye € Bqy(z,¢€) olur.Boylece y. € ANBy(z,¢) olur.Bu her € > 0 igin dogru oldugundan
her &> 0 igin AN By(z,€) # 0 olur.z € A dir.Boylece

{reX:d(z,A)=0}CA (1)

olur.
Tersine z ¢ {z € X : d(z, A) = 0} alahm Buradan d(A,z) = & > 0 olan bir ¢ > 0
vardir.Diger taraftan A N By(z,§) = 0 olur ki z ¢ A demekdir.
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Boylece

CAc{zeX:dzA)=0) @)
bulunur.
(1) ve (2) den A= {z € X : d(z, A) = 0} olur.
b)(=>)z € A alalim.a) sikkindan dolay1 d(z,A) = 0 dir.d(z,A) = d(z, B)
oldugundan d(z, B) = 0 dir.z € B dir.Buradan A C B dur.
Benzer olarak A D B olduguda gosterilebilir.Bu ikisinden A=B olur.

(<=)A = B olsun.Her z € X icin d(z, A) = d(z, B) oldugunu gostermeliyiz.A C

A oldugundan infimum tamm geregi
d(z,A) < d(z, A) (1)

olur. d(z,A) < d(z,A) olamayacagim gosterelim. Kabul edelim ki d(z, A) =
inf{d(z,a) : a € A} = a; ve d(i,A) = inf{d(z,a) : a € A} = a, olmak {izere
a; < ag olsun. Bu durumda € = Qz—z—ﬂ dersek inf tanimi geregi en az bir a, € A
vardir dyle ki d(z,a,) < a1 + & = ay + %27 olur.

Diger taraftan a, € A oldugundan bu & > 0 i¢in en az bir ag € A vardir &yle ki
d(ao,a,) < € dur. Buradan d(z, ap) < d(z,a,) + d(ax, ap) < o 2% + 2274 <
dir. ap € A oldugundan oy = d(z, A) = inf{d(z,a) : a € A} < ay olur ki buda bir
celiskidir. Bu celigkiye oy < o7 almakla diigtiik. O halde

d(z,A) > d(z,4) (2)
olur. Boylece (1) ve (2) den d(z, A) = d(z, A) olur. =
Tamm 1.5 (X, d) bir metrik uzay A,C C X wvee >0 olsun. _
Bu durumda Bi(A,e) = {z € X : d(z,A) < €} = A, kiimesine A mn agik €

komsuludu ve By[A,e] = {z € X : d(z, A) < €} kiimesine A man kapal € komgulugu

denir.



Onerme 1.3 € > 0 ve herhangi bir A C X verilsin.Bu durumda asagidaki ifadeler
dogrudur.

a)By(A,e) = A agik bir kiimedir.

b)Bd[A, €] kimesi kapaly bir kiimedir. -

Kamt. a)z € Bi(A,¢) olsun.d(z, A) < € olur. 0 < § < € — d(z, A) segersek
Ba(z,6) C By(A,¢) olur.Gergekten y € By(z,6) igin d(z,y) < § dir.Diger taraftan
d(y,A) = d(A,y) < d(A,z) +d(z,y) < d(A,z) +6 < d(A,z) +e —d(A,z) = ¢
dur. Buradan d(A,y) < € olur ki y € By(A, ) demektir.Boylece By(z,8) C By(A4,¢)
bulunur.O halde B;(A4,¢) agiktr.

b) B4[A, €] nun kapah kiime oldugunu gosterebilmek i¢in tiimleyeninin agik oldugunu
gosterelim.

z € X\By[A, €] alalim.d(A4,z) > € dur.0 < n < d(A4,z) — ¢ alinwrsa By(z,n) C
X\Bd[A,¢] olur.Gergekten y € By(z,n) ise d(z,y) < 5 olur.

d(A,z) < d(Ay)+dy,z)
< d(A,y)+n
< d(A,y)+d(z,A)—¢

Buradan d(A,y) > € olur ki bu y ¢ By[A, €] yani ye X\Bj[A,e] demektir.Boylece
Bay(z,n) C X\Bq[A,¢] olur.O halde X\Bgy[A,¢e] acik bir kiime dolaysiyla Bg[A, €]
kapali kiimedir. m

Onerme 1.4 (X,d) bir metrik uzay AC X ve € > 0 olsun.Bu durumda
a)By(A, €) C By[A, €] dur.

b)Ba(A,€) C (Bg[A,e])° dir.

c)(0B4(A,e) UOBy[A,¢]) C Sa(A,e) dir.

d)e < 6 ise By|A, €] C By(A,6) dur.



Kamt. a)By(A,e) C Bgf[A, €] oldugundan By(A,e) C BylA, eolur.B4[A, €]
kapali kiime oldugundan Bg[A,e] = By[A, €] olur ki bu da istenileni verir.Yani
By(A,€) C By[A, €] dur. | ,

B) (B4(A,€))° C (Ba|A,e])° ve By(A,e) agk bir kiime oldugundan By(A,e) C
(Ba[A, €])° dir.

¢)0Ba(A,€) U 8B4[A, €] = [Bu(A, €)\Ba(A,€)] U [BalA, e]\([BalA, €])°]

C [Ba4[A,e]\Ba(A4,&)] U[B4[A,e]\([Ba(A,€)]° = B4[A,e]\Bai(A4,e) = Sa(A,d) olur.
d) € < § olsun.z € By[A,¢] alalim.= d(A,z) < e <6 =d(A,z) < § = = € By(4,6)

bulunur ki bu By[4,¢e] C By(A,d) demektir. m

Onerme 1.5 (X, d) bir metrik uzay, A C X, azalan ve €, — 0 olan pozitif saylarin

A= (\Bu(A,en) = () BulA, en] dir-
n=1 n=1

Kanit. = € A <= Ve > 0 i¢in AN By(z, &) # 0
<= Ve > 0igin {z} N By(A,e) # 0 <= Ve > 0 icin « € By(A,e) C By[A, €]
Ve > 0 i¢in 0 < d(z, A) < € olur.

€ = g, alirsak,

€n — 0 olmak iizere z € (| By(A, &) C [ Ba[A4, €n] olur.Boylece
n=1

n=1

Ac Fde(A, £) C Fde[-A,sn] 1

bulunur.

z ¢ A olsun.Onerme 1.2 ye gore Jeo > 0 i¢in ANBa(z, £0) = 0 <= {z}NB4(A,&0) =
0

<= z ¢ By(A,¢o) dir.Buradan ¢, < & olan bir &, dizisi i¢in ¢ Ba[A, €,] oldugu

agiktir.



Ciinkii By[A,e,] C Ba(A, &) dire, < g ve &, — 0 olan azalan bir (e,)nen dizisi

icin
z ¢ ﬂ By[A, &,) olur.Buradan
5n<50
(\Ba(A,en) S [ BalAea) € 4 (2)
n=1 n=1
olur

Boylece (1) ve (2) den A = () Ba(A,e,) = ) Ba[4,&,] elde edilir. m
n=1 n=1

Onerme 1.6 (X,d) bir metrik uzay A C X olsun.Bu durumda asafidakiler dogrudur.
)Bd(Bd[A 6] 5) C Bd(A €+ (5)
b)E = U B(") (A, €) hem agik hem de kapalidir. (Burada B( J(A,e) = Bd(Btg"—l) (A, e),¢)

n_

dur.)

Kamt. a)z € By(By[A,¢],6) ise d(BafA,e],z) < 6§ dir.B,[A,e] kapah kiime
oldugundan Jys € By[A, €] vardir dyle ki |
d(B4[A,e),z) = eéﬂl[fA ]d(m ,Y) < d(z,ys) < 6 olurBoylece d(z,A) < d(z,ys) +
d(ys, A) < 8 + d(ys, A) < 6 + ¢ olacagindan z € By(A, e+ 6) olur.By(By[A,€],6) C
By(A, e+ 6) elde edilir.
b)E U B(")(A g) kiimesinde birlesime giren B( (4, e) kiimeleri agiktir. Agk
kumelerm herhangl bir birlesimide agik oldugundan E kiimesi aciktir.

Simdi F nin kapali oldugunu gorelim. ENBy(X\E,¢) = U [B(n) (A, e)N By(X\E,¢)] C

n=1

UTBS(4,)n Ba(X\B*V(4,€),¢)] = 0 dir.Ctinkii ¥n € N igin B{™)(A,¢) ¢ B
n=1 i

ve X\E ¢ X\B{""(A, ) olur.Buradan By(X\E,¢) C By(X\B{V(4,¢),€) olur.
ENX\E C By(E,e)n(X\E) = 0 dir.E C E dir ve E = E oldugundan F kapahdr.



Onerme 1.7 (X, d) bir metrik uzay A,C C X vee > 0 olsun. Bu durumda h* (A, C) =
inf{e >0: AC C.},h*(C,A) =inf{e > 0: C C A.},h(A,C) =inf{e >0: AC
C.,C C A.} dir.

Kanit. Tammlar kullanilarak hemen elde edilir. =

Onerme 1.8 (X, d) bir metrik uzay olmak tzere h fonksiyonu X in kapaly ve sinarl

alt kiimelerinin ailesi olan Pyy(X) dzerinde bir metriktir.

Kanit. Onerme 1.1 den aciktir. m

Ozel olarak bu 6nerme P;(X) yerine X in kapali ve siirh alt kiimelerinin ailesi
olan Pys(X) veya X in kompakt alt kiimelerinin ailesi olan P(X) alindiginda d

metrigi ne alimrsa ahnsin dogrudur.

Onerme 1.9 (X, d) bir metrik uzay A, C, X in bostan farkly alt kiimeleri ise h(A, C) =
sup[|d(z, A) — d(z,C)| : z € X] dir.

Kamt. Ve € C ve Vz € X igin d(z, A) < d(z,c) + d(c, A) dir ve bu yiizden
d(z,A) < d(z,C)+h(C, A) dir.Benzer sekilde d(z,C) < d(z, A)+h(C, A) oldugunu
da elde edebiliriz.

Boylece

sup[|d(z, A) — d(z,C)| : z € X] < h(A,C) (1)

dir.
Diger taraftan, sup{d(c, A) : ¢ € C} = sup{d(c, A)—d(c,C) : ¢ € C} < sup[|d(z, A) — d(z,C)|



z € X| ve sup{d(a,C) : a € A} < sup[|d(z, A) — d(z,C)| : z € X] olur.
h(A,0) < sup[|d(z, A) —d(z, c)] cx € X] N (2)

(1) ve (2) den h(A,C) = sup||d(z, A) — d(z,C)| : z € X] dir. =

Uyar: 1.1 Yukaridaki teoremden h*(A, C) = supld(z,C)—d(z, A) : z € X] oldugunu

gorebiliriz.
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2 KUME DIZILERININ YAKINSAMASI

Bu bolim kiime dizilerinin gegitli yakinsama tamimlarina ve bunlarin kar§1la§t1f1h§1na
ayrilmigtir.

Kiime dizilerinin alt ve st limitleri ilk olarak 1909 da Painleve[14] tarafindan
tanmimlanmg fakat bu kavramlar Kuratowski’nin kitabinda yaymlandiktan sonra iine
kavusmustur.

lleride detaylarina inecegimiz bu kavramlar kisaca soyle ifade edilebilir.( A, )nen
kiimeler dizisi olsun.Vn € N i¢in z,, € A, alarak olusturulan tiim (z,)nen dizilerinin
(varsa) limitlerinin kiimesine dizinin alt limiti,yig1lma noktalar: kiimesinede dizinin
iist limiti denir.Bu kiimeler sirasiyla liminfA, limsupA,,yada imA,, limA,, ile gos-

terilir.

Tanim 2.1 (X,7) birHausdorff topolojik uzay ve (An)nen C 2%X\{0} bir kiime dizisi
olsun. |

a)7T — liminf A, = 7—limA, = {z € X : z =7 — limz,,z, € A,,n > 1} (Yani, ter-
imleri A, lerden secilen biitiin dizilerin limitlerinin kiimesi) ile tanimlanan kimeye
(An)pen nin T—Kuratowski alt limiti denir.

b)r — limsup A, = 7 — limA, = {z € X : £ = 7 — liminf z,,z, € A,,n > 1}

={z € X :z=7—lmz,, T € An,,71 < N2 < ... < g < ..} (Yaniterimleri
A, lerden segilen dizilerin yiflma noktalarinan kimesi) kiimesine (Ag)nen dizisinin
7—Kuratowski st limiti denir.

¢)r—liminf A, = 7—limsup A, = A ise A kiimesine (An),;eN dizisinin T— Kuratowski

limiti denir ve T — lim A, = A veya A, £ Aile gosterilir.

Uyar1 2.1 1)7 ayrik topoloji ise T— Kuratowski yakinsama kiime dizilerinin kiimesel

anlamda yakimsamas: ile ¢akigir. Bu durumda
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T — limsup 4,, = krzwl ngk A, veT —liminf A, = kLZJI ngk A,

olur.

2)T — limA, C 7 —limA, olduju tanimdan agiktr.

3)X izerindeki topolojinin kapale kiimeleri dizisel kapals kiimelerden olusuyorsa yukar:-
daki tanimlar su sekildede verilebilir.

a)T—limA, = {z € X : VU € U(z) i¢in Ing € N vardir sn > ng i¢in A, NU # 0}
b)r — limA, = {z € X : VU € U(z) ve Vk € N igin In>k vardw 3n > k icgin
A, NU # 0}

4)X uzays 1.sayplabilir ise yukardaki (3) deki ifadeler daha onceki tanimlarla ¢cakagor.

Onerme 2.1 (X, d)bir metrik uzay ve (Ap)nen C Ps(X) ise
a)7—limA, = {z € X : limd(z, A,) = 0}
b)1 —limA4, = {z € X : liminfd(z, A,) = 0}

olur.

Kanit. a)z € liminf A, olsun.Bu durumda Vn € N i¢in z,, € A,, olan bir (z,,)nen
dizisi vardir ve z, — z olur.

Vn € Nigin d(z,z,) > 0ve limd(z, z,) = 0 oldugundan lim d(z, A,) = 0 olur.Buradan,

7 —limA, C {z € X : limd(z, A,) = 0} (1)

olur.

- Tersinez € {z € X : lim d(z, A,) = 0} olsun.Bu durumda ¢ > 0 i¢in 3ny € N vardir
9"v’nb > ng igin d.(:i:,A:) 2 ¢ olur.Buradan 3z, € A, igin d(z,z.) < € olur.e = % ve
z, = z. segilirse n > ng iken d(z,z,) < lolur.O halde z, — z dir.Yani z €limA,

dir.Buradan,

{z € X : limd(z, A,) =0} C 7 —limA, (2)
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olur.
(1) ve (2) den istenilen gikar.

b) nin kamitida a) ya benzer bicimde yapihr. =

(X, d) bir metrik uzay oldugunda alt ve tist Kuratowski limitleri agagidaki bigimde
ifade edilebilir.

limA, ={z € X :z=limz, vehern € Ni¢inz, € A,} ={z € X :Vr > 0 igin
Ing(r) € N vardir 2Vn > no(r) igin B(z,r) N A, # 0} dir.

limA,, = {z e X :z=limz, 2, € Ap;mi << .. < <L }={zeX:

Vr > 0 ve Vk > 1 i¢in 3ng € N vardir sng > k ve B(z,r) N A, # 0} dir.

Onerme 2.2 (X,d) bir metrik uzay,(An)nen C 25\{0} ise

a)limA,, ve limA,, kapahdirlar.

b)(A;)neN'C 2X\{0} azalan ise imA, = limA, = N A, dir.
¢)(An)nen C 25\{0} artan ise limA, = limA, = nL)J:—An dir.

Kanit. a)limA, = limA, oldugunu gosterelim.

z € limA, alahm.Kapams tanim geregi 3(z,,)men dizisi vardir yleki (Z,,)men C
imA, ve z,, — z dir.z € limA, oldugunu gosterecegiz.

Vm € N igin d(z, A,) < d(z,Zn) + d(2pm, Ap)dir.0 < T}Lrgoinfd(x,An) < d(z,zm) +
lim inf d(z,,, An) olur.

lim inf d(,,, A,) = 0 oldugundan onerme 2.1 den 0 < lim infd(z, 4,) < d(z,zm)
yazabiliriz.
0 < lim( lim infd(z, 4,)) < lim d(z,z,) dir ve buradan liminfd(z,A,) = 0

olur.Boylece z € limA, olur.Bu da istenendir.
limA,, nin kapahlig benzer bicimde gosterilir.

b)z, € A, olarak segilen V(z,) dizisinin hig bir yakinsak alt dizisi yoksa bu limit bos
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olabilir.Bog olmadigim kabul ederek kamt: yapahm.

z € nQNZ" ise Vn € N i¢in d(z, A,) = 0 olmas demektir.ygxgo d(z, A,) = 0 olacagn-
dan 6nerme 2.1 den z € li_mA@ olur.Béoylece nQNAn C limA,, olur.Diger taraftan z ¢
nQNAn ise Ing € N 2z ¢ A, olur.Boylece tnerme 2.1 den d(z, A,,) # 0 dir.Dizi aza-
lan oldugundan Vn > ng igin d(z, A,) # 0 dir.Boylece nh—{f;lo inf d(z, A,) # 0 olur.Bu
z ¢ limA, demektirlimA, C nQNZ" olur.Bu bize nQNZ" C limA, C limA, C nQNZ"
kapsamlarim vereceginden lim A, = nQNAn olur.

¢) nin kamit1 b) nin kamtina benzer bigimde yapilir. =

{1} x[0,1] ; neift

Ornek 2.1 (A,)nen C Py(R?) dizisi A, =
{3} x [-1,0] ; n tek

olarak tanim-

lansin.

limA,, imA, limitlerini belirleyiniz.

Coziim 2.1 limA, = {0} ve limA, = [-1,1] dir ve limA, # limA, oldujundan
lim A, yoktur.

1/5 13 1 X

4 12

-1

Onerme 2.3 (X,d) bir metrik uzay ve (An)nen C Py(X) bir dizi olsun.
a)limA, = N N U B(Ay,¢)

e>0 k>0 n>k
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blimA, = N U N B(A,,¢)

€0 k>0 n>k

olur.

Kanit. a)z € limA, fakat = ¢ 0 kgo L>JkB(An,s) oldugunu kabul edelim.Bu

durumda z,Vn € N igin z, € A,olmak iizere bir (z,),en dizisinin yigilma nok-
tasidir.Dizilerin yigilma noktasi tamm geregi ¢ > 0 ve k € N verildiginde n > &
olan bir n € N i¢in z,, € B(z,¢) dur.Boylece z € B(z,,¢e) olur.Diger taraftan = ¢
N N U B(A,,¢) kabul etmigtik.Buradan Jeg > 0 ve 3k > Oigin = ¢ ngkOB(An,so)

>0k>0n>k
olur.Oysa z, z, € A, olmak iizere (z,)nen dizisinin y1gilma noktasi oldugundan bu
g0 > 0 ve bu kg > 0 igin In € N vardir 3n > kg ve z € B(A,, &) olur ki bu bir

celiskidir.Buradan z € N N U B(A,,¢) olurlimA, C N N U B(A,,¢) bulunur.
e>0k>0n>k >0 k>0nz>k

Tersine z € .0 L>J B(Ap,¢€) olsun.Ve > 0 igin z € 2 U B(An, g) dur .Ve > 0 ve
>Un

Vk>0icinz € nL)JkB (An,€) olur.Eger € = 3 secilir ve k = 1 alimrsa 3n; > 1 vardir
sz € B(A,,,1) olur.Buradan 3z,, € A,, vardrr 3d(z,,,z) <1 olur.k = 2 ahmrsa
Jny > ny > 1 vardir 3z € B(Ap,, ) olur.Boyle devam edilirse 3z, dizisi z,, € Ap,
ve i, — = olacak bicimde vardir ve boylece = € limA4,, olur.

Buradan limA, = N N U B(A,,¢) olur.
>0 k>0 n>k

blimA, = N U N B(A,,¢) oldugunu gosterelim.z € limA, oldugu halde = ¢

>0 k>0 n>k

Qo ka ng (Ap,€) oldugunu kabul edelim.Bu durumda 6yle bir (,)nendizisi vardir
€ >0n>

ki her n € N i¢in z, € A, ve z, — z olur.Verilen her £ > 0 i¢in 3ng € N vardir
sVn > ng igin z, € B(z,¢) dur.Dolaysiyla Vn > ng igin € B(z,,€) C B(Ayn,€)
dur. |

Diger taraftan z ¢ N it Y QkB(An,a) oldugundan &yle bir g9 > 0 vardir ki = ¢
>0n

ka Q B(An,€0) dir.Buradanda bu g > 0 ve her £ > 0 igin z ¢ ﬂ B(An,so)
>0n

olur.Sonug olarak bu gg > 0 ve her k > 0 igin n > k olacak gekilde en az bir n € N
vardir ve = ¢ B(A,,¢) olur ki bu bir celigki yaratir.Bu celigkiye z € limA, oldugu
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halde z ¢ N U N B(A,,¢) oldugunu kabul ettigimiz igin diistiik.O halde kabu-

e>0 k>0 n>k

lumiiz yanhstir yani z € imA,, ise z € r>10 kL>Jo r>1kB (An,€) ifadesi dogrudur.Bu ise

birinci yoniin dogrulugunu yani limA,, C- Qo kUO QkB(A,;, €) kapsamin verir.
o € >0 n> i

Tersine z € N U N B(A,,¢) alalim.Ve > 0 i¢in z € U N B(A,,¢) olur.Boylece
>0 k>0 n>k k>0n>k

Ve > 0 icin 3k > 0 vardir 6yleki z € QkB(An,s) olur.Buradan € > 0 i¢in 3k > 0

vardir dyleki n > k iken z € B(Aq,¢) olur.c = % secilerek d(z, A,) < € esitsizligini
kullanarak her n € N igin z, € A, ve z, — z olan bir (z,),en dizisi segebili-
riz.Buradan z € limA,, olur.

Boylece N U N B(A,,¢) C limA,, bulunur.
>0 k>0 n>k

Sonug olarak limA, = N U N B(A,,¢) elde edilir. =
>0 k>0 n>k

Onerme 2.4 (X,d) bir metrik uzay ve (An)nen C Pp(X) bir dizi ve A asofidaki
ozellige sahip olan bir kiime olsun.
A man her U komsulugu ic¢in dyle bir ny € N indisi vardir ki dizinin bu indisl
terimden sonraki terimlert U kiimesinin icine girerler.Yani n > ny icin A, C U

olur. Bu durumda limsup A, = imA, C A di.

Kanit. z € limsup A, ve z ¢ A olsun.z € limA, oldugundan 6yle bir (Z,)nen
dizisi vardir ki her n € N i¢in z,, € A, ve z bu dizinin bir y1g1lma noktasidir.
Diger taraftan = ¢ A kabul edildiginden Je > 0 vardir 3 B(z,e)NA =0 olur.0 < § <
e olan bir § > 0 vardir 6yleki B(z,6)NA =0 olur.A C X\B(z,8) C X\B(z,8) =U,
oldugundan U,,A nin bir komsulugudur.Hipotez geregi 6yle bir ny, € N indisi vardir
ki n > ny, iken A, C U, olur.n > ny, olan her n igin z, € A, oldufundan
z, € U, = X\B(z, ) olur.
Boylece x,, ¢ B(z,6) bulunur.Bu z'in (2,)nen dizisinin bir y1gilma noktas: olamay-

acagin verir ki bu ise bir celigkidir.Bu celiskiye z € limsup A, fakat = ¢ A olsun
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demekle diigtiik.
O halde kabuliimiiz yanlistir ve limA,, C A kapsam dogrudur. m

Onerme 2.5 (X,d) bir metrik uzay ve (A,;)neN,‘(B,;)neN C Pg(X) iki dizi ve A
kompakt kiimesi asagidaki ozelliklere sahip olsun.A nin her W komsuludu icin dyle
bir ny € N indisi var olsun oyleki n > nw icin A, C W olsun.Bu durumda AN
lim sup B,, nin her U komsuludu icin 6yle bir ny € N indisi vardwr oyle ki hern > ny

icin (A, N B,) C U olur.

Kamt. U; ANlimsup B, nin bir komgulugu olsun.
l.durum: A C U ise kabulden dolay: 3ny € N indisi vardir 6yle ki n > ny igin
A, C U olur.
Boylece n > ny iken (4, N B,) C A, C U olur.
2.durum: A g U olsun.K = A\U diyelim. K kompakt bir kiimeden agik bir kiimeyi
atmakla elde edilen bir kiime oldugundan kompakttir ve ayrica ANlimsup B, C U
oldugundan K N limsup B, = § olur.

—> limsupBn

» A (") limsupBn

i i = n lur.Buradan de, > 0
y € K ise y ¢ limsup B, 0.0 anJkB(A ,€) olur.Buradan e, ve

3k, > 0 icin n > k, iken y ¢ B(By,gy) olur.Bu g, > 0 ve k, € N¥ sayilan
icin K C U{B(y,&,) : y € K} olur.K kompakt oldugundan Jp € N vardir dyleki
K C U{B(yi&y,) 14 =1,2,.n,y; € K} = V olur.n > k = max{k,, : i = 1,2.n}
icin B,NV = @ olur.W = UNV dersek W, A nin bir komsulugu olur.Hipotezden
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dnw € N vardir 5n > nw iken A, C W = UUV olur.n > max{nw,k} iken
A,NB, C W olur.B,NV = oldugundan n > max{nw, k} iken A, N B, C U olur.

Bu 6nermede A y1kapali ve ANlim sup B, nin U komsgulugunu A iginde tiimleyeni

kompakt olacak sekilde alirsak énerme yine dogru olur.

Sonug 2.1 (X,d) bir kompakt metrik uzay ve (An)nen C Py(X) bir kime dizisi
olsun.Eger limsup A, nin her U komsulugu icin n > ny iken A, C U olacak sekilde
bir ny € Nt var ise n > ny iken A, C limsup A, olur. Ustelik limsup A, bu ozelligi

saglayan en kiigik kiimedir.

Kanit. Bir onceki 6nermede Vn € N igin B, = X = A alinirsa istenen gercek-

legir. m
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3 KUMELER AILESI 1ZERINDE HAUSDORFF
VE VIETORIS TOPOLOJILERI

Bu boliimde, kiimeler ailesi tizerindeki Hausdorff ve Vietoris topolojiler tammlamp

bazi 6zellikleri verilecektir.

3.1 Hausdorff Topoloji

Onerme 3.1 (X,d) bir metrik uzay olsun.q = {G C X :her z € G igin 3, > 0
vardir 3 By(z,e) C G} U {0} kiimesi X 1izerinde bir topolojidir.

Kanit. Acgiktir. =

(X,d) smirth metrik uzaymnda X {tizerindeki 74 topolojisine metrigin irettigi
topoloji ya da kisaca metrik topoloji denir.

Ps(X) tizerindeki h : Ps(X) x Ps(X) — [0,00), A, C € Ps(X),
h(A,C) = max{h*(A,C),h*(C, A)} ile tammh h metriginin tirettigi topolojiye
Hausdorff topoloji denir ve 7y ile gosterilir.
Hausdorff topoloji en eski ve muhtemelen hiper uzaylar1 ¢alisan uzmanlarin digin-
dakiler tarafindan da en ¢ok kullanilan bir topolojidir.Bu topoloji metrik uzaylar

tizerinde tanimlanir ve esas olarak iki kiime arasindaki uzakhiga dayanir.

Onerme 3.2 {A,, Alnen C Pys(X) ve Ap > Aise A= U Am=NU N (4n)e
n>lm>n e>0n>1m>n
dir.

Kamt. ¢ > 0 verilsin.A, - A hipoteziyle lim h(A,, A) = inf{e > 0: 4, C A,
A C (An):} — 0 oldugundan ng(e) > 1 bulabiliriz 6yleki m > ng(e) igin A C (An)e
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ve A,, C A, dur.O halde

CAcnNUNAm): A (1)

£>0n>1m>n.
ve
NUA.cCA (2)
n>1 m>n
diyebiliriz.
Son olarak z € [} |J () (Am): olsun.O halde her € > 0 igin ng(¢) > 1 bulabiliriz

e>0n>1m>n
oyleki m > ng(e) icin x € (A, olur.n > 1 verilsin.Bu durumda m > max{n, no(e)}

vardir yleki € (Am)e C (U Am )e) dur.e > 0 keyfi oldugundan z € |J A,, diye-

m>n m>n

biliriz oyleki z € (| | Am dir.Boylece

n>1 m>n

NU N @A) C N U An | 3)

e>0n>1m>n . n>2lm>n

oldugunu géstermis oluruz.
(1),2)veB)den A= UA4n=NU N (An)c olur. =
n>lm>n e>0n>1m>n
Onerme 3.3 (X,d) bir metrik uzay,(An)nen C Pi(X), An 2 A ve A, D Ayt
(veya tersine A, C App) n>1ise A= [ A, (veya A= |J A,) dur.

n>1 n>1
Kamit. n > 1 igin A, D A1 oldugunu varsayalim (Artan durumu da benzer

sekilde kamtlanir.) '

A, B A oldugu igin Ve > 0 icin ng > 1 vardr oyleki A, C A, dur.Boylece

N A, C A; olur.e | 0 iken N A, C A= Aolur.

n>1 n>1

Diger taraftan A, LAY oldugu hipoteziyle, verilen € > 0 icin ng > 1 vardir dyleki
her n > ng icin A C (4,). olur.Boylece A C [ (An)c olur.e | 0iken A C () A, dir.

n>1 n>1
Boylece A = () A, dir deriz. =

n>1
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Ornek 3.1 Kiimelerin monoton artan veya monoton azalan bir dizisinin bir h—

limitinin olmasy gerekmez.

X =Rve A, = [n, 00) olsun. () A, = 0 oldufundan {An}n>1 kiimeler dizisi (| A, =

n>1 n>1

0 ye h—yakinsamasz.

Onerme 3.4 (X, d) tam bir metrik uzay ise (P¢(X), h) aileside bir tam metrik uza-
ydar.

Onerme 3.5 (X,d) tam bir metrik uzay ise (Px(X), k) ailesi (P¢(X),h) ailesinin
kapaly bir alt uzayrdir. Bundan dolayr (Pr(X), k) tam bir metrik uzaydar.

Kamt. {A,}.>1 C Pr(X) ve A, 2, A oldugunu varsayalm.Verilen ¢ > 0
icin no(¢) > 1 bulabiliriz 6yle ki her n > ng(e) icin h(An,, A) < € ve bu yiizden
AC (An)s olur.A, ler kompakt oldugundan tamamen simirhidir. Boylece sonlu bir
F C X bulabiriz 6yleki A, C F, olur ve buradan (An)e C Fa olur.Bu yiizden
A C Fp, A nin tamamen sinirh ve kapali oldugunu gosterir ve buradan A € Pg(X)

olur. =

Onerme 3.6 Py(X), (Ps(X),h) wn kapal bir alt kiimesidir. Bu yiizden (X,d) tam
bir metrik uzay ise (Poy(X), h) da tamdar.

Kanit. Onerme 3.5 e benzer olarak kanitlanir. m

3.2 Vietoris Topoloji

Ty Hausdorff metrik topoloji bir ¢ok giizel 6zelliklere sahip olmasma ragmen bir
cok amag icin uygun bir topoloji degildir.Ozellikle siirsiz kiimelerle ugrasiyorken
bu topolojiyi kullanamayz.
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Ornegin;L, = {(z,y) € R% : y = 1z} kiime dizisini ve L = {(z,0) € R? : z > 0}
kiimesini goz oniine alalim.Bu simirsiz kiimelerden olusan dizi Kuratowski anlaminda
L, — L olmasima ragmen Hausdorff anlaminda yaklhsama gerceklesmez.

Ama bu kiimeleri sm1rlayarék elde ettié;imiz Ll ={(z,y) eR: :y = %w,x. € (0,7)}
dizisini ve L" = {(z,y) € R% : 0 < z < r,y = 0} smrh kiimesini diisiiniirsek
L & L olur.

Bu ve benzeri durumlarda ,6rnegin sinirsiz kiimelerin ailesiyle ugragiyorken Vietoris
topoloji olarak bilinen diger bir hiper uzay topolojisi daha kullamsh olmaktadir.
Vietoris topoloji ilk olarak Vieotoris [15] tarafindan tamtildi. Ashnda Vietoris topoloji
Frink [5] in komsguluklar topolojisine denktir.

(X,7) bir Hausdorff topolojik uzay ve A € 2%\ {@} olsun.

A- = {Ce2X\{o}: ANnC # 2}
AT = {Ce2X\{o}:CC A}

kiimelerini tammlayalnh.

a) 2% iizerinde Ty + = {U* : U € 7} ailesini taban kabul eden topolojiye tist Vietoris
topoloji denir.

b) 2% iizerinde Ty- = {U~ :U € 7} ailesini alt taban kabul eden topolojiye alt
Vietoris topoloji denir.

c) 2% iizerinde Ty+ U Ty - ailesini alt taban kabul eden topolojiye Vietoris topoloji
denir ve Ty ile gosterilir.

U, W, ...,V € 7 olmak tizere Ty Vietoris topolojisi igin bir taban elemam
B(U, W, Va,..., Vo) = {A€2X\{@} : ACU,ANVi # 3,k =1,2,...,n}

bigimindedir.
Michael[13] Vietoris topolojiye sonlu topoloji demis ve bu topolojinin bir ¢ok ayirma
ozelligini incelemistir. Kuratowski [11],Vietoris topolojiyi tistel topoloji olarak isim-

lendirmistir. Ayrica ,Kuratowski [11]iist Vietoris topolojiyi k-topoloji ,alt Vietoris
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topolojiyi de A topoloji olarak adlandirmigtir.Biz burada Michael’ m gosterimlerini

kullaniyoruz.

Onerme 3.7 i : X — 2%\ {@},i(z) = {z} ile tanamh doniisiim ise 2%\ {@} ailesi

Ty topolojisi ile donatildift zaman i(-) sireklidir.

Kanit. U € 7 olsuni™}(U*) = {z € X : {z} C U} = U € 7 dur.Benzer
sekilde, Eger Vi, V5, ...V, € T ise i7! (ﬂ V}:) ={zeX : {z}NV, #0,k=1.n} =
k=1

(Vi € 7 dur.Bundan dolay1 2%\ {@} ailesi 7y topolojisi ile donatildig1 zaman i(-)
k=1
stireklidir. =

Ty Vietoris topolojisi i(-) gdmme doniigiimiini siirekli kilan 2%\ {@} tizerindeki
en ince topoloji degildir.

Bunu bir 6rnekle aciklayalim.

Ornek 3.2 X sonlu tiimleyenler topolojisiyle donatulmas olsun.X in kapal alt kiimeleri
0,X ve X in sonlu alt kimeleridir.I’, X in bos olmayan sonlu alt kiimelerinin
bir ailesini gdstersin. Bu durumda (2%X\ {@},7v) uzayindaki her acik kiime sonsuz
kiimeler icerir.Bu yiizden T' ¢ Ty dir ve boylece 2%\ {@} tizerinde Tv nin orjinal alt
tabanina I yi ekleyerek elde ettifimiz daha kuvvetli (ince) topolojiyi digindigimizde
i(:) yine stirekli kalir.Clinki i~*(T") bu topolojiye gore agiktor.

Onerme 3.8 (X,7) bir Hausdorff topolojik uzay ise (X,7) kompakttur ancak ve

ancak (Px(X),Tv) kompaktter.

Kamit. = {U] }acr, U{Uj }gern, (Pr(X), Tv) igin bir agik értii olsun. (Us, Ug €

) .Uy = |J Up € 7 ve Cy = U§ olsun.C, # D ise VG € Jp igin CoNUp = @ oldugundan
BeJa
baz1 o € J; lericin Cy € U} olur.{Uy,, Us}ge,, X in acik bir ortiistidiir. X kompakt

0

oldugundan {Ua,, Us,, --Ug, } sonlu alt &rtiistinii bulabiliriz.

Simdi, C € Pi(X) olsun.O halde baz1 k € {1,2, ,n}icinya C C U,, yada CNUp, #
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0 dir.Boylece {UZ,, Uy }i_1, Pe(X) in agik bir értistdiir.O halde Aleksender lemma
ya gore (Px(X), 7v) kompakttar.

<=: {{Us}}aes, X in agik bir ortiisii olsun.Agiktir ki {U }aes, (Pr(X), Tv) nin
acik bir ortiistidiir.Bu yiizden {U;k }r_, gibi bir sonlu alt értilye sahiptir.Vz € X
icin {z} € Pi(X) dir ve bu ytizden baz k € {1,2, ,n} icin{z} € U, dir.O halde
T € Uy, dir ve bu da {Uy, }2_,, nin X igin bir értii oldugunu gosterir.

Bu yiizden (X, 7) kompakt bir uzaydir. =

3.3 Hausdorff Ve Vietoris Topolojilerinin
Karsilastirihis:

X herhangi bir kiime oldugunda 2% iizerinde Vietoris topoloji tanimh oldugu halde
Hausdorff topoloji tamimh olamaz.Bu nedenle bu iki topolojinin kargilagtiriimalar:
her zaman s6z konusu olamaz.

Ancak (X,d) bir metrik uzay oldugunda Pr(X) iizerinde asagidaki denklik stz

konusudur.

Onerme 3.9 (X, d) bir metrik uzay ise Py(X) dzerinde 7y Hausdorff metrik topoloji

ile Ty Vietoris topoloji cakigiktar.

Kanit. Ik olarak 7y C 7x oldugunu gostereim.VU € 7 igin Ut ve U™ nin 74
a ait oldugunu goéstermeliyiz.
C € Ut olsun.C € Pi(X) oldugundan ¢ > 0 bulabiliriz dyleki 0 < ¢ < inf[d(z,y) :
z € C,y € U olur.By(C,e) = {C’ € Pr(X) : h(C',C) < &} olsun.C'€Bx(C,¢) ise
C' c C. c U olur ve bu yiizden C’' € U* dir.Bundan dolay1 By (C,e) C U* olur ve

24



buda Ut € 7y olmasim gerektirir.

Oimdi C € U™ olsun.z € CNU ve € > 0 bulabiliriz 6yleki B(z,e) = {y €
X :d(z,y) <e} CcU .olur.BH(C, ¢) yukarida tammladigimiz gibi olsun.O halde
C’ € By(C, 6), ve C' N B(z,&) # 0 dir ve bu yiizden C' N U # 0 olur ki bu da ¢’ €
U~ olmasimu gerektirir.Boylece By (C,e) C U™ ve U™ € 7y olur.

Boylece 7y C 7g oldugunu gostermis oluruz.

Simdi karst kapsamanin da dogru oldugunu gosterelim. & > 0,C € Pr(X) ve
By(C,e) = {C" € Pu(X) : B(C',C) < €} olsun.U = C, ve V;,Va, V, ler C yi
igeren £ yaricaph agik yuvarlar olsun.C’ € U* ise h*(C',C) < eolur ve C' € F] Vi
ise h*(C,C") < € olur. .
Sonug olarak {C' € Pe(X): C' Cc U,C'NV; #£0,..C' NV; # 0} C Bu(C,¢) olur ki
bu da 75 C 7y olmasmm gerektirir.

OhaldeTH=7'V dir. m
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4 KUME DEGERLI DONUSUMLERIN
SUREKLILIKLERI

Kiime degerli fonksiyonlarla ilgilenen tiim arastirmacilar, kiime degerli fonksiyon
tanimim hep aym sekilde vermelerine kargin denk stireklilik tanimlarim farkh farkh
isimlendirmiglerdir. Hemen hemen biitiin aragtirmacilar tek degerli fonksiyonlarin
denk siireklilik tanimlarindan bir yada ikisini genellestirip birlegtirerek kiime degerli
fonksiyonlar icin yeni siireklilik tanimlar1 vermiglerdir.

Bu bsliim kiime degerli doniigiimlerin temel tanimlar: ve Hausdorff ve Vietoris

siireklilikleri ile ilgili olacaktir.

4.1 Kiime Degerli Doniisiimlerle flgili

Temel Tanimlar Ve Ozellikler

Tamim 4.1 X ve Y herhangi iki kiime olsunlar.X in her bir x noktasindaki degeri
Y nin bir F(z) alt kiimesi olan bir fonksiyona kiime dejerli dondigiim denir ve

F: X ~Y ile gosterilir.

Tanim 4.2 F : X ~ Y bir kiime degerli dondgiim olsun.

F nin grafifi X xY nin G.(F) = {(z,y) € X xY : y € F(x)} alt kiimesi olarak

tanamlaner.

X in F altinda gérintisi bog olmayan noktalarimin kimesine F nin tanam kiimes:

denir ve DomF = {z € X : F(z) # 0} ile gosterilir.

Her bir z € X igin F(x) lerin birlegim kiimesine F' nin gorinti kiimesi denir ve

Im(F) = F(X)= | F(xz) ile gosterilir.

K C X herhangi b;f?%}l{cﬂme olmak tizere F' nin K 1izerine indirgenmigi

F(z) ; z€K
0 ; z¢K

Flk (z) = olarak tansmlanar.
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Tanmim 4.3 X veY ki kime F : X — 2Y\ {@} bir kiime degerli doniisimve ACY
ise

a)F(-) altinda A’ man olt ters gorintisi;
F(A)={z€X:Flz)nA+wo)}
b)F(-) altinda A’ nan ist ters gorintisi;
Ft(A)={z e X : F(z) C A}
biciminde tanimlanar.

Tanim 4.4 F,G : X — 2Y\ {@} kiime dejerli déndigiimler olsun.x € X olmak dizere
bu kitme degerli dontiisiimlerin birlesimleri, kesisimleri ve kartezyen ¢arpimlar:
a)(FUG)(z) = F(z) UG(z)

b)(FNG)(z) = F(z) N G(z)

c)(F x G)(z) = F(z) x G(z) bigiminde tanvmlanariar.

Tanim 4.5 F : X — 2Y\{@} ve G : Y — 22\ {@} iki kiime dejerli dondigim
olsunlar.x € X olmak tizere bu kiime dejerli donmistimlerin iki ayr: bileskeleri

ao)(G o F)(z) = ng( )G(y)
b)(GOF)(z) = yﬂ G(y) bigiminde tanimlaniriar.

yEF(z)

Onerme 4.1 a)F,G : X — 2Y\ {2} ve A C Y ise asagdakiler dogrudur.

(FUG)™(4) = F (A uG(4),
(FUG)"(A) = FT (A UGT(4),
(FNG)~(A) € F~(A) NG (A4),
(FNG)'(A) =FT(ANG*(A),
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dor.
bF: X — 2"\ {2}, G:Y — 2%\ {3} ve A C Z ise asaiidakiler dojrudur.
(GoF)~(4) = F7(G~(4)
(GoF)*(4) = F¥(G*(4)) dw
(GOF)™(4) = FT(G~(4))
)F : X = 2¥\ {0} ve A;, ACY, i€ I ise asaindakiler dojrudur.
X\P*(4) = F~(Y\),
X\F~(4) = F*(Y\A),

~<Um)=Lp“m)

el el

JFH) c Fr (UA)

el i€l

(EI) (F(4),

el

F*(A) C F* (ﬂA)

el iel
dF: X - 2Y\{2},G: X - 22\{@}, ACY veC C Z ise

(F x G)* (A x C) = F*(4) N G*(0),
(F x G)~"(Ax C) = F~(4) N G~(C)

dir ve bu durum ayrica keyfi carpim iginde dogrudur.

Kanit. Tanmimlar kullanmilarak hemen elde edilir. =

Onerme 4.2 F : X — 2X\{0} kiime degerli bir déniigim, K1, K» C X olmak iizere
asaiidakiler dogrudur.

a)F(K, UKy) = F(K;) U F(K»)

b)F(K1N Ky) C F(K1) N F(K>)

OF(X\K;) > FO\F(K)

d)K; C K, ise F(K,) C F(Ka,) dir.
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Kamt. Tammlar kullamlarak hemen elde edilir. m

Onerme 4. 3 G: X ~Y veH:Y ~ Z iki kume dejerli dontigim ve 1 birim
donwumu géstermek tizere asafidakiler dodrudur.

a)G.(H o G) = (G x 1)7(G-(H)) = (1 x H)(G+(G))
b)G,-(HOG) = (G x Y (G.(H))

Kamt. a)G,(HoG)={(z,2) e X x Z:z € X, z € (H o G)(z)}

={(z,z) e X xZ:z2€ X,3yeG(z),z< H(y)}
(z,2) e X x Z:z € X,y € G(z) i¢in (y,2) € G.(H)}
(z,2) e X xZ:z€ X, (y,2) € G(z) x {z} ve (y,2) € G.(H)}
(z,2) e X xZ:z e X, (y,2) € (G(z) x {z}) NG.(H)}

G(z) x {z} = (G x 1)(z, z) oldugundan )
(z,2) € X x Z:z € Xicin (y,2) € (G x 1)(z,2) NG, (H) # 0}
= (G x 1)"YG.(H)) olur.
Boylece G.(H o G) = (G x 1)} G,(H)) olur.

Benzer sekilde G,(HoG)={(z,2) e X xZ:z€ X,z € Eg( )H(y)}
y T

s |

={(z,2) e X xZ:z€X,3yeG(z) sz€ H(y)}

={(z,2) e X x Z:z € X,3(z,y) € G.(G),(z,2) € {z} x H(y)}
={(z,2) € X x Z:z2 € X,3(z,y) € G,(G) icin (z,2) € (1 x H)(z,y)}
= (1 x H)(G-(G)) olur.

b)G(HOG) ={(z,2) e XX Z:z€ X, z € yEQ(E)H(y)}

={(z,2) e X x Z:z € X, her y € G(z) i¢in z € H(y)}

={(z,2) € X X Z :z € X, her y € G(z) icin (y,2) € G, H}

={(z,2) € X x Z:x € X, her (y,z) € G(z) x {z}, (y,2) € G, H}
={(z,2) e X x Z:z€ X, (Gx1)(z,z) C G-(H)}

— (G % )" (G (H)

olur. m
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4.2 KUME DEGERLI DONUSUMLERIN
VIETORIS SUREKLILIGI

Bu kesimde Vietoris stireklilik tizerinde durulacak ve bﬁ stireklilige denk kogullar

verilecektir.

Tanim 4.6 X,Y topolojik uzaylar, F' : X ~~'Y bir kiime degerli dontisim ve xg € X
olsun.

a)F(zo) C G olan her G C Y agik kiimesi i¢in z € U,, iken F(z) C G olacak
sekilde G ye bagl xo wn bir U,, komsulugu varsa F ye zy da Vietoris tstten yars
stirekli denir ve V — ii.y.s ile gdsterilir.

b)F(zo) NG # 0 olan her G CY agik kiimesi igin z € Uy, tken F(z2)NG # 0 olan G
ye badl zo wn bir Uy, komsulufu varsa F' ye xo da Vietoris alttan yary sirekli denir
ve V — a.y.s ile gosterilir.

c)F, zo da' V —i.y.s ve V — a.y.s ise F ye zo da Vietoris siirekli denir ve bu durum
V —stirekli bigiminde gésterilir.

d) (a), (b), (c) gklarindaki sireklilikler X in her zo noktas: igin gerceklesiyorsa F' ye
X dzerinde V — i.y.s (V — a.y.s,V—stireklidir) denir.

Yar siireklilik kavramlar1 G.Bouligand|[3 | ve Kuratowski[11] tarafindan baslatilmigtar.
(X, dy) ve (Y, d2) metrik uzaylar oldugunda bir F' : X ~~ Y kiime degerli doniisiimiiniin
2o € X deki V — a.y.s ve V — 1.y.s tanimlar: agagidaki gibi verilebilir.

a)F, zy € X de V —i..y.s dir ancak ve ancak F(zo) mn her G dp acitk komsulugu icin
36 > 0 vardir >V € By, (2o, 8) icin F(z) C G dir.

b)F, 7o € X de V — a.y.s dir ancak ve ancak F(zo) NG # 0 olan her G d; agk
komsulugu igin 36 > 0 vardir 3Vz € By, (%o, 6) igin F(z) N G # 0 dir.

Onerme 4.4 F : X — 2¥\ {@} bir kiime degerli dénigim ise asaifidakiler denktir.
a) F(-) V —i.y.s dir.
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bVV C Y agik kiimesi igin FH(V) C X agiktor.

c)VC C Y kapalr kiimesi igin F~(C) C X kapahdir.

d)Y nin her B alt kiimesi i¢in F~(B) C F~(B) dir.

e)F: X — (2Y\{®}, Ty+) ddﬁﬂgﬂ'mz’i stireklidir.

) (Za)acs, z € X e yakinsayan bir aj ve V CY, F(z) CV olan bir agik kiime ise

Jda, € J vardur 6yleki her o € J igin a > o, tken F(z,) CV olur.

Kamt. (a) = (b)) V C Y acgk ve z € FH(V) alahm.F(z) C V dir.(a)
dan 3U, C X agik kiimesi vardir 6yleki z € U, iken F(z) C V olur.z € F+(V)
dir.Boylece z € U, C F*(V) olur. F*(V), X iginde agiktir.

(b) => (¢) C C Y kapal olsun.Y'\C agiktir.(b) den FH(Y\C) = X\F~(C), X iginde
agiktir. Buradan F~(C) kapahdir.

(¢) = (d)B C Y alahm.B C Y kapalidir.(c) den F~(B) kapahdir.Diger taraftan
BCB oldugﬁndan F~(B) c F~(B) olur.Her iki taraftan kapamg alirsak istenen
F-(B) ¢ F~(B) kapsam gikar.

(d) = (a)z € X ve F(z) C V agk kiimesini alahm.Y'\V kiimesi kapaldir.(d) den
F-(Y\V) c F~(Y\V) = F~(Y\V) olur.F~(Y\V) kapalidir ve F(z) C V oldugun-
dan F(z)N(X\V) = 0 olur.U, = X\F~(Y\V) alursa z € U, ise F(2) ¢ F~(Y\V)
ve dolayisiyla F(2) N (Y\V) = 0 olur.Bu z € U, iken F(z) C V olmas: demektir.O
halde F, V — ii.y.s. dir.

(a) => (e) z € X ve F(z) € G € Ty+ olsun.7y+ topolojisinde tanim geregi F(z) €
T+ C G olan bir T C Y agik kiimesi vardir.Buradan F(z) C T dir.(a) dan 3U, C X
acik vardir 3z € U, iken F(z) C T olur.Dolaysiyla F(z) € T+ C G olur.Boylece
F(U.) C G olur.F : X — (2*\{0},7v+) doniistimii z de stireklidir.z € X keyfi
oldugundan istenen c¢ikar.

(€) = (a)F : X — (2¥\{0}, 7v+) doniigiimii siirekli olsun.z € X ve F(z) C T olan
bir T agik kiimesi alalim.Bu durumda F(z) € T+ € Ty+ olur.F : X — (2¥\{0},7v+)
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doniigimii z de siirekli oldugundan € X olan 6yle bir U, acik kiimesi vardir ki
F(U;) C T olur.Buradan Vz € U, i¢in F(z) € T* yani F(z) C T bulunur.F, z de
V —d.y.s. dir. . ‘

(0) = (f) (Za)aer C X iginde bir ag, o — = ve F(z) C V bir agik kiime olsun.(a)
dan z i bulunduran bir U, C X agk kiimesi z € U, iken F(z) C V olacak gek-
ilde vardir.z, — 2 oldugundan z € U,i¢in dag € I vardir s > op = z, € U,
olur.Buradan da F(z,) C V olur.Buradan V ye bagh bir U, ve U, e bagli bir g € T
bulunmusg olur.V ye bagh bir ey € I vardir 6yleki a > ¢ iken F(z,) C V olur.

(f) = (a) (f) dogru olsun ve bir z € X ve F(z) C V olan bir V C Y agik kiimesi
icin z i bulunduran ve goériintiisii V' nin icine giren bir U, bulunmasin.Bu durum
da z i bulunduran her U C X agik kiimesi icin 3z, € U vardir 6yleki F(z,) g 1%
dir.U(z) = {U : z € U C X agik} olmak iizere I = {(z,,,U) : U € U,, F(z,) L V}
diyelim ve I kiimesini style yonlendirelim.

(zu,U) < (z7 U') <= U’ C U yonlendirmesiyle I kiimesi yonlii bir kiimedir.

¢: 1 — X, (24,U) = ¢(4,U) = zy olarak tammlansm.(zy)yeu(z) ag1 ¢ e yakin-
saktir ancak hig bif U € U(z) igin F(zy) C V olmaz.Bu bir celiskidir.Bu geligkiye
(f) gerceklegsin fakat (a) gergeklesmesin kabuluyle diistiik.

Kabuliimiiz yanhstir.Yani (f) = (a) dogrudur. =

Onerme 4.5 X,Y topolojik uzaylar ve F : X ~ Y kiime degerli bir doniigiim
olsun.Bu durumda asadidakiler denktirler.

a)F,V —a.y.s dir. _

b)F : X — (2¥7y-) sireklidir. -

eV CY agik kiimesi igin F~(V) C X agiktar.

dVB CY i¢in F~(B°) C [F~(B)]° dir.

e)VA C X igin F(A) C F(A) dr.

fIVA C X igin F(0A) C F(A) dur.
gIvC cY kapal kiimesi icin F*(C) C X kapaldar.
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Kanit. (a) = (b) z € X, F(z) € T~ € 7y- alahm.Bu durumda F(z) N T # 0
olur.(a) dan z i bulunduran ve z € U iken F(2) N T #  olan bir U acik kiimesi
vardir.Buradan z € U iken F(z) € T~ olur ki bu F(U) C T~ olmasi demektir.O
halde F : X — (2Y\{0},7y-) du. | |
() = (a) z € X ve F(z) NT # 0 olan bir T acik kiimesi alalim.Bu durumda
F(z) € T~ € 7y- olur. F: X — (2¥\{0},7y-), z de siirekli oldugundan, z i bu-
lunduran ve goriintiisit 7~ nin alt kiimesi olan bir U C X acik kiimesi vardir.Yani
3U C X agkk sz € U ve F(U) C T~ dir.Buradan z € U ise F(z) € T~ yada
F(z)NT # 0 ¢ikar.Bu F nin z de V — a.y.s olmas1 demektir.

() = (¢) V C Y agk kiimesi verilsinz € F~(V) alahm.F(z) NV # @ dir. F(z) €
V= € 7y- olur. F : X — (2¥\{0},7v-) = de siirekli oldugundan, z i bulun-
duran 8yle bir bir U C X agik kiimesi vardirki F((z) € F(U) C V~ olur.Buradan
Vz € U igin ya F(z) € V™ dir yada F(2) NV # 0 dir.Buradan z € F~(V) olur.Bu
z € U C F~(V) olmasi demektir.O halde F~(V) agiktir.

(¢) = (d) B C Y herhangi bir kiime olsun. B° acik ve B° C B dir.Buradan
F~(B°) Cc F~(B) .dir.(c) den F~(B°) C X agktir.Bunu kullanarak F~(B°) =
[F~(B°)]° C [F~(B)]° diyebiliriz.Bsylece her B C Y igin F~(B°) C [F~(B)]° olur.
(d) = (¢) V C Y agik kiimesi verilsin.V°® = V ve (d) den F~(V°) C [F~(V)]°
dir.Buradan F~(V) = F~(V°) C [F(V)]° yada F~(V) C [F~(V)]° bulunur.Bir
kiime i¢i tarafindan kapsaniyorsa agik olacagimdan F~ (V) C X agiktir.

(c) => (&) (c) dogru olsun.Bir A C X igin F(A) ¢ F(A) oldugunu kabul edelim.Bu

durumda 6yle bir y € Y vardir ki y € F(A) oldugu haldey ¢ F(A) olur.Buradany €

Y\F(A) olur.Y\F(A) acik kiime oldugundan F~(Y\F(A)) aciktir.Diger taraftan
Y\F(A)NF(A) = 0 ve A C F*(F(A)) dir.Budurumda F~(Y\F(A))NF*(F(4)) =

0 olacagmdan F~(Y\F(A)) N A = 0 bulunur.F~(y) € F~(Y\F(A)) oldugundan
F~(y)NA = 0 olur.Gercekten z € F~(y)NAolsaz € F(y),z € Avez € F(y) C
F~(Y\F(4)) olacagindan kapamg tamm geregi F~(Y\F(A4)) N A # 0 olur.Bu ise
F~(Y\F(A)) N A = 0 olusu ile celisir.Bu geliskiyve A C X i¢in F(A) € F(A) olsun
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demekle diigtiik .O halde kabuliimiiz yanhstir. Yani VA C X igin F(A) C m duir.
(e) = (f) Bir A C X kiimesi i¢in A C A olacagindan F(OA) C F(A) olur.(e)
den F(0A) C F(A) C F(4) olacagindan F(9A) C F(A) dur. o

(f) = (e) Bir A C X kiimesi icin A = A°UA dir.Buradan F(A) = F(A°UJA) =

F(A°) U F(0A) yazlabilir.(f) den F(0A) C F(A) dir.Ayrica F(A°) C F(A) ola-

cagindan egitligin sag yam F(A) igindedir.Buradan F(A) C F(A) olur.
(e) => (9)Bir C C Y kapal kiimesi alahm.F(F*(C)) C C oldugunu biliyoruz.Her
iki yandan kapanig alinirsa F(F+(C)) C C = C olur.(e) den F(F+(C)) C F(F+(C))

oldugundan F(F+(C)) C C bulunur.Her iki yana F'* uygulanir ve F+(C) C FH{F(F*(C)))

oldugu goz oniine alinirsa F+(C) C F+(C) bulunur.Bir kiime kapamgim kapsiyorsa
kapal olacagindan F*(C) kapalidir.

(9) = (a) Birz € X ve F(z) NV # 0 olan bir V C Y acik kiimesi alahm.Y'\V
kapahdir.(g) den F*(Y\V), X ic¢inde kapalidir. F*(Y\V) = Y\ F~ (V) esitliginden
F~(V) agiktir.z € F~(V) oldugu agiktir.U = F~(V) dersek z € U ise F(z) NV # @
olur.F, £ de V — a.y.s dir.Bu her z € X i¢in dogru olacagindan F, X iizerinde
V—-ay.s. dir. = |

Onerme 4.6 X,Y topolojik uzaylar ve F : X ~s Y bir kiime dejerli déndisim
olsun.Bu durumda asagrdakiler denktirler.

a)F, V —a.y.s. dir.

bz € X, (Ta)acr, T € yakinsak bir af ve V, F(z) NV # 0 olan bir agk kiime ise V
ye bagl dyle bir g € I indisi vardir ki o > o tken F(zo) NV # 0 olur.

)z € X, (To)acr, T € yakinsak bir aff ve y € F(z) ise y ye yakinsak, elemanlare

Yo € F(z4) biciminde segilmis bir (Yo)acr alit varder.

Kanit. (a) => (b)z € X ve F, z de V — a.y.s. olsun.z e yakinsak bir (Za)aer
ag1 ve F(z) NV # 0 olan bir V C Y agik kiimesi alaim.Bu durumda (a) dan z i
bulunduran bir U C X kiimesi vardir ki z € U iken F(z)NV # § olur.Diger taraftan
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Zo — & € U oldugundan U ya bagh 6yle bir oy € I indisi vardir ki o > aq iken
zo € U dolayisiyla F(z,) NV % 0 olur.Boylece V i¢in o > o iken F(z,) NV #
gerektirmesini saglayan bir o € [ indisi vardir.

(b)) = (c)Jzr € X e Sraklnsak bir (za)ecr a8 ve y € F(z), y € V olan bir V agk
kiimesi alahm.Bu durumda F(z) NV # § olur.(b) den 3oy € I vardir 8yle ki o > g
iken F(zo) NV # 0 dir.ly = {a €1 :VB > aigin F(zg) NV # 0} kiimesini ve
V(y),y yi buiunduran Y nin agk kiimelerinin ailesi olmak {izere

J= |J Iy x {V} kiimesini tanimlayalim.J yi gdyle yonlendirelim.
VeV(y)

(0, V)< (B, V)<= a<BveV CV

¢:J =Y, (a,V) = ¢(a,V) =y, diyelim.y, € F(z,) NV # 0 ve y, — y olur.

(¢) = (a) (c) saglansin.F in bir z € X de V — a.y.s. olmadigim kabul edelim.Bu
durumda 6yle bir V. C Y acik kiimesi vardir ki F(z) NV # 0 oldugu halde z i
bulunduran her U € U(z) agk kiimesi i¢in en az bir 2y € U vardir 6yleki F(zy) N
V =0 olur.

Iy = {(zv,U) : 2y € U € U(z), F(zy) NV = 0} kilmesini

(zv,U) < (zyr,U") '<=> U’ C U olacak sekilde yonlendirelim.

¢: Iy — X, (zy,U) — ¢((zy,U)) = zy dersek zy — z olur.y € F(z) NV # 0
elemamm alalim.y € F(z) oldugundan (c) den elemanlan yy € F(zy), U € U(z)
olarak secilmis dyle bir (yy)veu() agl vardir ki yy — yolur.y € V oldugundan 3V, €
U(z) vardir 5U C Uy olan her U € U(z) igin yy € V olur.yy € F(zy) oldugundan
yu € F(zy) NV # 0 olur ki bu (zy)yeu(z) agmn olusturulusu ile celisir.Bu geligkiye
F,zdeV —ay.s. olmasin demekle diigtiik.Kabuliimiiz yanhstir.Yani F, z de V' —

a.y.s. dir. m

Yukandaki iki énerme birlegtirilirse agagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 4.7 F : X — 2Y\{0} kiime dejerli doniigimi icin asafudakiler denktir.
a)F(-), V-sureklidir.
bWV CY agk kiimesi igin, FT(V), F~(V) kiimeleri X icinde agiktor.
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e)VC CY kapals kiimesi igin, F*(C), F~(C) kiimeleri X i¢inde kapalidar.

d){za}acs, z e yakinsayan bir aj ve V. C Y agk kiime dyle ki F(z) C V veya
F(z)NV $# 0 ise 3ag € J vardur dyleki Vo > aq igin F(z,) CV veya F(z,)NV £ 0
dir. ' | ' ' |

Genel olarak V — i.y.s. ve V — a.y.s kavramlan farkh kavramlardir.

Ornek 4.1 X =Y =R ve F|,F, : R —» R kiime dejerli doniigimler,

[0,1] =z =0 ise {0} z=01ise ,
Fi(z) = ve Fy(z) = kiime degerli dontigim-
{1} =z #0ise [0,1] z 0 ise

lerinden ilki V — i.y.s. oldugu halde V — a.y.s degildir.
Ikincisi ise V — a.y.s. oldugu halde V — ii.y.s. dedildir.

Coztim 4.6 z # 0 icin Fy tek degerli ve stirekli oldugundan V — ii.y.s. dir.

z =0 igin Fy(0) = [0,1] C V olan hangi V agik kiimesini alirsak alalim F7 (V) =R
olur ve F;t (V) agiktar.

Fi,z=0daV —d.y.s. dir.

I F1 F2

F1(0)n(0,1) # 0 oldugu halde Fy ((0,1)) = {0} oldugundan F~((0,1)) acik degildir.Fy,z =
0 da 'V — a.y.s. dejildir.
Simdi Fy yi inceliyelim.V = (3£,3) agtk ve F2(0) = {0} C (F,3) =V oldugu
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halde F5F (V) = {0} agik kiime degildir. Ancak F5(0) NV # 0 olan V agik kiimesi ne
olursa olsun Fy (V) =R agik olup Fa, z =0 da V — a.y.s. dir.

Tamim 4.7 X,Y topolojik uzaylar o € X herhangi bir nokta U(zy), zo m X fiz-
erindeki topolojiye gore komsuluklar ailesi ve F : X ~»'Y bir kiime degerli doniisiim
olsun.

a)U#(z0) = {V € X : VU € U(zy) igin UNV # 0} ailesine U(zo) mn grill i (sz-
garast) denir.

b)(F(x))zex ailesi ve I = X indeks kiimesi tuzerindeki U(zo) stizgegini diiginelim. Bu

durumda F nin zo daki st ve alt limitleri;

limsupF(z) = (| UF(z)= (1 F(U),

T—xg Ueld(zo)x€U Ueld(zo)
liminfF(z)= [ UF@E)= [ FU) dw.[12]
z—zo UeU# (zo)z€l UeU#(zo)

Onerme 4.8 X,Y topolojik uzaylar F : X ~» Y bir kiime degerli dondsim ve
zg € X olsun.Bu durumda F nin xo da V — a.y.s. olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul

F(zp) C liminf F(z) olmasidar.
T—To

Kanit. =>:F, 7y da V — a.y.s. olsun ve F(zo) € lifl_, ian(m) oldugunu kabul
edelim.Bu durum da 6yle bir y € V vardir ki y € F(aco)0 fakat y ¢ limm_ian(x)
olur.Buradan 3U € U#(z,) komsulugu vardir dyleki y ¢ F(U) olur.Kapanis ::amml
geregi y nin 6yle bir komsulugu V N F(U) = @ olacak sekilde vardir.

Diger taraftan y € V ve y € F(zo) oldugundan V N F(zo) # 0 dir.F, zo da V —
a.y.s. oldugundan zy 1 dyle bir Uy € U(zo) komsulugu vardir ki U; € F~(V)
olur.U; NU # @ oldugundan F(U;) N F(U) # 0 olur ve buradan F(U)NV # 0
cikarki bu bir celigkidir.Bu celigkiye kabuliimiizle diistikk.O halde her U € U # ()
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icin F(zo) C F(U) olur.F(zo) C liminf F(z) olur.
T—Io
<=:Tersine F(zy) C liminfF(z) olsun.F, zo da V — a.y.s. olmasin.Bu durumda
z—xIo

F(zo) NV # 0 olan 6yle bir V' C Y agik kiimesi vardir ki z¢ 1 bulunduran her

U € U(zp) agik kiimesi iginden en az bir zy € U elemamn igin F(zy) NV = 0
olur.A = {zy : U € U(xo),: F(zy) NV = 0} kiimesi U(zp) 1 her bir kiimesi ile
kesigtiginden A € U#(zo) dir.F(zo) NV # 0 idi.Bir y € F(zo)NV almrsa y € F(z)

olur dolayisiyla y € liminfF(z) = ) (U) olur yani her U € U#(z) igin
T UEU# (o)

y € F(U) olacaktir.Ozel olarak y € F(A) = F({zy : U € U(xo), F(zy) NV = 0}
dir.y € V oldugundan ya VNF(A) # 0 diryada VN |J F(zy) # 0 dir.3zy € A igin
F(zy) NV # 0 olur ki bu A kiimesinin kurulugu ile z(;Ueiij;ir.Bu celigkiye kabuliimiizle
diistiik. Kabultimiiz yanhstir.

O halde F, zp da V — a.y.s. dir. m

(X, d1), (Y, d2) iki metrik uzay, F': X ~» Y bir kiime degerli doniigiim ve zo € X
olmak iizere alt ve iist limit tanumlar liminf F(z) = {y € Y : lim d(y, F(z)) =0} =
T—Zo

T—Zo

NN U BFE@,e)= U Flz)=F(Bay(zo,n)) ve
e>0n>0z€ By, (z0,n) n>0z€ By, (zo,n) >0
limsupF(z) = {y € Y : liminfd(y, F(z)) =0}=NU [ BF(z),e)
z—x0 o £>0n>0z€By, (z0,7)
olur.
-1,1] ; z<0

Ornek 4.2 F:R — R, F(z) = [32,3] ; =0 olmak izere

| [~2,2] ; >0
lim supF(z) ve im ig]fF(:r) kiimelerini bulunuz.

z—0
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Coziim 4.7

/]
azof

T

1imi(1)rlfF(x) = [-1,1], limsupF(z) = [-2,2] olur.

z—0

Onerme 4.9 XY iki metrik uzay, F : X ~ Y bir kiime dejerli dontigim ve zo € X
olsun.F in o da V — a.y.s. olmas: igin gerekli ve yeterli kogul F(zo) C iminf F(z)
‘ T—T

olmasidar.

Kanit. =>: F 29 da V —a.y.s. ve y € F(zp) olsun.F, zp da V — a.y.s. oldugun-

(Yn)nen dizisi vardir ve y, — y dir.Boylece y € liminfF(z) dir.
T—xIQo

<: F(zy) C liminfF(z) olsun.y € F(zo) alahm.Hipotezden y € liminfF(z)
T—TQ T—To

olur.z, — =z olan dyle bir (z,).cy dizisi ve y, € F(z,) olan &yle bir (yn)nen

dizisi vardir ve y,, — y dir.Buradan, F, zo da V —ay.s. dir. =

X ve Y topolojik uzaylar olsunlar.Bir F' : X ~» Y kiime degerli doniisiimiiniin
grafigini G, F = {(z,y) : y € F(z)} C X xY bigiminde tanimlamis ve grafigi kapal
olan kiime degerli doniigiime de kapali doniistim demistik.

Aglan kullanarak F nin zg daki kapalihigini soyle ifade edebiliriz. Elemanlan grafik
icinden secilen ve X x Y nin (zo, y9) noktasina yakinsak olan V((2a, Ya))acr € GrF
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a1 igin yo € F(zo) yada (zo,y0) € G, F olur.

Bu durum her zo € X igin ger¢eklesirse G, F, X x Y icinde kapal olur.

Eger kapahhk ozelhgl terimleri sadece graﬁk 1gmden segllen dizilerle gerceklegiyorsa
F ye dizisel kapalidir denir. '

Simdi bir kiime degerli déniigiimiin kapalilig1 ve dizisel kapalihfiyla ilgili karak-

terizasyonlar: ve ozellikleri verelim.

Onerme 4.10 X ve Y metrik uzaylar ve F : X ~ Y bir kime dejerli dondigim
olsun.
Bu durumda F nin kapal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogulVzo € X i¢inlimsupF(z) C

T—xg

F(x0) olmasidar.

Kamt. =: F, zp € X de kapali olsun.Bu G, F nin X xY iginde kapal1 ol-
mas1 demektir.y ¢ F(zy) alahm.Buradan (zo,y) ¢ G.F = G, F olur.Bu durumda
36 > 0 ve Je > 0 vardir dyle ki (zo,y) € B(zo,6) x B(y, ) ve [B(zo,8) X B(y,e)]N
G,F = 0 olur.Bu ise Vz € B(zo,6) iken F(z) N B(y,e) = @ olusunu verir.Bu
F(B(zo,6)) N B(y,£) = 0 olmas: demektir.Dolaysiyla y ¢ F(B(x,6)) olur.O halde
yé¢ 5ﬂoF( (%0, 6)) = limsupF(z) dir.Boylece limsupF'(z) C F(xo) elde edilir.

> P o—z0

<: Vzu € X igin limsupF(z) C F(zo) olsun.Bir (z,y) ¢ G,F alahm.y ¢ F(z)

dir.Hipotez geregi y ¢$~1:r$1(:)1 supF'(z) olur.Buradan y ¢ () F(B(z,6)) olur.Bu 3§, > 0
iciny ¢ F(B(z,8)) oiuglj;; verir. Kapamsg tanim geregoﬂe > 0 vardir 3F(B(z,60))N
B(y,¢) = 0 dir.Boylece 36 > 0 vardir 2¢ > 0 icin [B(z,80) x B(y,e)] NG, F =0
olur.Bu (z,y) ¢ G, F demektir.Buradan G,F C G, F olur.

Sonug olarak G.F kapahdir. m

Onerme 4.11 F : X — 2¥\ {@} kiime dejerli déniisimi x € X de kapaldir ancak

40



ve ancak x € X e yakinsayan her (Zo)acs aft igin

NUF() € Fla)

acJBza

dar.

Kanit. =:2, 2z € X vey e | U F(zp) olsun.R = {[o, V] € J x U(y) :
Zo € F7(V)} olsun ve R iizerine [a;‘e/’;f>§ [@1, V4] ancak ve ancak as < a; ve
Vi C V; yonlendirmesini koyalim.R gercektende yonlii bir kiimedir Ciinkii [oy, V3]
J[a2, V2] € R olsun.J yonlii bir kiime oldugundan a € J vardir 6yle ki a; < a ve
ay < « dir.

y€ ) UF(zp) ve ViNVa =V € U(y) oldugundan o’ € J,o' > « bulabiliriz syle

aeJBza

ki z, € F~(V) olur.Buradan [a;, Vi],[cv, Vo] < [@, V] dir.Bu yiizden R yonlii bir
kiimedir. '

¢:R— J,p(a,V) = adonigimiini tammlayahm.go(R), J icinde coﬁnaldif.Herhangi
bir [, V] € R igin Yp(a,v) € F(Za) NV Ve Ty vy = T olsun.o(R), J icinde cofinal
oldugu i¢in z,v) — ¥ dir.yy,v) — ¥ oldugunu gosterecegiz.V' € U(y) olsun.O
halde @' € J vardir 6yle ki s € F~(V') dir.Herhangi bir [o, V] > [, V'] igin
Yo(a,v) € V C V' olur ki bu da y,(s,v) — y olmasim gerektirir. [Zy(a,v), Yo(a,v)] € GrF
oldugundan ve F(-) in ,z de kapal oldugu hipotezinden (z,y) € G, F' dir deriz.

Buradan (| U F(zg) C F(z) olur.

acJpzoa
= {[z4, %)} C G.F, [z,y] € X XY ye yakmsayan bir ag olsun.Va € J icin
yg € U F(zp) ve bu yiizden Vo € J icin y € |J F(zp) dir.
B>a ' pza
Buradan, y € [ U F(zg) C F(z) dir ki bu da G.F nin X x Y icinde kapah

acJBza
oldugunu gosterir. m

Onerme 4.12 F : X — 2¥\ {@} kapals bir kiime dejerli dondisim ve K € Pp(X)
ise F(K) da'Y iginde kapalhdar.
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Kamt. y € F(K) olsun.O halde en az bir (y,)acs C F(K) a1 bulabiliriz 6yleki
Yo — Y € Y olur. ‘

Buradan

Yo € F(24),20 € K, € J

dir.

K C X kompakt oldugundan (,)acs’ nin (zg)ger alt agim bulabiliriz syleki 5 —
z € K olur.Boylece

(zg,yp) € G.F ve (zp,y8) — (z,y) € X XY

olur.

G.F kapali oldugundan (z,y) € G,F dir.Bu yizden y € F(K) dir.Dolayisiyla
F(K) CY kapahdir. m

Onerme 4.13 F : X — 2Y\ {@} kiime degerli doniigimii P(Y) dederli ve x nok-

tasinda V-istten yary sireklidir ancak ve ancak
(xa) ya)aeJ g GT‘F, ma — T E X

seklindeki her af i¢in (Ya)acs, F(z) de bir yigilma noktasina sahiptir.

Kanit. =: (24, Yo )acs C G, F olsun ve z, — = € X oldugunu varsayalim.(ys)acs
nin F'(z) de bir y1gilma noktasina séhip olmadigim varsayalim.Buradan her y € F(z)
icin V(y) € U(y) ve a.(y) € J bulabiliriz oyleki a > a,(y) iken y, ¢ V(y) olur.O
halde {V(y) : y € F(z)} ailesi F(z) kompakt kiimesinin acik bir &rtiisiinii olustu-
rur.Bu yiizden {V (y:)}L_, sonlu bir alt érti vard.V = GV(yk) D F(z) olsun
Aciktir ki, ; € J vardir 6yleki @ > ¢; iken y, ¢ V dir. =
Diger taraftan, F(-) iistten yan siirekli oldugundan U € U(z) bulabiliriz oyleki

F(U) C V olur.z, — z € X oldugundan her a > ag > ; i¢in z, € U olur ve bu
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ylizden her o 2> ag > oy icin y, € V olmas: bir geligki yaratir.

Bu yiizden (ya)acs, F(z) icinde bir yigilma noktasina sahipdir.

<:Hipotezinden dolayr F(z) € Pi(z) oldugunu styleyebiliriz.z deki iistten yar
sﬁreklilli‘g’;i kurmak icin, efer z, »z € X ve V C Y agik kiime oyleki Fi(z) C V ise
Ja, € J vardir dyleki o > a, iken F(z,) C V oldugunu gostermemiz gerekir.
Varsayalim ki bu dogru olmasm.O halde (£4)acs nin bir (z5)ges alt agm bulabiliriz
oyleki F(zg) NV # @ olur. yg € F(zp) NV° olsun. z5 — z € X oldugundan ve
hipotezden (ys)ger’ nin y € F(x) gibi bir y1giima noktasina sahip oldugunu s6yleye-
biliriz. Bu yiizden (yg)ger’ min bir (yx )xen alt ag1 vardir dyleki y» — y € F(z)NV®
olur ki bu V”’ nin se¢imiyle bir geligki olugturur.Bu celigkinin sebebi kabuliimiizdiir.

O halde F,z noktasinda iistten yar siireklidir. m

Sonug 4.1 F: X — Pr(Y) V-istten yare sirekli ve K € Pr(X) ise
F(K) € P(Y)
dar.
Kanit. (y,)acs, F(K) iginde bir ag olsun.Bu durumda
Yo € F(z,),20 € K, € J

dir. K kompakt oldugundan, bir (zg)ger alt agr bulabiliriz 6yleki z, — = € K
olur.(yg)ger’ mn y € F(z) gibi bir yigilma noktasina sahip oldugunu soyleyebili-
riz.Bu yiizden (ys)ger’ nin bir _(y>‘\)>\€,\ alt agim bulabiliriz 6yleki y. — y € y olur.
Bu yiizden F(K) kompak.ttlr.‘ n

Ornek 4.3 Yukaridaki sonucta tstten yary sireklilik yerine alttan yam stireklilik

alirsak sonug dogru olmaz.

[0,z] , z€(0,1] ise
X =Y =10,1] olsun ve F(z) = olsun.
1 , x=0 1se
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F(-), V-alttan yar stireklidir ama F([0,1]) = (0,1] dir. Yani F(-), kompakt kiimelers

kompakt kiimelere tasimaz.

Onerme 4.14 F: X — Py(Y) distten yaru siirekli ise F(-) kapahdir.

Kanit. (24, Ya)acs € G,F bir ag olsun ve (z,,y.) — (z,y) € X x Y oldugunu
varsayalim.Onerme 4.12 den y € F(z) oldugunu yani F(-) in kapali oldugunu

sOyleyebiliriz. =

F: X — 2Y\{0} kime degerli doniistimii verilsin.F(-) : X — Ps(Y) kiime
degerli doniigiimii Vz € X igin F(z) = F(z) bigiminde tanimlanmista.

Bu boliimiin alttan yan stirekliligiyle ilgili 6énerme agagida verilmigtir.

Onerme 4.15 F: X — 2¥\{0} kiime degerli doniisiimii alttan yar sireklidir ancak

ve ancak _F—() da alttan yary streklidir.

= F,z€ X deV —a.y.s. olsun.F(z)NV #  olan bir V acik kiimesi alahm.V
acik oldugundan kapams tamm geregi F(z) NV # 0 olur.F, V — a.y.s. oldugundan
z i bulunduran 8ylebir U C X acik kiimesi vardir ki her z € U igin F(2) NV # 0
olur.Buradan F, doniisiimii  de V — a.y.s. olur.

= F,z € X deV —ay.s olsun.F(z) NV # 0 olan bir V acik kiimesi
alalim.Bu durumda F(z)NV # @ ve F, z de V —a.y.s. oldugundan X i¢inde z € X
i bulunduran yle bir U acik kiimesi vardir ki her z € U igin F(z) NV # 0 ve
dolayisiyla Fi(z) NV # @ olur ki bu F nin z de V — a.y.s. olmas) demektir.

Aym sonug iistten yar siirekli kiime degerli doniigtimler icin dogru degildir.

Bunu igin bir 6rnek agagida verilmigtir.

Ornek 4.4 X =Y =R ve F: X — 2¥\{0}kiime degerli donisimi

F(z) = (z — 1,z + 1) biciminde tamamlansin.
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F*((-1,1)) = {0} dur ve bu yiizden dstten yars siirekli degildir.

Ama F(z) = [z — 1,z + 1] dir ve istten yar siireklidir.

Onerme 4.16 Y normal topolojik uzay ve F : X — 2¥\{0} dstten yar: sirekli bir

kiime dejerli dondigiim ise F(-) da istten yary sireklidir.

Kamt. V C Y acik bir kiime olsun.7+(V) C X in acik oldugunu gostermeliyiz.x €
F'(V) olsun.Bu durumda F(z) C V dir.Y normal bir uzay oldugundan V; C Y
agik kiimesi bulabiliriz 6yle ki F(z) C V3 C V; C V olur.F(-) in iistten yar siirekli
oldugu hipoteziyle U € U(z) bulabiliriz 6yle ki ' € U i¢in F(z') € V; C V ve
buradan da F(z') C V; C V dir.Boylece U C F' (V) olur.

O halde F+(V). C X agtktir. =

Onerme 4.16 ve 4.17 yi birlestirerek agagidaki sonucu elde edebiliriz.

Sonug 4.2 Y normal topolojik uzay ve F : X — 2¥Y\{0} siirekli bir kiime degerli

déniigiim ise F(-) da siireklidir.

F, F : X — 2¥\ {@} kiime degerli doniigiimler ise FjUF; : X — 2¥\ {2} kiime
degerli doniisiimii (F; U Fy)(z) = Fi(z) U Fy(x) bigiminde tammlamr. Alttan yar

stireklilik ve {istten yar siireklilik kavramlari bu islem ile uyumlu davranirlar.

Onerme 4.17 Fy, F, : X — 2\ {@} kiime degerli dondisiimler olsun
a)Fi(-), Fy(-) V-istten yars siirekli ise Fy U Fy(-) de V-ustten yary streklidir.
bYFy(-), Fo(-) V-alttan yar siirekli ise Fy U Fy(-) de V-alttan yars siireklidir.
c)Fi(), Fa(-) kapals ise Fy U Fy(-) de kapalidar.
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Kamt. Fy, F, nin istten yan siirekli oldugunu varsayalim.
Her V C Y agik kiimesi i¢in (F; U Fy)H(V) = FiH (V) U F (V) agiktir.
Benzer sekilde, Fi, F2 nin alttan yan stirekli oldugunu varsayahm.Her V C Y agk
' kiimesi igin (F} U Fy)~(V) = F-(V) U Fy (V) acikbrr. |
Son olarak, Fy, F; kapali ise, G.(F1 U F3) = G,.(F1) U G.(F,) de kapahdir. =

F, F: X — 2¥\ {@} kiime degerli doniigiimler ise F1NFy : X — 2¥\ {3} kiime
degerli doniigiimii (F; N F2)(z) = Fi(z) N Fo(z) bigiminde tanimlanmgt:.

Birlesim durumunun aksine kesisimde durum daha karigiktir.Simdi bunun iiz-

erinde duralim.

Onerme 4.18 Y normal topolojijk uzay ve Fy, Fy: X — Pe(Y) tstten yare siirekli
kiime degerli doniigimleri her x € X igin Fi(z) N Fa(z) # @ oluyorsa z — (F1 N

F)(z) dontstimi dstten yary sireklidir.

Kanit. V C Y agik kiimesi verilsin.(F; N F3)* (V) nin X iginde agik oldugunu

gostermeliyiz.

(F1 N F2)+(V) = {CC € X: Fl(iI}) N F2($)\V = Q}
dir.
Fi(z) ve Fy(z)\V = Fy(z)NV* kiimeleri Y i¢inde kapali ve bu uzay normal oldugun-
dan V4, V5 C Y ayrik acik kiimelerini bulabiliriz 6yleki Fy(z) C Vi ve Fa(z)\V C V;
olur.V3 = Vo UV olsun.O zaman Fy(z) C V3 diir.
F, F, iistten yan siirekli oldugundan Uy, Us € U(z) bulabiliriz 6yleki her r el

icin Fy(z') C V4 ve her o’ € U, igin Fp(z") € V3 olur.
U = U; NUs € U(z) kiimesini kurahm Bu durumda z' € U igin

(ANF)E)CcnVa=Wn(LUV)CV
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olur.(F; N F3)*(V) acik bir kiimedir.Bu da (F; N F3)(-) mn iistten yan siirekli olmasi

demektir. =

Eger bu iki kiime degerli fonksiyonun herhangi birisi kompakt degerliyse Y {iz-
erindeki normallik kogulunu kaldirabiliriz.

Onerme 4.19 F; : X — P¢(Y) kapah, Fy : X — Pi(Y) iistten yars siirekli ve her
z € X igin Fi(x)NFy(z) # @ ise x — (F1NFy)(x) dontigimi dstten yars sireklidir.

Kanit. V C Y acik kiime olsun.(F; N F3)™(V) nin X iginde ac¢ik oldugunu
gosterecegiz.z € (F) N Fy)*(V) ise Fy(z)\V kompakttir ve Fi(z) den ayriktir.y €
F5(z)\V olsun.O halde (z,y) ¢ G.F; kapal oldugundan V, € U(z) ve V, € U(y)
bulabiliriz oyleki (V, x V,) NG, Fy # @ dir. =’ € U, igin F1(z')NV, = @ dir.Fa(z)\V
kompakt oldugundan {y; .., y,} C Fo(z)\V bulabiliriz syleki F5(z)\V C Lnj Vi =V1
olur. ' | =
Uy = ﬁ U,. € U(z) kiimesini kuralm.z’ € U; ise Fi(z') C Y\V; dir.Va = VUV,
ve Uz k€= 12/[((17) olsun dyleki eger ' € U; ise Fo(z') C V; dir.(F2(-)’ nin iistten yan
stirekli olmasindan bu dogrudur.) 2’ € Uy N U, =U € U(x) ise

(ANE)(z)=FRE)NFRE)C Y\W)NKh v
olur ki buda (F; N F3)(-) nin iistten yar siirekli oldugunu gosterir. m
Onerme 4.20 F; : X — 2¥\ {@} alttan yar siirekli, F> : X — 2Y\{@} agik bir
grafiffe sahip ve herz € X icin
(Fl n FQ)(LL‘) = Fl(m) N F2(:c) 75 [74]

ise T — (Fy N Fy)(z) dontsimi alttan yare sireklidir.
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4.3 KUME DEGERLI DONUSUMLERIN
HAUSDORFF SUREKLILIGI

Bu kesim boyunca X bir Hausdorff topolojik uzay ve Y de bir metrik uzay

olacaktir.

Tamum 4.8 a)F : X — 2Y\ {@} kiime defferli déniigiimii verilsin x — h*(F(z),F(z0))
dondsimi xo da sirekli ise (yani her € > 0 i¢in Ue € U(zo) var dyleki her z € Ue
igin her h*(F(z),F(zo)) < € ise) F : X — 2Y\{@} kiime dejerli doniisiimiine
29 € X de h - istten yar strekls dontisiim denir.

b F : X — 2¥\ {3} kiime degerli dondigiimii verilsin.z — h* (F(zo),F(x)) doniisiimii zo
da strekli ise (yani here > 0 igin Ue € U(xo) var dyleki her z € Ue igin h*(F(zo),F(z)) <
e ise) F 1 X — 2Y\{@} kime dejerli dénigimine zo’da b - alttan yarv sirekli
déniistim denir. o

¢)Bir F : X — 2¥\ {@} kime dejerli doniigimi zo’da hem h istten yary stirekls
hemde h alttan yar siirekli ise (veya F : X — (2Y\{@},h),z0 da siirekli ise)
F: X — 2Y\ {2} kime dejferli donigiimine zo’da h - siirekli dontgim denir.

d)(a ) (veya b ), veya c )) her zo € X igin gegerli ise F(-)’de h - ustten yar: sirekli

(veya h - alt yar siirekli veya h - sirekli) donigim denir.

Onerme 4.21 F}, F : X — 2Y\{@} h - dstten yar siirekli (veya h - alttan yar
stirekli) kiime degerli doniigiimler ise x — (Fy U F3)(z) doniistimiide h - dstten yar

stirekli (veya h - alttan yar sirekli) kiime degerli dondigimdiir.

Kamt. Fy,F; nin h - iistten yan stirekli olduklarim varsayalim ve z € X alip
sabitleyelim ve £ > 0 olsun.O halde U € U(z) bulabiliriz 6yleki eger z € U ise
r*(Fy(z)), Fi(z)) < € ve h*(Fy(z'), Fa(z)) < € olur.Boylece her z €Uigin Fi(z') C
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Fi(z) ve Fy(z') C Fp(z). olur.Boylece z° € U igin (F; U B)(z) C (R U F)(z).
olur ve bu h*((Fy U F»)(z'), (F, U F3)(z)) < € olmasim gerektirir.Yani (F} U F3)(-)
h - tistten yar1 stireklidir.

Fy, Fy, h - alttan yan siirekli iken benzer olarak yapihr. m

Iki h - iistten yan stirekli kiime degerli doniisiimiin kesigimiyle ilgili sonug

agagidadir.

Onerme 4.22 F; : X — P¢(Y) ve Fy : X — Pu(Y) h - dstten yar siirekli kiime
degerli dontigimler dyleki her z € X igin (F1 N Fy)(z) # @ ise z — (FL N F)(z) h

- dstten yary streklidir.

Kamnit. Varsayalimki bu dogru olmasin.O halde € > 0, {Za},¢; € X agm bula-
biliriz 6yleki z, — = ve y, € (F1 N Fy)(za),a € j 6yleki y, ¢ (F1 N Fy)(z). olur.Bu
yiizden her a € j i¢in d(y,, (F1 N F2)(z)) = € olur.Ama Py, (V) degerli olan (F3)(-)

aslinda yukaridaki teoremden iistten yan siireklidir ve bu yiizden F'({z,,z} CY

an)
kompaktir.Bu yiizden {ya}aej ‘nin {yﬂ}aa alt agimi bulabiliriz oyleki yg — y €
Fi(z) N Fy(z) = (Fy N Fy)(z) dir.Bundan dolay: d(y,, (F} N F3)(z)) — 0 olur ki bu
bir geligkidir.

O halde 6nerme dogrudur. m

4.4 HAUSDORFF VE VIETORIS SUREKLILIGIN
- KARSILASTIRILISI |

Onerme 4.23 F : X — 2Y\{@} V—iistten yar sirekli ise F(-), h - dstten yar:
streklidir.
Kanit. F(.), V—iistten yar: sirekli oldujundan verilen ¢ > 0 ve z € X igin

F*(F(z).) = U € U(z) dir.Buradan her = € U igin F(z') C F(z). olur.Bdylece
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her ' € U igin h*(F(z'), F(z)) < € olur ve F(-)’in h- iistten yar: stirekli oldugu

ortaya ¢citkar. ®

Yukaridaki 6nermenin tersi genel olarak dogru degildir.

Ornek 4.5 X =[0,1], Y =R olsun ve F : X — 2¥\ {@},

F(m):{ 0,1 ; 0<z<1
0,1) ; z=1

ile tanamlansmn.
F () nin h - dstten yars strekli oldugu agiktir .Ama x = 1’ de V-iistten yar siirekli

deffildir. Gergekten F* [(—1,41)] = {1} agik bir kime deifildir.

Onerme 4.24 F: X — P; (Y) h - dstten yars siirekli ise F(-) kapaldar.

Kanit. {(Za;¥Ya)}ae; © GrF, (2os¥%0) — (2,y) € X X Y olan bir ag olsun.
O halde uzaklik fonksiyonunun siirekliliginden d(y,, F(z)) — d(y, F'(z)) olur.Boylece
d(y, F(z)) =0 dur.

F (+), P#(X) degerli oldugundan yani y € F(z) oldugundan F (-) kapahdur.

Bu boliimiin baglarinda eger F : X — 2¥\ {@}, V—tistten yan siirekli ise her
v €Y icin  — d(v, F(z))’in alttan yan siirekli oldugunu soylemistik.

Simdi daha genel bir sonuca ulagahm.

Onerme 4.25 F : X — 2Y\ {@} h - iistten yar siirekli ise her v € Y i¢in © —

0,(z) = d(v, F(z)) dontsimi V —alttan yare streklidir.
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Kamit. v € Y alp sabitleyelim ve X € R olsun.L{v,\) = {z € X : ¢, (z) < X}

kiimesinin kapali oldugunu gosterecegiz.Bu yiizden {z,} .. € L(v, X\) bir ag olsun ve

acj
T, — z € X oldugunu varsayalim.O halde her y, € F(z,) icin ¢, (z) = d(v, F(z)) <
d(v,Ya) + d(Ya, F(x)) olur ve buradan ¢, (z) < 0, (z) + h*(F(za), F(z)) < N+
h*(F(zq), F(z)),a € j olur.Limite gecerek ve F'(-)’in h - tistten yari stirekli oldugunu
kullanarak, ¢,(z) < X oldugunu elde ederiz ve boylece @, (-) alttan yan siirekli olur.

Onerme 4.26 F : X — 2Y\ {@} h - dlttan yar sirekli ise F(-), V—alttan yar

streklidir.

Kanit. C CY kapali ise F*(C)’ninde X iginde kapali oldugunu gosterecegiz.
{Za}ae; € F*(C) bir ag olsun ve z, — z € X oldugunu varsayalim.O halde Vo €
j igin F(z,) C C olur.Ayrica F(-)'in h - alttan yan siirekli oldugu hipoteziyle,
verilen her ¢ > 0 icin o, € j bulabiliriz 6yleki a > ap icin h*(F(z), F(zs)) <
e olur ve boylece F(x) C F(z,) C C. olure > 0 keyfi oldugu i¢in F(z) C C
sonucunu gikartinz.Boylece z € F*(C) olur ki bu da F*(C)’nin kapah olmasin
gerektirir.Boylece F'(-) V —alttan yar siireklidir. m

Yukaridaki énermenin tersi genel olarak dogru degildir.

X =1[0,1,Y =R olsun ve F': X ~» Y, F(z) = {(¢,zt) : t € R} ile tanimlan-

sim.Bu durumda F(-) alttan tar siireklidir ama h-alttan yar: siirekli degildir.

Teorem 1 F : X — Pi(Y) tanamlansin.O halde ;
a)F(-) V-iistten yar stireklidir ancak ve ancak F(-), h - istten yar streklidir

bYF(-) V-alttan yare siireklidir ancak ve ancak F(-), h - alttan yar sireklidir.

Kanit. a) =:Kamtin bu yonii énerme 4.23 den agiktar.

< :Bger {(%o,Ya)}oe; C G-F bir ag ve 7, — z € X ise {ya} o € jnmn F(z)'de
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bir y1g1lma noktasima sahip oldugunu gostermek yeterlidir.Hipotezle d(y,, F(z)) <
h*(F(za), F(z)) — 0 oldugunu biliyoruz. F(z) € Pi (Y) oldugundan z, € F(z)
bulabihriz oyleki d(Yo, F(2)) = d(Ya, 20), € J olpr.{zﬁ}ﬂel,{za}aej ‘nin bir alt ag
olsun oyleki zz — z € F(z) olsun.O halde d(yg, 23) — 0 ve boylece yg — z € F(x)
olur.

b)=>:Varsayalimki bu dogru olmasm.O halde £ > 0 ve {Z4},; € X agm bulabiliriz
oyleki z, — z € X ve her a € J igin h*(F(z), F(z,)) = € olur. F(-); Pr(Y) degerli
oldugu i¢in y, € F(z) bulabiliriz 6yleki, o € j i¢in d(ya, F(z)) = h*(F(z), F(za) 2 €
olur.{yg}ﬂel s {Ya}ae; ‘nin bir alt ag olsun Syleki yg — y € F(z) olsun.F(-); alttan
yar1 siirekli oldugu igin, 8, € I bulabiliriz dyleki § > 8, icin F(zs) N B(y,§) #
@ ve ys € B(y,5) olurB > B, i¢in h*(F(z), F(zp) = d(ys, Fzp)) < d(ys,y) +
d(y, Fzg)) < d(yg,y) + § olur.Limite gecerek ;lim h*(F(z), F'(zg) < § < € olur ki bu
da bir celigkidir.

< : Kamitin bu y6nii 6nerme 4.26 den aciktr.

N

Bu teoremin tnemli olan bir sonucu sudur.

Sonug 4.3 F: X — P (Y) kiime degerli doniigimi V-streklidir ancak ve ancak h

- streklidir.
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