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ÖZET 

, Yüksek Lisans Tezi 

KÜME DEGERLİ iDÖNÜŞÜMLERİN SÜREKLiLİKLERİ 

MEHMET ALİ AKINLAR 

Anadolu Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof.Dr. Yalçın Küçük 

2002, 54 Sayfa 

Dört bölümden oluşan bu çalışmada küme dizilerinin yakınsamaları ve 

bunların bazı özellikleri, hiper uzaylar üzerinde tanımlanan Hausdorff ve 

Vietoris topolojiler ve bunların karşılaştırılışı ve bu topolojilere göre küme değerli 

dönüşümlerin süreklilikleri konuları üzerinde durulmuştur. Çalışmanın ilk bölümünde 

topolajik uzay ve metrik kavramları tanıtılmış, diğer bölümlerde 

kullanılacak çeşitli .bilgiler kanıtlarıyla verilmiş ve Hausdorff metrik tanıtılmıştır. 

İkinci bölümde topolajik uzaylar ve metrik uzaylarda küme dizilerinin Kuratowski 

ve Hausdorff yakınsamaları ve özellikleri detaylı olarak incelenmiştir. Üçüncü bölüm 

hiper uzaylar üzerinde tanımlanan, Hausdorff topoloji ve Vietoris topolojiler 

tanıtılmış ve hangi koşullar altında birbirleriyle uyumlu oldukları verilmiştir. 

Dördüncü ve son bölümde . küme değerli dönüşümlerin Vietoris ve Hausdorff 

süreklilikleri tanıtılmış, çeşitli karakterizasyonları verilip özellikleri incelenmiştir. 

Ayrıca küme değerli dönüşümlerin grafiklerinin kapalı olması ile bu süreklilikler 

arasındaki ilişkiler incelenmiştir. Son olarak bu iki süreklilik tipi birbirleriyle 

karşılaştırılmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Küme değerli dönüşüm, Alttan-üstten yarı süreklilik. 
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ABSTRACT 

Master of Science Thesis 

CONTINUITY OF SET VALUED MAPS 

MEHMET ALİ AKINLAR 

Anadolu Universty 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Mathematics Program 

Supervisor: Prof.Dr.Yalçın KÜÇÜK 

2002, 54 pages 

In this work, which consist of four chapters, some properties of converges 

sequences of sets, Hausdorff and Vietories topologies defined on hyperspaces and 

Hausdorff and Vietories continuties of set valued maps have been studied. In the 

first chapter, some important definitions, theorems with proofs and metrics are 

given. The second chapter deals with Kuratowski and Hausdorff convergences of 

sequences of sets. The definitions and some properties of this type convergences 

sequences have been given. The third chapter concerns with Hausdorff and 

Vietories topologies defined on hyperspaces. Some properties and relationships 

between these topologies have been investigated. In the last section, Hausdorff 

and Vietories continuties of set valued maps and various characterizations of these 

types continuities have been studied. Also, relationship between closednes of graphs 

of set valued maps and these continuities have been given. As a result, these two 

continuity types have been compared with each other. 

Keywords: Set valued maps, Lower-Upper semi continuous. 
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1 ÖNBİLGİLER 

TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

Tanım ı. ı X herhangi bir küme 2x, X in kuvvet kümesi olmak üzere 7 Ç 2x ailesi 

verilsin. 7 ailesi a!jağıdaki özelliklere sahipse 7 ya X üzerinde bir topoloji denir. 

Tı: 0,X E 7 

T2 : { ui : i E I} c 7 için u ui E 7 
i EI 

n 

T3 : {Ui :i= ı, 2, ·ı n} c 7 için n ui E 7 
i=l 

Kısaca 2x in 0 ve X i bulunduran sonlu arakesit ve herhangi bir birle!jime kapalı olan 

bir alt kümesine X üzerinde bir topoloji denir. 7, X üzerinde herhangi bir topoloji 

ise (X, 7) ikilisine bir topolajik uzay denir. 

Örnek ı. ı X =/= 0 herhangi bir küme olmak üzere 7 1 = {0, X}, 7 2 = 2x, 7 3 = 

{ A c X : X\A sonlu } U {0} aileleri X üzerinde birer topolojidirler. 

Bunlara sırasıyla ayrık olmayan , ayrık ve sonlu tümleyenler topolojisi denir. 

Tanım 1.2 X herhangi bir küme olsun.d: Xx X-+ [0, oo), (x, y)-+ d(x, y) fonksiy­

onu a§ağıdaki ko!julları sağlıyorsa, d ye X üzerinde bir metriktir denir. 

M1 :Her x, yE X için d(x, y) ~O 

M 2 :Her x, yE X için d(x, y) = d(y, x) 

M3 :Her x, yE X için d(x, y) =OÇ=? x = y 

M4 :Her x, y, z E X için d(x, y) ::; d(x, z) + d(z, y) 

d, X üzerinde bir metrik ise (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir. 

X x X üzerindeki d fonksiyonu M 3 ko!julu hariç diğer kotjulları sağlıyorsa d ye X 

üzerinde bir pseudo metrik denir. 

d fonksiyonu M 2 ko!julu hariç diğer kotjulları sağlıyorsa d ye X üzerinde bir quasi 

metrik denir. 

Örnek 1.2 X= JR üzerinde, d(x, y) = { 
0 

min{lx-yj,ı} , 

, x ::; y ise 

x > y ise 

ı 



bir pseudo quasi metriktir. 

Tanım 1.3 (X, d) bir metrik uzay x E X ve c> O olsun. 

Bd(x,c) ={yE X: d(x,y) < c},Bd[x,c] ={yE X: d(x,y)::; c}, 

s d (X' c) = {y E X : d( X' y) = c} kümelerine sırasıyla X merkezli c yarıçaplı açık 

yuvar,kapalı yuvar ve yuvar yüzeyi denir. 

İki nokta arasındaki uzaklık tanımını kullanarak bir noktanın bir kümeye olan uza­

klığını tanımlayabiliriz. 

Tanım 1.4 (X, d) bir metrik uzay x E X ve A, X in bo§ olmayan herhangi bir alt 

kümesi olsun.Bu durumda d(x, A) =inf{ d(x, a) : a E A} sayısına x inA kümesine 

uzaklığı denir.Ayrıca d(x, 0) = +oo olarak tanımlanır. 

x E A ise d(x, A) =O olduğu açıktır.x rf. A olsa bile d(x, A) =O olabilir. 

d(x,A) = inf{d(x,a): a E A} = inf{d(a,x): a E A} = d(A,x) olduğu açıktır. 

Örnek 1.3 X= JR üzerindeki, d(x, y) = lx-YI metriğini ve A ={~:n E N} C JR 

kümesini göz önüne alalım. 

O rf. A dır fakat d( O, A) =O dır. 

Şimdide iki küme arasındaki Hausdorff uzaklık tammım verelim. 

Hausdorff uzaklığı ilk olarak Hausdorff [ 6] tarafından tamtıldı.Hausdorff uzaklığı 

ile ilgili gösterimler ve bu uzaklığın bir çok özelliği Aubin[l], Berge [2], Kuratowski 

[11), Castaing-Vahıdier [4], Kelley[8], Klein-Thompson [9] ve Ksielewicz [10] de bu­

lunabilir. 

(X, d) bir metrik uzay A, C C X herhangi iki küme olsun. 

h*(A,C) = sup{d(a,C) : a E A} ve h*(C,A) = sup{d(c,A) : c E C} olmak 

üzere h(A, C)= max{h*(A, C), h*(C, A)} olarak tammlayalım. h: 2x x2x-+ [O, oo] 

fonksiyonu iki kümeyi, bu iki kümenin Hausdorffuzaklığı diye bilinen bir sayıya taşır. 
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h, 2x ailesi üzerinde bir metrik değildir.Çünkü A =/=C olsa bile h(A, C) =O olabilir. 

Ayrıca h(A, C) = +oo olabilir. 

Örnek 1.4 (X, d) = (JR, dst) metrik uzayında A = (0, 1), C= [0, 1) alınırsa 

h(A, C) =O dır.A = {0}, C= [0, oo) alınırsa h(A, C) = +oo dur. 

Önerme 1.1 (X, d) bir metrik uzay,A, C C X herhangi iki küme olsun. 

h : 2x\{0} x 2x\{0} -+ [O,oo], h(A,C) = max{h*(A,C),h*(C,A)} fonksiyonu 

olarak tanımlanan h fonksiyonu 2x üzerinde geni§letilmi§ bir pseudo metriktir. 

Kanıt. h nin A, B, C E 2x olmak üzere 

a)h(A,A) =O 

b)h(A,C) = h(C,A) 

c)h(A, C) :::; h(A, B)+ h( B, C) özelliklerine sahip olduğunu göstereceğiz. 

a) ve b) nin kamtları açıktır.c) yi kanıtlayalım 

A, B, C E 2x için 

h(A, B) :::; h(A, C) +h( C, B) 

olduğunu göstermeliyiz. 

Önce h*(A, B) :::; h*(A, C)+ h*(C, B) olduğunu gösterelim. 

Herhangi bir a E A ve her c E C için 

olur ve buradan 

d(a, B)= inf{ d(a, b) :b E B} 

:::; inf{ d(a, c)+ d( c, b) :b E B} 

= d(a,c) +inf{d(c,b): b E B} 

d(a, B) <inf{ d(a, c) :c E C}+ sup{inf{ d( c, b) :b E B} :c E C} 

= d(a, C)+ h*( C, B) 

3 



olur ki buradan da 

h*(A, B):::;; h*(A, C)+ h*( C, B) 

yazabiliriz. Benzer olarak 

h*(B, A):::;; h*(B, C)+ h*( C, A) 

yazabiliriz.O halde 

h(A, B)= max{h*(A, B), h*(B, A)} 

:::;; max{h*(B, C), h*(C, B)}+ max{h*(A, C), h*(C, A)} 

= h(B, C)+ h(A, C) 

olur. • 

Önerme 1.2 (X, d) bir metrik uzay ve A, B C X herhangi iki küme olsun.Bu du­

rumda a§ağıdakiler gerçekle§ir. 

a) xEA~d(x,A)=O dır. 

b)Her x E X için d(x, A) = d(x, B) dir.~ A =B dır. 

Kanıt. a) z E {x E X: d(x,A) =O} olsun.Bu durumda d(z,A) = inf{d(x,a): 

a E A} =O dır.c >O için inf tamını gereği :Jye E A vardır 3d(z, Ye) <c olur.Buradan 

Ye E Bd(z, c) olur.Böylece Ye E AnBd(z, c) olur.Bu her c> O için doğru olduğundan 

her c> O içinAn Bd(z, c) =/= 0 olur.z E A dır.Böylece 

{x E X: d(x, A) =O} cA (1) 

olur. 

Tersine z tJ_ {x E X : d(x, A) =O} alalım.Buradan d(A, z) =c > O olan bir c > O 

vardır.Diğer taraftanAn Bd(z, ~) = 0 olurkiz tJ_ A demekdir. 
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Böylece 

A c {x E X: d(x,A) =.0} 

bulunur. 

(1) ve (2) den A = {x E X: d(x, A) =O} olur. 

b)(===})x E A alalım.a) şıkkından dolayı d(x,A) = O dır.d(x,A) 

olduğundan d(x, B) =O dır.x E B dır.Buradan A C B dır. 

Benzer olarak A :J B olduğuda gösterilebilir.Bu ikisinden A-B olur. 

(2) 

d(x, B) 

( {= )A = B olsun.Her x E X için d(x, A) = d(x, B) olduğunu göstermeliyiz.A c 

A olduğundan infimum tanımı gereği 

d(x, A) ::::; d(x, A) (1) 

olur. d(x, A) < d(x, A) olamayacağını gösterelim. Kabul edelim ki d(x, A) = 

inf{d(x,a) : a E A} =nı ve d(x,A) = inf{d(x,a) : a E A} = a 2 olmak üzere 

nı < a 2 olsun. Bu durumda c: = a24aı dersek inf tanımı gereği en az bir a* E A 

vardır öyle ki d(x, a*) <nı+ c:= a 1 + a2 4a1 olur. 

Diğer taraftan a* E A olduğundan bu c: > O için en az bir a0 E A vardır öyle ki 

d(a0 , a*) <c: dur. Buradan d(x, ao) ::::; d(x, a*) + d(a*, ao) < aH a2 4a1 + a2 4a1 < a2 

dir. a0 E A olduğundan a 2 = d(x,A) = inf{d(x,a): a E A} < a 2 olur ki buda bir 

çelişkidir. Bu çelişkiye a 2 < a 1 almakla düştük. O halde 

d(x, A) 2: d(x, A) (2) 

olur. Böylece (1) ve (2) den d(x, A) = d(x, A) olur. • 

Tanım 1.5 (X, d) bir metrik uzay A, C C X ve c:> O olsun. 

Bu durumda Bd(A,c:) = {x E X : d(x,A) < c:} = Ae kümesine A nın açık c: 

kom§uluğu ve Bd[A, c:] = { x E X : d(x, A) ::::; c:} kümesine A nın kapalı c: kom§uluğu 

denir. 
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Önerme 1.3 c > O ve herhangi bir A c X verilsin.Bu durumda a§ağıdaki ifadeler 

doğrudur. 

a)Bd(A, c) = Ac açık bir kümedir. 

b)Bd[A, c] kümesi kapalı bir kümedir. 

Kanıt. a)x E Bd(A, c) olsun.d(x, A) < c olur. O < 8 < c- d(x, A) seçersek 

Bd(x, 8) Ç Bd(A, c) olur.Gerçekten y E Bd(x, 8) için d(x, y) < 8 dır.Diğer taraftan 

d(y, A) = d(A, y) :::; d(A, x) + d(x, y) :::; d(A, x) + 8 < d(A, x) +c- d(A, x) = c 

dur. Buradan d(A, y) <c olur ki yE Bd(A, c) demektir.Böylece Bd(x, 8) C Bd(A, c) 

bulunur. O halde Bd(A, c) açıktır. 

b)Bd[A, c] nun kapalı küme olduğunu gösterebilmek için tümleyeninin açık olduğunu 

gösterelim. 

x E X\Bd[A, c] alalım.d(A, x) > c dur.O < rJ < d(A, x) - c alırursa Bd(x, rJ) c 

X\Bd[A, c] olur.Gerçekten yE Bd(x, rJ) ise d(x, y) <rJ olur. 

d(A, x) < d(A, y) + d(y, x) 

< d(A,y)+TJ 

< d(A,y)+d(x,A)-c 

Buradan d(A, y) >c olur ki bu y tf:. Bd[A, c] yani yE X\Bd[A, c] demektir.Böylece 

Bd(x, rJ) c X\Bd[A, c] olur. O halde X\Bd[A, c] açık bir küme dolayısıyla Bd[A, c] 

kapalı kümedir. • 

Önerme 1.4 (X, d) bir metrik uzay A C X ve c> O olsun.Bu durumda 

a)Bd(A, c) c Bd[A, c] dur. 

b)Bd(A, c) C (Bd[A, c]) 0 dir. 

c)(8Bd(A, c) U8Bd[A, c]) c Sd(A, c) dir. 

d)c < 8 ise Bd[A, c] c Bd(A, 8) dur. 
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Kanıt. a)Bd(A, c-) C Bd[A, c-] olduğundan Bd(A, c-) c Bd[A, c-]olur.Bd[A, c-] 

kapalı küme olduğundan Bd[A, c-] = Bd[A, c-] olur ki bu da istenileni verir. Yani 

Bd(A, c-) c Bd[A, c-] dur. 

b) (Bd(A, c-))o c (Bd[A, c-]) 0 ve Bd(A, c-) açık bir küme olduğundan Bd(A, c-) c 

(Bd[A, c-])o dir. 

c)oBd(A, c-) U oBd[A, c-] = [Bd(A, c-)\Bd(A, c-)] U [Bd[A, c-]\([Bd[A, c-])o] 

Ç [Bd[A, c-]\Bd(A, c-)] U [Bd[A, c-]\([Bd(A, c-)]o = Bd[A, c-]\Bd(A, c-) = Sd(A, d) olur. 

d) c< 8 olsun.x E Bd[A,c-] alalım.=? d(A,x) :S c< 8 =? d(A,x) < 8 =? x E Bd(A,8) 

bulunur ki bu Bd[A, c-] c Bd(A, 8) demektir. • 

Önerme 1.5 (X, d) bir metrik uzay, A C X, azalan ve En~ O olan pozitif sayıların 

bir (cn)nEN dizisi için 
00 00 

A = n Bd(A, en) = n Bd[A, en] dır. 
n=l n=l 

Kanıt. x E A <====?Ve> O içinAn Bd(x, c-) i= 0 

<====?Ve> O için {x} n Bd(A,c-) i= 0 <====?Ve> O için x E Bd(A,c-) C Bd[A,c-] 

Ve > O için O ::; d(x, A) :S c olur. 

c = En alırsak, 
00 00 

en ~ o olmak üzere X E n Bd(A, en) ç n Bd[A, en] olur.Böylece 
n=l n=l 

00 00 

A c n Bd(A, en) Ç n Bd[A, en] 
n=l n~l 

bulunur. 

(1) 

x rf: A olsun.Önerme 1.2 ye göre ::Jc-0 >O için AnBd(x, c-o) = 0 <====? { x }nBd(A, c-o) = 

0 

<====? x rj: Bd(A, c-0 ) dır.Buradan en < co olan bir en dizisi için x rj: Bd[A, en] olduğu 

açıktır. 
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Çünkü Bd[A, en] C Bd(A, c:o) dır.c:n < co ve C:n ---+ O olan azalan bir (c:n)nEN dizisi 

için 
00 

X ı: n Bd[A, en] olur.Buradan 
E:n<E:o 

00 00 

(2) 
n= I n= I 

olur 
00 00 

Böylece (1) ve (2) den A = n Bd(A, c:n) = n Bd[A, c:n] elde edilir. • 
n=l n=l 

Önerme 1.6 (X, d) bir metrik uzay A c X olsun.Bu durumda aşağıdakiler doğrudur. 

a)Bd(Bd[A, c:], 8) c Bd(A, c:+ 8) 
00 

b)E = U B~n) (A, c:) hem açık hem de kapalıdır.(Burada B~n) (A, c:) = Bd(B~n-ı)(A, c:), c:) 
n= I 

dur.} 

Kanıt. a)x E Bd(Bd[A,c:],8) ise d(Bd[A,c:],x) < 8 dır.Bd[A,c:] kapalı küme 

olduğundan 3y8 E Bd[A, c:] vardır öyle ki 

d(Bd[A, c:], x) = inf d(x, y) ::::; d(x, Yo) < 8 olurBöylece d(x, A) ::::; d(x, y8 ) + 
yEBd[A,e] 

d(y0 , A) < 8 + d(y0 , A) < 8 +c: olacağından x E Bd(A, c:+ 8) olur.Bd(Bd[A, c:], 8) c 

Bd(A, c:+ 8) elde edilir. 

b)E = U B~n) (A, c:) kümesinde birleşime giren B~n) (A, c:) kümeleri açıktır.Açık 
n=l 

kümelerin herhangi bir birieşimide açık olduğundan E kümesi açıktır. 
00 

ŞimdiEninkapalıolduğunugörelim.EnBd(X\E,c:) =U [B~n)(A,c:)nBd(X\E,c:)] Ç 
n=l 

U [B~n)(A, c:)n Bd(X\B~n+l)(A, c:), c:)]= 0 dir.Çünkü Vn E Niçin B~n+ı)(A, c:) c E 
n=l 
ve X\E C X\B~n+l)(A, c:) olur.Buradan Bd(X\E, c:) C Bd(X\B~n+l)(A, c:), c:) olur. 

EnX\E c Bd(E, c:)n(X\E) = 0 dir.E c E dir ve E= E olduğundan E kapalıdır. 

• 
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Önerme 1. 7 (X, d) bir metrik uzay A, C C X ve c> O olsun.Bu durumda h*(A, C) = 

inf{c >O: A C CE},h*(C,A) = inf{c >O: C c AE},h(A,C) = inf{c >O: A c 

CE, C c Af:} dir. 

Kanıt. Tanırnlar kullanılarak hemen elde edilir. • 

Önerme 1.8 (X, d) bir metrik uzay olmak üzere h fonksiyonu X in kapalı ve sınırlı 

alt kümelerinin ailesi olan 'Pbt(X) üzerinde bir metriktir. 

Kanıt. Önerme 1.1 den açıktır. • 

Özel olarak bu önerme P1(X) yerine X in kapalı ve sınırlı alt kümelerinin ailesi 

olan 'Pbt(X) veya X in kompakt alt kümelerinin ailesi olan Pk(X) alındığında d 

metriği ne alınırsa alınsın doğrudur. 

Önerme 1.9 (X, d) bir metrik uzay A, C, X in bo§tanfarklı alt kümeleri ise h(A, C)= 

sup[Jd(x, A)- d(x, C)J : x E X] dir. 

Kanıt. Ve E C ve Vx E X için d(x, A) :S d(x, c)+ d( c, A) dır ve bu yüzden 

d(x,A) :S d(x,C)+h(C,A) dır.Benzer şekilde d(x,C) :S d(x,A)+h(C,A) olduğunu 

da elde edebiliriz. 

Böylece 

sup[Jd(x, A)- d(x, C)l : x E X] :S h(A, C) (1) 

dir. 

Diğer taraftan, sup{d(c,A): c E C}= sup{d(c,A)-d(c,C): c E C} :S sup[Jd(x,A)- d(x,C)I 
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x E X) ve sup{d(a, C): a E A}:::; sup(ld(x, A)- d(x, C)l: x E X) olur. 

. h(A, C) :::; sup[ld(x, A)- d(x, C)l : x E X) (2) 

(1) ve (2) den h(A, C)= sup(ld(x, A)- d(x, C)l : x E X) dir. • 

Uyarı 1.1 Yukarıdaki teoremden h*(A, C) = sup[d(x, C)-d(x, A) : x E X) olduğunu 

görebiliriz. 
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2 KÜME DİZİLERİNİN YAKINSAMASI 

Bu bölüm küme dizilerinin çeşitli yakınsama tammlarına ve bunların karşılaştırılışına 

ayrılmıştır. 

Küme dizilerinin alt ve üst limitleri ilk olarak 1909 da Painleve[14] tarafından 

tanımlanmış fakat bu kavramlar Kuratowski'nin kitabında yayınlandıktan sonra üne 

kavuşmuştur. 

İleride detaylarına ineceğimiz bu kavramlar kısaca şöyle ifade edilebilir.(An)nEN 

kümeler dizisi olsun.Vn E N için Xn E An alarak oluşturulan tüm (xn)nEN dizilerinin 

(varsa) limitlerinin kümesine dizinin alt limiti,yığılma noktaları kümesinede dizinin 

üst limiti denir.Bu kümeler sırasıyla liminfAn,limsupAn,yada limAn, limAn ile gös­

terilir. 

Tanım 2.1 (X, T) birHausdorfftopolojik uzay ve (An)nEN C 2x\{0} bir küme dizisi 

olsun. 

a)T -liminf An= T-limAn = {x E X: x = T -limxn, Xn E An, n~ 1} (Yani, ter­

imleri An lerden seçilen bütün dizilerin limitlerinin kümesi) ile tanımlanan kümeye 

(An)nEN nin T- Kuratowski alt limiti denir. 

b)r -limsupAn = T -limAn= {x E X: X= T -liminf Xn, Xn E An, n~ 1} 

= {x E X : x = T- limxnk' Xnk E Ank' nı < n2 < ... < nk < .. } (Yani, terimleri 

An lerden seçilen dizilerin yığılma noktalarının kümesi) kümesine (An)nEN dizisinin 

T-Kuratowski üst limiti denir. 

c)T-liminf An= T-limsupAn = A iseA kümesine (An)nEN dizisininT-Kuratowski 

limiti denir ve T - limAn = A veya An 
7-=f A ile gösterilir. 

Uyarı 2.1 1)T ayrık topoloji ise T-Kuratowski yakınsama küme dizilerinin kümesel 

anlamda yakınsaması ile çakı§ır.Bu durumda 
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7 -limsupAn = n U An ve 7 -liminf An= U n An 
k21n2k k21n2k 

olur. 

2)7 - limAn C 7 - limAn olduğu tanımdan açıktır. 

3)X üzerindeki topolojinin kapalı kümeleri dizisel kapalı kümelerden olu§uyorsa yukarı­

daki tanımlar §U §ekildede verilebilir. 

a)7-limAn = {x E X: VU E U(x) için 3no E N vardır :Jn ~ n0 için An n U=/= 0} 

b)7- limAn = {x E X : VU E U(x) ve Vk E N için 3n~k vardır :J n ~ k için 

An n U=/= 0} 

4)X uzayı J.sayılabilir ise yukarıdaki (3) deki ifadeler daha önceki tanımlarla çakı§ır. 

Önerme 2.1 (X, d) bir metrik uzay ve (An)nEN C Pt(X) ise 

a)7-limAn = {x E X: lim d(x, An)= O} 
n-+exı 

b)7 -limAn= {x E X: liminfd(x,An) =O} 
n->oo 

olur. 

Kanıt. a)x Eliminf An olsun.Bu durumda Vn E N için Xn E An olan bir (xn)nEN 

dizisi vardır ve Xn ---+ x olur. 

Vn E N için d(x, Xn) ~O ve Iimd(x, Xn) =O oldugundan lim d(x, An)= O olur.Buradan, 
n--i-00 n--+oo 

7 -limAn C {x E X: lim d(x, An)= O} (1) 
n->oo 

olur. 

TersinexE { x E X: lim d(x, An) =O} olsun.Bu durumda c> O için 3no E N vardır 
n->oo · 

:J Vn ~ n 0 için d(x, An) < c olur.Buradan 3xc E An için d(x, xc) < c olur.c = ~ ve 

Xn = xc seçilirse n ~ n 0 iken d(x, Xn) < ~olur.O halde Xn ---+ x dir. Yani x ElimAn 

dir.Buradan, 

{x E X: lim d(x, An)= O} C 7 -limAn 
n->oo 

(2) 
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olur. 

(1) ve (2) den istenilen çıkar. 

b) nin kamtıda a) ya benzer biçimde yapılır. • 

(X, d) bir metrik uzay olduğunda alt ve üst Kuratowski limitleri aşağıdaki biçimde 

ifade edilebilir. 

limAn= {x E X: x = limxn ve her n E N için Xn E An}= {x E X: \Ir> O için 

:3n0(r) E N vardır 3\/n ~ n 0(r) için B(x,r) nAn=/= 0} dir. 

limAn = {X E X : X = lim X nk, X nk E An k; nı :S n2 :S ... :S nk :S ... } = {X E X : 

\Ir> O ve \/k~ 1 için ::Ink E N vardır '3nk ~ k ve B(x, r) n Ank =/= 0} dir. 

Önerme 2.2 (X, d) bir metrik uzay,(An)nEN C 2x\ {0} ise 

a )limAn ve limAn kapalıdırlar. 

b)(An)nEN C 2x\{0} azalan ise limAn= limAn= n An dir. 
n~ı 

c)(An)nEN C 2x\{0} artan ise limAn= limAn= U An dir. 
n~ ı 

Kanıt. a)IimAn =limAn olduğunu gösterelim. 

x E limAn alalım.Kapamş tammı gereği ::J(xm)mEN dizisi vardır öyleki (xm)mEN C 

limAn ve Xm ---+ x dir .x E limAn olduğunu göstereceğiz. 

\/m E N için d(x, An) :S d(x, Xm) + d(xm, An)dir.O :S lim inf d(x, An) :S d(x, Xm) + 
n-+oo 

lim inf d(xm, An) olur. 
n-+oo 

lim inf d(xm, An) =O olduğundan önerme 2.1 den O :S lim inf d(x, An) :S d(x, Xm) 
n-+oo n-+oo 

yazabiliriz. 

O :S lim( lim infd(x,An)) :S lim d(x,xm) dir ve buradan liminfd(x,An) = O 
m-+oon-+oo m-+oo n-+oo 

olur.Böylece x E limAn olur.Bu da istenendir. 

limAn nin kapalılığı benzer biçimde gösterilir. 

b)xn E An olarak seçilen \/(xn) dizisinin hiç bir yakınsak alt dizisi yoksa bu limit boş 
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olabilir.Boş olmadığım kabul ederek kamtı yapalım. 

X E n An ise Vn E N için d(x, An)= o olması demektir.lim d(x, An) =o olacağın-
nEI\! n->oo 

dan önerme 2.1 den X E limAn olur.Böylece n ... ,An c limAn olur.Diğer taraftan X tl:. 
· nEn 

n An ise 3no E N 3X tj. Ano ohır.Böylece önerme 2.1 den d(x, Ano) =/=O dır.Dizi aza­
nEN 

lan olduğundan Vn ~no için d(x, An) =/=O dır.Böylece lim inf d(x, An) =/=O olur.Bu 
n->oo 

X t/:.limAn demektir.limAn ç n An olur.Bu bize n An ç limAn ç limAn ç n An 
nE!\! nE!\! nE!\! 

kapsamiarım vereceğinden limAn= n An olur. 
n EN 

c) nin kamtı b) nin karutma benzer biçimde yapılır. • 

Örnek 2.1 (An)nEN C 'Pt(JR2) dizisi An= { {~} X [O, 
1
] 

{~} x [-1, 0] 
lansın. 

limAn, limAn limitlerini belirleyiniz. 

n çift 
olarak tanım-

n tek 

Çözüm 2.1 limAn = {O} ve limAn = [-1, 1] dir ve limAn =/= limAn olduğundan 

limAn yoktur. 

y 

1 ...................................................................................... . 

1/5 1/3 X 

1/4 1/2 

-1 .......................... ················································ ........ . 

Önerme 2.3 (X, d) bir metrik uzay ve (An)nEN C Pt(X) bir dizi olsun. 

a)IimAn = n n U B(An, c) 
e>O k>O n2k 
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b)limAn = n U n B(An, c) 
00 k>O n?_k 

olur. 

Kanit. a)x E limAn fakat X tl:- n n u B(An, c) olduğunu kabul edelim.Bu 
t:>O k>O n?_k . 

durumda x, \:In E N için Xn E Anolmak üzere bir (xn)nEN dizisinin yığılma nok­

tasıdır .Dizilerin yığılma noktası tamını gereği c > O ve k E N verildiğinde n ~ k 

olan bir n E N için Xn E B(x, c) dur.Böylece x E B(xn, c) olur.Diğer taraftan x f/:. 

n n U B(An, c) kabul etmiştik.Buradan 3co >O ve 3ko >O için x tf:. U B(An, co) 
t:>Ok>On?_k n?_ko 

olur.Oysa x, Xn E An olmak üzere (xn)nEN dizisinin yığılma noktası olduğundan bu 

co > O ve bu k0 > O için 3n E N vardır 3 n ~ ko ve x E B(An, co) olur ki bu bir 

çelişkidir.Buradan X E n n u B(An, c) olur.limAn ç n n u B(An, c) bulunur. 
t:>Ok>On?_k E>Ok>On?_k 

Tersine X E n n u B(An, c) olsun.Vc > o için X E n u B(An, c) dur .Ve> o ve 
E>Ok>On?_k k>On?_k 

Vk >O için x E U B(An, c) olur.Eğer c=[; seçilir ve k= ı alırursa 3nı > ı vardır 
n?_k 

3X E B(Anıı ı) olur.Buradan 3xn1 E Anı vardır 3d(xn1 ,x) <ı olur.k = 2 alırursa 

3n2 >nı > ı vardır 3X E B(An2 , !) olur.Böyle devam edilirse 3xnk dizisi Xnk E Ank 

ve Xnk ---+ x olacak biçimde vardır ve böylece x E limAn olur. 

Buradan limAn= n n U B(An, c) olur. 
E>O k>O n?_k 

b)limAn = n u n B(An, c) olduğunu gösterelim.x E limAn olduğu halde X t/:. 
t:>O k>O n?_k 

n u n B(An, c) olduğunu kabul edelim.Bu durumda öyle bir (xn)nENdizisi vardır 
t:>O k>O n?_ k 

ki her n E N için Xn E An ve Xn ---+ x olur.Verilen her c > O için 3no E N vardır 

3 \:In ~ n0 için Xn E B(x, c) dur.Dolayısıyla Vn ~ no için x E B(xn, c) C B(An, c) 

dur. 

Diğer taraftan X tl:- n u n B(An, c) olduğundan öyle bir co > o vardır ki X t/:. 
oo k>O n?_k 

u n B(An, co) dır.Buradanda bu co > o ve her k > o için X tl:- n B(An, co) 
k>On?_k n?_k 

olur.Sonuç olarak bu co> O ve her k> O için n~ k olacak şekilde en az bir n E N 

vardır ve x tf:. B(An, c) olur ki bu bir çelişki yaratır.Bu çelişkiye x E limAn olduğu 
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halde X tj:_ n u n B(An, c) olduğunu kabul ettiğimiz için düştük.O halde kabu­
e>O k>O n?:.k 

lumüz yanlıştır yani X E limAn ise X E n u n B(An, c) ifadesi doğrudur.Bu ise 
e>O k>O n?:.k 

birinci yönün doğruluğunu yani limAn Ç n U n B(An, c) kapsamını verir. 
e>O k>O n?:.k 

Tersine X E n u n B(An, c) alalım.Vc > o için X E u n B(An, c) olur.Böylece 
e>O k>O n?:.k k>On?:.k 

Ve > O için 3k > O vardır öyleki x E n B(An, c) olur.Buradan c > O için 3k > O 
n?:.k 

vardıröylekin 2: k iken x E B(An, c) olur.€ = ~ seçilerek d(x, An) < c eşitsizliğini 

kullanarak her n E N için Xn E An ve Xn ---+ x olan bir (xn)nEN dizisi seçebili­

riz.Buradan x E limAn olur. 

Böylece n U n B(An, c) Ç limAn bulunur. 
e>O k>O n?:.k 

Sonuç olarak limAn = n u n B (An, c) elde edilir. • 
e>O k>O n?:.k 

Önerme 2.4 (X, d) bir metrik uzay ve (An)nEN C Pt(X) bir dizi ve A a§ağıdaki 

özelliğe sahip olan bir küme olsun. 

A nın her U kom§uluğu için öyle bir nu E N indisi vardır ki dizinin bu indisli 

terimden sonraki terimleri U kümesinin içine girerler. Yani n 2: nu için An c U 

olur. Bu durumda lim sup An = limAn C A dır. 

Kanıt. x E limsupAn ve x tj:_ A olsun.x E limAn olduğundan öyle bir (xn)nEN 

dizisi vardır ki her n E N için X n E An ve x bu dizinin bir yığılma noktasıdır. 

Diğer taraftan x tj:_ A kabul edildiğinden 3c >O vardır ~B(x, c) nA= 0 olur.O < 8 < 

c olan bir 8 >O vardır öyleki B(x, 8) nA= 0 olur.A C X\B(x, 8) C X\B(x, 8) = Ux 

olduğundan Ux,A nın bir komşuluğudur.Hipotez gereği öyle bir nu"' E N indisi vardır 

ki n 2: nu"' iken An C Ux olur.n 2: nu"' olan her n için Xn E An olduğundan 

Xn E Ux = X\B(x, 8) olur. 

Böylece Xn tj:_ B(x, 8) bulunur.Bu x'in (xn)nEN dizisinin bir yığılma noktası olamay­

acağını verir ki bu ise bir çelişkidir.Bu çelişkiye x E lim sup An fakat x tf:_ A olsun 
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demekle düştük. 

O halde kabulünıüz yanlıştır ve limAn CA kapsamı doğrudur. • 

Önerme 2.5 (X, d) bir metrik uzay ve (An)nENı (Bn)nEN C Pt(X) iki dizi ve A 

kompakt kümesi a§ağıdaki özelliklere sahip olsun.A nın her W kom§uluğu için öyle 

bir nw E N indisi var olsun öyleki n 2: nw için An C W olsun.Bu durumda A n 
lim sup B n nin her U kom§uluğu için öyle bir nu E N indisi vardır öyle ki her n 2: nu 

için (An n En) c U olur. 

Kanıt. U; An limsup Bn nin bir komşuluğu olsun. 

!.durum: A C U ise kabulden dolayı 3nu E N indisi vardır öyle ki n 2: nu için 

An C U olur. 

Böylece n 2: nu iken (An n Bn) c An c U olur. 

2.durum: A ı U olsun. K = A \U diyelim. K kompakt bir kümeden açık bir kümeyi 

atmakla elde edilen bir küme olduğundan kompakttır ve ayrıca A n lim sup B n C U 

olduğundan K n liriısupBn = 0 olur. 

A\U=K 

y E K ise y ~ limsup Bn = n n U B(An, c) olur.Buradan 3cy > O ve 
t:>O k>O n?:.k 

3ky > O için n 2: ky iken y ~ B(Bn, Ey) olur.Bu Ey > O ve ky E N+ sayıları 

için K c U{ B (y, Ey) : y E K} olur .K kompakt olduğundan 3p E N vardır öyleki 

K c U{B(yi,EyJ: i= l,2, .. n,yi E K}= V olur.n 2: k= max{kyi: i= 1,2 .. n} 

için En n V= 0 olur.W =U n V dersek W, A mn bir komşuluğu olur.Hipotezden 
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:lnw E N vardır ~n ~ nw iken An C W = U U V olur.n ~ max{nw, k} iken 

An n En c W olur.En n V= 0 olduğundan n~ max{ nw, k} iken An n En c U olur . 

• 
Bu önermede A yı kapalı ve Anlim sup En nin U komşuluğunu A içinde türnleyeni 

kompakt olacak şekilde alırsak önerme yine doğru olur. 

Sonuç 2.1 (X, d) bir kompakt metrik uzay ve (An)nEN C P,(X) bir küme dizisi 

olsun. Eğer lim sup An nin her U kom§uluğu için n ~ nu iken An C U olacak §ekilde 

bir nu E N+ var ise n ~ nu iken An C lim sup An olur. Üst elik lim sup An bu özelliği 

sağlayan en küçük kümedir. 

Kanıt. Bir önceki önermede Vn E N için En= X= A alırursa istenen gerçek­

leşir. • 
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3 KÜMELER AiLESi ÜZERİNDE HAUSDORFF 

VE ViETORİS TOPOLOJiLERİ 

Bu bölümde, kümeler ailesi üzerindeki Hausdorff ve Vietoris topolojiler tanımlanıp 

bazı özellikleri verilecektir. 

3.1 Hausdorff Topoloji 

Önerme 3.1 (X, d) bir metrik uzay olsun.Td = {G C X :her x E G için ::lcx >O 

vardır ~Bd(x, c) C G} U {0} kümesi X üzerinde bir topolojidir. 

Kanıt. Açıktır. • 

(X, d) sınırlı metrik uzayında X üzerindeki T d topolojisine metriğin ürettiği 

topoloji ya da kısaca metrik topoloji denir. 

Pt(X) üzerindeki h: Pt(X) x Pt(X)---+ [0, oo), A, C E Pt(X), 

h(A, C) = max{h*(A, C), h*(C, A)} ile tanımlı h metriğinin ürettiği topolojiye 

Hausdorff topolo ji denir ve T H ile gösterilir. 

Hausdorff topoloji en eski ve muhtemelen hiper uzayları çalışan uzmanların dışın­

dakiler tarafından da en çok kullanılan bir topolojidir.Bu topoloji metrik uzaylar 

üzerinde tanımlanır ve esas olarak iki küme arasındaki uzaklığa dayanır. 

Önerme 3.2 {An, A}nEN C Pbt(X) ve An~ A ise A = n U Am= n U n (Am)c: 
n2:1m2:n c:>On2:1m2:n 

dir. 

Kanıt. c> O verilsin.An ~ A hipoteziyle limh(An,A) = inf{c >O: An Ç Ac:, 
n->oo 

AÇ (An)c:}---+ O olduğundan n0(c) ~ 1 bulabiliriz öylekim > no(c) için AÇ (Am)c: 
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ve Am Ç Ac dur.O halde 

A c n U n (Am)c 
c>On2:1m2:n 

(1) 

ve 

(2) 

diyebiliriz. 

Son olarak X E n u n (Am)c olsun.O halde her c > o için no(c) 2:: ı bulabiliriz 
c>On2:1m2:n 

öyleki m 2:: no( c) için x E (Am)c olur.n 2:: ı verilsin.Bu durumda m 2:: max{ n, no( c)} 

vardır öyleki x E (Am)c C (U Am )c) dur.c > O keyfi olduğundan x E U Am diye-

biliriz öyleki X E n u Am dır.Böylece 
n2:1 m2:n 

(3) 

olduğunu göstermiş oluruz. 

(1),(2) ve (3) den A = n U Am= n U n (Am)c olur. • 
n2:lm2:n c>On2:1m2:n 

Önerme 3.3 (X,d) bir metrik uzay,(An)nEN C Pt(X), An ..!:;. A ve An ::J An+l 

(veya tersine An ç An+ ı) n 2:: ı ise A = n An (veya A = U An) dır. 
n2:1 n2:1 

Kanıt. n 2:: ı için An 2 An+l olduğunu varsayalım (Artan durumu da benzer 

şekilde kamtlanır.) 

An ..!:;. A olduğu için Ve > O için 3no 2:: ı vardır öyleki An C Ac dur.Böylece 

n An c Af: olur.c l O iken n An c A = A olur. 
n2:1 n2:1 

Diğer taraftan An ..!:;. A olduğu hipoteziyle, verilen c > O için no 2:: ı vardır öyleki 

her n 2:: n0 için A c (An)c olur.Böylece A c n (An)c olur.c lO iken A c n An dir. 

Böylece A = n An dir deriz. • 
n;:::: ı 
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Örnek 3.1 Kümelerin monoton artan veya monoton azalan bir dizisinin bir h­

limitinin olması gerekmez. 

X = JR ve An = [n, oo) olsun. n An = 0 olduğundan { An}n~ı kümeler dizisi n An = 
n~l n~l 

0 ye h-yakınsamaz. 

Önerme 3.4 (X, d) tam bir metrik uzay ise (P1(X), h) aileside bir tam metrik uza­

ydır. 

Önerme 3.5 (X, d) tam bir metrik uzay ise (Pk(X), h) ailesi (Pt(X), h) ailesinin 

kapalı bir alt uzayıdır.Bundan dolayı (Pk(X), h) tam bir metrik uzaydır. 

Kanıt. {An}n~ı C Pk(X) ve An ~ A olduğunu varsayalım.Verilen c > O 

için no( c) 2:: 1 bulabiliriz öyle ki her n 2:: no( c) için h(An, A) < c ve bu yüzden 

A C (An)c: olur.An ler kompakt olduğundan tamamen sımrlıdır.Böylece sorrlu bir 

F C X bulabiriz öyleki An C Fe: olur ve buradan (An)c: C F2c: olur.Bu yüzden 

A C F2c:, A mn tamamen sınırlı ve kapalı olduğunu gösterir ve buradan A E Pk(X) 

olur. • 

Önerme 3.6 Pbt(X), (Pt(X), h) ın kapalı bir alt kümesidir.Bu yüzden (X, d) tam 

bir metrik uzay ise (Pbt(X), h) da tamdır. 

Kanıt. Önerme 3.5 e benzer olarak kamtlamr. • 

3.2 Vietoris Topoloji 

TH Hausdorff ~metrik topoloji bir çok güzel özelliklere sahip olmasına rağmen bir 

çok amaç için uygun bir topoloji değildir.Özellikle sınırsız kümelerle uğra.şıyorken 

bu topolojiyi kullanamayız. 
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Örneğin;Ln = {(x,y) E JR!: y = ~x} küme dizisini ve L = {(x,O) E JR2 : x ~O} 

kümesini göz önüne alalım.Bu sınırsız kümelerden oluşan dizi Kuratowski anlamında 

Ln ---+ L olmasına rağmen Hausdorff anlamında yakınsama gerçekleşmez. 

Ama bu kümeleri sınırlayarak elde ettiğimiz L~ = {(x,y) E JR!: y = ~x,x E (O,r)} 

dizisini ve Lr = {(x, y) E JR! : O ::::; x ::::; r, y = O} sınırlı kümesini düşünürsek 
h 

L~ ---+ Lr olur. 

Bu ve benzeri durumlarda ,örneğin sınırsız kümelerin ailesiyle uğraşıyarken Vietoris 

topoloji olarak bilinen diğer bir hiper uzay topolojisi daha kullanışlı olmaktadır. 

Vietoris topoloji ilk olarak Vieotoris [15] tarafından tanıtıldı.Aslında Vietoris topoloji 

Frink [5] in komşuluklar topolojisine denktir. 

(X,T) bir Hausdorfftopolojik uzay ve A E 2x\ {0} olsun. 

A- - {C E 2x\ { 0} : A n C # 0} 

A+ - {C E 2x\ { 0} :C Ç A} 

kümelerini tanımlayalım. 

a) 2x üzerinde Tv+ = {U+ : U ET} ailesini taban kabul eden topolojiye üst Vietoris 

topoloji denir. 

b) 2x üzerinde Tv- {u- : U E T} ailesini alt taban kabul eden topolojiye alt 

Vietoris topoloji denir. 

c) 2x üzerinde Tv+ U Tv- ailesini alt taban kabul eden topolojiye Vietoris topoloji 

denir ve Tv ile gösterilir. 

U, Vı, ... , Vn ET olmak üzere Tv Vietoris topolojisi için bir taban elemanı 

B(U, Vı, V2, .... , Vn) = { A E 2x\ {0} :AÇ U, An Vk # 0, k= 1, 2, .... ,n} 

biçimindedir. 

Michael[13] Vietoris topolojiye sonlu topoloji demiş ve bu topolojinin bir çok ayırma 

özelliğini incelemiştir.Kuratowski [ll],Vietoris topolojiyi üstel topoloji olarak isim­

lendirmiştir.Ayrıca ,Kuratowski [ll ]üst Vietoris topolojiyi k-topoloji ,alt Vietoris 
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topolojiyi deA topoloji olarak adlandırmıştır.Biz burada Michael' ın gösterimlerini 

kullanıyoruz. 

Önerme 3.7 i: X -T 2x\ {0} ,i(x) = {x} ile tanımlı dönü§Üm ise 2x\ {0} ailesi 

Tv topolojisi ile donatıldığı zaman i ( ·) süreklidir. 

Kanıt. U E T olsun.i-ı(u+) = {x E X : {x} c U} = U E T dur.Benzer 

şekilde, Eğer Vı, \12, ... Vn ET ise i-ı ( rl Vk-) = {x E X: {x} n Vk =/- 0, k= l..n} = 
k=ı 

n n vk E T dur.Bundan dolayı 2x\ { 0} ailesi Tv topolojisi ile donatıldığı zaman i(.) 
k= ı 
süreklidir. • 

Tv Vietoris topolojisi i(·) gömme dönüşümünü sürekli kılan 2x\ {0} üzerindeki 

en ince topoloji değildir. 

Bunu bir örnekle açıklayalım. 

Örnek 3.2 X sonlu tümleyenler topolojisiyle donatılmı§ olsun.X in kapalı alt kümeleri 

0, X ve X in sonlu alt kümeleridir.r, X in bo§ olmayan sonlu alt kümelerinin 

bir ailesini göstersin.Bu durumda (2x\ {0},Tv) uzayındaki her açık küme sonsuz 

kümeler içerir.Bu yüzden r ~Tv dir ve böylece 2X\ {0} Üzerinde Tv nin orjinal alt 

tabanınar yi ekleyerek elde ettiğimiz daha kuvvetli {ince) topolojiyi dü§ündüğümüzde 

i ( ·) yine sürekli kalır. Çünkü i- ı (r) bu topolojiye göre açıktır. 

Önerme 3.8 (X, T) bir Hausdorff topolajik uzay ise (X, T) kompakttır ancak ve 

ancak (Pk(X), Tv) kompakttır. 

Kanıt. ==}: {Uct}aEJı u{U,B}.BEhı (Pk(X), Tv) için bir açık örtü olsun.(Ua, U.a E 

T).U2 = u U.a ET ve c2 = U2 olsun.C2 =1- 0 ise V/3 E ]2 için c2nU.a = 0 olduğundan 
,BE h 

bazı aa E lı ler için C2 E U;to olur.{Ua0 , U.a}.BEhı X in açık bir örtüsüdür.X kompakt 

olduğundan {Ua0 , U131 , .• U.BJ sonlu alt örtüsünü bulabiliriz. 

Şimdi, C E Pk(X) olsun. O halde bazı k E {1, 2, , n} için ya C c Uao ya da CnU.Bk =/-
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0 dir.Böylece {U:O, U~)k=ı' Pk(X) in açık bir örtüsüdür.O halde Aleksender lernma 

ya göre (Pk (X), Tv) kompakttır. 

{=:: { {Ua} }aEJı X in açık bir örtüsü olsun.Açıktır ki {U~}aEJı (Pk(X), Tv) nin 

açık bir örtüsüdür.Bu yüzden {U~k}k=ı gibi bir sorrlu alt örtüye sahiptir.Vx E X 

için {x} E Pk(X) dir ve bu yüzden bazı k E {1,2, ,n} için{x} E U~k dır.O halde 

x E Uak dır ve bu da {UaJk=Iı nin X için bir örtü olduğunu gösterir. 

Bu yüzden (X, T) kompakt bir uzaydır. • 

3.3 Hausdorff Ve Vietoris Topolojilerinin 

Kar§Ila§tırılı§ı 

X herhangi bir kürrie olduğunda 2x üzerinde Vietoris topoloji tammlı olduğu halde 

Hausdorff topoloji tammlı olamaz.Bu nedenle bu iki topolojinin karşılaştırılmaları 

her zaman söz konusu olamaz. 

Ancak (X, d) bir metrik uzay olduğunda Pk(X) üzerinde aşağıdaki denklik söz 

konusudur. 

Önerme 3.9 (X, d) bir metrik uzay ise Pk(X) üzerinde TH Hausdorff metrik topoloji 

ile Tv Vietoris topoloji çakı§ıktır. 

Kanıt. İlk olarak Tv c TH olduğunu gösterelim.VU ET için u+ ve u- nin TH 

a ait olduğunu göstermeliyiz. 

C E u+ olsun.C E Pk(X) olduğundan c > O bulabiliriz öyleki O < c < inf[d(x, y) : 

x E C,y E Uc] olur.BH(C,c) ={C' E Pk(X): h(C',C) <c} olsun.C'EBH(C,c) ise 

c' c Cc; c u olur ve bu yüzden c' E u+ dır.Bundan dolayı BH(C, c) c u+ olur ve 
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buda U+ E T H olmasım gerektirir. 

Şimdi C E u- olsun.x E C n U ve c > 0 bulabiliriz öyleki B(x, c) = {y E 

X : d(x,y) < c} c U olur.Bs(C,c) yukarıda tammladığımız gibi olsun.O halde 

C' E Bs( C, c), ve C' n B(x, c)=/= 0 dir ve bu yüzden C' n U=/= 0 olur ki bu da C' E 

u- olmasım gerektirir.Böylece Bs(C,c) c u- ve u- E Ts olur. 

Böylece Tv c T H olduğunu göstermiş oluruz. 

Şimdi karşı kapsamamn da doğru olduğunu gösterelim. c > O, C E Pk(X) ve 

Bs(C,c) = {C' E Pk(X) : h(C',C) < c} olsun.U =Cc: ve V1 , V2, Vn ler C yi 
n 

içeren~ yarıçaplı açık yuvadar olsun.C' E u+ ise h*(C', C) <c olur ve C' E n vk-
k=ı 

ise h*(C,C') <c olur. 

Sonuç olarak {C' E Pk(X) :C' c U, C' n Vi =/= 0, .. C' n Vk =/= 0} c Bs(C, c) olur ki 

bu da T H C Tv olmasını gerektirir. 

O halde Ts= Tv dir. • 
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4 KÜME DEGERLİ DÖNÜŞÜMLERiN 

SÜREKLiLİKLERİ 

Küme değerli fonksiyonlarla ilgilenen tüm araştırmacılar, küme değerli fonksiyon 

tamınım hep aynı şekilde vermelerine karşın denk süreklilik tanımlarım farklı farklı 

isimlendirmişlerdir.Hemen hemen bütün araştırmacılar tek değerli fonksiyonların 

denk süreklilik tarumlarından bir yada ikisini genelleştirip birleştirerek küme değerli 

fonksiyonlar için yeni süreklilik tarnınları vermişlerdir. 

Bu bölüm küme değerli dönüşümlerin temel tarnınları ve Hausdorff ve Vietoris 

süreklilikleri ile ilgili olacaktır. 

4.1 Küme Değerli Dönü§ümlerle İlgili 

Temel Tanımlar Ve Özellikler 

Tanım 4.1 X ve Y herhangi iki küme olsunlar.X in her bir x noktasındaki değeri 

Y nin bir F(x) alt kümesi olan bir fonksiyona küme değerli dönüşüm denir ve 

F : X -v-7 Y ile gösterilir. 

Tanım 4.2 F: X -v-7 Y bir küme değerli dönüşüm olsun. 

F nin grafiği Xx Y nin Gr(F) = {(x,y) E Xx Y: yE F(x)} alt kümesi olarak 

tanımlanır. 

X in F altında görüntüsü boş olmayan noktalarının kümesine F nin tanım kümesi 

denir ve DomF ={x E X: F(x) =1- 0} ile gösterilir. 

Her bir x E X için F(x) lerin birleşim kümesine F nin görüntü kümesi denir ve 

İm(F) = F(X) = U F(x) ile gösterilir. 
xEX 

K c X herhangi bir küme olmak üzere F nin K üzerine indirgenmişi 

F iK (x) = { F(x) x E K olarak tanımlanır. 
0 xri-K 
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Tanım 4.3 X ve Y iki küme F : X --t 2Y\ { 0} bir küme değerli dönüşüm ve A Ç Y 

ıs e 

a) F ( ·) altında A ' nın alt ters görüntüsü; 

p-(A) = {x E X: F(x) nA #0} 

b) F ( ·) altında A ' nın üst ters görüntüsü; 

p+ ( A) = {X E X : F( X) ç A} 

biçiminde tanımlanır. 

Tanım 4.4 F, G: X --t 2Y\ {0} küme değerli dönüşümler olsun.x E X olmak üzere 

bu küme değerli dönüşümlerin birleşimleri, kesişimieri ve kartezyen çarpımları 

a)(F U G)(x) = F(x) U G(x) 

b)(F n G)(x) = F(x) n G(x) 

c)(F x G)(x) = F(x) x G(x) biçiminde tanımlanırlar. 

Tanım 4.5 F : X --t 2Y\ { 0} ve G : Y --t 2z\ { 0} iki küme değerli dönüşüm 

olsunlar.x E X olmak üzere bu küme değerli dönmüşümlerin iki ayrı bileşkeleri 

a)(G o F)(x) = U G(y) 
yEF(x) 

b)(GDF)(x) = n G(y) biçiminde tanımlanırlar. 
yEF(x) 

Önerme 4.1 a)F, G: X --t 2Y\ {0} ve AÇ Y ise aşağıdakiler doğrudur. 

(F U Gt(A) = p-(A) u c-(A), 

(F u G)+(A) = p+(A) U c+(A), 

(F n c)-(A) ç p-(A) n c-(A), 

(F n G)+(A) = p+(A) n c+(A), 
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dır. 

b)F: X~ 2Y\ {0}, G: Y ~ 2z\ {0} ve AÇ Z ise aşağıdakiler doğrudur. 

(Go F)-(A) F-(c-(A)) 

(Go F)+(A) = F+(c+(A)) dır. 

(GDF)-(A) = F+(c-(A)) 

c)F: X~ 2Y\ {0} ve Ai,A Ç Y, i E I ise aşağıdakiler doğrudur. 

X\F+(A) = F-(Y\A), 

X\F-(A) = F+(Y\A), 

p- (uAi) =up- (Ai), 
iEl iEl 

uF+(Ai) ç p+ (uAi), 
iEl iEl 

p- (~!~) ç nF-(~), 
ıEl iEl 

oF+(A;) ç p+ (oA;) 
d)F : X ~ 2Y\ {0} , G : X ~ 2z\ { 0} , A Ç Y ve C Ç Z ise 

(F x c)+(A x c)= p+(A) n c+(c), 

(F x c)-(A x c)= F-(A) n c-(c) 

dir ve bu durum ayrıca keyfi çarpım içinde doğrudur. 

Kanıt. Tarnınlar kullamlarak hemen elde edilir. • 

Önerme 4.2 F: X~ 2x\{0} küme değerli bir dönüşüm, K1 , K 2 C X olmak üzere 

aşağıdakiler doğrudur. 

a)F(Kı U K2) = F(Kı) U F(K2) 

b)F(Kı n K2) c F(Kı) n F(K2) 

c)F(X\K1) :J F(X)\F(Kı) 

d)Kı c K 2 ise F(Kı) c F(K2) dir. 
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Kanıt. Tanımlar kullanılarak hemen elde edilir. • 

Önerme 4.3 G : X "-"+ Y ve H : Y "-"+ Z iki küme değerli dönüşüm ve 1 birim 

dönüşümü göstermek üzere aşağıdakiler doğrudur. 

a)Gr(H O G) = (G X 1t(Gr(H)) = (1 X H)(Gr(G)) 

b)Gr(HDG) = (G X 1)+(Gr(H)) 

Kanıt. a)Gr(H o G) = {(x, z) E Xx Z: x E X, z E (H o G)(x)} 

= {(x,z) E Xx Z: x E X, 3y E G(x),z E H(y)} 

= {(x, z) E Xx Z: x E X, 3y E G(x) için (y, z) E Gr(H)} 

= {(x,z) E Xx Z: x E X, (y,z) E G(x) x {z} ve (y,z) E Gr(H)} 

= {(x,z) E Xx Z: x E X, (y,z) E (G(x) x {z}) nGr(H)} 

(G(x) x {z} = (G x 1)(x,z) olduğundan) 

= {(x,z) E Xx Z: x E X için (y,z) E (G x 1)(x,z) n Gr(H) =/- 0} 

= (G X 1)-1(Gr(H)) olur. 

Böylece Gr(H o G) = (G X 1)-1(Gr(H)) olur. 

Benzer şekilde Gr(H o G) = {(x, z) E Xx Z: x E X, z E U H(y)} 
yEG(x) 

= {(x, z) E Xx Z: x E X, 3y E G(x) ~z E H(y)} 

= {(x,z) E X X Z: x E X,3(x,y) E Gr(G),(x,z) E {x} x H(y)} 

= {(x, z) E Xx Z: x E X, 3(x, y) E Gr(G) için (x, z) E (1 X H)(x, y)} 

= (1 X H)(Gr(G)) olur. 

b)Gr(HDG) = {(x, z) E Xx Z: x E X, z E n H(y)} 
yEG(x) 

= {(x, z) E Xx Z: x E X, her yE G(x) için z E H(y)} 

= {(x,z) E Xx Z: x E X, her yE G(x) için (y,z) E GrH} 

= {(x,z) E Xx Z: x E X, her (y,z) E G(x) x {x}, (y,z) E GrH} 

= {(x,z) E X X Z: x E X, (G X 1)(x,z) C Gr(H)} 

= (G X 1)+(Gr(H)) 

olur. • 
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4.2 KÜME DEGERLİ DÖNÜŞÜMLERIN 

VİETORİS SÜREKLİLİGİ 

Bu kesimde Vietoris süreklilik üzerinde durulacak ve bu sürekliliğe denk koşullar 

verilecektir. 

Tanım 4.6 X, Y topolajik uzaylar, F: X"""' Y bir küme değerli dönü§üm ve x0 E X 

olsun. 

a)F(xo) C G olan her G C Y açık kümesi için x E Uxo iken F(x) C G olacak 

§ekilde G ye bağlı x0 ın bir Ux0 kom§uluğu varsa F ye x0 da Vietoris üstten yarı 

sürekli denir ve V- ü.y.s ile gösterilir. 

b)F(x0 ) n G =1- 0 olan her G c Y açık kümesi için z E Uxo iken F(z) n G =/- 0 olan G 

ye bağlı Xo ın bir Ux0 kom§uluğu varsa F ye x0 da Vietoris alttan yarı sürekli denir 

ve V- a.y.s ile gösterilir. 

c)F, x0 da V- ü.y.s ve V- a.y.s ise F ye x0 da Vietoris sürekli denir ve bu durum 

V- sürekli biçiminde gösterilir. 

d) ( a), (b), (c) §ıklarındaki süreklilikler X in her x0 noktası için gerçekle§iyorsa F ye 

X üzerinde V- ü.y.s (V- a.y.s, V -süreklidir) denir. 

Yarı süreklilik kavramları G.Bouligand[3] ve Kuratowski[ll] tarafından başlatılmıştır. 

(X, dı) ve (Y, d2) metrik uzaylar olduğunda bir F: X"""' Y küme değerli dönüşümünün 

x0 E X deki V- a.y.s ve V- ü.y.s tarumları aşağıdaki gibi verilebilir. 

a)F, x0 E X de V- ü.y.s dir ancak ve ancak F(xo) ın her G d2 açık komşuluğu için 

:38 >O vardır ~vx E Bdı (x0 , 8) için F(x) C G dir. 

b)F, x0 E X de V- a.y.s dir ancak ve ancak F(xo) n G =1- 0 olan her G d2 açık 

komşuluğu için :38 >o vardır 3\/X E Bdı (xo, 8) için F(x) n G =1- 0 dir. 

Önerme 4.4 F : X ---+ 2Y\ { 0} bir küme değerli dönü§üm ise a§ağıdakiler denktir. 

a) F(·) V- ü.y.s dir. 
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b)'v'V Ç Y açık kümesi için F+(v) c X açıktır. 

c)'v'C Ç Y kapalı kümesi için F-(C) c X kapalıdır. 

d)Y nin her B alt kümesi için F-(B) C F-(B) dır. 

e)F: X---+ (2Y\{0},Tv+) dönü§ümü süreklidir. 

f)(xa)aEJı x E X e yakınsayan bir ağ ve V Ç Y, F(x) Ç V olan bir açık küme ise 

3a0 E J vardır öyleki her a E J için a ~ a 0 iken F(xa) Ç V olur. 

Kanıt. (a) ===? (b) V c Y açık ve x E F+(v) alalım.F(x) c V dir.(a) 

dan 3Ux c X açık kümesi vardır öyleki x E Ux iken F(x) c V olur.x E F+(V) 

dir.Böylece x E Ux c F+(V) olur.F+(v), X içinde açıktır. 

(b)===? (c) C c Y kapalı olsun.Y\C açıktır.(b) den F+(Y\C) = X\F-(C), X içinde 

açıktır. Buradan p- (C) kapalıdır. 

(c) ===? (d)B c Y alalım.B c Y kapalıdır.(c) den F-(B) kapalıdır.Diğer taraftan 

B C B olduğundan F-(B) C p-(B) olur.Her iki taraftan kapanış alırsak istenen 

F-(B) c p-(B) kapsamı çıkar. 

(d)===? (a)x E X ve F(x) c V açık kümesini alalım.Y\V kümesi kapalıdır.(d) den 

F-(Y\ V) c p-(Y\ V)= p-(Y\ V) olur.F-(Y\ V) kapalıdır ve F(x) c V olduğun­

dan F(x) n (X\ V)= 0 olur.Ux = X\F-(Y\V) alınırsa z E Ux ise F(z) (j. F-(Y\V) 

ve dolayısıyla F(z) n (Y\ V) = 0 olur.Bu z E Ux iken F(z) C V olması demektir.O 

halde F, V- ü.y.s. dir. 

(a) ===?(e) x E X ve F(x) EGE Tv+ olsun.Tv+ topolojisinde tanım gereği F(x) E 

r+ c G olan bir Tc Y açık kümesi vardır.Buradan F(x) cT dir.(a) dan 3Ux c X 

açık vardır ~ z E Ux iken F(z) c T olur.Dolayısıyla F(z) E r+ c G olur.Böylece 

F(Ux) c G olur.F: X---+ (2Y\{0},Tv+) dönüşümü x de süreklidir.x E X keyfi 

olduğundan istenen çıkar. 

(e)===? (a)F: X---+ (2Y\{0}, Tv+) dönüşümü sürekli olsun.x E X ve F(x) CT olan 

bir T açık kümesi alalım.Bu dururnda F(x) E r+ E Tv+ olur.F : X ---7 (2y\ {0}, Tv+) 
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dönüşümü x de sürekli olduğundan x E X olan öyle bir Ux açık kümesi vardır ki 

F(Ux) cr+ olur.Buradan Vz E Ux için F(z) Er+ yani F(z) cT bulunur.F, x de 

V - ü.y.s. dir. 

(a) ===? (!) (ia)aEI C X içinde bir ağ, Xa '---? x ve F(x) C V bir açık küme olsun.(a) 

dan x i bulunduran bir Ux C X açık kümesi z E Ux iken F(z) C V olacak şek­

ilde vardır.xa ---+ x olduğundan x E Uxiçin 3ao E I vardır ?J a ~ ao ===? Xa E Ux 

olur.Buradan da F(xa) C V olur.Buradan V ye bağlı bir Ux ve Ux e bağlı bir a 0 E I 

bulunmuş olur.V ye bağlı bir a0 E I vardır öyleki a ~ a0 iken F(xa) C V olur. 

(!) ===? (a) (!) doğru olsun ve bir x E X ve F(x) C V olan bir V C Y açık kümesi 

için x i bulunduran ve görüntüsü V nin içine giren bir Ux bulunmasın.Bu durum 

da x i bulunduran her U C X açık kümesi için 3xu E U vardır öyleki F(xu) ~ V 

dir.U(x) ={U: x E U C X açık} olmak üzere I= {(xu, U) : U E Ux, F(xu) ~ V} 

diyelim ve I kümesini şöyle yönlendirelim. 

(xu, U) :::; (xu' U') ~ U' c U yönlendirmesiyle I kümesi yönlü bir kümedir. 
' 

ep : I ---+ X, (xu, U) ---+ cp(xu, U) = xu olarak tammlansın.(xu )uEU(x) ağı x e yakın­

saktır ancak hiç bir U E U ( x) için F ( xu) c V olmaz.Bu bir çelişki dir. Bu çelişki ye 

(!) gerçekleşsin fakat ( a) gerçekleşmesin kabuluyle düştük. 

Kabulümüz yanlıştır.Yani (!) ===> (a) doğrudur. • 

Önerme 4. 5 X, Y topolajik uzaylar ve F X 'V-7 Y küme değerli bir dönüşüm 

olsun.Bu durumda aşağıdakiler denktirler. 

a)F, V- a.y.s dir. 

b)F: X---+ (2Y'Tv~) süreklidir. 

c )VV c Y açık kümesi için p- (V) C X açıktır. 

d)VB c Y için F-(Bo) c [F-(B)]o dir. 

e)VA c X için F(A) c F(A) dır. 

!)VA c X için F(8A) c F(A) dır. 

g)VC c Y kapalı kümesi için F+(C) c X kapalıdır. 
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Kanıt. (a) ==? (b) X E X, F(x) Er- E Tv- alalım.Bu durumda F(x) nT =1= 0 

olur.(a) dan x i bulunduran ve z E U iken F(z) nT =!= 0 olan bir U açık kümesi 

vardır.Buradan z E U iken F(z) E r- olur ki bu F(U) c r- olması demektir.O 

halde F: X--+ (2Y\{0},Tv-) dır. 

(b) ==? (a) x E X ve F(x) nT =!= 0 olan bir T açık kümesi alalım.Bu durumda 

F(x) E r- E Tv- olur. F :X --+ (2Y\{0}, Tv-), X de sürekli olduğundan, X i bu­

lunduran ve görüntüsü r- nin alt kümesi olan bir U c X açık kümesi vardır.Yani 

3U c X açık 3 X E u ve F(U) c r- dir.Buradan z E u ise F(z) E r- yada 

F(z) nT =1= 0 çıkar.Bu F nin X de V- a.y.s olması demektir. 

(b) ==? (c) V c Y açık kümesi verilsin.x E F-(v) alalım.F(x) n V=!= 0 dir.F(x) E 

v- E Tv- olur. F : X --+ (2y\{0}, Tv-) X de sürekli olduğundan, X i bulun­

duran öyle bir bir U c X açık kümesi vardırki F(x) E F(U) c v- olur.Buradan 

Vz E U için ya F(z) E v- dir yada F(z) n V=/= 0 dir.Buradan z E F-(V) olur.Bu 

x E U c F-(v) olması demektir.O halde F-(v) açıktır. 

(c) ==? (d) B C Y herhangi bir küme olsun.B0 açık ve Bo C B dir.Buradan 

F-(B 0
) C F-(B) dir.(c) den F-(B 0

) C X açıktır.Bunu kullanarak F-(Bo) = 

[F-(B0 )]° C [F-(B)]o diyebiliriz.Böylece her B C Y için F-(B 0
) C [F-(B)] 0 olur. 

(d) ==? (c) V C Y açık kümesi verilsin.V0 = V ve (d) den F-(vo) c [F-(V)]o 

dir.Buradan F-(v) = F-(vo) c [F(V)]o yada F-(v) c [F-(V)]o bulunur.Bir 

küme içi tarafından kapsanıyorsa açık olacağından p- (V) c X açıktır. 

(c)==? (e) (c) doğru olsun.Bir A c X için F(A) ı F(A) olduğunu kabul edelim.Bu 

durumda öyle bir yE Y vardır ki yE F(A) olduğu halde y rJ. F(A) olur.Buradan yE 

Y\F(A) olur.Y\F(A) açık küme olduğundan F-(Y\F(A)) açıktır.Diğer taraftan 

Y\F(A)nF(A) = 0 ve A c F+(F(A)) dır.Bu durumda F-(Y\F(A))nF+(F(A)) = 

0 olacağından F-(Y\F(A)) nA = 0 bulunur.F-(y) E F-(Y\F(A)) olduğundan 

F-(y) nA= 0 olur.Gerçekten x E F-(y) nA olsa x E F-(y), x E A ve x E F-(y) c 

F-(Y\F(A)) olacağından kapaınş tamını gereği F-(Y\F(A)) nA=!= 0 olur.Bu ise 

F-(Y\F(A)) nA= 0 oluşu ile çelişir.Bu çelişkiye A C X için F(A) ı F(A) olsun 
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demekle düştük .O halde kabulümüz yanlıştır.Yani 'v'A c X için F(A) c F(A) dır. 

(e) =:::} (f) Bir A C X kümesi için ôA C A olacağından F(ôA) c F(A) olur.(e) 

den F(ôA) c F(A) c F(A) olacağından F(ôA) c F(A) dır. 

(f) =:::}(e) Bir A c X kümesi için A = A 0 UÔA dır.Buradan F(A) = F(A9 UôA) = 

F(Ao) U F(ôA) yazılabilir.(f) den F(ôA) C F(A) dır.Ayrıca F(A0
) C F(A) ola­

cağından eşitliğin sağ yaru F(A) içindedir.Buradan F(A) c F(A) olur. 

(e) =:::} (g)Bir C c Y kapalı kümesi alalım.F(F+(C)) c C olduğunu biliyoruz.Her 

iki yandan kapanış alırursa F(F+(C)) c C= C olur.(e) den F(F+(C)) c F(F+(C)) 

olduğundan F(F+(C)) C C bulunur.Her iki yana F+ uygularur ve F+(C) C F+(F(F+(C))) 

olduğu göz önüne alırursa F+(C) c F+(C) bulunur.Bir küme kaparuşıru kapsıyorsa 

kapalı olacağından F+ (C) kapalıdır. 

(g) =:::} ( a) Bir x E X ve F ( x) n V =1- 0 olan bir V c Y açık kümesi alalım. Y\ V 

kapalıdır. (g) den F+ (Y\ V), X içinde kapalıdır .F+ (Y\ V) = Y\ F- (V) eşitliğinden 

F-(v) açıktır.x E F-(v) olduğu açıktır. U= F-(v) dersek z E U ise F(z) n V =1- 0 

olur.F, x de V- a.y.s dir.Bu her x E X için doğru olacağından F, X üzerinde 

V - a.y.s. dir. • 

Önerme 4.6 X, Y topolajik uzaylar ve F X "'-"7 Y bir küme değerli dönÜ§Üm 

olsun.Bu durumda a§ağıdakiler denktirler. 

a)F, V- a.y.s. dir. 

b)x E X, (xa)aEiı x e yakınsak bir ağ ve V, F(x) n V =1- 0 olan bir açık küme ise V 

ye bağlı öyle bir a0 E I indisi vardır ki a ~ ao iken F(xa) n V =1- 0 olur. 

c)x E X, (xa)aEiı x e yakınsak bir ağ ve y E F(x) ise y ye yakınsak, elemanları 

Ya E F(xa) biçiminde seçilmi§ bir (Ya)aEI ağı vardır. 

Kanıt. (a) =:::} (b)x E X ve F, x de V- a.y.s. olsun.x e yakınsak bir (xa)aEI 

ağı ve F(x) n V =1- 0 olan bir V c Y açık kümesi alalım.Bu durumda (a) dan x i 

bulunduran bir U c X kümesi vardırkiz E U iken F(z) n V =1- 0 olur.Diğer taraftan 

34 

Anadolu Ürıi\-.9~::> :::f 
Me::::::ı.: t<i.L'.:: ''·· ·.c 



Xa ---+ x E U olduğundan U ya bağlı öyle bir a0 E I indisi vardır ki a 2:: a0 iken 

Xa E u dolayısıyla F(xa) n V =f 0 olur.Böylece V için a 2:: ao iken F(xa) n V =f 0 

gerektirmesini sağlayan bir a0 E I indisi vardır. 

(b) ~ (c)x E X e yakınsak bir (xa)aEI ağı ve y E F(x), y E V olan bir V açık 

kümesi alalım.Bu durumda F(x) n V =f 0 olur.(b) den 3a0 E I vardır öyle ki a 2:: a 0 

iken F(xa) n V =f 0 dir.Iv = {a E I: \1{3 2:: a için F(x13) n V =f 0} kümesini ve 

V(y), y yi bulunduran Y nin açık kümelerinin ailesi olmak üzere 

J = U Iv x {V} kümesini tanımlayalım.J yi şöyle yönlendirelim. 
VEV(y) 

(a, V) :S ([3, V')~ a :S {3 ve V' c V 

ep: J---+ Y, (a, V) ---+ ep(a, V)= Ya diyelim.ya E F(xa) n V =f 0 ve Ya---+ y olur. 

(c) ~ (a) (c) sağlansın.F in bir x E X de V- a.y.s. olmadığını kabul edelim.Bu 

durumda öyle bir V c Y açık kümesi vardır ki F(x) n V =f 0 olduğu halde x i 

bulunduran her U E U(x) açık kümesi için en az bir xu E U vardır öyleki F(xu) n 

V= 0 olur. 

Iv= {(xu, U) : xu E U E U(x), F(xu) n V= 0} kümesini 

(X u' U) ::; (X u'' u') ~ u' c u olacak şekilde yönlendirelim. 

ep : Iv ---+ X, (xu, U) ---+ ep((xu, U)) = Xu dersek Xu ---+ X olur.y E F(x) n V =f 0 

elemanını alalım.y E F(x) olduğundan (c) den elemanları Yu E F(xu), U E U(x) 

olarak seçilmiş öyle bir (yu )uEU(x) ağı vardır ki Yu ---+ y olur.y E V olduğundan 3Uo E 

U(x) vardır 3 U c U0 olan her U E U(x) için Yu E V olur.yu E F(xu) olduğundan 

Yu E F(xu) n V =f 0 olur ki bu (xu )UEU(x) ağının oluşturuluşu ile çelişir.Bu çelişkiye 

F, x de V- a.y.s. olmasın demekle düştük.Kabulümüz yanlıştır.Yani F, x de V­

a.y.s. dir. • 

Yukarıdaki iki önerme birleştirilirse aşağıdaki önerme verilebilir. 

Önerme 4. 7 F : X ---+ 2Y\ {0} küme değerli dönü§ümü için a§ağıdakiler denktir. 

a) F ( ·), V-süreklidir. 

b)\IV c Y açık kümesi için, F+(V), p-(v) kümeleri X içinde açıktır. 
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c)VC c Y kapalı kümesi için, F+(C), F-(c) kümeleri X içinde kapalıdır. 

d){xa}aEJı x e yakınsayan bir ağ ve V C Y açık küme öyle ki F(x) C V veya 

F(x) n V i= 0 ise 3ao E J vardır öyleki Va 2: a0 için F(xa) c V veya F(xa) n V i= 0 

dir. 

Genel olarak V- ü.y.s. ve V- a.y.s kavramları farklı kavramlardır. 

Örnek 4.1 X = Y = JR. ve Fı, F2 : JR. ----+ JR. küme değerli dönü§ümler, 

Fı ( x) = ve F2 ( x) = küme değerli dönÜ§Üm-
{ 

[0, 1] x =O ise { {O} x =O ise 

{1} x i= O ise [0, 1] x i= O ise 
lerinden ilki V- ü.y.s. olduğu halde V- a.y.s değildir. 

İkincisi ise V- a.y.s. olduğu halde V- ü.y.s. değildir. 

Çözüm 4.6 x i= O için Fı tek değerli ve sürekli olduğundan V- ü.y.s. dir. 

x =O için F1(0) = [0, 1] c V olan hangi V açık kümesini alırsak alalım F1+(V) =JR. 

olur ve F:{ (V) açıktır. 

Fı, x =O da V- ü.y.s. dir. 

y y 

X 

F2 

F1(0)n(O, 1) i= 0 olduğu halde F!((O, 1)) ={O} olduğundan p-((0, 1)) açık değildir.Fı, x = 

O da V- a.y.s. değildir. 

Şimdi F2 yi inceliyelim. V = C;\ ~) açık ve F2 (O) = {O} C ( 2\ ~) = V olduğu 
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halde Ft(V) = {O} açık küme değildir.Ancak F2(0) n V =1- 0 olan V açık kümesi ne 

olursa olsun F2-(V) =IR açık olup F2 , x =O da V- a.y.s. dir. 

Tanım 4. 7 X, Y topolajik uzaylar x0 E X herhangi bir nokta U(x0 ), x0 ın X üz­

erindeki topolojiye göre komşuluklar ailesi ve F : X """' Y bir küme değerli dönüşüm 

olsun. 

a)U#(xo) = {V C X : VU E U(xo) için U n V =1- 0} ailesine U(x0 ) ın grill i {ız­

garası} denir. 

b)(F(x))xEX ailesi ve I= X indeks kümesi üzerindeki U(x0 ) süzgeçini düşünelim.Bu 

durumda F nin x0 daki üst ve alt limitleri; 

limsupF(x) = n U F(x) = n F(U), 
x-+xo UEU(xo)xEU UEU(xo) 

liminfF(x) = n U F(x) = n F(U) dır.{12} 
x-+xo UEU#(xo)xEU UEU#(xo) 

Önerme 4.8 X, Y topolajik uzaylar F : X """' Y bir küme değerli dönüşüm ve 

x0 E X olsun.Bu durumda F nin x0 da V- a.y.s. olması için gerekli ve yeterli koşul 

F(x0 ) c liminfF(x) olmasıdır. 
x-+xo 

Kanıt. ===;.:F, x0 da V- a.y.s. olsun ve F(x0 ) ~ liminfF(x) olduğunu kabul 
X-+Xo 

edelim.Bu durum da öyle bir y E V vardır ki y E F(x0 ) fakat y ı: liminfF(x) 
· X-+Xo 

olur.Buradan ::lU E U#(x0 ) kornşuluğu vardır öyleki yı: F(U) olur.Kapamş tamını 

gereği y nin öyle bir kornşuluğu V n F(U) = 0 olacak şekilde vardır. 

Diğer taraftan y E V ve y E F(xo) olduğundan V n F(xo) =1- 0 dir.F, Xo da V­

a.y.s. olduğundan x0 ın öyle bir Uı E U(x0 ) kornşuluğu vardır ki Uı C F-(V) 

olur.U1 n U =1- 0 olduğundan F(U1) n F(U) =!= 0 olur ve buradan F(U) n V =1- 0 

çıkarki bu bir çelişkidir.Bu çelişkiye kabulümüzle düştük.O halde her U E U#(xo) 
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için F(xo) C F(U) olur.F(xo) C liminfF(x) olur. 
x---+xo 

{=::Tersine F(xo) C liminfF(x) olsun.F, x0 da V- a.y.s. olmasın.Bu durumda 
X---+XQ 

F(xo) n V =/:- 0 olan öyle bir V c Y açık kümesi vardır ki x0 ı bulunduran her 

U E U(xo) açık kümesi içinden en az bir xu E U elemarn için F(xu) n V = 0 

olur.A = { xu : U E U(xo),: F(xu) n V = 0} kümesi U(x0 ) ın her bir kümesi ile 

kesiştiğinden A E U#(xo) dır.F(xo) n V =/:- 0 idi.Bir y E F(x0 ) (1 V alırursa y E F(x0 ) 

olur dolayısıyla y E liminfF(x) = n F(U) olur yani her U E U#(x0 ) için 
x---+xo UEU#(xo) 

yE F(U) olacaktır.Özel olarak yE F(A) = F({xu: U E U(xo),F(xu) n V= 0} 

dir.y E V olduğundan ya VnF(A) =/:- 0 dir yada V n U F(xu) =/:- 0 dir.:lxu E A için 
xuEA 

F(xu) n V=/:- 0 olur ki bu A kümesinin kuruluşu ile çelişir.Bu çelişkiye kabulümüzle 

düştük.Kabulümüz yanlıştır. 

O halde F, x0 da V - a.y.s. dir. • 

(X, d1), (Y, d2) iki metrik uzay, F: X~ Y bir küme değerli dönüşüm ve x 0 E X 

olmak üzere alt ve üst limit tammlarıliminfF(x) ={yE Y: lim d(y, F(x)) =O}= 
x---+xo x---+xo 

nn u B(F(x), c)= n U F(x) = n F(Bdı (xo, rJ)) ve 
e>Orı>0xEBd1 (xo,rı) rı>0xEBd1 (xo,rı) rı>O 

limsupF(x) ={yE Y: liminfd(y, F(x)) =O}= n U n B(F(x), c) 
x---+xo x--+xo e>Orı>0xEBd1 (xo,rı) 

olur. 

[-1,1] x<O 

Örnek 4.2 F: IR-+ IR, F(x) = [ -3 ~] 
2 '2 

x = O olmak üzere 

(-2, 2] X> 0 
limsupF(x) ve liminfF(x) kümelerini bulunuz. 

x--+0 x--+0 
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Çözüm 4.7 

y 

X 

liminfF(x) = [-1, 1], limsupF(x) = [-2, 2] olur. 
x~o x~o 

Önerme 4.9 X, Y iki metrik uzay, F: X"'-"+ Y bir küme değerli dönü§üm ve x0 E X 

olsun.F in x0 da V- a.y.s. olması için gerekli ve yeterli ko§ul F(x0 ) C liminfF(x) 
x~xo 

olmasıdır. 

Kanıt. ==}: F x0 da V- a.y.s. ve yE F(x0 ) olsun.F, x0 da V- a.y.s. olduğun­

dan Xo a yakınsak V(xn)nEN dizisi için elemanları Yn E F(xn) olacak şekilde bir 

(Yn)nEN dizisi vardır ve Yn---+ y dir.Böylece yE liminfF(x) dir. 
x~xo 

~= F(x0 ) C liminfF(x) olsun.y E F(x0 ) alalım.Hipotezden y E liminfF(x) 
x~xo x~xo 

olur.Xn ---+ Xo olan öyle bir (xn)nEN dizisi ve Yn E F(xn) olan öyle bir (Yn)nEN 

dizisi vardır ve Yn ---+ y dir.Buradan, F, x0 da V - a.y.s. dir. • 

X ve Y topolajik uzaylar olsunlar.Bir F : X"'-"+ Y küme değerli dönüşümünün 

grafiğini GrF = {(x, y) :yE F(x)} C Xx Y biçiminde tanımlamış ve grafiği kapalı 

olan küme değerli dönüşüme de kapalı dönüşüm demiştik. 

Ağları kullanarak F nin x0 daki kapalılığını şöyle ifade edebiliriz.Elemanları grafik 

içinden seçilen ve Xx Y nin (xo, Yo) noktasına yakınsak olan V((xa, Ya))aEI E GrF 
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ağı için Yo E F(xo) yada (xo, Yo) E GrF olur. 

Bu durum her xo E X için gerçekleşirse GrF, Xx Y içinde kapalı olur. 

Eğer kapalılık özelliği terimleri sadece grafik içinden seçilen dizilerle gerçekleşiyorsa 

F ye dizisel kapalıdır denir. 

Şimdi bir küme değerli dönüşümün kapalılığı ve dizisel kapalılığıyla ilgili karak­

terizasyonları ve özellikleri verelim. 

Önerme 4.10 X ve Y metrik uzaylar ve F : X 'V'-7 Y bir küme değerli dönÜ§Üm 

olsun. 

Bu durumda F nin kapalı olması için gerekli ve yeterli ko§ul Vx0 E X için lim supF( x) C 
X->XQ 

F(x0 ) olmasıdır. 

Kanıt. ==?: F, x 0 E X de kapalı olsun.Bu GrF nin X x Y içinde kapalı ol­

ması demektir.y fj. F(x0) alalım.Buradan (x0 , y) fj. GrF = GrF olur.Bu dururnda 

38 >O ve ::le> O vardır öyle ki (xo, y) E B(xo, 8) x B(y, c-) ve [B(xo, 8) x B(y, c-)] n 

GrF = 0 olur.Bu ise Vz E B(x0 , 8) iken F(z) n B(y, c-) = 0 oluşunu verir.Bu 

F(B(x0 , 8)) n B(y, c-)= 0 olması demektir.Dolayısıyla y fj. F(B(x0 , 8)) olur.O halde 

y fj. n F(B(x0 , 8)) = limsupF(x) dir.Böylece limsupF(x) c F(x0 ) elde edilir. 
8>0 X->Xo X->XQ 

~= Vx0 E X için limsupF(x) C F(x0 ) olsun.Bir (z, y) fj. GrF alalım.y fj. F(z) 
x->xo 

dir.Hipotez gereği y fj. limsupF(x) olur.Buradan y fj. n F(B(z, 8)) olur.Bu :38o >O 
x->z 8>0 

için y fj. F(B(z, 80)) oluşunu verir.Kapanış tanımı gereği ::le > O vardır ~F(B(z, 8o) )n 

B(y, c-) = 0 dir.Böylece :380 > O vardır ~c > O için [B(z, 8o) x B(y, c-)] n GrF = 0 

olur.Bu (z, y) fj. GrF demektir.Buradan GrF C GrF olur. 

Sonuç olarak GrF kapalıdır. • 

Önerme 4.11 F: X-+ 2Y\ {0} küme değerli dönü§ümü x E X de kapalıdır ancak 
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ve ancak x E X e yakınsayan her (xa)aEJ ağı için 

n UF(xJ3) ç F(x) 
aEJJ3~a 

dır. 

Kanıt. ===?: Xa ---+ x E X ve y E n U F(x13) olsun.R = {(a, V] E J x U(y) : 
aEJJ3~a 

Xa E F-(v)} olsun ve R üzerine [a2, 112] ::; [aı, Vı] ancak ve ancak a 2 ::; aı ve 

Vi C 112 yönlendirmesini koyalım.R gerçektende yönlü bir kümedir Çünkü [aı, Vı] 

,[a2, 112] E R olsun.] yönlü bir küme olduğundana E J vardır öyle ki aı ::; a ve 

a2 ::; a dır. 

y E n U F(x13) ve Vi n V2 =V E U(y) olduğundan a' E J,a' ~ a bulabiliriz öyle 
aEJJ3~a 

ki xa' E F-(v) olur.Buradan [aı, Vi],[a2, 112] ::; [a', V] dir.Bu yüzden R yönlü bir 

kümedir. 

<p: R---+ J, <p(a, V) = a dönüşümünü tammlayalım.<p(R), J içinde cofinaldir.Herhangi 

bir [a, V] E R için Ycp(a,V) E F(xa) n V ve Xcp(a,V) = Xa olsun.<p(R), J içinde cofinal 

olduğu için Xcp(a,V) ---+ y dir.ycp(a,V) ---+ y olduğunu göstereceğiz.V' E U(y) olsun.O 

halde a' E J vardır öyle ki xa' E F-(v') dır.Herhangi bir (a, V] ~ [a', V'] için 

Ycp(a,V) E V C V' olur ki bu da Ycp(a,V) ---+ y olmasım gerektirir.(xcp(a,V), Ycp(a,v)] E GrF 

olduğundan ve F(·)in ,x de kapalı olduğu hipotezinden (x,y) E GrF dir deriz. 

Buradan n U F(x13) c F(x) olur. 
aEJJ3~a 

{=: {[xa, Ya]} C GrF, [x, y] E X x Y ye yakınsayan bir ağ olsun.Va E J için 

YJ3 E U F(x13) ve bu yüzden Va E J için yE U F(x13) dir. 
J3~a · J3~a 

Buradan, y E n U F(x13) c F(x) dir ki bu da GrF nin X x Y içinde kapalı 
aEJJ3~a 

olduğunu gösterir. • 

Önerme 4.12 F : X---+ 2Y\ {0} kapalı bir küme değerli dönüşüm ve K E Pk(X) 

ise F(K) daY içinde kapalıdır. 
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Kanıt. y E F(K) olsun.O halde en az bir (Ya)aEJ Ç F(K) ağı bulabiliriz öyleki 

Ya---+ yE Y olur. 

Buradan 

Ya E F(xa),xa E K,a E J 

dır. 

K Ç X kompakt olduğundan (xa)aE/ nin (x13)f3EI alt ağım bulabiliriz öyleki x13 ---+ 

x E K olur .Böylece 

olur. 

GrF kapalı olduğundan (x, y) E GrF dir.Bu yüzden y E F(K) dır.Dolayısıyla 

F(K) Ç Y kapalıdır. • 

Önerme 4.13 F : X ---+ 2Y\ { 0} küme değerli dönü§ümü 'Pk(Y) değerli ve x nok­

tasında V-üstten yarı süreklidir ancak ve ancak 

§eklindeki her ağ için (Ya)aEJı F(x) de bir yığılma noktasına sahiptir. 

Kanıt. =?: (xa, Ya)aEJ Ç GrF olsun ve Xa---+ X E X olduğunu varsayalım.(ya)aEJ 

mn F(x) de bir yığılma noktasına sahip olmadığım varsayalım.Buradan her yE F(x) 

için V(y) E U(y) ve a 0 (y) E J bulabiliriz öyleki a ~ ao(Y) iken Ya fJ. V(y) olur.O 

halde {V(y) :yE F(x)} ailesi F(x) kompakt kümesinin açık bir örtüsünü oluştu-
N 

rur.Bu yüzden {V(yk)}~=ı sorrlu bir alt örtü vardır.V = U V(yk) ~ F(x) olsun 
k=l 

Açıktır ki, aı E J vardır öyleki a ~ aı iken Ya fj_ V dır. 

Diğer taraftan, F(·) üstten yarı sürekli olduğundan U E U(x) bulabiliriz öyleki 

F(U) Ç V olur.xa---+ x E X olduğundan her a ~ a2 ~ aı için Xa E U olur ve bu 
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yüzden her a ~ a2 ~ a 1 için Ya E V olması bir çelişki yaratır. 

Bu yüzden (Ya)aEJ, F(x) içinde bir yığılma noktasına sahipdir. 

{=:Hipotezinden dolayı F(x) E Pk(x) olduğunu söyleyebiliriz.x deki üstten yarı 

sürekliliği kurmak için, eğer Xa ---+ x E X ve V Ç Y açık küme öyleki F(x) Ç V ise 

:3a0 E J vardır öyleki a ~ 0!0 iken F(xa) Ç V olduğunu göstermemiz gerekir. 

Varsayalım ki bu doğru olmasın.O halde (xa)a.EJ nin bir (x13 )f3EJ alt ağını bulabiliriz 

öyleki F(xf3) n ye =1= 0 olur. Yf3 E F(xf3) n ye olsun. Xf3 ---+ X E X olduğundan ve 

hipotezden (Yf3)f3EI' nın yE F(x) gibi bir yığılma noktasına sahip olduğunu söyleye­

biliriz. Bu yüzden (Yf3){3EI' nın bir (Y>J>--EA alt ağı vardır öyleki Y>-- ---+yE F(x) n ye 

olur ki bu V' nin seçimiyle bir çelişki oluşturur.Bu çelişkinin sebebi kabulümüzdür. 

O halde F ,x noktasında üstten yarı süreklidir. • 

Sonuç 4.1 F: X ---+ Pk(Y) V-üstten yarı sürekli ve K E Pk(X) ise 

dır. 

Kanıt. (Ya)aEJı F(K) içinde bir ağ olsun.Bu durumda 

dır.K kompakt olduğundan, bir (x13 )f3EI alt ağı bulabiliriz öyleki Xa ---+ x E K 

olur.(y13 )13EI' nın y E F(x) gibi bir yığılma noktasına sahip olduğunu söyleyebili­

riz.Bu yüzden (y13 )13EI' nın bir (Y>--)>--EA alt ağını bulabiliriz öyleki Y>-- ---+ y E y olur. 

Bu yüzden F(K) kompakttır. • 

Örnek 4.3 Yukarıdaki sonuçta üstten yarı süreklilik yerine alttan yarı süreklilik 

alırsak sonuç doğru olmaz. 

{ 
[0, x] , 

X= Y = [0, 1] olsun ve F(x) = 
ı ' 
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F(·), V-alttan yarı süreklidir ama F([O, ı])= (0, ı] dir. Yani F(·), kompakt kümeleri 

kompakt kümeZere ta§ımaz. 

Önerme 4.14 F: X---+ Pk(Y) üstten yarı sürekli ise F(·) kapalıdır. 

Kanıt. (xa, Ya)aEJ Ç GrF bir ağ olsun ve (xa, Ya) ---+ (x, y) E X X Y olduğunu 

varsayalım.Önerme 4.ı2 den y E F(x) olduğunu yani F(·) in kapalı olduğunu 

söyleyebiliriz. • 

F : X ---+ 2Y\{0} küme değerli dönüşümü verilsin.F(·) : X ---+ P1(Y) küme 

değerli dönüşümü Vx E X için F(x) = F(x) biçiminde tammlanmıştı. 

Bu bölümün alttan yarı sürekliliğiyle ilgili önerme aşağıda verilmiştir. 

Önerme 4.15 F : X ---+ 2Y\ { 0} küme değerli dönü§ümü alttan yarı süreklidir ancak 

ve ancak F( ·) da alttan yarı süreklidir. 

====}: F, x E X de V- a.y.s. olsun.F(x) n V=/:- 0 olan bir V açık kümesi alalım. V 

açık olduğundan kapaınş tamını gereği F(x) n V=/:- 0 olur.F, V- a.y.s. olduğundan 

x i bulunduran öylebir U c X açık kümesi vardır ki her z E U için F(z) n V =/:- 0 

olur.Buradan F, dönüşümü x de V- a.y.s. olur. 

Ç=: F, x E X de V - a.y.s. olsun.F(x) n V =/:- 0 olan bir V açık kümesi 

alalım.Bu durumda F(x) n V=/:- 0 ve F, x de V- a.y.s. olduğundan X içindex E X 

i bulunduran öyle bir U açık kümesi vardır ki her z E U için F(z) n V =/:- 0 ve 

dolayısıyla F(z) n V=/:- 0 olur ki bu F nin x de V- a.y.s. olması demektir. 

Ayın sonuç üstten yarı sürekli küme değerli dönüşümler için doğru değildir. 

Bunu için bir örnek aşağıda verilmiştir. 

Örnek 4.4 X= Y =JR ve F: X---+ 2Y\{0}küme değerli dönü§ümü 

F ( x) = ( x - ı, x + ı) biçiminde tanımlansın. 
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p+ ( (-ı, ı)) = {O} dır ve bu yüzden üstten yarı sürekli değildir. 

Ama F(x) = [x-ı, x +ı] dir ve üstten yarı süreklidir. 

Önerme 4.16 Y normal topolajik uzay ve F: X----+ 2Y\{0} üstten yarı sürekli bir 

küme değerli dönü§üm ise F(·) da üstten yarı süreklidir. 

Kanıt. V C Y açık bir küme olsun.F+ (V) C X in açık olduğunu göstermeliyiz.x E 

F+ (V) olsun.Bu durumda F(x) C V dir.Y normal bir uzay olduğundan V1 C Y 

açık kümesi bulabiliriz öyle ki F(x) C V1 C V1 C V olur.F(·) in üstten yarı sürekli 

olduğu lıipoteziyle U E U(x) bulabiliriz öyle ki x' E U için F(x') C V1 C V ve 
- 1 - • -+ 

buradan da F(x) C V1 C V dır.Böylece U c F (V) olur. 
-+ 

O halde F (V) c X açıktır. • 

Önerme 4.ı6 ve 4.ı 7 yi birleştirerek aşağıdaki sonucu elde edebiliriz. 

Sonuç 4.2 Y normal topolajik uzay ve F : X ----+ 2Y\ {0} sürekli bir küme değerli 

dönü§üm ise F(·) da süreklidir. 

F1 , F2 : X ----+ 2Y\ { 0} küme değerli dönüşümler ise F1 U F2 : X ----+ 2Y\ { 0} küme 

değerli dönüşümü (F1 U F2)(x) = F1(x) U F2(x) biçiminde tammlamr. Alttan yarı 

süreklilik ve üstten yarı süreklilik kavramları bu işlem ile uyumlu davramrlar. 

Önerme 4.17 Fı,F2 : X----+ 2Y\ {0} küme değerli dönü§ümler olsun 

a)Fı(·), F2(·) V-üstten yarı sürekli ise F1 U F2(·) de V-üstten yarı süreklidir. 

b)Fı(·), F2(·) V-alttan yarı sürekli ise F1 U F2(·) de V-alttan yarı süreklidir. 

c)Fı(·), F2(·) kapalı ise F1 U F2(·) de kapalıdır. 
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Kanıt. F1, F2 nin üstten yarı sürekli olduğunu varsayalım. 

Her V c Y açık kümesi için (Fı u F2)+(V) = F{(V) U Fi(V) açıktır. 

Benzer şekilde, Fı, F2 nin alttan yarı sürekli olduğunu varsayalım.Her V c Y açık 

kümesi için (Fı U F2)-(V) = F1-(V) U F2-(V) açıktır. 

Son olarak, Fı, F2 kapalı ise, Gr(Fı U F2) = Gr(Fı) U Gr(F2) de kapalıdır. • 

F1 , F2 : X--+ 2Y\ {0} küme değerli dönüşümler ise F1 nF2 : X--+ 2Y\ {0} küme 

değerli dönüşümü (Fı n F2)(x) = F1 (x) n F2(x) biçiminde tammlanmıştı. 

Birleşim durumunun aksine kesişimde durum daha karışıktır.Şimdi bunun üz­

erinde duralım. 

Önerme 4.18 Y normal topolojijk uzay ve Fı, F2 : X --+ P 1 (Y) üstten yarı sürekli 

küme değerli dönüşümleri her X E X için Fı (X) n F2 (X) =J 0 oluyorsa X --+ ( Fı n 

F2)(x) dönüşümü üstten yarı süreklidir. 

Kanıt. V Ç Y açık kümesi verilsin.(Fı n F2)+(v) nin X içinde açık olduğunu 

göstermeliyiz. 

dir. 

Fı (X) ve F2 (X)\ V = F2 (X) n ve kümeleri y içinde kapalı ve bu uzay normal olduğun­

dan Vi, V2 Ç Y ajrık açık kümelerini b ulabiliriz öyleki F1 ( x) Ç Vi ve F'2 ( x) \V Ç V2 

olur.V3 = V2 U V olsun.O zaman F2(x) Ç Vs dür. 

Fı' F2 üstten yarı sürekli olduğundan U ı' u2 E u (X) b ulabiliriz öyleki her x' E U ı 

için F1(x') Ç Vi ve her x' E U2 için F2(x') Ç V3 olur. 

U= U1 n U2 E U(x) kümesini kuralım.Bu durumda x' E U için 

(Fı n F2)(x') Ç Vi n V3 = Vı n (112 U V) Ç V 
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olur.(Fı n F2)+(V) açık bir kümedir.Bu da (Fı n F2)(·) mn üstten yarı sürekli olması 

demektir. • 

Eğer bu iki küme değerli fonksiyonun herhangi birisi kompakt değerliyse Y üz­

erindeki normallik koşulunu kaldırabiliriz. 

Önerme 4.19 Fı : X --+ Pt(Y) kapalı, F2 : X--+ Pk(Y) üstten yarı sürekli ve her 

X E X için Fı(x) nF2(x) =1= 0 ise X--+ (Fı nF2)(x) dönÜ§ÜmÜ üstten yarı süreklidir. 

Kanıt. V Ç Y açık küme olsun.(Fı n F2)+(V) nin X içinde açık olduğunu 

göstereceğiz.x E (Fı n F2)+(v) ise F2(x)\ V kompakttır ve Fı (x) den ayrıktır.y E 

F2(x)\ V olsun. O halde (x, y) 1. GrFı kapalı olduğundan Vy E U(x) ve Vy E U(y) 

bulabilirizöyleki (VyxVy)nGrFı =/= 0 dir. x' E Uy içinFı(x')nVy = 0 dir.F2(x)\V 
n 

kompakt olduğundan {Yı,--, Yn} Ç F2(x)\ V bulabiliriz öyleki F2(x)\ V Ç U Vyk =Vi 
k= ı 

olur. 
n 

U ı = n U yk E U ( x) kümesini kuralım.x' E U ı ise Fı ( x') Ç Y\ Vı dir. V2 = V U Vı 
k= ı 

ve U2 E U(x) olsun öyleki eğer x' E U2 ise F2(x') Ç V2 dir.(F2(·)' nin üstten yarı 

sürekli olmasından bu doğrudur.) x' E Uı n U2 =U E U(x) ise 

(Fı n F2)(x') = Fı(x') n F2(x') Ç (Y\Vi) n V2 Ç V 

olur ki buda (Fı n F2 ) ( ·) nin üstten yarı sürekli olduğunu gösterir. • 

Önerme 4.20 Fı : X --+ 2Y\ { 0} alttan yarı sürekli, F2 : X --+ 2Y\ { 0} açık bir 

grafiğe sahip ve her x E X için 

ise X--+ (Fı n F2)(x) dönÜ§ÜmÜ alttan yarı süreklidir. 
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4.3 KÜME DEGERLİ DÖNÜŞÜMLERiN 

HAUSDORFF SÜREKLİLİGİ 

Bu kesim boyunca X bir Hausdorff topolojik uzay ve Y de bir metrik uzay 

olacaktır. 

Tanım 4.8 a)F: X -t 2Y\ {0} küme değerli dönÜ§Ümü verilsinx -t h*(F(x),F(x0 )) 

dönüsümü x 0 da sürekli ise (yani her c > O için U c E U ( x0 ) var öyleki her x E U c 

için her h*(F(x),F(x0 )) < c ise) F : X -t 2Y\ { 0} küme değerli dönü§ümüne 

x 0 E X de h - üstten yarı sürekli dönÜ§Üm denir. 

b)F: X -t 2Y\ { 0} küme değerli dönü§ümü verilsin.x -t h* (F(x0 ),F(x)) dönüsümü x0 

da sürekli ise (yani here> O için Uc E U(x0 ) var öyleki herx E Uc için h*(F(x0 ),F(x)) < 

c ise) F : X -t 2Y\ { 0} küme değerli dönü§ümüne x0 'da h - alttan yarı sürekli 

dönÜ§Üm denir. 

c)Bir F : X -t 2Y\ {0} küme değerli dönü§ümü x0 'da hem h üstten yarı sürekli 

hemde h alttan yarı sürekli ise (veya F: X -t (2Y\{0},h),x0 da sürekli ise} 

F: X -t 2Y\ {0} küme değerli dönü§ümüne x0 'da h -sürekli dönü§üm denir. 

d) ( a ) (veya b ) , veya c ) ) her x0 E X için geçerli ise F ( ·) 'de h - üstten yarı sürekli 

(veya h - alt yarı sürekli veya h- sürekli} dönÜ§Üm denir. 

Önerme 4.21 F1 , F2 : X -t 2Y\ {0} h - üstten yarı sürekli (veya h - alttan yarı 

sürekli} küme değerli dönü§ümler ise x -t (Fı U F2)(x) dönü§ümüde h - üstten yarı 

sürekli (veya h - alttan yarı sürekli} küme değerli dönü§ümdür. 

Kanıt. F1 , F2 nin h- üstten yarı sürekli olduklarını varsayalım ve x E X alıp 

sabitleyelim ve c > O olsun.O halde U E U(x) bulabiliriz öyleki eğer x' E U ise 

h*(F1(x'), F1 (x)) <c ve h*(F2 (x'), F2 (x)) <c olur.Böylece her x' E U için Fı(x') Ç 
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Fı(x)e: ve F2(x') Ç F2(x)e: olur.Böylece x' E U için (Fı U F2)(x') Ç (Fı u F2)(x)e: 

olur ve bu h*((Fı U F2)(x'), (Fı U F2)(x)) <c olmasım gerektirir.Yani (Fı U F2)(·) 

h - üstten yarı süreklidir. 

Fı, F2, h - alttan yarı sürekli iken benzer olarak yapılır. • 

İki h - üstten yarı sürekli küme değerli dönüşümün kesişimiyle ilgili sonuç 

aşağıdadır. 

Önerme 4.22 Fı : X ---+ Pt(Y) ve F2 : X---+ Pk(Y) h - üstten yarı sürekli küme 

değerli dönüşümler öyleki her X E X için (Fı n F2)(x) =J 0 ise X---+ (Fı n F2)(x) h 

- üstten yarı süreklidir. 

Kanıt. Varsayalımki bu doğru olmasın. O halde c > O, { x0Jc:ı<Ej Ç X ağım bula­

biliriz öyleki Xa---+ x ve Ya E (Fı n F2)(xa), a E j öyleki Ya tJ_ (Fı n F2)(x)e: olur.Bu 

yüzden her a E j için d(ya, (Fı n F2)(x));;:: c olur.Ama Pk (Y) değerli olan (F2)(·) 

aslında yukarıdaki teoremden üstten yarı süreklidir ve bu yüzden F( { Xa, x} aE) Ç Y 

kompaktır.Bu yüzden {Ya} . 'nin {y13} . alt ağım bulabiliriz öyleki Y/3 ---+ y E 
oıEJ /3EJ 

Fı(x) n F2(x) = (Fı n F2)(x) dir.Bundan dolayı d(ya, (Fı n F2)(x))---+ O olur ki bu 

bir çelişkidir. 

O halde önerme doğrudur. • 

4.4 HAUSDORFF VE VİETORİS SÜREKLİLİGİN 

KARŞILAŞTIRILIŞI 

Önerme 4.23 F : X ---+ 2Y\ { 0} V -üstten yarı sürekli ise F(·), h - üstten yarı 

süreklidir. 

Kanıt. F( ·), V -üstten yarı sürekli olduğundan verilen c > O ve x E X için 

F+(F(x)e:) = U E U(x) dir.Buradan her x' E U için F(x') Ç F(x)e: olur.Böylece 
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her x' E U için h*(F(x'), F(x)) < c olur ve F(·) 'in h- üstten yarı sürekli olduğu 

ortaya çıkar. • 

Yukarıdaki önermenin tersi genel olarak doğru değildir. 

Örnek 4.5 X= [O,ı], Y =JR olsun ve F: X--+ 2Y\ {0}, 

ile tanımlansın. 

F(x) = { [0, ı] ; 
[0, ı) ; 

O:Sx<ı 

x=ı 

F ( ·) nin h - üstten yarı sürekli olduğu açıktır .Ama x = ı ' de V-üstten yarı sürekli 

değildir. Gerçekten p+ [ (-ı, +ı)] = {ı} açık bir küme değildir. 

Önerme 4.24 F: X--+ P1 (Y) h -üstten yarı sürekli ise F(·) kapalıdır. 

Kanıt. {(xa, Ya)} aEj Ç GrF, (x"', Ya) --+ (x, y) E X X Yolan bir ağ olsun. 

O halde uzaklık fonksiyonunun sürekliliğinden d(y"', F ( x)) --+ d(y, F( x)) olur .Böylece 

d(y,F(x)) =O dır. 

F (·), P1(X) değerli olduğundan yaniyE F(x) olduğundan F (-)kapalıdır. 

• 
Bu bölümün başlarında eğer F : X --+ 2Y\ {0}, V -üstten yarı sürekli ise her 

v EY için x--+ d(v, F(x))'in alttan yarı sürekli olduğunu söylemiştik. 

Şimdi daha genel bir sonuca ulaşalım. 

Önerme 4.25 F : X --+ 2Y\ { 0} h - üstten yarı sürekli ise her v E Y için x --+ 

'Pv ( x) = d( v, F( x)) dönüsümü V- alttan yarı süreklidir. 
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Kanıt. v E Y alıp sabitleyelim ve A E JR olsun.L( v, >--) = { x E X : <pv ( x) ~ >--} 

kümesinin kapalı olduğunu göstereceğiz.Bu yüzden { xa} aEj Ç L( v, >--)bir ağ olsun ve 

Xa ~ x E X olduğunu varsayalım.O halde her Ya E F(xa) için <pv(x) = d(v, F(x)) ~ 

d(v, Ya) + d(ya, F(x)) olur ve buradan <pv(x) ~ <pv(x) + h*(F(xa), F(x)) ~ A + 
h*(F(xa), F(x)), a E j olur.Limite geçerek ve F(·)'in h- üstten yarı sürekli olduğunu 

kullanarak, <pv(x) ~ A olduğunu elde ederiz ve böylece <pv(-) alttan yarı sürekli olur . 

• 

Önerme 4.26 F : X ~ 2Y\ {0} h - alttan yarı sürekli ise F(·), V -alttan yarı 

süreklidir. 

Kanıt. C Ç Y kapalı ise p+ (C) 'ninde X içinde kapalı olduğunu göstereceğiz. 

{ Xa} aEj Ç p+ (C) bir ağ olsun ve Xa ~ x E X olduğunu varsayalım. O halde Va E 

j için F(xa) Ç C olur.Ayrıca F(·)'in h - alttan yarı sürekli olduğu hipoteziyle, 

verilen her c > O için a0 E j bulabiliriz öyleki a ~ a0 için h*(F(x), F(xa)) < 

c olur ve böylece F(x) Ç F(xa) Ç Ce olur.c > O keyfi olduğu için F(x) Ç C 

sonucunu çıkartırız.Böylece x E p+ (C) olur ki bu da p+ (C) 'nin kapalı olmasını 

gerektirir.Böylece F(·) V -alttan yarı süreklidir. • 

Yukaridaki önermenin tersi genel olarak doğru değildir. 

X= [0, 1), Y =JR~ olsun ve F: X-v-+ Y, F(x) = {(t,xt): tE JR} ile tanımlan­

sın.Bu durumda F( ·) alttan tarı süreklidir ama h-alttan yarı sürekli değildir. 

Teorem 1 F : X ~ Pk (Y) tanımlansın. O halde ; 

a)F(·) V-üstten yarı süreklidir ancak ve ancak F(·), h -üstten yarı süreklidir 

b)F(·) V-alttan yarı süreklidir ancak ve ancak F(·), h - alttan yarı süreklidir. 

Kanıt. a) =>:Kanıtın bu yönü önerme 4.23 den açıktır. 

-{:= :Eğer {(xa,Ya)}aEj Ç GrF bir ağ ve Xa ~ x E X ise {Ya} a E j'nın F(x)'de 
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bir yığılma noktasına sahip olduğunu göstermek yeterlidir.Hipotezle d(ya:, F(x)) ~ 

h*(F(xa:), F(x)) ~ O olduğunu biliyoruz. F(x) E Pk (Y) olduğundan Za: E F(x) 

bulabiliriz öyleki d(ya:,F(x)) = d(ya:,za:),a E J olur.{z.a}.BEI'{za:}a:Ej 'nin bir alt ağı 

olsun öyleki z.a ~ z E F(x) olsun.O halde d(y.a, z.a) ~O ve böylece Y.a ~ z E F(x) 

olur. 

b)=?:Varsayalımki bu doğru olmasın.O halde c> O ve {xa:}a:Ej Ç X ağım bulabiliriz 

öyleki Xa: ~ x E X ve her a E J için h*(F(x), F(xa:)) ~c olur. F(·); Pk(Y) değerli 

olduğu için Ya: E F(x) bulabiliriz öyleki, a E j için d(ya:, F(x)) = h*(F(x), F(xa:) ~c 

olur.{y.a}.BEI'{Ya:}a:Ej 'nin bir alt ağı olsun öyleki Y.B ~yE F(x) olsun.F(·); alttan 

yarı sürekli olduğu için, f3o E I bulabiliriz öyleki /3 ~ f3o için F(x.a) n B(y, ~) =f. 
0 ve Y.B E B(y, ~) olur./3 ~ /30 için h*(F(x), F(x.a) = d(y.a, Fx.a)) ~ d(y.a, y) + 
d(y, Fx.a)) < d(y.a, y) + ~ olur.Limite geçerek ;lim h*(F(x), F(x.a) ~ ~ <c olur ki bu 

da bir çelişkidir. 

{= : Kamtın bu yönü önerme 4.26 den açıktır . 

• 
Bu teoremin önemli olan bir sonucu şudur. 

Sonuç 4.3 F : X ~ Pk (Y) küme değerli dönÜ§Ümü V-süreklidir ancak ve ancak h 

- süreklidir. 
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