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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

REEL CLİFFORD CEBİRLERİNİN TEMSİLLERİ 

Şerray KARAPAZAR 

Anadolu Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Yrd.Doç.Dr. Nedim DEGİRMENCİ 

2004, 149 Sayfa 

Bu tezde reel CHfford cebirleri ve temsilleri incelenmiştir. İlk iki 

bölümde CHfford cebirlerinin tanımlanmasında kullanılan simetrik 

bi-lineer formlar ve tensör çarpımları verilmiştir. Üçüncü bölümde 

sorrlu boyutlu reel vektör uzayları üzerinde CHfford cebirleri 

tanımlanmış ve bazı özellikleri elde edilmiştir. Dördüncü bölümde 

:!Rn üzerindeki dejenere olmayan CHfford cebirlerinin izomorf olduğu 

matris cebirlerinin tablosu verilmiştir. Bu tablo genel olarak 

bilinmesine rağmen sözkonusu izomorfizmlerin açık ifadeleri 

literatürde bulunmamaktadır. Beşinci bölümde sözkonusu tabloda 

geçen izomorfizmlerin: açık ifadeleri verilmiş ve genel olarakta :!Rn 

üzerindeki dejenere olmayan bir CHfford ce birlerinden izomorf olduğu 

matris cebrine giden izomorfizmin nasıl elde edileceğine dair bir 

yöntem verilmiştir. Altıncı ve yedinci bölümlerde dejenere olmayan 

CHfford cebi:rlerinin temsilleri verilmiştir. Son bölümde de dejenere 

CHfford cebirlerine değinilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Simetrik bi-lineer form, Kuadratik form, Tensör 

çarpımı, CHfford Cebri, Cebirin Temsili 
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ABSTRACT 

Master of Science Thesis 

REPRESANTATİONS OF REAL CLİFFORD ALGEBRAS 

Şenay KARAPAZAR 

Anadolu University 

Graduate School of Natural and AppHed Sciences 

Mathematics Program 

Supervisor: Yrd.Doç.Dr. Nedim DEGİRMENCİ 

2004, 149 Pages 

In this thesis Real CHfford algebras and their represantations are 

studied. In the first two chapters symmetric bilinear forms and 

tensor product which are necessary to define CHfford algebras are 

given. In the third chapter CHfford algebras on the finite-dimensional 

real vector spaces are defined and their some properties are 

obtained. In the fourth chapter the table of matrix algebras which 

become isomorphic of non-degenerate CHfford algebras on JR.n is 

given. Although this table was generally known, there are no expHcit 

expressions of these isomorphisms in Hterature. In the fifth chapter, 

Clear express.ions of the isomorphisms in the mentioned on table is 

given and thus a method is developed to obtain an isomorphism from 

a non-degenerate CHfford algebra on JR.n to related matrix algebra. 

In the sixth and seventh chapter represantations of non-degenerate 

CHfford algebras were given. In the last chapter degenerate CHfford 

algebras are mentioned. 

Keywords: Symmetric bilinear form, Quadratic form, Tensor 

product, CHfford algebra, Represantation of algebra 
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SİMGELER DiZİNİ 

~ İzomorf 

0 Tensör çarpımı 

L(E;F) E den F ye lineer dönüşüm 

T(V) Tensör cebri 

Cl (V, Q) Clifford cebri 

0 Graded tensör çarpımı 

Clp,q Dejenere olmayan Clifford cebri 

C_lp,q,r Dejenere Clifford cebri 

O (V, b) Ortogonal grup 

(V, b) Bi-lineer uzay 

(V,Q) Kuadratik uzay 

A(V) V nin dış ce br i 

• Kanıtın sonu 
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1 SİMETRİK Bİ-LiNEER FORMLAR 

Bu bölümde, Clifford cebirlerinin tanımlanmasında temel unsurlardan biri 

olan simetrik bi-lineer formların bazı temel özelliklerine değineceğiz. Bunları 

sonlu boyutlu reel vektör uzayları için göz önüne alacağız. 

Tanım 1.1 V -sonlu boyutlu reel vektör uzayı olsun ve b : V xV -+ JR dönü§ümü 

verilsin. Eğer b dönügümü her x, y, x', y' E V ve her a E JR için, 

b (x + x', y) - b ( x, y) + b ( x', y) 

b (x, y + y') - b (x, y) + b(x, y') 

b(ax,y) - a.b (x, y) 

b (x, ay) - a.b (x, y) 

ko§ullarını sağlıyorsa bu dönü§üme V üzerinde bir bi-lineer (iki lineer) form 

denir. Ayrıca Vx, y E V için b (x, y) = b (y, x) ko§ulu da sağlanıyorsa b ye 

simetrik bi-lineer form denir. Bu durumda (V, b) ·ikilisine de simetrik bi-lineer 

uzay denir. 

Tanım 1.2 (V, b) simetrik bi-lineer uzay olmak üzere, x, yE V için 

b(x,y) = b(y,x) =O 

oluyorsa x ve y vektörlerine ortogonal (dik) vektörler denir. Ortogonallik 

kavramı alt-kümeler için de anlamlıdır. Yani X ve Y, V nin alt kümeleri iken 

her x E X ve her y E Y için b (x, y) = O oluyorsa X ve Y ye ortogonaldirler 

denir. 

Yardımcı Teorem 1.1 X ..L = {x E V 1 her y E X için b(x, y) =O } alt kümesi 

V nin bir alt uzayıdır. 

Kanıt. y, y' E X ..L alalım. Vx E X için b (y, x) =b (y', x) =O dir. 

b (y + y', x) =b (y, x) +b (yl, x) =O 

olacağından y + y' E X ..ı. elde edilir. a E JR olsun. V x E X için 

ab (y, x) = 0 ===} b (ay, X) = 0 ===} ay E X ..L 

olur. Buradan X ..L in, V nin bir alt uzayı olduğu elde edilir. • 
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X C Y ise Yı. C X ı. dir. y E Yı. alalım. x E X c Y için b ( x, y) = O 

dır. x E X ve b ( x, y) = O olduğundan y E X ı olmalıdır. Buradan yı c X ı 

sonucu elde edilir. W C V ise (W, b lwxw) bir simetrik bi-lineer uzaydır ve 

bunu b lwxw= bw ile göstereceğiz. 

Tanım 1.3 ("V, b) ve (V', b') simetTik bi-lineer uzaylar olsun. 

(i) Eğer 1-1 bir a :V---+ V' lineer dönü§ümü Vx, yE V için 

b' ( a ( x) , a (y)) = b ( x, y) 

ko§ulunu sağlıyorsa bir izometri olarak adlandırılır. 

(ii) a : V ---+ V' örten bir izometTi varsa (V, b) ve (V', b') uzayları izometTik 

veya izomorfik olarak adlandırılır ve (V, b) "' (V', b') olarak gösterilir. 

(iii) a : V ---+ V izometrileTin olu§turduğu gruba ortogonal grup veya 

(V, b) nin otomorfizm grubu denir. b (a (x), a (y)) =b (x, y) gösterimi a*b =b 

ile ifade edilebilir. O (V, b) veya Aut (V, b) ile gösterilir. Ortogonal grubun 

elemanları ortogonal dönü§ümlerdir. 

Tanım 1.4 V bir vektör uzayı olsun. Q : V ---+ JR dönÜ§ümü, 

i) Vx E V, a E JR içinQ (ax) = a2Q (x) dir. 

ii) Vx, y E V için b (x, y) = ~ (Q (x + y)- Q (x)- Q (y)) dönü§ümü 

V üzerinde simetTik bi-lineer formdur 

ko§ullarını sağlıyorsa, bu dönü§üme V üzerinde bir kuadratik form denir. Bu 

durumda (V, Q) çifti bir kuadratik uzay olarak adlandırılır. 

ii)-de ki b simetrik bi-lineer formuna Q ya karşılık gelen simetrik bi-lineer 

form denir. Diğer taraftan V üzerinde bir b simetrik bi-lineer formu verildiğinde 

Q ( x) = b( x, x) şeklinde tammlı Q : V ---+ JR dönüşümü V üzerinde bir kuadratik 

formdur ve bu kuadratik forma b ye karşılık gelen kuadratik form denir. 

1.1 Simetrik bi-lineer formlar için matris gösterimi 

(V, b) si:rnetrik bi-lineer uzay ve Ç = {e1 , e2 , ... ,en} V nin bir tabarn olsun. 

B= (b (ei, ej)) = (bij) şeklinde tanımlanan B matrisine b bi-lineer formunun Ç 

tabanına göre matrisi denir. 

2 
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Herhangi x, y E V vektörlerinin b altındaki görüntülerini B matrisi yardımıyla 
n n 

hesaplamakta mümkündür. Şöyle ki x = L:xiei ve y = L:Yjej olmak üzere, 
i=l j=l 

b ( x, y) - b ( t,x,e;, t,y;e;) ~ t:x,b (e;, e;) Yi ~ t:x,b;;Y; 

- I>i (B.y)i =· xtBy 

elde edilir. V nin başka bir Ç' = {e~, e;, ... , e~} tabarn için, T = ( tij) taban 
n 

değişim matrisi olmak üzere j = 1, ... ,n için ej = L:tijei yazabiliriz. Şimdi Ç' 
. i=l 

tabamna karşılık gelen b bi-lineer formunun matrisini hesaplayacağız. 

Yardımcı Teorem 1.2 Bb,t;' = yt Bb,t;T dir. 

Kanıt. 

b (e~, ej) b (ttkiek, ttıjeı) = 2:}kibkıtıj 
k=ı !=1 k,l 

- I)ki (B.T)kj = (TtBT)ij 
k 

• 
Eğer B = yt AT olacak şekilde terslenebilir T matrisi varsa A ve B 

matrislerine benzerdirler denir. 

Teorem 1.1 İki bi-lineer uzay izometriktir ~ iki bi-lineer uzayın simetrik 

bi~lineer formlarının keyfi tabanlara göre belirttikleri matrisler benzerdir. 

Kanıt. ( ==}) (V, b) ve (V', b') sırasıyla Ç = { eı, e2, ... ,en}, Ç' = {e~, e~, ... , e~} 
tabanları ile iki bi-lineer uzay ve (V, b) (V', b') olsunlar. O zaman 

m 

CJ : V ~ V' birebir örten lineer dönüşümü vardır .öyle ki CJ (ei) = L:ejSji 
j=l 

ile S . (Sji)mxn matrisi tanımlar. CJ dönüşümü izometri olduğur:ıdan 

xtBy =b (x, y) =b' (CJ (x), CJ (y)) = (CJ (x))t B' (CJ (y)) 

n n 

dir. x = L:xiei ve y = l:yjej ise CJ (x) =S· x ve CJ (y) =S· y dir. O halde 
i=l j=l 

eşitliğinden B = st B' S sonucu elde edilir. 
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(-~) (V, b) nin Ç = {eı, e2, ... ,en} tabanına göre matrisi B ve (V', b') nin 

Ç' = {e~,e~, ... ,e~} tabanına göre matrisi B' olsun. (V, b) ve (V', b') bi-lineer 

uzaylarının bu tabanlara göre belirttikleri simetrik matrisler benzer olsun. Yani 

B = st B' S olacak şekilde S terslenebilir matrisi var olsun. (]' : V ~ V' 

birebir örten lineer dönüşümünü her x E V için O' (x) = S · x şeklinde 
n n 

tanımlayalım. O zaman x - :Exiei ve y - 2:yjej ise O' (x) = S · x ve 
j=l i=l 

O' (y) = S · y dir. · 

b(x,y) - xtBy = xtStB'Sy =(S· x)t B' (S· y) 

- (O' (x))t B' (O' (y)) =b' (O' (x), O' (y)) 

olduğundan iki bi-lineer uzay izometriktir. • 

Özel olarak (V, b) = (V', b') ve Ç . = Ç' ise izometrinin S matrisi için 

B =St BS koşulu elde edilir. 

O (V, b) "' {S \ det S =f O, B = st B S} izomorfizmi vardır. (]' : V ~ V 
n 

birebir örten lineer dönüşüm ve O' (ei)= 2:Skiek olmak üzere, 
k=l 

b (ei, ej) b (O' (ei), O' (ej)) 

- b (i:skiek, f::sıjeı) = ~Skib (ek, eı) Sıj 
k=l l=l k,l 

~SkibkıSıj =:ESki (BShj = (St BS)ij 
k,l k,l 

olduğundan B= stBS sonucu elde edilir. 

Böylece simetrik bi-lineer uzayların izometri sınıfları ile simetrik matrislerin 

benzerlik sınıfları arasında birebir örten bir eşierne vardır. 

V bir vektör uzayı ve V*, V nin dual uzayını belirtsin. 

V* = {f 1 f : V -+ IR lineer} 

uzayı, tüm lineer fonksiyonelierin vektör uzayıdır. V nin tabanı { eı, e2, ... , enf 

ise buna karşılık gelen {ei, e;, ... , e~}, V* dual uzayının tabanı olarak adlandırılır 

ve 

{ 

1, i= j iken 

O, i =f j iken 

4 



n 

olarak tanımlanır. Ayrıca x = ~xjej E V için 
j=l 

olacağından herhangi bir x E V için ei (x) = Xi dir. 

Tanım 1.5 (V, b) bi-lineer uzay ise 

b: V ---+ V* 

x ~---+ b(x): V---+ JR 

y ~---+ (b (x)) (y) 

(b (x)) (y) =b (x, y) olarak tanımlanan b lineer dönü§ümüne adjoint dönüşümü 
denir. 

Yardımcı Teorem 1.3 Ç = {e1, e2 , ... ,en} V nin tabanı ve buna kar§ılık gelen 

Ç* = {e~, e2, ... , e~} V* dual uzayının tabanı ise Ç ve Ç* tabanları na kar§ılık 

gelen b nın matrisi, Ç tabanına kargılık gelen b bi-lineer uzayının B matrisidir. 

Kanıt. (b (ei)) (ei) = b (ei, ej) olduğu kullanılırsa, 

b{e;) ~ t,x•ek- (b(e.l) (e;)~ (t,x.e:) (e;)~ t,x.e; (e;) 

j = k iken (lı (ei)) (ei) = Xj olacaktır. Buradan b (ei) = :tb (ei, ek) e;; elde 
k=l 

edilir. O halde b nın matrisi, Ç tabanına kargılık gelen b bi-lineer uzayının B 

matrisidir. • 

Yardımcı Teorem 1.4 W, (V, b) bi-lineer uzayının bir alt uzayı ıse 

7r : V* ----+ W* projeksiyon olmak üzere W _ı_ = K er ( 7r o b) dir. · 

Kanıt. x E W_ı_ alalım. y E W için (b(x)) (y) = b(x,y) = 0 dır. 
Buradan (b(x)) !w= O olacağından x E K er (1r o b) elde edilir. O halde 

W _ı_ c K er (tr o b) dir{1). Şimdiz E K er ( 1r o b) olsun. 

(1r o b) (z) =O==:> (b (z)) lw= O 

y E W için b (z, y) = O olduğundan z E W _ı_ elde edilir ve buradan 

K er ( 1r o b) c W_ı_ (2) olur. Böylece {1) ve {2) den W_ı_ = K er ( 1r o lı) 
sonucu elde edilir. • 
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1.2 Regüler Uzaylar. ve Ortogonal Toplam 

(V, b) simetrik bi-lineer uzay olsun. V .L = {O} ise V ye re gülerdir, 

non-singülerdir yada non-dejeneredir denir. Buna göre regüler bir uz ayda 

x E V olmak üzere her y E V için b (x, y) = O ise x = O dır, yani regüler 

bir uzayda tüm vektörlere dik olan yegane vektör sıfır vektörüdür. V .L alt 

uzayı ('V, b) simetrik bi-lineer uzayının radikali olarak adlandırılır ve 

Rad(V) = V.L = {x E V 1 her yE V için b(x,y) =O} 

ile tanımlanır. 

Sonuç 1.1 b bir izomorfizm (veya buna denk olarak b bi-lineer formunun 

matrisi B terslenebilir) ise (V, b) regülerdir. 

Kanıt. b bir izomorfizm ise (V, b) nin regüler olduğunu gösterelim. vE V.L 

alalım. Vx E V için b (x, v) = O dır. (b ( v)) (x) = O ve b lineer olduğundan 
b (v) = O dır. b (v) = O = b (O) ve b birebir olduğundan v = O olmalıdır. O 

halde (V, b) regülerdir. Şimdi de b nin matrisi B terslenebilir olduğunda (V, b) 

nin regüler olduğunu gösterelim. v E V.L alalım. Vx E V için b (x, v) = O 

dır. b (x, v) = xtBv =O olduğundan ve bu her x için sağlanacağından Ev= O 

olmalıdır. B terslenebilir olduğundan B-1 Ev = B-ıo eşitliğinden v =O olur. 

O halde (V, b) regülerdir. • 

Tanım 1.6 Vı, v2, ... 'vk lar V nin alt uzayları olsunlar. Her bir X E V 
k 

elemanı Xi E Vi olmak üzere x = I:xi §eklinde tek türlü yazılabiliyorsa, V ye 
i=l 

V1 , V2 , ... , Vk alt-uzaylarının bir ıç direkt toplamıdır denir ve 

V = Vı EB V2 EB ... EB Vk §eklinde gösterilir. 

Tanım 1. 7 Vı ve \12, (V, b) uzayının iki alt uzayı olsun. Eğer V = Vı EB V2 

ve V1 ..l V2 ise V ye Vı ve V2 nin ortogonal toplamı denir. Vı ve V2 ye V nin 

tamamlayıcı alt uzayları da denir ve V = V1 ..l V2 ile gösterilir. Genel olarak 

V = V1 EB ... EB Vn ve i 1= j için Vi ..l Vj ise V = Vı ..l ... ..l Vn dir. Böyle bir 

ayrı§ıma (V, b) nin ortogonal ayrı§ımı denir. 
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Yardımcı Teorem 1.5 W, (V, b) nin regüler alt uzayı ise V= W j_ w ..ı dir. 

Kanıt. W j_ w..ı olduğu açıktır. Bu yüzden V = W EB w..ı olduğunu 

göstermek yetecektir. W regüler olduğundan ve yardımcı teorem (1.4) den 

Ker(bw) = O dır. x E V ve f = (& (x)) lw ise W regüler olduğundan 
f = (bw) (y) olacak şekilde bir y E W vardır. Böylece her z E W için, 

b (x, z) = (b (x)) (z) = f (z) = (bw (y)) (z) =b (y, z) (1.1) 

olacağından b (x, z) - b (y, z) = O, b (x- y, z) = O elde edilir. z E W 

olduğundan X - y E W..l olur. {1.1) denkleminden dolayı X . y + (x- y) 

yazabiliriz. Bu da V = W + W ..ı olduğunu ispatlar. • 

Teorem 1.2 Her (V, b) simetrik bi-lineer uzayı bir boyutlu alt uzayların 

ortogonal toplamıdır. Diğer bir ifadeyle V, ortogonal vektör çiftlerinden oluşan 

bir tabana sahiptir. 

Kanıt. b = O ise V nin her ayrışırrıı direkt toplam olarak ortogonal 

ayrışımdır. b =1= O ise b ( x, y) =1= O olacak şekilde x, y E V vardır. 

ı 
b (x, y) = 2 (b (x + y, x + y)- b (x, x)- b (y, y)) 

olduğundan b (z, z) =1= O olacak şekilde bir z vektörü var olmalıdır(z = x, y, x + y gibi). 

Vi = lRz bir boyutlu alt uzayı regülerdir. Önceki yardımcı teoremden 

V = V1 j_ V1..ı dir. V/ e türnevarım yönteminin uygulanması ile kanıt tamam-

lanır. • 

IR deki katsayılarla sütun vektörlerinin IRn vektör uzayını düşünelim. B, 

n x n tipinde simetrik bir matris ise, 

şeklinde tanımlanan bB simetrik bi-lineer formdur ve (IRn, bB) bi-lineer uzayını 

< B > ile göstereceğiz. 

Teorem 1.3 Her simetrik B matrisi bir diagonal matrise benzerdir. 
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Kanıt. Önceki teoremden simetrik (B) bi-lineer uzayı için {x1, ... , xn} 

ortogonal tabamın seçelim. Bu durumda (bB (xi, Xj)) bir diagonal matristir 

ve i =1 j iken bB (xi, xj) = O dır. O halde bi-lineer uzayın matrisi aşağıdaki 

şekildedir. 

bs (xı, xı) O 

O bB (x2, x2) 

o 
• 

o 
o 

Teoreın 1.4 {Sylvester) (V, b), n-boyutlu simetrik bi-lineer uzay olsun. V nin 

öyle bir { eı, e2, · · · , en} tabanı vardır ki b formunun bu tabana göre matrisi 

a§ağıdaki §ekildedir. 

Or 

Burada Ip, px p tipindeki birim matrisi7 Iq, q x q tipindeki birim matrisi ve Or 

ise r x r tipindeki sıfır matrisini göstermektedir. Ystelik}r,-q--s-ayıları---s-e~fen 

~ta:&a-n:dan-"bu-ğıms-rzdır: 

Kanıt. Önceki teoremdeki {x1 , ... , Xn} ortogonal tabanının elemanlarını 

b(xi, xi) > O, b(xi, Xi) < O ve b(xi, Xi) = O olarak gruplandıralım. b(xi, xi) > O 

olanların sayısım p, b(xi, xi) < O olanların sayısını q ve b(xi, Xi) = O olanların 

sayısını da r ile gösterelim. Şimdi de önce pozitif olanları, sonra negatif olanları 

son olarakta sıfır olanları yazmak suretiyle. verilen taban elemanlarının yerlerini 

değiştirerek elde edilen yeni tabanı {z1 , ... , zn} şeklinde gösterelim. 

p + q + 1 ~ i ~ p + q + r = n için ei = zi 

vektörlerini alalım. Elde edilen {e1 , e2 , · · · , en} vektörlerinin lineer bağımsızlığı 

Zi lerin lineer bağımsızlığından elde edilir. Ayrıca { e1 , e2 , · · · , en} tabanına 

göre b nin matrisi istenilen şekilde olur. • 
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Üstelik buradaki p, q sayıları seçilen tabandan bağımsızdır ( Bakınız [1]). 

·Tek türlü belirli olan (p, q) çiftine b simetrik bi-lineer formunun imzası 

( signature ) denir. 

Yukarıdaki teoremde sözü edilen tabana (V, b) uzayının Sylvester tabanı 

denir. b nin bu tabana göre ifadesi 

şeklinde olur. b ye karşılık gelen Q kuadratik formunun bu tabana göre ifadesi 

de 

Q( ) 2 2 2 2 X =X +···+X -X -···-X ı p p+ı p+q 

şeklindedir. 

Tanım 1.8 (V, b) ve (V', b') iki bi-lineer uzay ise V EB V' vektör uzaylarının 

direkt toplamı altında simetrik bi-lineer uzayını (V, b) l. (V', b') olarak 

yazabiliriz. (V, b) l. (V', b'). bi-lineer uzayı, (V, b) ve (V', b') bi-lineer 

uzaylarının ortogonal toplamı olarak adlandırılır. b l. b' bi-lineer formu da 

(bl. b') ((x, x'), (y, y')) =b (x, y) +b' (x', y') 

§eklinde tanımlanır. Buradan sonlu tane bi-lineer uzayın ortogonal toplamını 

da tanımlayabiliriz. Ortogonal toplamların yapısı, doğal olarak birle§melidir. 

Buna göre b ve b' ye kar§ılık gelen Q ve Q' .kuadratik formların toplamı 

(Q EB Q') (x, x') = Q (x) + Q' (x') 

da V EB V' üzerindeki (b l. b') simetrik bi-lineer formuna kar§ılık gelen kuadratik 

form olur. 
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2 TENSÖR ÇARPIMI 

U ve V iki reel vektör uzayı ve W da U x V kümesi tarafından üretilen 

serbest vektör uzayı olsun. Yani tüm formallineer kombinasyonların kümesi 

olsun. 

F (U, V)= W= {2:: ai (ui, vi) \I sonlu, ai ER, (ui, vi) E U xv} 
· ıEI 

n m 

x, y E F (U, V) =W ve c E JR alalım. x = I:ai (ui, vi) ve y = I: bi (uj, vj) 
i=l j=l 

olsun. 
n m 

x + y - I: ai ( Ui, vi) + I: bi ( uj, vj) 
i=l j=l 

n 

c.x - I: c. ai ( ui, vi) 
i=l 

işlemleri ile F (U, V) = W bir reel vektör uzayıdır. 

R ÇW aşağıdaki tipdeki elemanlar tarafından üretilen alt uzay olsun. 

(au+ bu', v) - a (u, v) - b (u', v) } 
a, b E JR, u, u' E U ve v, v' E V 

(u, av+ bv')- a (u, v)- b (u, v') 
F (U, V) jR bölüm uzayına U ve V nin tensör çarpımı denir ve U® V 

şeklinde gösterilir. Yani U.® V = F (U, V) jR dir. u E U, v E V iken (u, v) 

nin doğal izdüşüm altındaki görüntüsü (yani (u, v) nin denklik sınıfı) u® v 

şeklinde gösterilir ve buna u ile v nin tensör çarpımı denir. Buna göre 

u ® V = [ (u, V)] = (u, V) + R 

dir ve®: F (U, V)--:+ U® V dönüşümü bi-lineerdir. 

olduğunu görelim. 

(uı + u2, v)- (u1 , v)- (u2, v) ER ve (cu, v)- c (u, v) ER 

olduğundan 

[(uı + u2, v)- (uı, v)- (u2, v)] =O 

[(uı + u2, v)]- [(uı, v)]- [(u2, v)] =O 

[ (U ı + U2, V)) = [ (U ı, V)] + [ ( U2, V)] 

(U ı + U2) @ V = U ı @ V + U2 0 V 
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[(cu, v)- c (u, v)] =O 

[(cu, v)] =[c (u, v)] =c [(u, v)] 

(cu) 0 v =c( u 0 v) 



elde edilir. Benzer yolla 

U 0 (V ı + V2) = (U 0 V ı) + (U 0 V2) ve U 0 (CV) = C (U 0 V) 

eşitliklerinin de doğru olduğu gösterilir. 

U 0 V uza:yı evrensel özellik olarak bilinen aşağıdaki özelliğe sahiptir: 

E herhangi bir reel vektör uzayı ve rp : U xV --+ E bi-lineer dönüşüm olsun. 

Bu takdirde ~ : U 0 V --+ E tek bir lineer dönüşümü aşağıdaki diyagramı 

değişineli yapacak şekilde vardır( yani <po 0 = rp ). 

UxV ~ U0V 

Şimdi böyle bir <p dönüşümünün var ve tek olduğunu gösterelim. W = F( U, V) 

nin elemanları U x V nin elemanları tarafından üretildiğİnden rp yi rp : W --+ E 

tammlı ve V (u, v) E U x V için rp (u, v) = rp (u, v) ·koşulunu sağlayan bir 

lineer dönüşüme genişletebiliriz. rp bi-lineer olduğundan rp In= O dır. Bunu 

gösterelim. 

rp ((au+ bv, w)- a (u, w)- b (v, w)) - rp ((au+ bv, w)- a (u, w)- b (v, w)) 

- rp (au+ bv, w)- arp (u, w)- brp (v, w) 

- o 

Ayın şekilde rp ((u, av+ bw)- a (u, v) -b (u, w)) = O olduğu elde edilir. O 

halde 
rp : F (U, V) / R --+ E 

[(u,v)ı r--+ <p[(u,v)ı=rp(u,v) 

olur. 

Şimdi de <p mn iyi tanımlı olup olmadığına bakalım. [ (u, v) ı = [ (u', v') ı 

olsun. O zaman (u, v)- (u', v') E n dir. 

<p [(u, v)ı =rp (u, v) ve <p [(u', v')ı =rp (u', v') 

ll 



olduğundan 

<P [(u, v)]- <P [(u1
, v1

)] - ıp (u, v)- ıp (u1
, v1

) 

- ıp ((u, v)- (u1
, v1

)) (ıp lineer olduğundan) 

- ıp \n ((u, v)- (u1
, v1

) E 'R) 

- o 

elde edilir. Bu da <P [ (u, v)] = <P [ ( u1
, v1

)] olduğunu gösterir. O halde 

<P: (F (U, V)/ R) =U® V-+ E 

lineer .dönüşümü iyi tanımlıdır öyle ki, 

U xV 

diagramı değişmelidir, yani <Po@= <p'dir. 

U®V 

l<P 
E 

U @ V, u @ v formundaki elemanlar tarafından gerildiği için <P tektir. 

Teorem 2.1 U ve V vektör uzayları verilsin. @ : U x V -+ U @ V ve 0 : 

u X V -+ u 0 V iki tensör çarpımı ise e : u @ V -+ u 0 V izomorfizmi tek 

olarak vardır öyle ki, 

U xV U®V 

le 

U0V 

bu diagmm deği§melidir. Yani, e o ® = 0 dir. 

Kanıt. @ve 0 iki tensör çarpımı ise aşağıdaki diagramları değişıneli yapan 

tek bir Bı ve 82 lineer dönüşümleri vardır. 

U xV U®V U xV U0V 

81 o®= 0 
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UxV U xV U@V 

Q9 '\. 1 I Q9 '\. 1 B2 o Bı 

UQ9V U@V 

Tensör çarpımının evrensel özelliğinden dolayı tek bir lineer dönüşüm olmalıydı. 

O halde B2 o Bı =I olmak zorundadır. Aynı şekilde Bı o B2 =I dır. Bu nedenle 

Bı ve B2 den biri diğerinin tersidir. Dolayısıyla tek bir Bı izomorfizmi vardır. • 

E Q9 F rv F Q9 E olduğunu gösterelim. Bunun için r.p : E x F -7 F Q9 E ve 

'ljJ : F x E -7 E Q9 F bi-lineer dönüşümlerini r.p ( x, y) = y Q9 x ve 'ljJ (y, x) = x Q9 y 

şeklinde tanımlayalım. Evrensel özellikten 

ExF 

tek bir f : E Q9 F -7 F Q9 E lineer dönüşümü vardır öyle ki, 

joQ9(x,y) = r.p(x,y) , j(Q9(x,y)) = r.p(x,y) , f(xQ9y) =y@x 

dir. 
FxE ~ FQ9E 

Evrensel özellikten tek bir g : F Q9 E -7 E Q9 F lineer dönüşümü vardır öyle ki; 

goQ9(y,x) = 'lj;(y,x), g(Q9(y,x)) = r.p(y,x) , g(yQ9x)=xQ9y 

dir. (go!) (x Q9 y) = g (! (x Q9 y)) = g (y Q9 x) = x Q9 y olduğundan 

g o f = I dır. Aynı şekilde f o g = I olduğundan f ve g biri diğerinin tersi 

olan izomorfizmlerdir. 

(Vı X \12) x V3 

Vı X (V2 X V3) 

(Vı Q9 V2) x v3 

Vı X (V2 Q9 Vs) 
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®2 ~ ı e 
Vi® (V2 ® V3) 

Evrensel özellikten dolayı tek bir e lineer dönüşümü vardır öyle ki e o ®3 = ®2 

dir. 

Vı x V2 x v3 +--7 Vı x (V2 x V3) ~ Vi® (V2 ®Vs) 

®3 ~ ı 1/ı 

Vı®V2®Vs 

Yine evrensel özellikten dolayı tek bir .'l/J lineer dönüşümü vardır öyle ki 

'ljJ o ®2 = ®3 dir. 

elde edilir. ( 'ljJ o B) o ®3 = ®3 olduğundan yukarıdaki diagram değişmelidir. 

Evrensel özellikten bu iki diagramı değişıneli yapan tek bir lineer dönüşüm 

olmalıydı. Bu nedenle 'ljJ o e= I olmalıdır. Aynı şekilde e o 'ljJ =I olduğu elde 

edilir. Dolayısıyla biri diğerinin tersi olmaktadır. Yani 

elde edilir. Diğer izomorfizlerde benzer şekilde gösterilir. 

Benzer yolla Vi, \12, ... , V~c gibi k-tane vektör uzayının da tensör çarpımı 

tanımlanabilir ve Vi ® ... ® vlc şeklinde gösterilir. 

Tanım 2. ı 0: E Vı ® ... ® vlc elemanı, ı ::; i ::; k için Vi E Vi olmak üzere 

o: = v1 ® · · · ® v1c §eklinde yazılabiliyorsa o: ye ayrıgtırılabilirdir denir. 

Yardımcı Teorem 2.1 V, W iki vektör uzayı ve A = {eı, e2, · · · , en} , 

B = {j1 , h,··· , fm} kümeleri de sırasıyla bu uzayların tabanı olsun. Bu 

takdirde C= {ei® fj 1 i= ı,· .. , n ve j = ı,··· , m } kümesi V® W için bir 

tabandır. 
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Kanıt. Keyfi bir a E V@ W alalım. Budurumdaa = L::vi@ wi şeklinde 
i 

yazabiliriz. Vi = LCijej ve Wi = 'L.::dikfk ise a = I:: bijkej @ fk olacağından 
j k i,j,k 

C kümesi V@ W yı gerer. Şimdi de I:: bijkej @ fk = O ise bijk = O olduğunu 
i,j,k 

gösterelim. Tensör çarpımının tanımından 'L.::bijk(ej, fk) E n olacaktır. An-
i,j,k 

cak 'L.::bijk (ej, !k) toplamı, n deki elemanlar tarafından üretilemeyeceğinden 
i,j,k 

bijk =O olmalıdır. O halde C kümesi V@ W için bir tabandır. • 

Sonuç 2.1 Vı, V2, ... , Vk vektör uzaylannın tabanlan sırasıyla B1 , B2 , ... , Bk 

ise V1 0 V2 0 · · · @ Vk vektör uzayının tabanı 

dır. 

E, F, G, H vektör uzayları, rp : E·~ F ve 'ljJ : G ~H lineer dönüşümler 

olsun. Bu durumda 
.\:ExG~F@H 

A (X' y) = rp (X) @ 'ljJ (y) 

bi-lineer dönüşümünü tanımlayalım. Bi-lineer olduğu kolaylıkla doğrulanabilir. 

ExG ~ E®G 

.\'\. lx 

F®H 

Evrensel özellikten dolayı x : E@ G --+ F@ H tek bir lineer dönüşümü vardır 

öyle ki x (x 0 y) =rp (x)@ 'ljJ (y) dir. Bu şekilde tanımlı x dönüşümüne rp ve 'ljJ 

dönüşümlerinin tensör ( ya da Kronecker ) çarpımı denir. Bazen x = rp @ 'ljJ 

gösterimi de kullanılır. 
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Yardımcı Teorem 2.2 E, F; G, H vektör uzayları, ep: E--+ F ve 'ljJ: G--+ H 

lineer dönü§ümler ayrıca bu uzayların sırasıyla { eı, e2, · · · , em} , {fı, h,··· , fn} 

, {gı, 92, · · · , 9p} ve {hı, h2, · · · , hq} tabanları verilsin. ep ve '1/J nin bu tabanlara 

göre matrisleri de sırasıyla A = (aij) ve B = (bij) olsun. Bu durumda 

X = ep @ '1/J dörrıü§ümünün 

{ei ®gj: i= ı, ... ,m,j =ı, ... ,p} ve {fi@ hj: i= ı, ... ,n,j =ı, ... ,q} 

tabaniarına göre matrisi nq x mp tipindeki C= (aijB) matrisidir(Bu matrise 

de A ve B matrislerinin K ronecker çarpımı denir.). 

Kanıt. Şimdi x dönüşümünün {ei@ gj: ı · ı, ... , m, j =ı, ... ,p} ve 

{fi@ hj :i= ı, ... , n, j = ı, ... , q} tabaniarına göre matrisini bulalım. 

olduğundan, 

X (ei@ gj) - (aıdı + a2ih + · · · + andn) ® (bıjhı + b2jh2 + · · · + bqjhq) 

(aıibıj) fı® hı+···+ (aıibqj) fı ® hq + · · · + 

(anibıj) fn@ hı+···+ (anibqj) fn ® hq 

bulunur. O halde x dönüşümünün verilen tabanlara göre matrisini açık olarak 

yazarsak aşağıdaki matris elde edilir. 

aııbıı aııbı2 aııbıp aımbıı aımbıp 

aubqı aııbq2 aııbqp aımbqı aımbqp 

C= 

anıbıı anıbı2 anıbıp anmbıı anmbıp 

anıbqı anıbq2 anıbqp anmbqı anmbqp 

Elde ettiğimiz bu C matrisi C= (aijB)nqxmp özelliğindedir. • 
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Yukarıda belirtilen ( r.p, 'lj;) --+ x eşlenıesi 

(3: L(E;F) x L(G;H)--+ L(E0G;F0H) 

şeklinde bir bi-lineer dönüşüm tanımlar. Yine tensör çarpırrıının evrensel 

özelliğinden 

f : L (E; F) 0 L ( G; H) --+ L (E 0 G; F 0 H) 

tanımlı ve tek türlü belirli f lineer dönüşümü her (r.p, 'lj;) EL (E; F) xL (G; H) 

için (3 (r.p, 'lj;) = f (r.p 0 ıf-ı) koşulunu sağlayacak şekilde vardır. 

Önerme 2.1 L (E; F) ve L (G; H) vektör uzaylarının tensör çarpımı 

L (E; F) 0 L ( G; H) olsun. 

(3: L(E;F) x L(G;H)--+ L(E0G;F0H) 

bi-lineer dönü§ümünün belirlediği 

f : L (E; F) 0 L ( G; H) --+ L (E 0 G; F 0 H) 

lineer dönü§ümü birebirdir. 

Kanıt. w E L (E; F) @ L (G; H) elemanını alalım, öyle ki 

f (w) = O olsun. w =f O olduğunu kabul edelim. O zaman <fJi E L (E; F) , 

'lj;i E L ( G; H) olmak üzere, 

r 

w= L<fJi 0'lj;i 
i= ı 

r 

olur. Burada <pi ve ı/Ji ler lineer bağımsızdır. f(w) - ~(3(r.pi,'lj;i) dir. 
i=l 

f (w) = O olduğundan Vx E E, y E G çifti için 

r 

L<fJi (x)@ 'l/Ji (y) =O (2.1) 
i= ı 

olur. Şimdi a E E vektörünü seçelim öyle ki <fJı (a) =f O olsun. 

{ r.p
1 

( a) , r.p2 ( a) , ... , <fJr ( a)} kümesinde lineer bağımsız vektörlerin maksirnal 

sayısı p ;:::: ı olsun. 
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Yani her 2 ::; i ::; r için 'Pi (a) ::1 O ve {'Pı (a), <p2 (a), ... , 'Pi (a)} kümesi 

ile lineer bağımsız olacak şekilde hem sıfırdan farklı hem de lineer bağımsız 

bir { 'Piı ( a) , ... , 'Pik ( a)} kümesini elde edelim. İndislemede tekrar düzenleme 

yaparsak { 'Pı (a), ... , 'Pp (a)} olur. O halde j = p +ı, ... , r için 

p 

'Pj (a) = LAii'Pi (a) 
i=l 

olur. y E F için (2.ı) eşitliğinden, 

sonuçları elde edilir. ı = ı, ... , p ve 't/y E F için <p i ( a) lar lineer bağımsız 

olduğundan 
r 

'1/Ji (y) + .2: Aji'l/Jj (y) =O 
j=p+l 

r 

'1/Ji + .2: Aji'l/Jj =O 
j=p+l 

r 

'1/Ji = - 2::= .Aii'l/Jj 
j=p+ı 

sonuçları bulunur. Başlangıçta 'lj;j dönüşümlerini lineer bağımsız olarak almıştık. 

Oysa yukarıdaki sonuç hipotezimizle çelişti. O halde f birebirdir. • 

Vektör uzaylarında olduğu gibi iki cebirin de tensör çarpımı tanımlanabilir. 

U ve V reel vektör uzayları ce bir yapısına sahip olsunlar, bu durumda U 0 V 

nin vektör uzayı olduğunu biliyoruz. U 0 V üzerinde vektörlerin çarpması da 

üreteçler üzerinden u ı, u2 E U ve v1 , v2 E V olmak üzere 

şeklinde tanımlanır (Bu tanımlama tensör çarpımın evrensel özelliğinden elde 

edilir. Bakınız [7}). 
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Tanım 2.2 V vektör uzayı olsun. Her n~ O tamsayısı için V nin n. tensör 

kuvveti, 

n= O ise 

n= ı ise 

V @ · · · @ V , n ~ 2 ise 

olarak tanımlanır ve 

yo (V) @ yn (V) - yn (V) @ yo (V) = yn (V) 

yn (V) @ ym (V) _ yn+m (V) 

özellikleri vardır. 

T (V) = IR EB V EB (V Q9 V) EB · · · direkt toplarnını düşünelim. T (V) nin 

elemanları, p = O, ı, 2, ... için zp E TP (V) olmak üzere (z0 , z1 , ... ) dizisidir 

öyle ki her bir dizide Zp nin sadece sonlutanesi sıfırdan farklıdır. Şimdi 

T (V) x T (V) -+ T (V) 

(u,v) ~ u· v 

bi-lineer dönüşümünü, u = I:uP ve v = I:vq için u· v = I:uP@ vq olacak 
p q ~q 

şekilde tanırnlayalım. Bu çarpım T (V) yi bitleşmeli yapar. (ı, O, O, ... ) dizisi 

birim elemanıdır. T (V) ye V vektör uzayı üzerinde bir terısör cebri denir. 

ı skaleri ve V nin elemanları terısör cebirini üretir. Şimdi tensör cebirinin 

evrensel özelliğini tanımlayalım. A birleşmeli ve birimli keyfi bir cebir olsun. 

i. : V -+ T (V) gömme dönüşümü ve u : V -+ A lineer dönüşüm ise, tek bir 

U : T (V) -+ A cebir homomorfizmi aşağıdaki diagrarnı değişıneli yapacak 

şekilde ( yani U o i = u ) vardır. 

V ___:., T (V) 

u"" ıu 
A 

Daha detaylı bilgi için [7] ye bakınız. 
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3 CLİFFORD CEBİRİ 

V sonlu boyutlu bir reel vektör uzayı ve Q da V üzerinde bir kuadratik form 

iken (V, Q) ikilisine bir kuadratik uzay demiştik. Bu bölümde (V, Q) ikilisinin 

belirlediği V yi (aslında bir kopyasını) içeren birimli, birleşmeli reel bir cebir 

tanımlayacağız. 

Tanım 3.1 (V, Q) bir reel kuadratik uzay, T (V) = JR EB V EB (V 0 V) EB ... 

V vektör uzayının tensör cebri ve I ( Q) da bu ce bir içerisinde { v 0 v - Q ( v) · 1} 

formundaki elemanlar tarafından üretilen iki taraflı ideal olsun. Bu durumda 

Cl (V, Q) = T (V) 1 I ( Q) bölüm cebirine (V, Q) nun Clifford cebiri denir. 

Cl (V, Q) Clifford cebiri aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

1. Cl (V, Q) birimli ve birleşmeli bir cebirdir. Tensör cebri birimli 

olduğundan tensör cebrinin biriminin bölüm dönüşümü (doğal izdüşüm) 

T (V) ~ T (V) 1 I (Q) =Cl (V, Q) 

v r-+ [v] = v + I ( Q) 

altındaki görüntüsü Cl (V, Q) Clifford cebirinin birimidir 

([1] · [a] = [1 0 a] = [a]). 

Şimdi Cl (V, Q) Clifford cebirinin birleşme özelliğini tensör çarpımının 

birleşme özelliğini kullanarak gösterelim. 

(a], (;3], b] E Cl (V, Q), ( a, ;3, "fET (V) ) olsun. 

[a] · ([;3] · b]) - [a] · ([;3 0 "(]) 

- [a 0 (;3 0 "f)] 

- [(a 0 ;3) 0 "f] 

- [a0;3] ·b] 

- ([a] · [;3]) ·b] 

olduğundan Cl (V, Q) Clifford cebiri birimli ve birleşmeli bir cebirdir. 

2. V j:::::!:!!o} T (V) 1 I (Q) =Cl (V, Q) dönüşümü altında V nin görüntüsü, 

V nin Cl (V, Q) içindeki bir kopyasıdır, üstelik her v E V için 

j (v) 2 
= Q (v) · 1 olur. 
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Her v E V için, 

V ~ T (V) ~ T (V)/ I (Q) =Cl (V, Q) 

V 1--+ V [v) = v +I (Q) 

j (v) = 1r o i (v) = 1r (v) = [v] olduğundan 

j(v)2 =j(v) ·j(v) = [v]· [v] = [v0v] 

olur. Burada [v 0 v] = [t] diyecek olursak, v 0 v-tE I (Q) olacağından 

t = Q ( v) · ı olmak zorundadır. Bu durumda 

j (v)2 
= [v0v] = [Q(v) ·ı]= Q(v)-· [ı]= Q(v) ·ı 

elde edilir. 

3. Cl (V, Q), ı ve j (V) =V ler tarafından üretilir. j: V----> Cl (V, Q) lineer 

dönüşümü birebirdir. j (V) C Cl (V, Q) kümesi cebiri çarpımsal olarak 

üretir. 

4. Cl (V, Q) CHfford cebirinin evrensel özelliği: A, JR üzerinde birimli 

ve birleşmeli bir cebir ve u : V ----> A lineer dönüşümü her v E V için 

u (v) 2 
= Q (v) ·ı koşulunu sağlıyorsa, bu takdirde 

V ~ Cl (V,Q) 

u"-.,. ı u 
A 

diyagramı değişıneli olacak şekilde ( yani Ü o j = u) tek bir 

Ü : Cl (V, Q) ----> A 

cebir homomorfizmi vardır. 

Şimdi böyle bir Ü mn var vetek olduğunu gösterelim. u: V--+ A lineer 

dönüşüm ve u (v) 2 = Q (v) ·ı olsun. 

2ı 



u lineer dönüşüm olduğundan tensör cebrinin evrensel özelliğinden U 

T (V) --+ A tek bir cebir homomorfizmine genişletilebilir öyle ki, 

V ~ T(V) 

u""' lU 
A 

diagrarnı değişıneli olur, yani U o i= u dur. 

U (vı 0 ... 0 vk) = u (vı) ... u (vk) dır ve I (Q) C ker U dur. Gerçekten 

a 0 ( v 0 v - Q ( v) · 1) 0 f3 E I ( Q) için, 

U ( Q 0 (V 0 V - Q (V) · ı) 0 /3) - U ( Q) [u (V) U (V) - Q (V) · ı] U ((3) 

- u (a) .O. u (/3) =O 

elde edilir. O halde I (Q) c ker U dir. 

Ü: T (V) /I (Q) = Cl (V, Q) -+ A 

[a] f-t Ü ([a]) = U (a) 

şeklinde tanımlanan Ü nın iyi tanımlı olduğunu gösterelim. [a] = [/3] dersek, 

a- f3 E I (Q) olur. Bu durumda U (a- /3) =U (a)- U (/3) =O dır. Buradan 

Ü ([a]) = Ü ([/3]) elde edilir. Her v E V için j (v) E Cl (V, Q) olduğundan 

( Ü oj) (v) = Ü (j (v)) =u (v) dir. 

Şimdi de Ü nın cebir homomorfizmi olduğunu gösterelim. U dönüşümünün 

cebir homomorfizmi olduğunu biliyoruz. [a], [/3] E Cl (V, Q) ve>. E JR için, 

Ü ([a]. [,B]) = Ü ([a 0 ,B]) = U (a 0 /3) =U (a) .U (/3) = Ü ([a]) .Ü ([/3]) 

Ü ([a] + [/3]) = Ü ([a +,B]) = U (a + /3) =U (a) +U (/3) = Ü ([a]) + Ü ([,B]) 

Ü (>.. [a]) = Ü ([>. 0 a]) =U(>. 0 a) = >..U (a) = >..Ü ([a]) 

koşulları sağlandığından Ü bir cebir homomorfizmidir. 

Önerme 3.1 Bir quadratik formun Cl (V, Q) Clifford cebirinin 

f3 : Cl (V, Q) --+ Cl (V, Q) 

bir involusyonu vardır öyle ki a§ağıdaki ko§ullar sağlanır. 
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ve 

(i) f3 bir cebir homomorfizmi ve (32 = I dır. 

(ii) 

C lo (V, Q) = { x E Cl (V, Q) ı f3 (x) = x} 

. Clı (V, Q) = {x E Cl (V,Q) ı f3 (x) = -x} 

ise Cl (V, Q) = Cl0 (V, Q) EB Clı (V, Q) şeklinde yazılabilir (Bakınız {6}). 

Her clifford cebiri f3 : Cl (V, Q) -r Cl (V, Q) involusyonunun yanısıra bir 

anti involusyon taşır. Bunu şu şekilde açıklayalım. A bir cebir ise 

x * y = y .x çarpımı ile A kümesi üzerinde yeni bir A * cebrini tanımlay

alım. (V, Q) kuadratik formuna karşılık gelen clifford cebri Cl (V, Q) .olsun. 

A* = Cl (V, Q)* cebrini düşünelim. V ~ A* = Cl (V, Q)* lineer dönüşümü 

ıçın 

j (V) * j (V) = j (V) .j (V) = j (V) 2 
= Q (V) . 1 

ilişkisi A* cebirinde de geçerlidir. O halde Clifford cebrinin evrensel 

özelliğinden tek bir 1 : Cl (V, Q) -r Cl (V, Q)* cebir homomorfizmi vardır 

öyle ki her vE V için j (v) = 1 oj (v) koşulu sağlanır. 

V ~ Cl (V,Q) 

j ""' 11 
Cl (V, Q)* 

1: Cl (V, Q) -r Cl (V, Q) dönüşümünün aşağıdaki özellikleri vardır. 

Önerme 3.2 Her Clifford dönüşümü için aşağıdaki özellikleri sağlayan bir 1 : 

Cl (V, Q) -r Cl (V, Q) lineer dönüşümü vardır. 

(i) 1 lineerdir. 

(ii) 1 o 1 = I (i bir involusyon) dır. 

(iii) Vv E V C Cl (Q) için 1 (v) = v dir. 

(iv) x, yE Cl (Q) için 1 (x.y) = 1 (y) ·1 (x) dir. 
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Tanım 3.2 A bir JR-cebri olsun. A 0 ve Aı, k= i+ j (mod 2) için AiAj C Ak 

koşulunu sağlayan JR-vektör uzayları olmak üzere A cebri A 0 EB Aı şeklinde 

yazılabiliyor-sa A cebrine Z2 - graded cebri denir. T (V) tensör cebri, Z2 -

graded cebrine örnek olarak gösterilebilir. Burada 

(T (V)) 0 - JR. EB (V® V) EB··· 

(T (V))ı - V EB (V® V® V) EB··· 

şeklindedir. Ayrıca Cl (V, Q) Clifford cebride Z2-graded cebridir. Cl (V, Q) 

Clifford cebri için Cl0 (V, Q) , V vektör uzayının elemanlarının çift 

sayıdakilerinin, C lı (V, Q) V vektör uzayının elemanlarının tek 

sayıdakilerinin çarpımı ile üretilir. 

Bir ortegonal toplarnın Clifford cebrini bulabiliriz. Bunun için A = A0 EB Aı 

ve B = B0 EB Bı olmak üzere Z2-graded lR.-cebirlerinin A@B graded tensör 

çarpımına ihtiyacımız olacak. Bu çarpım a, a' E A, b, b' E B için, 

(a ®b) (a' ®b')= ( -ı)B(b)B(a') aa'® bb' 

şeklinde tanımlanır. Burada fJ (b) b'nin derecesi fJ (a') ise a' nin derecesidir(bu 

derece O ya da ı olacaktır.). A@B cebri, 

Ao ® Bo + Aı ® Bı 

Aı ®Bo + Ao ®Bı 

ile Z2-graded cebridir. ( Bakınız [9] ) 

Önceki bölümde (Vı, Qı) ve (V2, Q2) şeklinde iki kuadratik uzay verildiğinde, 

V = Vı EB V2 vektör uzayı üzerinde de Qı, Q2 yardımıyla bir kuadratik form 

tanıınlanabildiğine işaret etmiştik ve bunu Q = Qı EB Q2 şeklinde göstermiştik. 

Şimdi bu kuadratik uzaylara karşılık gelen Clifford cebirleri arasındaki ilişkiyi 

veren bir teoremi ifade edelim. Kısalık için Cl (V, Q) yerine Cl ( Q) gösterimini 

kullanacağız. 

Önerme 3.3 Cl ( Qı EB Q2) "' Cl ( Qı) @Cl ( Q2) dir. 

Kanıt. 

u: Vi EB V2--+ Cl (Qı) @Cl (Q2) 

u (vı + v2) =)ı (vı) ®ı+ ı® j2 (v2) 
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§eklinde u lineer dönü§ümünü tanımlayalım. Burada j 1 ve j 2 

Jı: Vı ---t Cl (Qı) Jı (vı? = Qı (vı) ·ı 

J2 : V2 ---t Cl ( Q2) J2 ( v2)2 = Q2 ( v2) · ı 

ko§ullarını sağlayan lineer dönü§ümlerdir. 

u (vı + v2)
2 

'= (jı (vı) 0 ı+ ı0 J2 (v2)) Uı (vı) 0 ı+ ı0 J2 (v2)) 

- Jı (vı) 2 0 ı+ Jı (vı) 0 J2 (v2)- Jı (vı) 0 j2 (v2) + ı0 j2 (v2)2 

- Qı ( vı) · ı 0 ı + ı 0 Q2 ( v2) · ı 

- (Qı (vı) + Q2 (v2)) ·(ı 0 ı) 

(Qı EB Q2) (vı + v2) ·ı= Q (vı + v2) ·ı 

u (vı + v2)2 = Q ( v1 + v2) ·ı olduğundan Clifford cebirinin evrensel özelliğinden 

dolayı, tek bir g : Cl ( Q1 EB Q2) ---t Cl ( Q1 ) @Cl ( Q~) cebir homomorfizmi vardır 

öyle ki go j =u dur. 

Vı ffi v2 
j 

Cl (Qı ffi Q2) ------7 

u"-, lg 

Cl (Qı) @Cl (Q2) 

Şimdi 

Vı 
i ı 

Vı EB V2 V2 
i2 

Vı ffi V2 '---+ '---+ 

V ı 1--+ (vı,O) 'V2 1--+ (0, v2) 

gömme dönü§ümlerini alalım. Bu dönü§ümler izometridirler. 

Vı 
i ı 

Vı EB V2 
j 

Cl (Qı EB Q2) j o i 1 lineer dönÜ§ümdür '---+ ---7 

v2 
i2 

Vı EB V2 
j 

Cl (Qı EB Q2) j o i2 lineer dönü§ümdür. '---+ ---7 

Vı 
jı 

Cl(Qı) v2 
i2 Cl (Q2) ------7 ----+ 

j o iı "-, 1 ic j o i2 "-, 1 Jc 
Cl (Qı EB Q2) Cl (Qı EB Q2) 

Clifford cebirinin evrensel özelliğinden tek türlü ic ve Jc cebir homomorfizmleri 

vardır. Buradan 

(j o iı) 2 ( vı) J (i ı ( Vı)) j (i ı (V ı)) = j 2 ( (V ı, Ü)) 

- (Qı+Q2)(vı,O)·ı=Qı(vı)·ı 
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(j o iz) z ( Vz) - j (iz ( vz)) j (iz ( vz)) = l ( (O, vz)) 

- ( Qı + Qz) (0, vz) · 1 = Qz ( vz) · 1 

sonuçları elde edilir. Şimdi a E Cl ( Q1), b E Cl ( Qz) olmak üzere 

j: Cl (Qı) @Cl (Qz)-+ Cl (Qı E& Qz) 

f (a 0 b) = ic (a) ·Jc (b) 

§eklinde f lineer dönü§ümünü tanımlayalım. f nin cebir homomorfizmi olduğunu 

göstermek için 

ic(a).jc(b) = (-l)ô(a)ô(b) Jc(b).ic(a) 

olduğunu göstermek yeterlidir. a E Cl (Q1) ve b E Cl (Qz) olduğundan 

Xi E Vi için a = Xı ... Xp 

Yi E V2 için b = Yı ... Yq dersek 

ic (a) ·Jc (b) = ic (xı · · · Xp) Jc (Yı··· Yq) 

= ic (xı) ... ic (xp) Jc (yı) · · · Jc (yq) 
(3.1) 

elde edilir. Her ic (xi) ve Jc (Yi) vektör-leri, Vı E& Vz deki iç çarpıma kar§ılık 

orlagonal olduğundan 

dir. Bu durumda {3.1) e§itliği 

§ekline dönü§ÜT. O halde 

lineer dönü§ümü homomorfizmdir. Ayrıca 
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lineer dönüşümünün homomorfizm olduğunu göstermiştik. f ve g nın 

tanımından 

gof(x&;ıl) - g(f(x&;ıl)) 

- g (ic (x) jc (1)) 

- g (ic (x)) 

- g(xEBO) 

- u (x EB O) (g homomorfizm olduğundan) 

- Jı(x)&;ıl=x@l 

go f (x Q9 1) = x Q9 1 elde edilir. Benzer şekilde go f (1 &;ı y) = 1 &;ı y bulunur. 

Burada y = 1 alınırsa go f (l Q9 1) __: 1 &;ıl elde edilir. Cl (Q1) 0Cl(Q2) cebri, 

_ x Q9 1, 1 Q9 y ve 1 Q9 1 elemanları tarafından üretildiğindengo f =I sonucu elde 

edilir. Diğer taraftan her x E V1 ve y E \12 için 

fog(xEBy) f(u(xEBy)) 

- f (jı (x) Q9 1 + 1 &;ıj2 (y)) 

- f (jı (x) Q9 1) + f (1 Q9 J2 (y)) 

ic (jı (x)) + Jc (h (y)) 

- i c (X) + j c (y) 

xEBy 

fo g (x EB y) = x EB y olur. Benzer şekilde fo g (1 EB 1) = 1 EB 1 elde edilir. O 

halde f o g = I dır. Tüm bu eşitliklerden dolayı f ve g biri diğerinin tersi olan 

izomorfizmlerdir. • 

Şimdi de Clifford cebirlerinin belirlenmesinde faydalı olan iki teorem 

vereceğiz. 

Önerme 3.4 V n-boyutlu bir vektör uzayı olsun. Bu durumda Cl ( Q) vektör 

uzayının boyutu 2n dir. Yani, di'fTI;JRCl ( Q) = 2n dir. 

Kanıt. Teorem (1.4) den bir kuadratik form, n tane bir boyutlu kuadratik 

formların toplamı şeklinde yazılabilir. O halde Q = Q1 EB··· EB Qn dir. 
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Bir boyutlu kuadratik formun clifford cebiri Cl0 (Q) =JR., Clı (Q) =Re 

ve e2 = Q (e)· ı dir. O halde bir boyutlu kuadratik form için dimJRCl (Q) = 2 

dir. Önerme ( 3. 3) den 

Cl (Q) =Cl (JR., Qı)@ ···@Cl (JR., Qn) 

olur. Böylece dimJRCl ( Q) = 2n elde edilir. • 

Önerme 3.5 (V, b) bi-lineer form ve V nin bir tabanı { vı, ... , vn} ise i -=f j 

iken b(vi,vj) =O olsun. O zaman Cl (Q) Clifford cebiri, {vı, ... ,vn} E V c 

Cl ( Q) elemanları tarafından üretilir ve vr = Q (Vi) .ı, i i= j iken ViVj+VjVi =o 
eşitlikleri sağlanır. Cl ( Q) vektör uzayının tabanı 

ı ve Vi1 ... Vi. (ı ::; i ı < i2 < · · · < i s ::; n ve ı ::; s ::; n) 

elemanları tarafından oluşturulur. 

Kanıt. V C Cl (Q), Cl (Q) yu çarpımsal olarak üretir. {vı, ... ,vn}, 

V vektör uzayının bir tabanı olsun. Böylece {vı, ... , vn}, Cl (Q) cebrini de 

üretir. Ayrıca vr = Q (vi) · ı ve 

dir. Buradan i i= j iken ViVj + VjVi = O sonucu elde edilir. Burada 2n eleman 

Cl ( Q) yu üretir. Sonuç olarak dimCl ( Q) = 2n olduğundan 2n tane eleman 

bir taban olmak zorundadır. • 

Örnek 3.1 V vektör uzayı üzerinde Q = O quadratik formunu düşünelim. Bu 

durumda Cl (V, Q) = A (V) ya V nin dış cebri denir. 

Herhangi (V, Q) çiftine karşılık Cl (V, Q) Clifford cebrini tanımladık. Acaba 

V üzerinde Q1 ve Q2 gibi denk iki kuadratik form verilirse karşılık gelen Clifford 

cebirleri arasındaki ilişki nedir? Aşağıdaki önerme bu ilişkiyi açıklar. 

Önerme 3.6 V üzerinde Q1 ve Q2 gibi denk iki kuadratik form verilsin. Bu 

kuadratik formZara karşılık gelen Clifford cebirleri Cl (V, Q1 ) ve Cl (V, Q2) ise 

bir f : Cl (V, Q1) -r Cl (V, Q2) izomorfizmi vardır. 
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Kanıt. (V, Qı) kuadratik uzayına kaqılık gelen Clifford cebiri Cl (V, Q1) 

olduğundan Clifford cebrinin evrensel özelliğinden her v E V için 

j 1 (v) 2 
= Q1 (v) · 1 ko§ulunu sağlayan 

jı : (V, Qı) --+Cl (V, Q1 ) 

lineer dönü§ümü vardır. Aynı §ekilde (V, Q2) kuadratik uzayına kar§ılık gelen 

Clifford cebiri Cl (V, Q2) olduğundan her v E V için j 2 ( v )2 = Q2 ( v) -ı ko§ulunu 

sağlayan 

lineer dönü§ümü vardır. Q1 ve Q2 kuadratik formları denk olduğundan o- : 

(V, Q1) --+ (V, Q2 ) birebir örten lineer dönü§ümü vardır öyle ki her v E V için 

Q1 ( v) = Q2 (o- ( v )) ko§ulu sağlanır. 

u= (j2 o o-) : (V, Qı) --+ Cl (V, Q2) 

lineer dönü§ümünü alalım. Her v E V için 

u (v) 2 - (j2 o o-)(v) (j2 o o-) (v) = j2 (o- (v))2 

- Q2 (o- (v)) ·ı= Q1 (v) ·ı 

dir. Bu durumda Clifford cebirinin evrensel özelliğinden diagramı deği§meli 

yapacak §ekilde (yani U o j 1 =u) tek bir U : Cl (V, Q1) --+ Cl (V, Q2) cebir. 

homomorfizmi vardır. o-.: (V, Q1) --+ (V, Q2) dönÜ§Ümü, birebir örten lineer 

dönü§üm olduğundan o--1 : (V, Q2 ) --+ (V, Q1 ) yazabiliriz ve her v E V için 

Q2 (v) = Q1 (o--1 (v)) dir. 

dönü§ümü lineer dönü§ümdür ve her v E V için 

u' (v)2 - (j1 o o--1) (v) (j1 o o--1) (v) = J1 (o--1 (v))
2 

- Q1 ( 0"-
1 (V)) · ı = Q2 (V) · ı 

e§itliği sağlanır. 
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Bu durumda Clifford cebirinin evrensel özelliğinden diagramı deği§meli 

yapacak §ekilde (yani U' o j 2 =u') tek bir U' : Cl (V, Q2) -r Cl (V, Q1) cebir 

homomorfizmi vardır. 

(V, Q2) ~ Cl ('V, Q2) 

J2 '\, ı I 

Cl (V, Q2) 

J2 '\, ı U o U' 

Cl (V, Q2 ) 

Yukarıdaki diagramları deği§meli yapacak §ekildeki Cl (V, Q2 ) -r Cl (V, Q2) 

dönü§ümü tek olmak zorunda olduğundan U o U' = U' o U = I olmalıdır. Bu 

durumda U ve U' dönü§ümleri, biri diğerinin tersi olmaktadır. Dolayısıyla U 

bir izomorfizmdir. • 
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4 JR.n ÜZERİNDEKİ DEJENERE OLMAYAN 

CLİFFORD CEBİRLERİ 

Bu bölümde V = JR.n reel vektör uzayırn ve bu uzay üzerinde tarnmlanan 

Q : JR.n ----+ JR. dejenere olmayan kuadratik formları alacağız. Bunun için de 

Q( ) 2 2 2 2 2 ( ) x = x1 + x2 + · · · + xP - xp+l - · · · - xp+q n = p + q 

kuadratik formunu gözönüne almak yeterlidir. Bundan böyle JR.n üzerinde Q(x) 

kuadratik formuna karşılık gelen Clifford cebrini de Clp,q şeklinde göstereceğiz. 

Şimdi Önerme (3.5) yi kullanarak sırasıyla Clo,ı, Clo,2 , Clı,o, Cl2,0 ve Cl1,1 

Clifford cebirlerini hesaplayalım. Yani bilinen hangi cebirlere izomorf olduğunu 

belirleyelim. 

1) JR. üzerindeki dejenere olmayan forrolara karşılık gelen CHfford 

cebirleri: 

i) Q(x) = x2 kuadratik formu alındığında (JR., Q) kuadratik uzayına karşılık 

gelen Clifford cebrini Cl1,0 ile gösteriyoruz. {e} bu kuadratik uzay için Sylvester 

tabarn olsun. O zaman Q(e) = ı olup e2 = Q(e) ·ı = ı dir ve Önerme (3.5) 

den dolayı Clı,o = span {ı, e} olur. Herhangi bir a E Cl1,0 elemanı a0 , a 1 E JR. 

için a = a0 ı + a 1 e şeklinde yazılabilir. Bu durumda, tabanlar üzerinde 

\[lı o : Clı o ----+ JR. EB JR. 
' ' 

ı f-+ (ı, ı) 

e t-+ (-ı,ı) 

şeklinde tanımlanan \[1 1,0 dönüşümü bir ce bir izomorfizmidir. Bu izomorfizmi 

daha açık olarak 

şeklinde yazabiliriz. O halde Clı,o cebri JR. EB JR. cebrine izomorftur. 

ii) Q(x) = -x2 kuadratik formu alındığında (JR., Q) kuadratik uzayına 

karşılık gelen Clifford cebrini C lo, ı ile gösteriyoruz. {E} bu kuadratik uzay 

için Sylvester tabarn olsun. O zaman Q(E) =-ı olup E2 = Q(E) ·ı= -ı dir 

ve Önerme (3.5) den dolayı Clo,ı = span {ı, E} olur. Herhangi bir a E Clo,ı 

elemarn a0 , a 1 E JR. için a = a0 ı + a 1E şeklinde yazılabilir. 
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Bu durumda, tabanlar üzerinde 

Wo,ı : Clo,ı --+ C 

ı 1---+ ı 

c 1---+ ı 

şeklinde tanımlanan Wo,ı dönüşümü bir cebir izomorfizmidir. Wo,ı dönüşümünün 

açık ifadesini de 

şeklinde yazabiliriz. O halde Clo,ı cebri C kompleks sayılar cebrine izomorftur. 

2) JR.2 üzerindeki dejenere olmayan formlarakarşılık gelen CHfford 

ce bir leri:·· 

i) Q(x) = xi + x~ formu gözönüne alındığında karşılık gelen Clifford cebri 

Cl2,o dır. {e1 , e2} bu kuadratik uzay için Sylvester tabarn olsun. O zaman 

Q(ei) = ı olup er= Q(ei) . ı= ı dir ve Önerme (3.5) den dolayı 

olur. Herhangi bir a E Cl2,0 elemanı ao, aı, a2, aı2 E JR. için 

şeklinde yazılabilir. Bu durumda, tabanlar üzerinde 

w2,o: Cl2o --+ JR.(2) 
' 

ı o 
ı 1---+ 

o ı 

o ı 
e ı 1---+ 

ı o 
ı o 

e2 1---+ 

o -ı 
o -ı 

eıe2 1---+ 

ı o 
şeklinde tanımlanan W 2,0 dönüşümü bir ce bir izomorfizmidir. Bu dönüşümün 

daha açık ifadesi de aşağıdaki şeklindedir. 

w2,o(aoı + aıeı + a2e2 + aı2eıe2) = ı ao + a 2 O:ı- a
12 

] l nı + aı2 ao - a2 
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Sonuç olarak CZ2,o cebri JR(2) cebrine izomorftur. 

ii) Q(x) = xi- x§ formu gözönüne alındığında karşılık gelen Clifford cebri 

C lı, ı dır. {e, c} bu kuadratik uzay için. Sylvester tabarn olsun. O zaman 

Q(e) =ı olup e2 = Q(e) ·ı= ı ve Q(c) =-ı olup c2 = Q(c). ı= -ı dir. 

Önerme (3.5) den dolayı Clı,ı =span {ı, e, c, ec} olur. Herhangi bir a E Cl1,1 

elemanı aa, aı, a2, aı2 E JR için a = aoı+aıe+a2c+aı2ec şeklinde yazılabilir. 

Bu durumda, tabanlar üzerinde 

Wı,ı : Clı,ı -+ JR(2) 

ı 1-+ 

e ı-+ 

ec ı-+ 

ı o 
o ı 

o ı 

ı o 
o -ı 
ı o 
ı o 
o -ı 

şeklinde tanımlanan Wı,ı dönüşümü bir cebir izomorfizmidir. Bu dönüşümün 

daha açık ifadesi de 

Wı,1 (aoı + aıe + a2c + aı2ec) = [ ao + aı2 aı- a
2 

] 
a 1 + a2 aa - aı2 

şeklindedir. Sonuç olarak Clı,ı cebri JR(2) cebrine izomorftur. 

iii) Q(x) = -xi- x~ formu gözönüne alındığında karşılık gelen Clifford 

cebri Cl0,2 dır. {cı, c2} bu kuadratik uzay için Sylvester tabarn olsun. O 

zaman Q(ci) =-ı olup c~= Q(ci) ·ı= -ı dir. Önerme (3.5) den dolayı 

olur. Herhangi bir a E Cl0,2 elemanı ao, aı, a2, aı2 E JR için 

şeklinde yazılabilir. 
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Bu durumda, tabanlar üzerinde 

Woz: C lo 2 -+ lHI , , 

ı f---7 ı 

cı f---7 ı 

ez f---7 J 

cı ez f---7 k 

şeklinde tanımlanan w0,2 dönüşümü bir cebir izomorfizmidir. Bu dönüşümün 

daha açık ifadesi de 

dir. Sonuç olarak Cl0,2 cebri lHI cebrine izomorftur. 

Yukarıdaki örneklerde görüldüğü gibi boyut büyüdükçe, bu yolla ilgili 

Clifford cebrinin bilinen hangi cebire izomorf olduğunu belirlemek 

güçleşmektedir. Bu nedenle farklı boyutlardaki Clifford cebirleri arasında 

indirgeme ilişkisi veren aşağıdaki üç temel izomorfizm bizim için faydalı olacak. 

Önerme 4.1 ı)Clo,n+2 rv Cln,o 0 Clo,z 

2)Cln+z,o rv Clo,n 0 Clz,o 

3)Clp+l,q+l rv Clp,q 0 Clı,ı 

Kanıt. Bu izomorfizmler sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlanır. 

3 :::; i :::; n + 2 ise, 

i = ı ve i = 2 ise, 

3 :::; i :::; n + 2 ise, 

ı :::; j :::; q ise, 

j = q + 1 ise, 
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Yukarıdaki ?rı, 1r2 izomorfizmleri yardımıyla da Clo,n+4 cebri ile Clo,n 0 

Cl2,o 0 Clo,2 cebri arasında aşağıdaki izomorfizm elde edilir ve bu izomorfizm 

dörtlü bir indirgeme formülü verir. 

7f: Clo,n+4 --> Cln+2,0 0 Clo,2 --> Clo,n 0 Cl2,0 0 Clo,2 

cı 1-+ ı 0cı 1-+ ı 0 ı 0 cı 

C2 1-+ ı 0 c2 1-+ ı 0 ı 0 c2 

C3 1-+ eı 0 cıc2 1-+ ı0eı0cıc2 

C4 1-+ e2 0 cıc2 1-+ ı 0 e2 0 cıc2 

c5 1-+ e3 0 cıc2 1-+ cı 0 eıe2 0 cıc2 

C6 1-+ e4 0 cıc2 1-+ c2 0 eıe2 0 cıc2 

1-+ 1-+ 

Cn+4 1-+ en+2 0 cıc2 1-+ cn 0 eıe2 0 cıc2 

Bu son izomorfizm Cl0,8 e iki kere uygulanırsa 

Clo 8 rv Cl2 o 0 Clo 2 0 Cl2 o 0 Clo 2 
' ' , ' ı 

elde edilir. Keyfi bir n için Clo,n+8 e iki defa 7f uygularursa ve 

C lo 8 rv Cl2 o 0 C lo 2 0 Cl2 o 0 C lo 2 
' ' ' ' ' 

olduğu kullanılırsa, Clo,m tipincieki Clifford cebirleri arasında 

Clo,n+B rv Clo,n 0 Clo,8 

şeklinde 8-li bir indirgeme formülü elde edilir. 

Benzer işlemler yapılarak Clm,o tipincieki Clifford cebirleri arasında da 

Cln+B,O rv Cln,O 0 Cl8,0 şeklinde 8-li bir indirgeme formülü elde edilir. 

Yukarıdaki izomorfizmler kullanılarak tüm Clifford cebirleri hesaplanabilir. 

Ancak bu hesaplamalar sırasında reel cebirler arasındaki aşağıdaki 

izomorfizmler gerekmektedir. Aşağıda geçen tensör çarpımlarımn hepsi JR. reel 

sayılar cismi üzerinden yapılmaktadır. 

ı. 1K = JR.,C veya JHı: olmak üzere JR. (n) 01K rv 1K (n) dir ve bu izomorfizm 

[ aij] 0 k f--7 [ kaij) şeklinde verilir. 
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2. JR (n)® JR (m) '"" JR (n m) dir ve bu izomorfizm A ®B 1---+ ( aijB) şeklinde 

verilir. (Bu eşlemeye iki matrisin tensör çarpımı bazen de Kronecker 

çarpımı denir.) 

3. <C® C'"" C EB C dir ve bu izomorfizm z ®w 1---+ (zw, zw) şeklinde verilir. 

4. C® IHI '"" C (2) dir ve bu izomorfizm 

f : C® lHI -+ Endc (JHI) "' C (2) 

Z ® q f---+ Jz,q 

şeklindedir ve bu dönüşüm her x E lHI için fz,q (x) = zxq şeklinde 

tammlamr. İleride C ® JH[ mn taban vektörlerinin f altındaki 

görüntülerine ihtiyacımız olacak. Bu nedenle z E {ı, i} ve q E {ı, i, j, k} 

için fz,q ların JH[ mn {ı, j} kompleks tabamna göre matrislerini bulalım. 

{ 
Jı,ı (ı)= ı.ı.ı =(ı) ı } ===?- Jı,ı = ı ı o] 
Jı,ı (j) = l.j.ı = (ı)j lo ı 

{ 
Jı,i (~)=ı.~.(-~)= (~i? ı } ===?- Jı,i = r -i ~ ] 
Jı,i(J)=l.J.(-ı)=(ı)J l o ı 

{ 
Jı,j (ı)= ı. ı. (-j) = (-ı)j } ===?- Jı,j = 1 o ı] 
Jı,j (j) = l.j. ( -j) =(ı) ı l -ı o 

{ 
!ı,k (ı) =ı. ı. (-k) = (-i) J. } ===?- Jı,k = r o -i ] 
Jı,k (j) = l.j. (-k)= (-i) ı l -i o 

{ 
Aı (ı) =i. ı. ı= (i) ı } ===?- ]i,ı = r i o ] 
Aı (j) = i.j.ı = (i)j lo i 

{ 
fi,i (ı) = i.l. (-i) = (ı) ı } ===?- Ji,i = ı ı o ] 
]i,i(j) = i.j. (-i)= (..:..ı) j l o -ı 

{ 
]i,k (ı) = i.l. (-k) = (ı) j } . - [ o ı ] 

===?- Jı,k-
]i,k (j) = i.j. (-k) = (ı) ı ı o 

5. JH[ ® JH[ rv JR ( 4) dir ve bu izomorfizm 

<I> : JHI ® JHI -+ E ndıR (JHI) "' JR ( 4) 
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şeklindedir ve <I>q1 ,q2 dönüşümü de her q E JBI için <I>qım (q) = qıqfh 

şeklinde tanımlanır. Şimdi her qı, q2 E {ı, i, j, k} için <I>q
1

,q
2 

lerin JBI ,...._, IR4 

uzayının { eı, e2, e3, e4} standart tabanına göre matrislerini bulalım. Yapılan 

işlemler sonucunda bu işlemler aşağıdaki şekildedir. 

ı o o o o -ı o o 
o ı o o ı o o o 

<I> ı, ı - <I>. ı ı, 

o o ı o o o o -ı 
o o o ı o o ı o 

o ı o o ı o o o 
-ı o o o o ı o o 

<I>ı . - <I> .. -,ı ı,ı 

o o o -ı o o -ı o 
o o ı o o o o -ı 

o o ı o o o o -ı 
o o o ı o o ı o 

<I> ı . <I> .. -,J ı,J 

-ı o o o o ı o o 
o -ı o o -ı o o o 
o o o ı o o ı o 
o o -ı o o o o ı 

<I> lk <I>. k 
' ı, 

o ı o o ı o o o 
-ı o o o o ı o o 
o o -ı o o o o -ı 

o o o ı o o -ı o 
<I> . ı - <Iık ı J, ' 

ı o o o o ı o o 
o -ı o o ı o o o 

o o o ı o o -ı o 
o o ı o o o o ı <I> .. <I> k . J,ı ,ı 

o ı o o -ı o o o 
ı o o o o ı o o 
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ı o o o o ı o o 
o -ı o o ı o o o 

qı .. <Iık . -J,J ,J o o ı o o o o ı 

o o o -ı o o ı o 
o -ı o o ı o o o 
-ı o o o o -ı o o 

qı. k <Iık k -J, ' o o o ı o o -ı o 
o o ı o o o o ı 

Daha önceden IR ve IR2 üzerindeki tüm dejenere olmayan formlarakarşılık 

gelen Clifford ce birlerini bulmuştuk. Şimdi yukarıda verilen bilgiler kullanılarak 

diğer Clifford ce birleri de hesaplanabilir. 

Önerme (4.ı) den dolayı Cl0,3 rv Clı,o 0 Clo,z dir. Daha önceden 

Clı,o "' R EB R, Cl2,0 rv R (2) ve Cl0 ,2 rv JBI izomorfizmleri elde edilmişti. Bunlar 

kullanılırsa, 

Clo,3 ~ (R EB R) 0 lHI f"V (R 0 JBI) EB (R 0 JBI) ~ JBI EB lHI 

Clo,4 ~ Clz,o 0 Clo,z rv R (2) @JHI rv JBI (2) 

Clo,5 ~ C lo, ı 0 Clz,o 0 Clo,z rv <C 0 R (2) ®JHI ,..._, <C® (JBI 0 IR (2)) 

rv (<C 0 JHI) ®IR (2) rv <C (2) 0 R (2) ,..._,(<C 0 R (2)) 0 R (2) 

~ <C 0 (R (2) 0 R (2)) f"V <C 0 R (4) rv <C (4) 

Cl0,3 ,..._, lHI EB lHI , Cl0,4 rv lHI (2) ve Cl0,5 ,..._, <C ( 4) izomorfizmaları elde edilir. 

Benzer şekilde, 

Clo,6 ~ Clo,z 0 Clz,o 0 Clo,z rv JBI 0 R (2) ®JHI 

~ JBI 0 lHI 0 R (2) rv R ( 4) 0 R (2) ,..._, R (8) 

Clo,7 ~ Clo,3 0 Clz,o 0 Clo,z rv (JBI EB JHI) ®R (2) ®JHI 

rv (JBI EB JBI) ®JHI 0 R (2) rv (JBI 0 lHI EB JBI 0 JBI) ®R (2) 

~ (R ( 4) EB R ( 4)) 0 R ( 2) f"V R ( 8) EB R ( 8) 

Clo,s ~ Clo,4 0 Clz,o 0 Clo,z ,..._, Clz,o 0 Clo,z 0 Clz,o 0 Clo,z 

~ IR (2) ®JHI 0 R (2) ®JHI ,..._, R (2) ®IR (2) ®JHI 0 JBI 

~ IR (4) ®R (4) ,..._, R (ı6) 

Cl0,6 ,..._, IR (8) , Cl0,7 ,..._, R (8) EB IR (8) ve Clo,s ,..._, IR (ı6) izomorfizmaları elde 

edilir. 
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Şimdi de 3 :S n :S 8 için Cln,o Clifford cebirlerinin izomorfizmlerini Önerme 

( 4.1) yi kullanarak hesaplayalım. 

Daha önceden Clo,ı ""' C , Clo,2 c,; IHI ve Cl2,o ""' IR (2) izomorfizmleri elde 

edilmişti. Bunlar kullanılırsa, 

Cl3o c,; Clo,ı @ Cl2,0 ""' <C@ IR (2) "' <C (2) , 

Cl4o c,; Clo,2 0 Cl2,o ""'IHI 0 IR (2) "'IHI (2) , 

Cl5o c,; Clı,o 0 Clo,2 0 Cl2,o "' (IR EB IR) ®IHI 0 IR (2) , 

rv (IR EB IR) 0 (IR (2) ®IHI) "' (IR (2) EBIR (2)) ®IHI 
c,; (R(2) ®IHI) 0 (IR (2) ®IHI) "' (IHI 0 IR (2)) 0 (IHI 0 IR (2)) 
c,; IHI (2) EB IHI (2) 

Cl3,0 "'<C (2) , Cl4,o "'IHI (2) ve Cl5,0 "'IHI (2) EB IHI (2) izomorfizmaları bulunur. 

Benzer şekilde 

ClB,o rv Cl2,o 0 Clo,2 0 Cl2,o "' IR (2) ®IHI 0 IR (2) "' IHI 0 IR (2) 0 IR (2) 
rv IHI 0 IR (4) "'IHI (4) 

Ch o c,; Cls,o ® Clo,2 0 Cl2,o rv <C (2) ®IHI 0 IR (2) "' <C®IR (2) ®IHI 0 R (2) , 

c,; <C®IHI ®IR (2) ®IR (2) rv <C (2) 0 R ( 4) "' <C 0 IR (2) 0 R ( 4) 

c,; <C@ IR (8) rv <C (8) 

Cls o ~ Cl4,o 0 Clo,2 ® Cl2,o "' IHI (2) ®IHI 0 IR (2) rv IHI 0 IR (2) ®IHI 0 IR (2) , 

rv IHI 0 IHI 0 IR (2) ®IR (2) ~ IR ( 4) ®R ( 4) "' IR (16) 

Cl6,0 "'IHI (4) , Cl7,0 rv <C (8) ve Cl8,0 "'R (16) izomorfizmaları elde edilir. 

Bu elde edilenleri ve Önerme (4.1) yi kullanarak tüm Clp,q ları da 

bulabiliriz. İlk başta Clı,ı "' IR (2) , Clo,ı rv <C ve CZ1,o rv R EB IR izomor

fizmlerini elde etmiştik. Bunlar kullanılırsa aşağıdakiler elde edilir. 
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Cl2 ı !:::::! Clı,o 0 Clı,ı rv (JR EB JR) 0JR (2) rv JR (2) EBJR (2) , 

Clı,2 !:::::! C lo, ı 0 Clı,ı rv C 0JR (2) rv C (2) 

Cl3,ı !:::::! Cl2,0 0 Clı,ı rv JR (2) 0JR (2) rv JR (4) 

Cl2,2 !:::::! Clııı 0 Clııı rv JR (2)·0lR (2) rv IR (4) 

Clıı3 !:::::! Cloı2 0 Clııı rv lHI 0 JR (2) rv JHI (2) 

Clı 4 !:::::! Cloı3 0 Clııı rv (JHI EB JHI) 0JR (2) rv 1HI (2) EB1HI (2) 
ı 

Cl2 3 
f'..i 

Clıı2 0 Clııı rv C (2) 0JR (2) rv C 0 JR (2) 0 JR (2) 
ı 

rv C0JR(4) rv C(4) 

. Cl3ı2 !:::::! Cl2ıı 0 Clııı rv (JR (2) EBJR (2)) 0JR (2) rv JR ( 4) EBJR ( 4) 

Cl4 ı !:::::! Cl3ı0 0 Clııı rv C (2) 0JR (2) "" (C 0 JR (2) 0 JR (2) 
ı 

!:::::! C0JR(4) ""C(4) 

Bu şekilde devam ettirirsek aşağıdaki tabioyu elde ederiz. 
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'l 
p o ı 2 3 4 5 6 7 8 

o IR. 
- c JHI JHIEFJJHI lHI (2) c (4) JR (8) JR (8) EFJJR (8) JR (16) 

ı JREFJJR JR (2) c (2) JHI (2) JHI (2) @ll~ (2) JHI ( 4) c (8) IR (16) IR. (16) EFJIR (16) 

2 R(2) IR (2) EFJJR (2) JR (4) c (4) JHI ( 4) JHI ( 4)_ ffilHI ( 4) JHI (8) c (16) IR (32) 

3 c (2) IR (4) IR ( 4) ffiJR ( 4) IR (8) c (8) JHI (8) JHI (8) ffilHI {8) JHI (16) c (32) .. 

4 JHI (2) c (4) IR. (8) JR (8) EFJIR (8) JR (16} c (16) JHI (16) JHI (16) EFJll~ (16) JHI (25) 

5 JHI (2) ffilHI (2) JHI ( 4) c (8) JR (16) JR (16) ffiJR (16) JR (25) c (25 ) JHI (25) JHI (25) EFJJHI (25) 

6 JHI ( 4) JH1(4) ffilHI(4) n~ (8) c (16) . JR (25) -JR (25) EFJJR (25
) JR (26) c (2~) JHI (26) 

7 c (8) JHI (8) JHI (8) EFJJHI (8) mı (16) c (25) JR (26) JR (26) @JR (26) JR (27) c (27
) 

8 JR (16) c (16) JHI (16) JHI (16) ffiJH[(16)_ JHI (25) c (26) JR (27) JR (27) EFJJR (27)_ JR (28) 

C lp,q CHfford cebrinin izomorfizm tablosu · - -



Dikkat edilirse yukarıdaki tablo oluşturulurken birkaç tanesi dışında izomor

fizmlerin açık ifadeleri gerekmedi. Bu tablodan ve periyodiklik ilişkilerinden 

yararlanarak herhangi Clp,q Clifford cebrinin bilinen hangi matris cebrine izomorf 

olduğunu, arada açık bir izomorfizm vermeksizin, tespit etmek mümkündür. 

Örneğin :IR2ı üzerindeki Cl7,14 Clifford cebrinin bilinen hangi matris cebrine 

izomorf olduğunu kolayca bulabiliriz. Periyodiklik ilişkisinden 

Cl7,14 = Cl7,6+s rv Ch,6 0 Clo,s 

dir, bu durumda tabloya bakıldığında Cl7,6 "' JR. (26) E91R. (26) (7. satır ve 6. 

sütundan) ve Cl0,8 "'JR (16) (0. satır ve 8. sütundan) olduğu görülür. Bunlar 

yerine yazılırsa 

elde edilir. Benzer hesaplamalada diğer Clp,q Clifford cebirleri için aşağıdaki 

tablo elde edilir. 

p-q (mod8) Clp,q 

o JR. (21) 

ı JR. (21) E91R. (21) 

2 JR. (21) 

3 c (21) 

4 lHI (21- 1) 

5 lHI (21- 1) E9lHI (21- 1) 

6 lHI (21-1) 

7 c (21
) 

Burada l sayısı ~ nin tam kısmıdır. 

Bizim amacımız herhangi Clp,q Clifford cebri verildiğinde ilgili matris 

cebrine giden izomorfizmin açık olarak elde edilmesi için bir yöntem 

vermektir. Bunun için önce Clo,rı tipincieki Clifford cebrinden ilgili matris 

cebrine giden izomorfizmi bulacağız ( bu tip izomorfizmler [5] de verilmiştir). 
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Sonra 1r2 : Cln+2,o --+ Clo,n 0 Cl2,0 izomorfizrninden yararlanarak Cln,o 

tipincieki tüm Chfford cebirleri için ilgili izomorfizmleri elde edeceğiz. Clo,n ve 

Cln,o ler için izomorfizmler elde edildikten sonra 1r3 : Clp+ı,q+ı --+ Clp,q 0 Clı,ı 

izomorfizrnini kullanarak da tüm Clp,q Clifford cebirleri için de söz konusu 

izomorfizmleri elde edeceğiz. Clo,n Clifford cebirleri için izomorfizmleri önce 

ı ~ n ~ 8 için, sonrada bunlar yardımıyla n > 8 için sözkonusu izomorfizmleri 

elde edeceğiz. 

4.1 Clo,n Clifford cebirleri için izomorfizmlerin elde 

edilmesi 

1) ı ~n~ 8 için izomorfizmlerin elde edilmesi (Tabloda O. satır) 

i) n= ı için 'l'o,ı : Clo,ı --+ C şeklinde bulmuştuk. 

ii) n = 2 için 'l'0,2 : Cl0,2 --+ JHı: şeklinde bulmuştuk. 

iii) n = 3 için 'l'0,3 : CZ0,3 --+ JHı: E9 JHı: izomorfizrnini,daha önce bulduğumuz 

'l'ı,o : Clı,o --+ JR. E9 JR. ve 'l'0,2 CZ0,2 --+ JHı: izomorfizmlerinden yararlanarak 

bulalım. 

C lo 3 --+ C lı o 0 Clo 2 --+ (JR. E9 JR.) 0 JHı: --+ JffiE9JHı: , , , 

cı f---+ ı 0cı f---+ (ı,ı)0i f---+ (i, i) 

c2 f---+ ı 0c2 f---+ (ı,ı)0j f---+ (J",J·) 

c3 f---+ cı 0 cıc2 f---+ (ı,-ı)0k f---+ (k, -k) 

iv) n = 4 için 'l'0,4 : CZ0,4 --+ JHı: (2) izomorfizrnini daha önce bulduğumuz 

'l'2,0 : CZ2,0 --+ JR. (2) ve 'l'0,2 : Cl0,2 --+ JHı: izomorfizmlerinden yararlanarak 

bulalım. 
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Clo,4 -+ Cl2,o 0 Clo,2 -+ IR (2) 01HI 

ı o 

o ı 

ı o 
o ı 

o ı 

ı o 

®i 

®j 

-+ 1HI (2) 

ı o 
o ı 

J o 
o J 

o k 

k o 

e4 ~ e, 0 e1 e, c; ~ _ ~ j 0 k c; : -~ ] 

v) n= 5 için Wo,5 : Cl0,5 -+C (4) izomorfizminin açık ifadesini, daha önce 

bulduğurmiz izomorfizmlerin açık ifadelerini kullanarak bulalım. 

Clo,s -+ Clo,ı 0 Cl2,o 0 Clo,2 -+ C 0 1HI 0 IR (2) 

vektörlerinin görüntülerini elde etmiştik. Bunlar kullamlırsa aşağıdakiler elde 

edilir. 
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JHI Q9 JHI dan JR. ( 4) ye giden izomorfizm altında ı Q9 i, ı Q9 j, ı Q9 k, i Q9 k, j Q9 k 

vektörlerinin görüntülerini elde etmiştik. Bunlar kullanılırsa aşağıdakiler elde 

edilir. 
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Clo,6 ---+ IR(4) ®IR(2) 

o ı o o 
-ı o o o 

0 [ ~ ~] cı 

o o o -ı 
o o ı o 
o o ı o 
o o o ı 

0 [ ~ ~ı 6:2 

-ı o o o 
o -ı o o 
o o o ı 

o o -ı o 
0 [ ~ ~] E3 1-+ 

o ı o o 
-ı o o o 

o o o ı 

o o -ı o 
0 [ ~ -~ı 6:4 

o ı o o 
-ı o o o 
o o ı o 
o o o ı 

0 [ ~ -~] es 
ı o o o 
o ı o o 

o -ı o o 
-ı o o o 

0 [ ~ -~ı c5 
o o o ı 

o o ı o 
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C lo 6 -t 
' 

JR (8) 

o o ı o o o o o 
o o o ı o o o o 

-ı o o o o o o o 
o -ı o o o o o o 

cı 

o o o o o o -ı o 
o o o o o o o -ı 
o o o o ı o o o 
o o o o o ı o o 
o o o o ı o o o 
o o o o o ı o o 
o o o o o o ı o 
o o o o o o o ı 

ez 
-ı o o o o o o o 
o -ı o o o o o o 
o o -ı o o o o o 
o o o -ı o o o o 
o o o o o o o ı 

o o o o o o ı o 
o o o o o -ı o o 
o o o o -ı o o o 

c3 
o o o ı o o o o 
o o ı o o o o o 
o -ı o o o o o o 

-ı o o o o o o o 
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o o o o o o ı o 
o o o o o o o -ı 
o o o o -ı o o o 
o o o o o ı o o 

E4 

o o ı o o o o o 
o o o -ı o o o o 

-ı o o o o o o o 
o ı o o o o o o 

o o o o o -ı o o 
o o o o ı o o o 
o o o o o o o -ı 
o o o o o o ı o 

E5 

o -ı o o o o o o 
ı o o o o o o o 
o o o -ı o o o o 
o o ı o o o o o 

o o o ı o o o o 
o o -ı o o o o o 
o ı o o o o o o 

-ı o o o o o o o 
E6 

o o o o o o o -ı 
o o o o o o ı o 
o o o o o -ı o o 
o o o o ı o o o 

vii) n = 7 için 'IJ/ 0,7 : Cl0,7 --+ JR (8) EB JR (8) izomorfizminin açık ifadesini, 

daha önce bulduğumuz izomorfizmlerin açık ifadelerini kullanarak bulalım. 

48 
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k vektörlerinin görüntülerini elde etrniştik. Bunlar kullanılırsa aşağıdakiler elde 

edilir. 

Clo 7 -+ (llil 0 1BI EB 1BI 01BI) 0 JR (2) , 

ı o 
cı ı--ı- (ı0 i, ı0 i) 0 

o ı 

ı o 
c2 ı--ı- (ı0 j, ı0 j) 0 

o ı 

o ı 
C3 ı--ı- (ı0 k, ı0 k) 0 

ı o 
ı 

-~ı c4 ı--ı- (ı0 k, ı0 k) 0 
o 
o -~ı c5 ı--ı- (i0k,i0k)0 
ı 
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[o -1 J C6 f--+ (j @ k, j @ k) @ ı o 

[o -ı J f:7 f--+ (k®k,-k®k)® ı o 

CZo,7 -t (JR(4) EBlR(4)) ®lR(2) 

o ı o o o ı o o 
-ı o o o -ı o o o 

0 [ ~ ~ J 
\llo,7 (sı) = 

o o o -ı o o o -ı 
o o ı o o o ı o 
o o ı o . o o ı o 

\llo,7 (s2) = 
o o o ı o o o ı 

0 [ ~ ~] -ı o o o -ı o o o 
o -ı o o o -ı o o 
o o o ı o o o ı 

o o -ı o o o -ı o 
0 [ ~ ~] \llo,7 (s3) = 

o ı o o o ı o o 
-ı o o o -ı o o o 

o o o ı o o o ı 

o o -ı o o o -ı o 
0 [ ~ -~] \llo,7 (s4) = 

o ı o o ı o o o 
-ı o o o -ı o o o 
o o ı o o o ı o 
o o o ı o o o ı 

0 [ ~ -~] \llo,7 ( c5) = 
ı o o ı o o o o 

o ı o o o ı o o 
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o -ı o o o -ı o o 

'l'o,7 (c5) = 
-ı o o o -ı o o o 

0 [ ~ -~] o o o ı o o o ı 

o o ı o o o ı o 
ı o o o -ı o o o 

'l'o,7 (c7) = 
o -ı o o o ı o o 

0 [ ~ -~] o o -ı o o o ı o 
o o o ı o o o -ı 

Burada doğal dağılma dönüşümü kullan alım. 

Clo,7 ~JR (4) 0JR (2) EB JR (4) 0JR (2) 

o ı o o o ı o o 
-ı o o o 0[~ ~], -ı o o o 

0 [ ~ ~] 'l'o,7 (cı) = 
o o o -ı o o o -1 

o o ı o o o ı o 
o o ı o o o ı o 
o o o ı 

0 [ ~ ~] o o o ı 

0 [ ~ ~] 'l'o,7 (c2) = 
o o o -ı o o o -ı 

o -ı o o o -ı o o 
o o o ı o o o ı 

o o -ı o 0[~ ~], o o -ı o 
0 [ ~ ~] 'l'o,7 (es) = 

o ı o o o ı o o 
-ı o o o -ı o o o 
o o o ı o o o ı 

o o -1 o 
0 [ ~ -~ ] ' 

o o -ı o 
0 [ ~ -~] 'l'o,7 (c4) = 

o ı o o o ı o o 
-ı o o o -ı o o o 
o o ı o o o ı o 
o o o ı 

0 [ ~ -~ ] ' 
o o o ı 

0 [ ~ -~] 'l'o,7 (c5) = 
ı o o o ı o o o 

o ı o o o ı o o 

5ı 



o -ı o o o -ı o o 

Wo,7 (c6) = -ı o o o 
® [ ~ -~ l -ı o o o 

® [ ~ -~] o o o ı o o o ı 

o o ı o o o ı o 
ı o o o -ı o o o 

Wo,7(c7) = 
o -ı o o 

® [ ~ -~] ' 
o ı o o 

® [ ~ -~ı o o -ı o o o ı o 
o o o ı o o o -ı 

Burada Kronecker çarpımı kullanılırsa aradığımız izomorfizm aşağıdaki gibi 

olur. 

Clo,7 -+ IR (8) EB IR (8) 

o o ı o o o o o 
o o o ı o o o o 

-ı o o o o o o o 
o -ı o o o o o o 

olmak üzere Wo,7 (c:1) = (Eı, Eı) Eı= 
o o o o o o -ı o 
o o o o o o o -ı 
o o o o ı o o o 
o o o o o ı o o 
o o o o ı o o o 
o o o o o ı o o 
o o o o o o ı o 
o o o o o o o ı 

olmak üzere 'llo,7 (c:2) = (E2, E2) E2= 
-ı o o o o o o o 

o -ı o o o o o o 
o o -ı o o o o o 
o o o -ı o o o o 
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o o o o o o o ı 

o o o o o o ı o 
o o o o o -ı o o 
o o o o -ı o o o 

E3= olmak üzere Wo,7 (c3) = (E3, E3) o o o ı o o o o 
o o ı o o o o o 
o -ı o o o o o o 

-ı o o o o o o o 
o o o o o o ı o 
o o o o o o o -ı 
o o o o -ı o o o 
o o o o o ı o o 

E4 = olmak üzere Wo,7 (c4) = (E4, E4) 
o o ı o o o o o 
o o o -ı o o o o 

-ı o o o o o o o 
o ı o o o o o o 

o o o o o -ı o o 
o o o o ı o o o 
o o o o o o o -ı 
o . o o o o o ı o 

olmak üzere Wo,7 (c5) = (E5, E5) E5 = 
o -ı o o o o o o 
ı o o o o o o o 
o o o -ı o o o o 
o o ı o o o o o 
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o o o ı o o o o 
o o -ı o o o o o 
o ı o o o o o o 

-ı o o o o o o o 
E6 = olmak üzere 'lro,7 (efi) = (E6, E6) o o o o o o o -ı 

o o o o o o ı o 
o o o o o -ı o o 
o o o o ı o o o 

o -ı o o o o o o 
ı o o o o o o o 
o o o ı o o o o 
o o -ı o o o o o 

E7= olmak üzere 'lro,7 (c7) = (E7,-E7) 
o o o o o ı o o 
o o o o -ı o o o 
o o o o o o o -ı 
o o o o o o ı o 

sonuçları elde edilir. 

viii) n = 8 için 'lr0,8 : Cl0,8 -+ IR (ı6) izomorfizminin açık ifadesini, daha 

önce bulduğumuz izomorfizmlerin açık ifadelerini kullanarak bulalım. 
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Clo,s --+ CZ2 o Q9 C lo 2 Q9 Cl2 o Q9 C lo 2 --+ JR (2) Q9 JH[ Q9 JR (2) Q9 JH[ ' ' , ' 

ı o ı o 
cı i-+ ı Q9 ı Q9 ı Q9 cı i-+ G?ııG?ı Q?ıi 

o ı o ı 

ı o ı o 
c2 i-+ ı Q9 ı Q9 ı Q9 c2 i-+ G?ııG?ı Q?ıj 

o ı o ı 

ı o o ı 
c3 i-+ ı Q9 ı Q9 eı Q9 cıc2 G?ııG?ı G?ık 

o ı ı o 
ı o ı o 

c4 i-+ ı Q9 ı Q9 e2 Q9 cı c2 G?ııQ?ı Q9k 
o ı o -ı 
ı o o -ı 

C5 i-+ ı Q9 cı Q9 eıe2 Q9 cıc2 i-+ Q9iQ9 Q9k 
o ı ı o 
ı o o -ı 

E6 i-+ ı Q9 c2 Q9 eıe2 Q9 cıc2 Q9jQ9 Q9k 
o 1 ı o 
o ı] [o -ı] E7 i-+ eı Q9 cıc2 Q9 eıe2 Q9 cıc2 o Q9kQ9 ı o G?ık 
ı 

ı o ] [o -ı ] Es i-+ e2 Q9 cıc2 Q9 eıe2 Q9 cıc2 Q9kQ9 Q9k 
o -ı ı o 
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Clo,8 --+ JR (2) ®JR (2) ®1HI ®1HI 
ı o ı o 

cı 1-+ Q9 ®ı®i 
o ı o ı 

ı o ı o 
c2 Q9 ®ı®j 

o ı o ı 

ı o o ı 
c3 1-+ Q9 ®ı®k 

o ı ı o 
ı o ı 

c4 Q9 ®ı®k 
o ı 

ı o o 
E:5 Q9 ®i®k 

o ı ı 

ı o o 
E:6 Q9 ®j®k 

o ı ı 

o ı o -ı 
E:7 Q9 ®k®k 

ı o ı o 
ı o ] [o -1 ] es Q9 ®k®k 
o -ı ı o 
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Clo,s ---+ JR(4)01R(4) 

ı o o o o ı o o 
o ı o o -ı o o o 

cı 0 
o o ı o o o o -ı 
o o o ı o o ı o 
ı o o o o o ı o 
o ı o o o o o ı 

C2 0 
o o ı o -ı o o o 
o o o ı o -ı o o 
o ı o o o o o ı 

ı o o o o o -ı o 
C:3 0 

o o o ı o ı o o 
o o ı o -ı o o o 
ı o o o o o o ı 

o -ı o o o o -ı o 
C4 0 

o o ı o o ı o o 
o o o -ı -ı o o o 
o -ı o o o o ı o 
ı o o o o o o ı 

es 0 
o o o -ı ı o o o 
o o ı o o ı o o 
o -ı o o o -ı o o 
ı o o o -ı o o o 

C6 .0 
o o o -ı o o o ı 

o o ı o o o ı o 
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o o o -ı 
o o ı o 
o -ı o o 
ı o o o 
o -ı o o 
ı o o o 
o o o ı 

o o -ı o 

ı o o o 
o -ı o o 
o o -ı o 
o o o ı 

ı o o o 
o -ı o o 
o o -ı o 
o o o ı 

Burada yine Kronecker çarpınıını kullanalım. 

Clo,s -+ IR (ı6) 

o ı o o o o o o o o o o o o o o 
-ı o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o -ı o o o o o o o o o o o o 
o o ı o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o ı o o o o o o o o o o 
o o o o -ı o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o -ı o o o o o o o o 
o o o o o o ı o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o ı o o o o o o 
o o o o o o o o -ı o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o -ı o o o o 
o o o o o o o o o o ı o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o ı o o 
o o o o o o o o o o o o -ı o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o -ı 
o o o o o o o o o o o o o o ı o 

5.8 



o o ı o o o o o o o o o o o o o 
o o o ı o o o o o o o o o o o o 

-ı o o o o o o o o o o o o o o o 
o -ı o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o ı o o o o o o o o o 
o o o o o o o ı o o o o o o o o 
o o o o -ı o o o o o o o o o o o 
o o o o o -ı o o o o o o o o o o 

ez ı-t 

o o o o o o o o o o ı o o o o o 
o· o o o o o o o o o o ı o o o o 
o o o o o o o o -ı o o o o o o o 
o o o o o o o o o -ı o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o ı o 
o o o o o o o o o o o o o o o ı 

o o o o o o o o o o o o -ı o o o 
o o o o o o o o o o o o o -ı o o 
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o o o o o o o o o o o ı o o o o 
o o o o o o o o o o -ı o o o o o 
o o o o o o o o o ı o o o o o o 
o o o o o o o o -ı o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o ı 

o o o o o o o o o o o o o o -ı o 
o o o o o o o o o o o o o ı o o 
o o o o o o o o o o o o -ı o o o 

€3 ı-+ 

o o o ı o o o o o o o o o o o o 
o o -ı o o o o o o o o o o o o o 
o ı o o o o o o o o o o o o o o 

-ı o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o ı o o o o o o o o 
o o o o o o -ı o o o o o o o o o 
o o o o o ı o o o o o o o o o o 
o o o o -ı o o o o o o o o o o o 
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o o o ı o o o o o o o o o o o o 
o o -ı o o o o o o o o o o o o o 
o ı o o o o o o o o o o o o o o 

-ı o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o ı o o o o o o o o 
o o o o o o -ı o o o o o o o o o 
o o o o o ı o o o o o o o o o o 
o o o o ·-ı o o o o o o o o o o o 

€4 1---+ 

o o o o o o o. o o o o ı o o o o 
o o o o o o o o o o -ı o o o o o 
o o o o o o o o o ı o o o o o o 
o o o o o o o o -ı o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o ı 

o o o o o o o o o o o o o o -ı o 
o o o o o o o o o o o o o ı o o 
o o o o o o o o o o o o -ı o o o 

6ı 



o o o o o o -ı o o o o o o o o o 
o o o o o o o -ı o o o o o o o o 
o o o o -ı o o o o o o o o o o o 
o o o o o -ı o o o o o o o o o o 
o o ı o o o o o o o o o o o o o 
o o o ı o o o o o o o o o o o 
ı o o o o o o o o o o o o o o o 
o ı o o o o o o o o o o o o o o 

c5 1-+ 

o o o o o o o o o o o o o o -ı o 
o o o o o o o o o o o o o o o -ı 
o o o o o o o o o o o o -ı o o o 
o o o o o o o o o o o o o -ı o o 
o o o o o o o o o o ı o o o o o 
o o o o o o o o o o o ı o o o o 
o o o o o o o o ı o o o o o o o 
o o o o o o o o o ı o o o o o o 
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o o o o o ı o o o o ö o o o o o 
o o o o ı o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o -ı o o o o o o o o 
o o o o o o -ı o o o o o o o o o 
o -ı o o o o o o o o o o o o o o 

-ı o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o ı o o o o o o o o o o o o 
o o ı o o o o o o o o o o o o o 

€6 f--t 

o o o o o o o o o o o o o ı o o 
o o o o o o o o o o o o ı o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o -ı 
o o o o o o o o o o o o o o ...:..ı o 
o o o o o o o o o -ı o o o o o o 
o o o o o o o o -ı o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o ı o o o o 
o o o o o o o o o o ı o o o o o 
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o o o o o o o o o o o o -ı o o o 
o o o o o o o o o o o o o ı o o 
o o o o o o o o o o o o o o ı o 
o o o o o o o o o o o o o o o -ı 
o o o o o o o o ı o o o o o o o 
o ·o o o o o o o o -ı o o o o o o 
o o o o o o o o o o -ı o o o o o 
o o o o o o o o o o o ı o o o o 

67 i-t 

o o o o -ı o o o o o o o o o o o· 
o o o o o ı o o o o o o o o o o 
o o o o o o ı o o o o o o o o o 
o o o o o o o -ı o o o o o o o o 
ı o o o o o o o o o o o o o o o 

. o -ı o o o o o o o o o o o o o o 
o o -ı o o o o o o o o o o o o o 
o o o ı o o o o o o o o o o o o 

64 



es ~---+ 

o o o o -1 o o o o o o o o o o o 
o o o o o ı o o o Q o o o o o o 
o o o o o o ı o o o o o o o o o 
o o o o o o o -ı o o o o o o o o 
ı o o o o o o o o o o o o o o o 
o -ı o o o o o o o o o o o o o o 
O O -ı O O O O ·O O O O O O O O O 

o o o ı o o o o o o o o o· o o o 
o o o o o o o o o o o o ı o o o 
o o o o o o o o o o o o o -ı o o 
o o o o o o o o o o o o o o -ı o 
.O O O O O O O O O O O O O O O ı 

o o o o o o o o -ı o o o o o o o 
o o o o o o o o o ı o o o o o o 
o o o o o o o o o o ı o o o o o 
o o o o o o o o o o o -ı o o o o 

2) m= n+8 (n~ ı) iken Clo,m ler için izomorfizmlerin elde edilmesi 

n ~ ı için Clo,n+S Clifford cebirlerinin izomorf olduğu cebirleri bulmak 

mümkündür. Clo,n+S cebrine iki kez dörtlü indirgeme formülü uygulanirsa 

Clo,n+s :: Clo,n+4 0 Cl2,o 0 Clo,2 rv Clo,n 0 Cl2,o 0 Clo,2 0 Cl2,o 0 Clo,2 

!::::::! Clo,n 0 Clo,s 

olur. Bunu daha açık olarak aşağıdaki şekilde ifade edelim. 

65 
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Clo,n+S --+ Clo,n+4 0 Cl2,0 0 Clo,2 --+ Clo,n 0 Cl2,0 0 Clo,2 0 Cl2,0 0 Clo,2 

cı r--+ ı 0 ı 0 cı r--+ ı 0 ı 0 ı 0 ı 0 cı 

r--+ ı Q9 ı Q9 c2 

r--+ ı0eı®cıc2 r--+ ı 0 ı 0 ı 0 eı 0 cıc2 

r--+ ı0e2®cıc2 r--+ ı 0 ı 0 ı 0 e2 0 cıc2 

r--+ cı 0 eıe2 0 cıc2 r--+ ı 0 ı 0 cı 0 eıe2 0 cıc2 

r--+ c-2 0 eıe2 0 cıc2 r--+ ı 0 ı 0 c-2 0 eıe2 0 cıc2 

r--+ c-3 0 eıe2 0 cıc2 r--+ ı 0 eı 0 cıc2 0 eıe2 0 cıc2 

r--+ c4 0 eıe2 0 cıc2 r--+ ı 0 e2 0 cıc2 0 eıe2 0 cıc2 

cg . r--+ c5 0 eıe2 0 cıc2 r--+ cı 0 eıe2 0 cıc2 0 eıe2 0 cıc2 

cı o r--+ c5 0 eıe2 0 cıc2 r--+ c-2 0 eıe2 0 cıc2 0 eıe2 0 cıc2 

r--+ r--+ 

r--+ cn+4 0 eıe2 0 cıc2 r--+ en 0 eıe2 0 cıc2 0 eıe2 0 cıc2 

Buradan da aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Clo,n+S --+ Clo,n 0 JR (ı6) 

cı r--+ ı®Aı 

c2 r--+ ı0A2 

c3 r--+ ı®A3 

c4 r--+ ı®~ 

c5 r--+ ı®A5 

c6 r--+ ı®A6 

c7 r--+ ı®A7 

es r--+ ı®As 

cg r--+ cı ®B 

cı o r--+ C2®B 

r--+ 

Cn+S r--+ en 0 B 
Burada Aı = Wo,s (sı) , A2 = Wo,s (c-2) , A3 = Wo,s (c-3) , A4 = Wo,s (c-4) , 

As = Wo,s (ss) , A6 = Wo,s (c-5) , A7 = Wo,s (c-7) , As = Wo,s (ss) olmaktadır. 

Buradaki B matrisi ise aşağıdaki matristir. 
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B= 
o o o o o o o o o -ı ö o o o 

o o o o -ı o o o o o o o o o o o 
o o o o o ı o o o o o o o o o o 
o o o o o o ı o o o o o o o o o 
o o o o o o o -ı o o o o o o .O o 
ı o o o o o o o o o o o o o o o 
o -ı o o o o o o o o o o o o o o 
o o -ı o o o o o o o o o o o o o 
o o o ı o o o o o o o o o o o o 
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5 Clp,q CLiFFORD CEBiRiNiN 

iZOMORFiZMLERİNiN ELDE EDiLMESi 

Önceki bölümdeki tabloda Chfford cebirlerinin izomorf olduğu matris 

cebirleri verilmiş oldu ancak Clo,n tipincieki Chfford cebirleri dışında ilgili 

izomorfizmlerin açık ifadeleri verilmedi. Bu bölümdeki amacımız tabloda geçen 

tüm izomorfizmlerin açık ifadelerini elde etmek. Bundan böyle hem kısalık için 

hemde işlemlerde kolaylık sağlaması için 

[
o ı] = O"ı, [ı o ] = 0"2, [o -ı] 
ı o o -ı ı o 

( d= O"~= I, (O"ı0"2) 2 =-I) 

diyeceğiz ve Clo,n lerde dahil olmak üzere tüm izomorfizmleri bu gösteriroleri 

kullanarak elde edeceğiz. 

ı) 1R.1 üzerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinin (yani, Clı,o ve Clo,ı 

) izomorfizmlerinin açık ifadelerini önceki bölüınde yazmıştık. 

2) 1R.2 üzerindeki dejenere olmayan Chfford cebirlerinin (yani, Cl2,o ;Clı,ı 

ve Cl0,2 ) izomorfizmlerinin açık ifadelerini önceki bölümde yazmıştık. 

3) JR.3 üzerindeki dejenere olmayan Clifford cebirleri tabloda görüldüğü gibi 

Cl3,0 rv C (2) , Cl2,1 rv JR. (2) EBlR. (2) , Cl1,2 rv C (2) , Clo,3 rv lHIEBJHI şeklindedir. 

Bu izomorfizmlerin açık ifadeleri aşağıdaki gibidir. 

i) w3,o : cz3,o -c (2) 

Cl3 o --+. C lo ı® Cl2 o --+ c ®JR. (2) --+ c (2) 
' ' ' 

o ~] o ~ ] cı · l-t ı Q9 cı l-t 1® l-t = O"ı 

ı ı 

ı -~] ı o] =u, c2 ı-t ı Q9 c2 l-t 1® l-t 

o o -ı 

C3 ı-t eı Q9 cıc2 l-t i0[~ -~] l-t [ ~ -~] = ıO"ı0"2 
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ii) W2,ı : Cl2,ı --+IR (2) EBIR (2) 

Cl2,ı --+ Clı o 0 Clıı --+ IR (2) EBIR (2) . , , 

e ı f--? ı 0 eı f--? ([~ ~]·[~ ~]) = (O"ı, O"ı) 

e2 f--> eı 0 eıeı f--? ( [ ~ -~] ' [ -~ ~]) = (0"2, -(}2) 

cı f--? ı 0 cı f--? ([~ -~]·[~ -~]) = (O"ı0"2, O"ı0"2) 

iii) Wı,2 : Cl1,2--+ <C (2) 

Clı2 --+ Clo ı 0 Clıı --+ <C 0 IR (2) --+ <C (2) , , , 

ei f--? ı 0 er f--? ı®[~~] f--? [ ~ ~ı = O"ı 

ı® [ ~ -~] [o -ı ı cı f--? ı 0 cı f--? f--? ı o = O"ı0"2 

i®[~ -~J [ i o ı c2 f--> cı 0 eıeı f--? f--? . = ı0"2 
o -ı 

iv) W o,s : C lo, s --+ lBIEBIBI 

Clo,s --+ Cl ı o 0 C lo 2 , , --+ (IR EB IR) 0 IBI --+ lBIEBIBI 

cı f--? ı 0 cı f--? (ı,ı)0i f--? (i, i) 

c2 f--? ı 0c2 f--? (ı, ı) 0 j f--? (j, j) 

es f--? cı 0Eıc2 f--? (ı,-ı)0k f--? (k, -k) 

4) IR4 üzerindeki dejenere olmayan Clifford cebirleri tabloda görüldüğü 

gibi CZ4,o "' IBI (2) , CZs,ı "' IR (2) EBIR (2) , CZ2,2 "' <C {2) , Clı,s "' IBIEBIBI , 

Clo,4 "'IBI (2) şeklindedir. Bu izomorfizmlerin açık ifadeleri aşağıdaki gibidir. 
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i) w4,o: cz4,o-+ 1HI(2) 

Cl4,o -+ Clo,2 ® Cl2,o -+ 1HI ®JR (2) -+ 1HI (2) 

eı ~ ı 0 eı ~ ı 0 [ ~ ~] ~ [ ~ ~] =~ı 
e2 ı---+ . ı ® e2 ı---+ ı Q9 [ ı 0 J ı---+ [ ı 0 

] = a 2 o -ı o -ı 

e3 ~ e1 0 e1e2 ~ i 0 [ ~ ~ı ] ~ [ ~ ~i] = ı~1~2 
e4 ~ e2 0 e1e2 ~ j 0 [ ~ ~ı] ~ [ ~ ~j] = j~1~2 

ii) w3,ı: cz3,ı-+ JR(4) 

cz3,ı -+ cz2,o ® czı,ı -+ JR (2) ®JR (2) 

eı ~ ı 0 eı ~ [ ~ ~ ]0 [ ~ ~ ] 
e2 ı---+ eı ® eıeı ı---+ 0 ı ] ® [ ı 0 

] 
ı O· o -ı 

e3 ı---+ e2 ®eıeı ı---+ ı 0 
] ® [ ı 0 

] 
o -ı o -ı 

e1 ~ ı 0 e1 H [ ~ ~ ] 0 [ ~ ~ı ] 
cz3,ı -+ JR ( 4) 

eı ı---+ I ® aı 
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iii) '1'2,2: CZ2,2-+ JR(4) 

Clıı ® Clı ı 
' ' 

-+ JR (4) 

~---+ I® CJı 

iv) 'lı ı,3 : Clı,3 -+ ·IHI (2) 

Clı3 
' 

-+ Clo2 ® Clı ı 
' ' 

-+ IHI ®JR (2) -+ IHI (2) 

~---+ ı® eı ~ 1@ [ ~ ~ ] ~ [ ~ ~ ] = Uı 
1-+ ı® [o -ı] 1-+ [o -ı] =O"ı0"2 

. ı o ı o 

[ ı OJ ri OJ 1-+ i ® 1-+ . = i0"2 
o -ı o -ı 

~---+ ı® cı 

1-+ j ® [ ı o ] 1-+ [ j ~ ] = j0"2 
o -ı o -) 

v) '1'0,4 : CZ0,4 ~ IHI (2) (Bunu önceki bölümde yazmıştık, şimdi kısaltılmış 

şekİiyle tekrar yazıyoruz.) 

'lro,4 (cı) - ii 

Wo,4 (c2) - ji 

Wo,4 (c3) kCJı 

'lro,4 (c4) - k0"2 

5) JR5 üzerindeki dejenere olmayan Clifford cebirleri tabloda görüldüğü gibi 

Cls;o "'IHI(2) EBIHI(2), Cl4,ı "'C(4), CZ3,2 "'JR(4) EBJR(4), CZ2,3 "'C(4) 

, CZ1,4 "" IHI (2) EB JH[ (2) , Cl0,5 "' C ( 4) şeklindedir. Bu izomorfizmlerin açık 

ifadeleri aşağıdaki gibidir. 
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i) W5,o : Cl5,o-+ lffi (2) EB lffi (2) 

Cl5,o -+ Clo,s 0 Cl2,o -+ (lffi EB lffi) ®JR. (2) -+ lffi (2) EB lffi (2) 

eı >--> ı 0 eı >--> (ı, ı) 0 [ ~ ~ J 

e, >--> ı 0 ez >--> (ı, ı) 0 I ~ _ ~ J 

[
o -ı] 

1-7 (i, i) 0 ı o 

>--> (j' j) 0 [ ~ - ~ J 

ii) w 4,ı : Cl4,ı -+ <C ( 4) 

Cl4,ı -+ <C ( 4) 

1--:+ (k,-k)® [o -ı J 1-7 

ı O. 
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v) Wı,4: Clı,4 -tlHI(2) E8lHI(2) 

Clı,4 -t Clo,3 0 Clı,ı -t (JHI EBlHI) ®IR (2) -t lHI (2) EBlHI (2) 

eı >-> 10 eı >-> (1, 1) 0 [ ~ ~ ] >-> (<Tı, <Tı) 

€ı >-> 10 <ı >-> (1, 1) 0 [ ~ ~ı ] >-> (<Tı<T2, <Tı<T2) 

c2 1--+ cı 0 eıeı 1--+ (i, i) 0 [ ı 0 
] 1--+ ( ia2, ia2) 

o -ı 

c3 1--+. c2 0 eıeı 1--+ (j, j) 0 [ ı 0 
] 1--+ (ja2, ja2) 

o -ı 

c4 1--+ c3 0 eıeı ~--+ (k, -k) 0 [ ı 0 
] ~--+ (ka2, -ka2) 

o -ı 
vi) Wo,s : Clo,s -t C ( 4) (Bunu önceki bölümde yazmıştık, şimdi kısaltılmış 

şekliyle tekrar yazıyoruz.) 

Wo,s (cı) - -ia2 0 I 

Wo,s (c2) - -aıo-2 0 I 

Wo,s (c3) 

Wo,s (c4) 

-iaı 0 aı 

-iaı 0 o-2 

Wo,s (es) aı 0 aıa2 
6) IR6 üzerindeki dejenere olmayan Clifford ce birleri tabloda görüldüğü gibi 

Cl6,o ,.._, lHI (4) , Cls,ı "' lHI (4) , Cl4,2 ,.._, IR (8) , Cl3,3 "' IR (8) , Cl2,4 "' lHI (4) 

, Clı,s ,.._, lHI ( 4) , Clo,6 "' IR (8) şeklindedir. Bu izomorfizmlerin açık ifadeleri 

~ ağıdaki gibidir. 

i) w6,o: cz6,o -tlHI(4) 

Cl6,o -7 Clo4®Cl2o -7 JHI (2) ®IR (2) rv JHI ( 4) 
' ' 

e ı 1--+ ı 0 eı 1--+ I® aı 

e2 . 1--+ ı 0 e2 1--+ I®a2 

e3 1--+ cı 0 eıe2 1--+ ii 0 O"ı0"2 

e4 1--+ c2 0 eıe2 1--+ ji 0 O"ı0"2 

es 1--+ c3 0 eıe2 1--+ ka1 0 aıo-2 

e6 1--+ c4 0 eıe2 1--+ ka2 0 aıa2 
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ii) w 5,ı : CZ5,ı ---+ IBI ( 4) 

Cl- ı ---+ cz4 o 0 ez ı ı ---+ IBI (2) Q9 1R (2) "' IBI ( 4) o, 
' ' 

e ı 1----7 ı Q9 eı 1----7 I Q9 o-ı 

e2 1----7 eı Q9 eıeı 1----7 O"ı @ 0"2 

e3 1----7 e2@ eıeı 1----7 0"2@ 0"2 

e4 1----7 e3 Q9 eıeı 1----7 io-ı 0"2 @ 0"2 

e5 1----7 e4@ eıeı 1----7 JO"ı0"2@ 0"2 

cı 1----7 ı Q9 cı 1----7 I Q9 o-ıo-2 

iii) w 4,2 : Cl4,2 --+ 1R (8) 

Cl4,2 ---+ Cl3 ı 0 Clı ı ---+ JR (4)@ JR (2) rv JR (8) 
' ' 

e ı 1----7 ı Q9 eı 1----7 I 0 I Q9 o-ı 

e2 1----7 eı Q9 eıeı 1----7 I 0 o-ı 0 a-2 

e3 1----7 e2 Q9 eıeı 1----7 O"ı @ 0"2 @ 0"2 

e4 1----7 e3 Q9 eıeı 1----7 0"2 @ 0"2 @ 0"2 

cı 1----7 ı ®cı 1----7 I 0 I 0 o-ıo-2 

c2 !----7 cı Q9 eıeı 1----7 I 0 o-ıo-2 0 a-2 

iv) '113,3 : Cl3,3---+ 1R (8) 

Cl3 3 ---+ cz2,2 0 C lı, ı ---+ JR(4) @JR(2) rv JR(8) 
' 

e ı 1----7 ı@ eı 1----7 I Q9 I Q9 o-ı 

e2 1----7 eı Q9 eıeı 1----7 I 0 o-ı 0 a-2 

e3 1----7 e2 Q9 eıeı 1----7 O"ı @ 0"2 @ 0"2 

cı 1----7 ı ®cı 1----7 I 0 I 0 o-ıo-2 

c2 1----7 cı Q9 eıeı 1----7 I 0 o-ıo-2 0 a-2 

E3 1----7 c2 Q9 eıeı 1----7 O"ı0"2@ 0"2@ 0"2 

iv) '112,4 : Ch,4 ---+IBI ( 4) 

Cl2 4 ---+ Clı 3 0 Clıı 1----7 IBI (2) ®IR (2) rv IBI ( 4) 
' ' ' 

e ı 1----7 ı Q9 eı 1----7 I 0 o-ı 

e2 1----7 eı Q9 eıeı 1----7 O"ı @ 0"2 

cı 1----7 ı ®cı 1----7 I 0 o-ıo-2 

c2 1----7 cı Q9 eıeı 1----7 O"ı0"2@ 0"2 

E3 1----7 c2 Q9 eıeı 1----7 ia-2@ 0"2 

c4 1----7 c3@ eıeı 1----7 ja-2@ 0"2 
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v) 'llı,s : Clı,s ---+ lHI ( 4) 

Clı,s --+ Clo,4 ® Clı,ı --+ lHI (2) ®JR (2) --+ lHI(4) 

ı o o ~ J 
e ı f---t ı® eı f---t ® 

o ı ı 

ı o o -ı 
cı f---t ı® cı ® 

o ı ı o 
ı o ı o 

c2 f---t cı® eıeı ® 
o ı o -ı 
J o ı o 

c3 f---t c2 ®eıeı f---t ® f---t ji ® cr2 
o J o -ı 

e, ~ e,® eıeı ~ [ ~ ~ J ® [ ~ _ ~ J H ka1 ® a2 

es f---t E4 ®eıeı f---t [ k 
0 

] ® [ ı 0 
] f---t kcr2 ® cr2 

o -k o -ı 
v) 'llo,6 : Clo,6 --+ JR (8) (Bunu önceki bölümde yazmıştık, şimdi kısaltılmış 

şekliyle tekrar yazıyoruz.) 

'li o,6 (cı) - -CT2 ® CTıCT2 ®I 

Wo,6 (c2) - -CTıCT2 ®I® I 

'lio,6 (c3) - -CTı@ CTıCT2@ CTı 

'lJ 0,6 ( c4) - -CTı @ CTıCT2 0 0"2 

'lio,6 (es) CTı ®I® CTıCT2 

'li o,6 (c6) - -CT2@ CTı@ CTıCT2 

7) JR7 üzerindeki dejenere olmayan Clifford cebirleri tabloda görüldüğü gibi 

Cl1,o."' C (8) , Cl6,ı "' lHI ( 4) EB;lHI ( 4) , Cls,2 "' C (8) , Cl4,3 C::! JR (8) EB JR (8) , 

Cl3,4 "' C (8) , CZ2,s ~ lHI ( 4) EB lHI ( 4) , Clı,6 "' C (8) , Clo,7 "' JR (8) EB JR (8) 

şeklindedir. Bu izomorfizmlerin açık ifadeleri aşağıdaki gibidir. 
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i) w7,o : Ch,o -+C (8) 

Cl7 o -t Clos 0 Cl2o -t C ( 4) ®IR (2) r-v C (8) 
' ' ' 

e ı r-+ 10 eı r-+ 12 012 0 O"ı 

e2 r-+ 10 e2 r-+ 12 0 h 0 0"2 

e3 r-+ cı 0 eıe2 r-+ -()2 0 12 0 iO"ı0"2 

e4 r-+ c2 0 eıe2 r-+ O"ı0"2 0 12 0 O"ı0"2 

es r-+ c3 0 eıe2 r-+ -O"ı 0 O"ı 0 iO"ı0"2 

e6 r-+ c4 0 eıe2 r-+ -O"ı 0 0"2 0 iO"ı0"2 

e7 r-+ es 0 eıe2 r-+ O"ı 0 O"ı0"2 0 0"ı0"2 

ii) w6,ı : Cl6,ı-+ lHI (4) EB lHI (4) 

Cl6,ı -+ Cls,o 0 Clı,ı -+ (JHI (2) EB lHI (2)) 0 IR (2) 

eı e. 1 0 eı ~ ( [ ~ ~ ] , [ ~ ~ ]) 0 [ ~ ~ ] 

e, e. eı 0 eıeı e. ( [ ~ ~ ] , [ ~ ~ ]) 0 [ ~ -~] 
e, . ~ e, 0 eıeı e. ( [ ~ _ ~ ] , [ ~ _ ~ ]) 0 [ ~ _ ~ ] 

e, e. e, 0 eıeı e. ( [ ~ -~] , [ ~ -~]) 0 [ ~ _ ~ ] 

e5 e. e,0eıeı e.([~-~]·[~ -~])0[~ -~J 
e, e. es0eı<ı e. ([: -~], [ -~ ~]) 0 [ ~ -~] 
<ı e. 10eı e.([~ ~l·[~ ~])0[~ -~ı 
Cl6 ı -t lHI (4) EB lHI (4) 

' 

e ı r-+ (I 0 O"ı, I Q9 O"ı) 

e2 r-+ (O"ı 0 0"2, O"ı 0 0"2) 

e3 r-+ (0"2 0 0"2, 0"2 0 0"2) 

e4 r-+ (iO"ı0"2 0 0"2, iO"ı0"2 0 0"2) 

es r-+ (jO"ı0"2 0 0"2, JO"ı0"2 0 0"2) 
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e6 H (kuıa-2 0 a-2, -ka-ıa-2 0 a-2) 

cı H (I 0 O"ı0"2, I 0 Uıa-2) 

iii) ıit 5,2 : Cls,2 --+ C ( 8) 

Cls2 --+ Cl4 ı 0 Clı ı --+ C ( 4) 0 JR (2) rv C (8) , , , 

e ı H ı 0 eı H I 0 I 0 uı 

e2 H eı 0 eıeı H I 0 uı 0 a-2 

es H e2 0 eıeı H O"ı 0 0"2 0 0"2 

e4 H es 0 eıeı H 0"2 0 0"2 0 0"2 

es H e4 0 eıeı H iuıa-2 0 a-2 0 a-2 

cı H ı 0cı 'H I 0 I 0 a-ıa-2 

c2 H cı 0 eıeı H I 0 uıa-2 0 a-2 

iv) ıit4,s: Cl4,s--+ JR(8) EBlR(8) 

Cl4s --+ Cls,2 0 Clı,ı --+ JR (8) EB JR (8) , 

e ı H ı 0 eı H (I 0 I 0 uı, I 0 I 0 uı) 

e2 H eı 0 eıeı H (I 0 uı 0 a-2, I 0 uı 0 a-2) 

es H e2 0 eıeı H (uı 0 a-2 0 a-2, uı 0 a-2 0 a-2) 

e4 H es 0 eıeı H (a-2 0 0"2 Q9 0"2, -0"2 0 0"2 0 a-2) 

cı H ı 0 cı H (I 0 I 0 uıa-2, I 0 I 0 uıa-2) 

c2 H cı 0 eıeı H (I 0 a-ıa-2 0 a-2, I 0 a-ıa-2 0 a-2) 

es H c-2 0 eıeı H (uıa-2 0 0"2 0 o-2, a-ıa-2 0 a-2 0 a-2) 

v) Ws,4 : Cls,4--+ <C (8) 

Cls4 --+ c (4) 0JR (2) --+ c ( 4) 0JR (2) ::: c (8) , 

e ı H ı 0 eı H I 0 I 0 uı 

e2 H eı 0 eıeı H I 0 uı 0 a-2 

es H e2 0 eıeı H O" ı 0 0"2 0 0"2 

cı H ı 0cı H I 0 I 0 uıa-2 

c2 H cı 0 eıeı H I 0 uıa-2 0 a-2 

es H c2 0 eıeı H O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 

c4 H . es 0 eıeı H ia-2 0 0"2 0 0"2 
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Cl2 5 ---7 IH[ ( 4) E9Iffi ( 4) , 

e ı H (I 0 o-ı, I 0 o-ı) 

e2 H (O" ı 0 0"2' O" ı 0 0"2) 

cı H (I 0 o-ıo-2, I 0 o-ıo-2) 

c2 H (o-ıo-2 0 0"2, O"ı0"2 0 o-2) 

c3 H ( io-2 0 0"2, io-2 0 0"2) 

c4 H (jo-2 0 0"2, jo-2 0 0"2) 

c5 H (ko-2 0 0"2, -ko-2 0 0"2) 

vii) '1'ı,6 : Clı,6 -7 <C (8) 

Clı,6 -t Clo,5 0 Clı,ı ---7 <C ( 4) 01R (2) "' <C (8) 

eı H ı 0 eı H I 010 o-ı 

cı H ı 0 cı H I 0 I 0 o-ıo-2 

H -io-2 0 I 0 o-2 

H -o-ıo-2 0 I 0 o-2 
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!---+ -i(Jı 0 (}ı 0 (}2 

!---+ -i(Jı 0 (}2 0 (}2 

c5 ı---r c5 0 e ı cı ı---r (}ı 0 (}ı (}2 0 (}2 

viii) Wo,7 : CZ0,7 --+ IBI ( 4) EB IBI ( 4) (Bunu önceki bölümde yazmıştık, şimdi 

kısaltılrnış şekliyle tekrar yazıyoruz.) 

Clo,7 --+ JR (8) EB JR (8) 

cı !---+ ( -(}2 0 (Jı(J2 0 I, -(}2 0 (Jı(J2 0 I) 

c2 !---+ ( -(Jı(J2 0 I 0 I, -(}ı(}2 0 I 0 I) 

es !---+ (-(}ı 0 (}1(}2 0 (}ı, -(}ı 0 (}ı(}2 0 (}ı) 

c4 !---+ (-(}ı 0 (}ı(J2 0 (}2, -(}ı 0 (Jı(J2 0 (}2). 

€5 !---+ ((}ı 0 I 0 (Jı(J2, (}ı 0 I 0 (Jı(J2) 

€6 !---+ ( -(}2 0 (}ı 0 (Jı(J2, -(}2 0 (}ı 0 (Jı(J2) 

€7 1---+ ((}2 0 (}2 0 (Jı(J2, (}2 0 (}2 0 (Jı(J2) 

8) JR8 üzerindeki dejenere olmayan Clifford cebirleri tabloda görüldüğü gibi 

Cls,o rv JR (16) , CZ7,ı rv IBI (8) , Cl6,2 rv IBI (8) , CZ5,s rv JR (16) , CZ4,4 rv JR (16) , 

Cls,5 rv IBI (8) , Cl2,6 rv IBI (8) , Clı,7 rv JR (16) , Clo,s !:Y JR (16) şeklindedir. Bu 

izomorfizmlerin açık ifadeleri aşağıdaki gibidir. 

i) Ws,o : Cls,o--+ JR (16) 

Cls o --+ JR (16) , 

e ı !---+ I2 0 I2 0 I2 0 (}ı 

e2 !---+ h 0 I2 0 h 0 (}2 

es !---+ -(}2 0 (}ı(}2 0 h 0 Crı(J2 

e4 !---+ -(Jıd2 0 I2 0 I2 0 (}ı(}2 

e5 !---+ -(}ı 0 (}ı(}2 0 (}ı 0 (}ı(}2 

e6 !---+ -(}ı 0 (}ı (}2 0 (}2 0 (}ı (}2 

e7 !---+ (}ı 0 h 0 (}ı(}2 0 (}ı(}2 

es !---+ -(}2 0 (}ı 0 (}ı(}2 0 (}ı(}2 
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ii) '1'7,ı : Cl7,ı ___.IBI (8) 

Cl7ı ___.. Cl6 o 0 Cl ı ı ___. IBI (8) 
' ' ' 

e ı 1--+ ı 0 eı 1--+ I 0 I 0 aı 

e2 1--+ eı 0 eıeı 1--+ I 0 aı 0 a2 

e3 1--+ e2 0 eıeı 1--+ I 0 a2 0 a2 

e4 1--+ e3 0 eıeı 1--+ il 0 O'ı0'2 0 0'2 

e5 1--+ e4 0 eıeı 1--+ jl 0 O'ı0'2 0 0'2 

e6 1--+ e5 0 eıeı 1--+ kaı 0 aıa2 0 a2 

e7 1--+ e6 0 eıeı 1--+ ka2 0 aıa2 0 a2 

cı 1--+ I 0 cı 1--+ I0I0aıa2 

iii) '116,2 : Cl6,2 ___.IBI (8) 

Cl6 2 ___. Cl5ı 0 Clıı ___. IBI ( 4) 0JR (2) ~ IBI (8) 
' ' ' 

e ı 1--+ ı 0 eı 1--+ I 0 I 0 aı 

e2 1--+ eı 0 eıeı 1--+ I 0 aı 0 a2 

e3 1--+ e2 0 eıeı 1--+ aı 0 a2 0 a2 

e4 1--+ e3 0 eıeı 1--+ 0'2 0 0'2 0 0'2 

e5 1--+ e4 0 eıeı 1--+ iaıa2 0 a2 0 a2 

e6 1--+ e5 0 eıeı 1--+ jaıa2 0 a2 0 a2 

cı 1--+ ı 0 cı 1--+ I 0 I 0 aıa2 

E"2 1--+ cı 0 eıeı 1--+ l®aıa2®a2 

iv) '115,3 : Cl5,3 ___.JR (ı6) 

Cl5 3 ___. Cl42 0 Clıı ___. JR (8) 0JR (2) rv JR (ı6) 
' ' ' 

e ı 1--+ ı ®eı 1--+ l®l®l®aı 

e2 1--+ eı 0 eıeı 1--+ I 0 I 0 aı 0 a2 

e3 1--+ e2 0 eıeı 1--+ I 0 aı® a2 0 a2 

e4 1--+ e3 0 eıeı 1--+ O"ı 0 0'2 0 0'2 0 0'2 

e5 1--+ e4 0 eıeı 1--+ 0'2 0 0'2 0 0'2 0 0'2 

cı 1--+ 1 ®cı 1--+ I® l®I 0 aıa2 

E"2 1--+ cı 0 eıeı 1--+ I 0 I 0 aıa2 0 a2 

E"3 1--+ c2 0 e ı cı 1--+ I 0 aıa2 0 a2 0 a2 
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V) w 4,4 : Cl4,4 --t JR (16) 

Cl4,4 --t Cl3 3 ® Clı ı --t JR (8) QSl JR (2) '""JR (16) 
' ' 

e ı 1---+ 1 ® eı 1---+ I® 101 ® aı 

e2 1---+ eı ®eıeı 1---+ I ® I 0 aı 0 a2 

e3 1---+ e2 ®eıeı 1---+ I® aı ® a2 0 a2 

e4 1---+ e3 0 eıeı 1---+ O" ı ® 0"2 ® 0"2 0 0"2 

cı 1---+ 1 ®cı 1---+ I® 1010 aıa2 

6'2 1---+ cı 0 eıeı 1---+ I® 10 aıa2 ® a2 

6'3 1---+ c2 ®eıeı 1---+ ]@ O"ı0"2 ® 0"2 0 0"2 

6'4 1---+ c3 ®eıeı 1---+ O" ı 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 
vi) W3,5 : Cl3,5 ---+ lHI (8) 

Cl3 5 --t lHI (8) 
' 

e ı 1---+ I® I® aı 

e2 1---+ 1 ® aı ® a2 

e3 1---+ O"ı ® 0"2 ® 0"2 

cı 1---+ 1 ®I® aıa2 

6'2 1---+ I® aıa2 ® a2 

6'3 1---+ O"ı0"2 ® 0"2 ® 0"2 

6'4 1---+ ia2 ® a2 ® a2 

6'5 1---+ ja2 ® a2 ® a2 
vii) 'll2,6 : Cl2,6 ---+ lHI (8). 

Cl2 6 --'+ Clı 5 ® Clı ı --t JHI ( 4) @JR (2) rv JHI (8) 
' ' ' 

e ı 1---+ 10 eı 1---+ I® 10 aı 

e2 1---+ eı ®eıeı 1---+ ]@ O"ı ® 0"2 

cı 1---+ 1 ®cı 1---+ I® 10 aıa2 

6'2 1---+ cı 0 eıeı 1---+ I® aıa2 ® a2 

6'3 1---+ c2 ®eıeı 1---+ il® 0"2 ® 0"2 

6'4 1---+ c3 ®eıeı 1---+ jl®a2®a2 

6'5 1---+ c4 ®eıeı 1---+ kaı 0 a2 ® a2 

6'6 1---+ es ®eıeı 1---+ ka2 0 0"2 ® 0"2 
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viii) Wı,ı : Clı,7---+ JR (ı6) 

Clı 7 ---+ C lo 6 0 Cl ı ı ---+ JR (8) 0JR (2) r--J JR (ı6) , , , 

e ı f--+ ı 0 eı f--+ I 0 I 0 I 0 o-ı 

cı f--+ ı 0 cı f--+ I010I0o-ıo-2 

c2 f--+ cı 0 eıeı f--+ -o-2 0 o-ı o-2 0 I 0 o-2 

C3 1-'--7 c2 0 eıeı f--+ -o-ıo-2 0 I 0 I 0 o-2 

C4 f--+ c3 0 eıeı f--+ -O" ı 0 O" ı 0"2 ~ O" ı 0 0"2 

C5 f--+ c4 0 eıeı f--+ -O" ı 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 

c5 f--+ c5 0 eıeı f--+ o-ı 0 I 0 o-ı o-2 0 o-2 

C'7 f--+ c5 0 eıeı f--+ -(]"2 0 O" ı 0 O" ı 0"2 0 0"2 

ix) Wo,s : Clo,s---+ JR (ı6) (Bunu önceki bölümde yazmıştık, şimdi kısaltılmış 

şekliyle tekrar yazıyoruz.) 

Clos ---+ JR(ı6) , 

cı f--+ -I 0 I 0 o-2 0 o-ıo-2 

C2 H -I 0 I 0 o-ıo-2 0 I 

C'3 f--+ -I 0 o-ı 0 o-ı 0 o-ıo-2 

C'4 f--+ -I 0 o-2 0 o-ı 0 o-ı d2 

C5 f--+ I 0 o-ı o-2 0 o-ı 0 I 

C'6 f--+ -I 0 o-ı o-2 0 o-2 0 o-ı 

C'7 f--+ O" ı 0 o-ı 0"2 0 0"2 0 0"2 

es H o-2 0 o-ı o-2 0 o-2 0 o-2 
9) JR9 üzerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinden tabloda görülenler 

Cls,ı r--J <C (16) , Ch,2 ""'IBI (8) EBIBI (8) , Cl6,3 ""'<C (ı6) , Cl5,4""' JR (ı6) EBJR (16) 

, Cl4,5 rv <C (16) , Cl3,6 ""' IBI (8) EBIBI (8) , Cl2,1 ""' <C (16) , Clı,s ""' JR (16) EBJR (ı6) 

şeklindedir. Bu izomorfizmlerin açık ifadeleri aşağıdaki gibidir. 
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ii) Ws,ı : Cls,ı ----+tC (16) 

Cls ı ----+ Cl7 o 0 Clı ı ----+ tC (16) 
' ' ' 

e ı f---7 10 eı f---7 I 0 I 0 I 0 CTı 

e2 f---7 eı 0 eıc:ı f---7 I 0 I 0 CTı 0 0"2 

e3 f---7 e2 0 eıeı f---7 I 0 I 0 cr2 0 cr2 

e4 f---7 e3 0 eıeı f---7 -icr2 0 I 0 crıcr2 0 cr2 

es f---7 e4 0 eıc:ı f---7 crıcr2 0 I 0 crıcr2 0 cr2 

e6 H es 0 eıeı f---7 -icrı 0 crı 0 crıcr2 0 cr2 

e7 H e5 0 eıeı f---7 -icrı 0 0"2 0 CTıCT2 0 0"2 

es f---7 e7 0 eıc:ı f---7 . CTı 0 CTıCT2 0 CTıCT2 0 0"2. 

cı f---7 I 0 c:ı f---7 I 0 I 0 I 0 CTıCT2 

ii) W7,2 : CZ1,2----+ IBI (8) E9 IBI (8) 

cz7,2 ----+ Cl6 ı 0 Clı ı ----+ IBI (8) EBlHI (8) 
' ' 

e ı f---7 ı 0 eı f---7 (I 0 I 0 crı, I 0 I® crı) 

e2 f---7 eı 0 eıc:ı f---7 (I 0 crı 0 cr2, I 0 crı 0 cr2) 

e3 f---7 e2 0 eıc:ı f---7 (crı 0 cr2 0 cr2, crı 0 cr2 0 cr2) 

e4 f---7 e3 0 eıeı f---7 (cr2 0 cr2 0 cr2, cr2 0 cr2 0 cr2) 

es f---7 e4 0 eıc:ı f---7 (icrıcr2 0 cr2 0 cr2,icrıcr2 0 cr2 0 cr2) 

e6 f---7 es 0 eıc:ı f---7 (jcrıi72 0 cr2 0 cr2, jcrıcr2 0 cr2 0 cr2) 

e7 H e5 0 eıc:ı f---7 (kcrıcr2 0 cr2 0 cr2, -kcrıcr2 0 cr2 0 cr2) 

cı f---7 ı 0 c:ı f---7 (I 0 I 0 crıcr2, I 0 I 0 crıcr2) 

C:2 f---7 cı 0 eıc:ı f---7 (I 0 crıcr2 0 cr2, I 0 crıcr2 0 cr2) 
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iii) w6,3 : cz6,3 ---+c (16) 

Cl6 3 ---+ Cls,2 0 Clı,ı ---+ C (8) 0 IR (2) '"'-'C (16) 
' 

e ı 1-+ 10 eı 1-+ I 0 I 0 I 0 O"ı 

e2 1-+ eı 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 O"ı0 0"2 

e3 1-+ e2 0 eıeı 1-+ I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

e4 1-+ e3 0 eıeı 1-+ O"ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

es 1-+ e4 0 eıeı 1-+ 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

e6 1-+ es 0 eıeı 1-+ iO"ı0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

cı 1-+ 10 cı 1-+ I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 

c2 1-+ cı 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 0"ı0"2 0 0"2 

€3 1-+ c:2 0 eıeı 1-+ I 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 
iv) Ws,4 : Cls,4---+ IR (16) EB IR (16) 

Cls,4 ---+ Cl43 0 Clı ı ---+ IR (16) EB IR (16) 
' ' 

e ı 1-+ 10 eı 1-+ (I 0 I 0 I 0 O"ı, I 0 I 0 I 0 O"ı) 

e2 1-+ eı 0 eıeı 1-+ (I 0 I 0 O"ı 0 0"2, I 0 I 0 O"ı 0 0"2) 

e3 1-+ e2 0 eıeı 1-+ (I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2, I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2) 

e4 1-+ e3 0 eıeı 1-+ (O"ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2, O"ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2) 

es 1-+ e4 0 eıeı 1-+ (0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2, -0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2) 

cı 1-+ 10c:ı 1-+ (I 0 I 0 I 0 O"ı0"2, I 010 I 0 O"ı0"2) 

c2 1-+ cı 0 eıeı 1-+ (I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2, I 0 I 0 0"ı0"2 0 0"2). 

€3 1-+ c:2 0 eıeı 1-+ (I 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2, I 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2) 

€4 1-+ c:3 0 eıeı 1-+ (O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2, O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2) 
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v) W 4,S : Cl4,s --+C (16) 

Cl4s --+ c (8) ®JR (2) --+ c (16) 
' 

e ı 1--+ ı® eı 1--+ I® I® I® O"ı 

e2 1--+ eı ®eıeı 1--+ I ® I ® O"ı ® 0"2 

e3 1--+ e2 ®eıeı 1--+ I ® O"ı ® 0"2 ® 0"2 

e4 1--+ e3 ®eıeı 1--+ O"ı ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 

cı 1--+ ı® cı 1--+ I® I® I® 0"ı0"2 

E"2 1--+ cı® eıeı 1--+ I ® I ® O" ı 0"2 ® 0"2 

€3 1--+ c-2 ®eıeı 1--+ I® O"ı0"2 ® 0"2 ® 0"2 

C4 1--+ c-3 ®eıeı 1--+ O"ı0"2@ 0"2 ® 0"2 ® 0"2 

es 1--+ c4 ®eıeı 1--+ i0"2 ® 0"2 @ 0"2 @ 0"2 

vi) W3ı5 : Cl3ı5 --+IBI (8) EB IBI (8) 

w3ı6 (eı) = (I® I® O"ı,l ®I® O"ı) 

w3ı6 (e2) = (I® O"ı ® 0"2, I® O"ı ® 0"2) 

w3ı6(e3)= (O"ı@ 0"2@ 0"2, O"ı@ 0"2@ 0"2) 

w3ı6 (cı) = (I® I® O"ı0"2, I® I® O"ı0"2) 

w3ı6 (c-2) = (I® 0"ı0"2 ® 0"2, I® 0"ı0"2 ® 0"2) 

w3ı6 (c-3) = (O"ı0"2 ® 0"2@ 0"2, O"ı0"2 ® 0"2 ® 0"2) 

w3ı6 (c-4) = ( i0"2 @ 0"2 @ 0"2, i0"2 ® 0"2 ® 0"2) 

w3ı6 (es)= (j0"2 ® 0"2 @ 0"2, J0"2 ® 0"2 ® 0"2) 

w3ı6 (c-5) = (k0"2@ 0"2 ® 0"2, -k0"2@ 0"2 ® 0"2) 

vii) 'll2,1 : Cl2ı1 --+C (ı6) 

Cl2ı1 --+ Cl ı 6 ®Cl ı ı --+ C (8) @JR (2) rv C (ı6) 
ı ı 

e ı 1--+ ı® eı 1--+ I® I® I® O"ı 

e2 1--+ eı ®eıeı 1--+ I ® I ® O"ı ® 0"2 

cı 1--+ I® cı 1--+ I® I® I® O"ı0"2 

E"2 1--+ cı® eıeı 1--+ I® I® 0"ı0"2 ® 0"2 
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E3 f--t c2 ®eıeı f--t -i0"2 ® I ® 0"2 ® 0"2 

C4 f--t E3 ®eıeı f--t -O" ı 0"2 ® I ® 0"2 ® 0"2 

es f--t c4 ®eıeı f--t -iO"ı ® O"ı ® 0"2 ® 0"2 

C6 f--t es ®eıeı f--t -iO"ı ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 

E7 f--t c5 ®eıeı f--t O"ı ® O"ı0"2 ® 0"2 ® 0"2 

viii) 'l'ı,s : Clı,s -+IR (16) EB IR (16) 

'l'ı,s (eı) - (I® I® I® O"ı, I® I® I® O"ı) 

'l'ı,s (cı) - (I® I® I® 0"ı0"2, I® I® I® O"ı0"2) 

'l'ı,s (c:2) - (--:-0"2 ® O"ı0"2 ®I® 0"2, -0"2 ® O"ı0"2 ®I® 0"2) 

'l'ı,s (c:3) - ( -O"ı0"2 ®I® I® 0"2, -O"ı0"2 ®I® I® 0"2) 

'l'ı,s (c:4) - ( -O"ı ® O"ı0"2 ® O"ı ® 0"2, -O"ı ® 0"ı0"2 ® O"ı ® 0"2) 

'l'ı,s (es) - ( -O"ı ® O"ı0"2 ® 0"2 ® 0"2, -O"ı ® O"ı0"2 ® 0"2 ® 0"2) 

'l'ı,s (c:5) - (O"ı ®I® 0"ı0"2 ® 0"2, O"ı ®I® O"ı0"2 ® 0"2) 

'l'ı,s (c:7) ( -0"2 ® O"ı ® O"ı0"2 ® 0"2, -0"2 ®O" ı® O"ı0"2 ® 0"2) 

'lrı,s (es) (0"2 ® 0"2 ® O"ı0"2 ® 0"2, 0"2 ® 0"2 ® O"ı0"2 ® 0"2) 

10) IRıo üzerindeki dejenere olmayan Cli:fford cebirlerinden tabloda görülen

ler Cl8,2 "'lHI (16), Cl7,3 '""lHI (8) EBlHI (8) , Cl6,4 "'CC (16) , Cls,s "'IR (16) EBIR (16) 

, Cl4,6 "'CC (16) , Cl3,7 "'lHI (8) EBlHI (8) , Cl2,8 rv CC (16) şeklindedir. Bu izomor-

fizmlerin açık ifadeleri aşağıdaki gibidir. 

i) 'lt's,2 : Cls,2 -+ lHI (16) 

Cls 2 -+ Cl1 ı® C lı ı -+ lHI ( 16) 
' ' ' 

e ı f--t 1 ® eı f--t I® I® I® O"ı 

e2 f--t eı ®eıeı f--t I ® I ® O"ı ® 0"2 

e3 f--t e2 ®eıeı f--t I ® D-ı ® 0"2 ® 0"2 

e4 f--t e3 ®eıeı f--t I ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 

es f--t e4 ®eıeı f--t ii ® O" ı 0"2 ® 0"2 ® 0"2 

e6 f--t es® eıeı f--t ji ® O" ı (]"2 ® 0"2 ® 0"2 

e7 f--t e5 ®eıeı f--t kO" ı ® O" ı 0"2 ® 0"2 ® 0"2 

es f--t e1 ®eıeı f--t k0"2 ® O" ı 0"2 ® 0"2 ® 0"2 

cı f--t I® cı f--t I® I® I® O"ı0"2 

C2 f--t cı ®eıeı f--t I ® I ® O" ı 0"2 ® 0"2 

87 



ii) w7,3 : cz7,3 --+H (ı6) 

Cl13 --+ Cl6 2 0 Clıı --+ JH[ (8) 0 IR (2) rv JH[ (ı6) , , , 

e ı f-+ ı 0 eı f-+ I 0 I 0 I 0 O"ı 

e2 f-+ eı 0 eıeı f-+ I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

e3 f-+ e2 0 eıeı f-+ I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

e4 f-+ e3 0 eıeı f-+ O"ı 0 Cr2 0 0"2 0 0"2 

es f-+ e4 0 eıeı f-+ 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

e6 f-+ es 0 eıeı f-+ i O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 (]"2 

e7 f-+ e6 0 eıeı f-+ jO"ı0"2 0 0"2 0 (]"2 0 0"2 

cı f-+ ı 0Ei f-+ I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 

E'2 f-+ Eı 0 eıeı f-+ I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

E3 H E2 0 eıeı f-+ I 0 O' ı 0"2 0 0"2 0 0"2 

iii) w 6,4 : Cl6,4 --+ IR (32) 

Cl54 --+ C ls 3 0 Cl ı ı --+ IR (ı6) 0 IR (2) rv IR (32) , , , 

e ı f-+ ı 0 eı f-+ I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 

e2 f-+ eı 0 eıeı f-+ I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

e3 f-+ e2 0 eıeı f-+ I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 C12 

e4 f-+ e3 0 eıeı f-+ I 0 O"ı 0 0"2 0 C12 0 0"2 

es f-+ e4 0 eıeı f-+ O"ı 0 0"2 0 0"2 0 (]"2 0 0"2 

e6 f-+ es 0 eıeı f-+ 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 (}2 

E ı f-+ ı ®cı f-+ I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 

E'2 f-+ Eı 0 eıeı f-+ I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

E3 f-+ E2 0 eıeı f-+ I 0 I 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 

E'4 f-+ c3 0 eıEı f-+ I 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 
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iv) \lls,s : Cls,s -+IR (32) 

C ls s -+ Cl4 4 0 Clıı -+ IR (ı6) 0 IR (2) rv IR (32) 
' ' ' 

e ı 1-+ ı 0 eı 1-+ I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 

e2 1-+ eı 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 I 0 o-ı 0 a-2 

es 1-+ e2 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 o-ı 0 a-2 0 a-2 

e4 1-+ es 0 eıeı 1-+ I 0 o-ı 0 a-2 0 a-2 0 a-2 

es 1-+ e4 0 eıeı 1-+ O"ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

cı 1-+ ı 0 cı 1-+ I®I®I®I®o-ıo-2 

c2 1-+ cı 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 I 0 o-ı a-2 0 a-2 

es 1-+ c-2 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 o-ıo-2 0 a-2 0 a-2 

c4 1-+ es 0 eıeı 1-+ I 0 o-ıo-2 0 a-2 0 a-2 0 a-2 

es 1-+ c4 0 eıeı 1-+ O"ı0"2 0 0"2 0 ()2 0 ()2 0 ()2 

v) \ll4,6: cz4,6-+ Iill(ı6) 

.cz4,6 -+ IH[ (8) ®IR (2) -+ JH[ (ı6) 

e ı 1-+ ı 0 eı 1-+ I 0 I 0 I 0 o-ı 

e2 1-+ eı 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 o-ı 0 a-2 

es 1-+ e2 0 eıeı 1-+ I 0 o-ı 0 a-2 0 a-2 

e4 1-+ es 0 eıeı 1-+ o-ı 0 0"2 0 0"2 0 ()2 

cı 1-+ ı 0 cı 1-+ I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 

c2 1-+ cı 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 o-ıo-2 0 a-2 

es 1-+ c-2 0 eıeı 1-+ I 0 o-ıo-2 0 a-2 0 a-2 

c4 1-+ es 0 eıeı 1-+ O"ı0"2 0 ()2 0 ()2 0 0"2 

es 1-+ c4 0 eıeı 1-+ ia-2 0 0"2 0 ()2 0 ()2 

es 1-+ es 0 eıeı 1-+ ja-2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

vi) \lls,7 : Cls,7-+ IH[ (ı6) 

Cls1 -+ Cl2 s 0 Clıı -+ JH[ (8) @IR (2) rv IH[ (ı6) 
' ' ' 

e ı 1-+ ı 0 eı 1-+ I 0 I 0 I 0 o-ı 

e2 1-+ eı 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 o-ı 0 a-2 

es 1-+ e2 0 eıeı 1-+ I 0 o-ı 0 a-2 0 a-2 

cı 1-+ ı 0 cı 1-+ I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 
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c2 f-7 cı ®eıeı f-7 I® I® CJıCJ2 ® CJ2 

E3 f-7 c:2 ®eıeı f-7 I® CJı0"2 ® CJ2 ® CJ2 

c4 f-7 E3 ®eıeı f-7 il ® (J2 ® (J2 ® (J2 

Es f-7 c:4 ®eıeı f-7 jl®CJ2QSl(J2QSl(J2 

E6 f-7 Es® eıeı f-7 kCJı ® (J2 ® (J2 ® (J2 

E7 f-7 E5 ®eıeı f-7 kCJ2 ® (J2 ® (J2 ® (J2 
vii) W2,s : Cl2,s -+JR (32) 

Cl2 s -t Clı,7 ® Clı,ı -t JR (ı6) ®JR (2) r--J JR (32) , 

e ı f-7 ı® eı f-7 I® I® I® I® CJ1 

e2 f-7 eı ®eıeı f-7 I® I® I® CJı ® CJ2 

cı f-7 ı ®cı f-7 l®l®l®l®CJı(J2 

c2 f-7 cı ®eıeı f-7 I® I® I® CJıCJ2 ® CJ2 

c3 f-7 c2 ®eıeı f-7 -(J2 ® CJıCJ2 ®I® CJ2 ® o-2 

c4 f-7 c3 ®eıeı f-7 -CJıCJ2 ®I® I® 0"2 ® CJ2 

Es f-7 c4 ®eıeı f-7 -(Jı ® CJı(J2 ® O"ı ® (J2 ® (J2 

E6 f-7 es ®eıeı f-7 -(Jı ® CJı(J2 ® (J2 ® (J2 ® (J2 

c7 f-7 c5 ®eıeı f-7 CJı ®I® CJıCJ2 ® 0"2 ® CJ2 

c: s f-7 E7 ®eıeı f-7 -(J2 ® CJı ® CJı(J2 ® (J2 ® (J2 

11) JR11 üzerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinden tabloda görülen

ler Cls,3 r--ı C (ı6) , Cl7,4 D! lHI (8) EBlHI (8) , Cl6,s r--ı C (ı6) , Cls,6 r--ı JR (ı6) EBJR (ı6) 

, Cl4,7 r--ı C (ı6) , Cl3,8 r--ı lHI (8) EBlHI (8) şeklindedir. Bu izomorfizmlerin açık 

ifadeleri aşağıdaki gibidir. 

i) Ws,3 : Cls,3 -+ lHI (ı6) EBlHI (ı6) 

Ws,3(eı)- (I®l®l®CJı,I®l®l®CJı) 

Ws,3 (e2) - (I® I® CJı ® 0"2, I® I® CJı ® CJ2) 

Ws,3 (e3) (I® CJı ® 0"2 ® CJ2, I® CJı ® 0"2 ® 0"2) 

W 8,3 ( e4) - ( CJı ® o-2 ® 0"2 ® 0"2, CJı ® 0"2 ® 0"2 ® o-2) 

Ws,3 (es) - (0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2, 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2) 

Ws,3 (e5) - (iCJıCJ2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2, iCJı0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2) 
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Ws,s ( e7) - (jcrıcr2 0 cr2 0 cr2 0 cr2, jcrıcr2 0 cr2 0 cr2 0 cr2) 

Ws,s (es) (kcrıcr2 0 cr2 0 cr2 0 cr2, -kcrıcr2 0 cr2 0 cr2 0 cr2) 

Ws,s (c:ı) (I 0 I 0 I 0 crıcr2, I 0 I 0 I 0 crıcr2) 

Ws,s (c:2) - (I 0 I 0 crıcr2 0 cr2, I 0 I 0 crıcr2 0 cr2) 

Ws,s (c:s) (I 0 crıcr2 0 cr2 0 cr2, I 0 crıcr2 0 cr2 .0 cr2) 
ii) w7,4 : cz7,4 -+c (32) 

Cl7,4 -+ Cl6 s 0 Clıı -+ <C (16) 0 IR (2) r-ı <C (32) 
' ' 

e ı 1---7 10 eı 1---7 I 0 I 0 I 0 I 0 crı 

e2 1---7 eı 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 I 0 crı 0 cr2 

es 1---7 e2 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 crı 0 cr2 0 cr2 

e4 1---7 es 0 eıeı 1---7 I 0 crı 0 cr2 0 cr2 0 cr2 

es 1---7 e4 0 eıeı 1---7 CJı 0 (J2 0 (J2 0 (J2 0 (J2 

eB 1---7 es 0 eıeı 1---7 (J2 0 (J2 0 (J2 0 (J2 0 (J2 

e7 1---7 e5 0 eıeı 1---7 icrı cr2 0 cr2 0 cr2 0 cr2 0 cr2 

cı 1---7 10 cı 1---7 I 0 I 0 I 0 I 0 crıcr2 

c2 1---7 cı 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 I 0 crıcr2 0 cr2 

es 1---7 c2 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 CJıCT2 0 (J2 0 (J2 

c:4 ~---+ es 0 eıeı ~---+ I 0 crıcr2 0 cr2 0 cr2 0 cr2 

iii) w6,s : Cl6,s -+IR (32} E9 IR (32) 

w6,s (eı) - (I 0 I 0 I 0 I 0 crı, I 0 I 0 I 0 I® crı) 

w6,s (e2) - (I 0 I 0 I 0 crı 0 cr2, I 0 I 0 I 0 crı 0 cr2) 

w6,s (es) - (I 0 I 0 crı 0 cr2 0 cr2, I 0 I 0 crı 0 cr2 0 cr2) 

w6,S (e4) - (I 0 CJı 0 (J2 0 (J2 0 CT2, I 0 CJı 0 (J2 0 (J2 0 cr2) 

W6,S (es) - (crı 0 CT2 0 CT2 0 CT2 0 CT2, CJı 0 CJ2 0 CT2 0 CJ2 0 cr2) 

W6,S (eB) (cr2 0 CJ2 0 CT2 0 CT2 0 CT2, -CJ2 0 CJ2 0 CT2 0 CT2 0 CT2) 

w6,s(cı) - (I0I0I0I0crıCJ2,I0I0I0I0crıcr2) 

w6,S (c:2) - (I 0 I 0 I 0 CJıCJ2 0 CT2, I 0 I 0 I 0 CJıCJ2 0 cr2) 

w6,S (es) (I 0 I 0 CJıCJ2 0 (J2 0 CT2, I 0 I 0 CJıCJ2 0 (J2 0 cr2) 

w6,S (c:4) - (I 0 CJıCJ2 0 (J2 0 (J2 0 CT2, I 0 CJıCJ2 0 (J2 0 (J2 0 cr2) 

W6,S (es) - (crıcr2 0 CT2 0 CT2 0 CT2 0 CT2, CJıCJ2 0 CT2 0 CJ2 0 CT2 0 CJ2) 
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iv) Ws,6 : Cls,6 ----+C (32) 

Cls 5 ----+ C (ı6) 0IR (2) ----+ c (32) 
' 

e ı 1---7 ı 0 eı 1---7 I 0 I 0 I 0 I 0 crı 

ez 1---7 eı 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 I 0 crı 0 crz 

e3 1---7 ez 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 crı 0 crz 0 crz 

e4 1---7 e3 0 eıeı 1---7 I 0 crı 0 crz 0 crz 0 crz 

es 1---7 e4 0 eıeı 1---7 crı 0 crz 0 crz 0 crz 0 crz 

cı 1---7 ı 0 cı 1---7 I 0 I 0 I 0 I 0 crıcrz 

ez 1---7 cı 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 I 0 crıcrz 0 crz 

C3 1---7 ez 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 cr ı cr2 0 cr2 0 cr2 

C4 1---7 c3 0 eıeı 1---7 I 0 crıa-2 0 crz 0 crz 0 cr2 

es ,1---7 c4 0 eıeı 1---7 crıcrz 0 cr2 0 crz 0 crz 0 crz 

E'6 1---7 es 0 eıeı 1---7 icrz 0 crz 0 crz 0 cr2 0 crz 
v) W4,7: Cl4,7----+ 1H[(16) EB1H[(ı6) 

w4,7 (eı) = (I 0 I 0 I 0 crı, I 0 I 0 I 0 crı) 

w4,7 (e2) = (I 0 I 0 crı 0 o-2, I 0 I 0 crı 0 cr2) 

w4,7(e3) = (I 0 crı 0 cr2 0 o-2, I 0 crı Q o-2 0 crz) 

W 4,7 ( e4) = (crı 0 crz 0 cr2 0 crz, crı 0 crz 0 crz 0 P"z) 

w4,7(cı) = (I 0 I 0 I 0 crıcrz, I 0 I 0 I 0 crıcr2) 

w4,7 (c-2) = (I 0 I 0 crıcrz 0 crz, I 0 I 0 crıcr2 0 crz) 

w4,7 (c-3) = (I 0 crıcrz 0 crz 0 crz, I 0 crıcrz 0 cr2 0 crz) 

W4,7(c-4) = (cr ı crz 0 crz 0 cr2 0 cr2, cr ı crz 0 crz 0 crz 0 crz) 

w4,7(cs) = ( icr2 0 cr2 0 crz 0 o-2, io-2 0 crz 0 P"z 0 crz) 

w4,7 (c-6) = (jcr2 0 crz 0 cr2 0 crz, jcrz 0 cr2 0 cr2 0 crz) 

. w4,7{c7) = (kcrz 0 cr2 0 cr2 0 o-2, -kcrz 0 cr2 0 crz 0 crz) 

vi) W3,s : Cl3,s ----+C (32) 

Cl3 s ----+ Clz 10 Clı ı ----+ C (ı6) 0IR (2) r--J C (32) 
' ' ' 

e ı 1---7 ı 0 eı 1---7 I 0 I 0 I 0 I 0 crı 

e2 1---7 eı 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 I 0 crı 0 crz 

e3 1---7 e2 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 crı 0 crz 0 crz 

cı 1---7 I 0 cı 1---7 I0I0I0I0crıcr2 
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c2 f--+ cı® eıeı f--+ I® I® I® o-ıo-2 ® o-2 

C3 f--+ c2 ®eıeı f--+ I® I® o-ıo-2 ® o-2 ® o-2 

C4 f--+ c3 ®eıeı f--+ -io-2 ® I ® o-2 ® o-2 ® o-2 

es f--+ c4 ®eıeı f--+ -o-ıo-2 ®I® o-2 ® o-2 ® o-2 

C6 f--+ es® eıeı f--+ -io-ı ® CJı ® (J2 ® (J2 ® (J2 

c7 f--+ c6 ®eıeı f--+ -io-ı ® (J2 ® (J2 ® (J2 ® (J2 

es f--+ c7 ®eıeı f--+ CJı ® CJıCJ2 ® (J2 ® (J2 ® (J2 

12) IRı2 üzerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinden tabloda görülen-
,! 

ler Cls,4 r--J <C (16) , Cl7,4 r--J lHI (8) EBlHI (8), Cl6,s r--J <C (ı6), Cls,6 r--.ı IR (ı6) EBIR (ı6) 

, Cl4,7 r--J <C (ı6) , Cl3,s r--J lHI (8) EBlHI (8) şeklindedir. Bu izomorfizmlerin açık 

ifadeleri aşağıdaki gibidir. 

i) Ws,4 : Cls,4--+ lHI (32) 

Cls4 --+ Cl1 3 ® Clı ı --+ lHI (ı6) 0 IR (2) r--.ı lHI (32) 
' ' ' 

e ı f--+ ı® eı f--+ I~ I ® I 0 I 0 o-ı 

e2 f--+ eı 0 eıeı f--+ I ® I ® I ® o-ı 0 o-2 

e3 f--+ e2 0 eıeı f--+ I ® I 0 o-ı ® o-2 ® o-2 

e4 f--+ e3 ®eıeı f--+ I 0 o-ı 0 o-2 ® o-2 ® o-2 

es f--+ e4 0 eıeı f--+ CJı ® (J2 ® (J2 0 (J2 ® (J2 

eB f--+ es® eıeı f--+ (J2 ® (J2 0 (J2 0 (J2 0 (J2 

e7 f--+ e5 ®eıeı f--+ io-ıo-2 ® (J2 0 (J2 0 (J2 0 (J2 

es f--+ e7 ®.eıeı f--+ jo-ıo-2 0 (J2 0 (J2 ® (J2 ® (J2 

cı f--+ ı 0 cı f--+ I® I 0 I® I® o-ıo-2 

6'2 f--+ cı ®eıeı f--+ I® I® I® o-ıo-2 0 o-2 

C3 f--+ c2 0 eıeı f--+ I® I 0 o-ıo-2 ® o-2 0 o-2 

C4 f--+ c3 ®eıeı f--+ I® o-ıo-2 ® o-2 0 o-2 ® o-2 
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ii) 'll7,5 : Ch,5 --+JR (64) 

Cl1 5 --+ Cl6 4 0 Clı ı --+ JR (32) 0JR (2) rv JR (64) 
' ' ' 

e ı 1---7 10 eı 1---7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 

e2 1---7 eı 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 0 o-2 

es 1---7 e2 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 

e4 1---7 e3 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

e5 1---7 e4 0 eıeı 1---7 I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

e6 1---7 e5 0 eıeı 1---7 o-ı 0 0"2 .0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

e7 1---7 e6 0 eıeı 1---7 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

cı 1---7 10 cı 1---7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ıa-2 

E'2 1---7 cı 0 eıeı· 1---7 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 0 o-2 

E'3 1---7 c-2 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 0 o-2 0 o-2 

E'4 1---7 Es 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 o-ı o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

E'5 1---7 c4 0 eıeı 1---7 I 0 o-ı o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

ii) 'll6,6 : Cl6,6 --+JR (64) 

Cl6 6 --+ Cl5 5 0 C lı ı --+ JR (32) 0JR (2) rv JR (64) 
' ' ' 

e ı 1---7 10 eı 1---7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 

e2 1---7 eı 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 0 o-2 

es 1---7 e2 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 

e4 1---7 e3 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

e5 1---7 e4 0 eıeı 1---7 I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

e6 1---7 e5 0 eıeı 1---7 o-ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

cı 1---7 10 cı 1---7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 

c2 1---7 cı 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 0 o-2 

c3 1---7 E2 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 0 o-2 0 o-2 

c4 1---7 c3 0 eıeı 1---7 I 0 I 0 o-ı o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

c5 1---7 c4 0 eıeı 1---7 I 0 o-ıo-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

c6 1---7 c5 0 eıeı 1---7 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

94 



iii) '±'5,7 : Cl5,7--+ JHl (32) 

Cl5 1 --+ JH[ (ı6) ®JR (2) --+ JH[ (32) , 

e ı f---7 ı Q9 eı f---7 I Q9 I Q9 I® I® crı 

e2 f---7 eı Q9 eıeı f---7 I Q9 I Q9 I Q9 crı Q9 cr2 

e3 i---7 e2 Q9 eıeı f---7 I® I 0 crı ® cr2 ® cr2 

e4 f---7 e3 Q9 eıeı f---7 I Q9 crı Q9 cr2 ® cr2 Q9 cr2 

e5 f---7 e4 Q9 eıeı f---7 crı ® cr2 ® cr2 ® cr2 ® cr2 

cı f---7 ı Q9 cı f---7 I Q9 I® I® I® crıcr2 

c2 f---7 cı Q9 eıeı f---7 I Q9 I® I® crıcr2 ® cr2 

C3 f---7 c2 Q9 eıeı f---7 I Q9 I® crıcr2 ® cr2 Q9 cr2 

C4 f---7 c3 Q9 eıeı f---7 I ® cr ı cr2 ® cr2 ® cr2 ® cr2 

C5 f---7 c4 Q9 eıeı f---7 cr ı cr2 ® cr2 ® cr2 ® cr2 ® cr2 

C6 f---7 c5 Q9 eıeı f---7 i (72 Q9 (72 Q9 (72 Q9 (72 Q9 (72 

c7 f---7 c5 Q9 eıeı f---7 j (72 Q9 (72 Q9 (72 Q9 (72 Q9 (72 

iv) W 4,8 : Cl4,s --+ JH[ (32) 

Cl4s --+ C ls 7 ®C lı ı --+ JH[ (ı6) ®JR (2) rv JH[ (32) , , , 

e ı f---7 ı Q9 eı f---7 I Q9 I Q9 I ® I ® crı 

e2 f---7 eı Q9 eıeı f---7 I Q9 I Q9 I ® crı Q9 cr2 

e3 f---7 e2 Q9 eıeı f---7 I ® I ® crı ® cr2 ® cr2 

e4 . f---7 e3 Q9 eıeı f---7 I ® crı ® cr2 ® cr2 ® cr2 

cı f---7 ı Q9 cı f---7 I Q9 I Q9 I® I® crıcr2 

C2 f---7 cı® eıeı f---7 I Q9 I® I® crıcr2 ® cr2 

C3 f---7 c2 Q9 eıeı f---7 I ® I ® cr ı cr2 ® cr2 ® cr2 

C4 f---7 c3 Q9 eıeı f---7 I Q9 cr ı cr2 ® cr2 ® cr2 ® cr2 

C5 f---7 c4 Q9 eıeı f---7 il Q9 (72 Q9 o-2 Q9 (72 Q9 (72 

€6 f---7 c5 Q9 eıeı f---7 j I ® cr2 ® cr2 ® cr2 ® cr2 . 

C7 f---7 c5 Q9 eıeı f---7 kcrı Q9 cr2 ® cr2 ® cr2 ® cr2 

es f---7 c7 Q9 eıeı f---7 kcr2 Q9 cr2 ® cr2 ® cr2 ® cr2 

ı3) JRı3 üzerindeki dejenere olmayan Cli:fford cebirlerinden tabloda görülen-

ler Cls,5 N c (64) 'Cl7,6 rv JR (64) EBJR (64) 'Cl6,7 rv c (64) 'Cl5,8 rv JH[ (32) ffiJH[ (32) 

şeklindedir. Bu izomorfizmlerin açık ifadeleri aşağıdaki gibidir. 
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i) ~8,5 : Cls,5 ---7 C (64) 

Cls 5 ---7 Cl7 4 0 C lı ı ---7 c (32) 0 JR (2) ·eo: c (64) , , , 

e ı 1-+ ı 0 eı 1-+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 17ı 

e2 1-+ eı 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 I 0 I 0 17ı 0 172 

e3 1-+ e2 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 I 0 17ı 0 172 0 172 

e4 1-+ e3 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 17ı 0 172 0 172 0 172 

e5 1-+ e4 0 eıeı 1-+ I 0 17ı 0 172 0 172 0 172 0 172 

e6 1-+ e5 0 eıeı 1-+ 17ı 0 172 0 172 0 172 0 172 0 172 

e7 1-+ e6 0 eıeı 1-+ 172 0 172 0 172 0 172 0 172 0 172 

es 1-+ e7 0 eıeı 1-+ il7ıl72 0172 0172 0172 0172 0172 

cı 1-+ ı 0 cı 1-+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 17ıl72 

€2 1-+ cı 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 I 0 I 0 17ıl72 0172 

€3 1-+ c2 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 I 0 17ıl72 0172 0172 

€4 1-+ c3 0 eıeı 1-+ I 0 I 0 17ıl72 0 172 0 172 0 172 

€5 1-+ c4 0 eıeı 1-+ I 0 17ı 172 0 172 0 172 0 172 0 172 

ii) ~7,6 : Cl7,6 ---7 JR (64) EB JR (64) 

~7,6 (eı) =(I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 17ı, I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 17ı) 

~7,6 (e2) =(I 0 I 0 I 0 I 0 17ı 0172, I 0 I 0 I 0 I 0 17ı 0 172) 

~7,6 (e3) = (I 010 I 0 17ı 0172 0172, I 0 I 0 I 0 17ı 0172 0 172) 

~7,6 (e4) =(I 0 I 0 17ı 0172 0172 0172, I 0 I 0 17ı 0172 0172 0 172) 

~7,6 (e5) =(I 0 17ı 0172 0172 0172 0172, I 0 17ı 0172 0172 0172 0 172) 

~7,6 (e6) = (17ı 0172 0172 0172 0172 0172, 17ı 0172 0172 0172 0172 0 172) 

~7,6 (e7) = (172 0172 0172 0172 0172 0172, -172 0172 0172 0172 0172 0 172) 

~7,6 (cı)= (I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 17ıl72, I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 17ı172) 

~7,6 (c2) = (I 0 I 0 I 0 I 0 17ıl72 0172, I 0 I 0 I 0 I 0 17ıl72 0 172) 

~7,6 (c3) =(I 0 I 0 I 0 17ıl72 0172 0172, I 0 I 0 I 0 17ıl72 0172 0 172) 

~7,6 (c4) = (I 0 I 0 17ıl72 0172 0172 0172, I 0 I 0 17ıl72 0172 0172 0 172) 

~7,6 (c5) =(I 0 17ıl72 0172 0172 0 172 0172, I 0 I 0 17ıl72 0172 0172 0 172) 

~7,6 (c6) = (17ıl72 0172 0172 0172 0172 0172, 17ıl72 0172 0172 0172 0172 0 172) 
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iii) w6,7 : cz6,7 __,.c (64) 

Cl6 1 
__,. c (32) @lR (2) __,. c (64) , 

e ı r---ı- ı 0 eı r---ı- I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 

e2 r---ı- eı 0 eıeı r---ı- I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

e3 r---ı- e2 ®eıeı r---ı- I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

e4 r---ı- e3 0 eıeı r---ı- I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

es r---ı- e4 0 eıeı r---ı- I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

e6 r---ı- es 0 eıeı r---ı- O"ı @ 0"2 @ 0"2 @ 0"2 @ 0"2 @ (]"2 

cı r---ı- ı 0 cı r---ı- I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 

c2 r---ı- cı 0 eıeı r---ı- I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

€3 r---ı- c2 0 eıeı r---ı- I 0 I 0 I 0 0"ı0"2 0 0"2 0 0"2 

C'4 r---ı- c3 0 eıeı r---ı- I 0 I 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

es r---ı- c4 0 eıeı r---ı- I 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

C'6 r---ı- es 0 eıeı · r---ı- O"ı0"2@ 0"2@ 0"2@ 0"2@ 0"2@ 0"2 

C'7 r---ı- c5 0 eıeı r---ı- i0"2 @ (]"2 @ 0"2 @ 0"2 @ 0"2 @ 0"2 

iv) Ws,s : Cls,s--+ IBI (32) E!1 IBI (32) 

Ws,s (eı) = (I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı, I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı) 

Ws,s (e2) = (I 0 I 010 O"ı 0 0"2, I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2) 

Ws,s (e3) = (I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2, I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2) 

\IF s,s ( e4) = (I 0 O" ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2, I 0 O" ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2) 

W s,s (es) = (O" ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2, O" ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2) 

Ws,s (cı) = (I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2, I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı!J"2) 

Ws,s (c-2) = (I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2, I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2) 

Ws,s (c3) = (I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2, I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2) 

Ws,s (c4) = (I 0 O"ı!J"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2, I 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2) 

Ws,s (es) = (O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2, O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2) 

Ws,s (c5) = (i0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2, i0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2) 

W 5,8 ( c7) = (j 0"2 @ 0"2 @ 0"2 @ 0"2 @ 0"2, J 0"2 @ 0"2 @ 0"2 @ 0"2 @ 0"2) 

Ws,s (es) = (k0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2, -k0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2) 
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ı4) JRı4 üzerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinden tabloda görülen-

ler Cls,6 "'JR (ı28) , Cl7,7 "'JR (ı28) , Cl6,s "' IBI (64) şeklindedir. Bu izomor-

fizmlerin açık ifadeleri aşagıdaki gibidir. 

i) Ws,6 : Cls,6 --+C (64) 

Cls 6 --+ Ch 5 0 Clı ı --+ JR (64) 0 JR (2) "'JR (ı28) , , , 

e ı f---7 ı 0 eı f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aı 

e2 f---7 eı 0 eıeı f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aı 0 a2 

e3 f---7 e2 0 eıeı f---7 I 0 I 010 I 0 aı 0 a2 0 a2 

e4 f---7 e3 0 eıeı f---7 I 0 I 0 I 0 aı 0 a2 0 a2 0 a2 

e5 f---7 e4 0 eıeı f---7 I 0 I 0 aı 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

e6 f---7 e5 0 eıeı f---7 I 0 aı 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

e7 f---7 e6 0 eıeı f---7 O'ı 0 0'2 0 0'2 0 0'2 0 0'2 0 0'2 0 0'2 

es f---7 e7 0 eıeı f---7 0'2 0 0'2 0 0'2 0 0'2 0 0'2 0 0'2 0 0'2 

cı f---7 ı ®cı f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aıa2 

c2 f---7 cı 0 eıeı f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aı a2 0 a2 

C3 f---7 c2 0 eıeı f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 aıa2 0 a2 0 a2 

c4 f---7 c3 0 eıeı f---7 I 0 I 0 I 0 aıa2 0 a2 0 a2 0 a2 

C5 f---7 c4 0 eıeı f---7 I 0 I 0 aı a2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

c6 f---7 c5 0 eıeı f---7 I 0 aıa2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

ii) '117,7 : Cl7,7--+ JR (ı28) 

Cl11 --+ Cl6 6 0 C lı ı --+ JR (64) 0 JR (2) "' JR (128) , , , 

e ı f---7 ı 0 eı f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aı 

e2 f---7 eı 0 eıeı f---7 I 0 I 0 I® I® aı 0 a2 0 a2 

e3 f---7 e2 ®eıeı f---7 I ® I 0 I ® aı ® a2 0 a2 ® a2 

e4 f---7 e3 ®eıeı f---7 I ® I ® aı ® a2 0 a2 ® a2 ® a2 

e5 f---7 e4 ®eıeı f---7 I ® aı ® a2 ® a2 0 a2 ® a2 ® a2 

e6 f---7 e5 ®eıeı f---7 I ® aı ® a2 ® a2 ® a2 0 a2 ® a2 

e7 f---7 e6 0 eıeı f---7 O'ı ® 0'2 ® 0'2 ® 0'2 ® 0'2 ® 0'2 0 0'2 

cı f---7 ı ®cı f---7 I® I® I® I® I® I® aıa2 

c2 f---7 cı® eıeı f---7 I® I® I 0 I® I 0 aıa2 0 a2 
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€3 f--7 c:2 0 e ı c: ı f--7 I 0 I 0 I 0 I 0 CJıeJ2 0 CJ2 0 CJ2 

€4 f--7 c:3 0 eıc:ı f--7 I 0 I 0 I 0 CJı CJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 

€5 f--7 c:4 0 eıc:ı f--7 I 0 I 0 CJı CJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 

€6 f--7 c:5 0 eıeı f--7 I 0 eJıCJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 

€7 f--7 c:5 0 eıc:ı f--7 CJıCJ2 0 0"2 0 (J2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 
ii) w6,s : Cl6,s ---+IBI (64) 

Cl6 s - IBI (32) ®JR (2) - IBI ( 64) 
' 

e ı f--7 ı 0 eı f--7 I ® I 0 I 0 I 0 I 0 CJı 

e2 f--7 eı 0 eıeı f--7 I 0 I 0 I 0 I 0 CJı 0 CJ2 

e3 f--7 e2 0 eıc:ı f--7 I 0 I 0 I 0 CJı 0 CJ2 0 CJ2 

e4 f--7. e3 0 eıc:ı f--7 I 0 I 0 CJı 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 

e5 f--7 e4 0 eıeı f--7 I 0 CJı 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 

e6 f--7 e5 0 eıc:ı f--7 CJı @ 0"2 0 0"2 0 (J2 0 (J2 0 0"2 

c: ı f--7 ı 0 c:ı f--7 I 0 I 010 I 0 I 0 CJıCJ2 

€2 f--7 cı 0 eıeı f--7 I 0 I 010 I 0 eJıCJ2 0 CJ2 

€3 f--7 c:2 0 eıc:ı f--7 I 0 I 0 I 0 CJıCJ2 0 CJ2 0 CJ2 

€4 f--7 C:3 0 eıeı f--7 I 0 I 0 eJıCJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 

€5 f--7 c:4 0 eıeı f--7 I 0 eJıCJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 

€6 f--7 C:5 0 eıc:ı f--7 CJı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 (J2 

€7 f--7 c:5 0 eıeı f--7 iCJ2 0 0"2 0 (J2 @CJ2 0 0"2 0 (J2 

es f--7 c:7 0 e ı c: ı f--7 jCJ2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 (J2 0 0"2 ' 

15) JRı5 üzerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinden tabloda görülen

ler Cls,7 "' JR (ı28) , Ch,s "' JR (ı28) şeklindedir. Bu izomorfizmlerin açık 

ifadeleri aşağıdaki gibidir. 

i) 'lls,7 : Cls,7 ---+JR (ı28) EB JR (ı28) 

Bı = I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 CJı olmak üzere, 

Ws,7 (eı) = (Bı, Bı) dir. 

B2 = I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 CJı 0 G-2 olmak üzere, 

Ws,7 (e2) = (B2, B2) dir. 

B3 = I 0 I 0 I 0 I 0 CJı 0 CJ2 0 CJ2 

Ws,7 (e3) = (B3, B3) dir. 
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B4 = I® I® I® CJı ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 olmak üzere, 

'l's,7 (e4) = (B4, B4) dir. 

Bs = I ® I ® O"ı ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 olmak üzere, 

'l's,7 (es)= (Bs, Bs) dir. 

B6 = I ® CJı ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 olmak üzere, 

'l's,7 (e5) = (B6, B6) dir. 

B1 = CJı ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 olmak üzere, 

'l's,7(e7) = (B7,B7) dir. 

Bs = 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 olmak üzere, 

'l's,7 (es)= (Bs, -Bs) dir. 

B 9 =I® I® I® I® I® I® CJ1CJ2 olmak üzere, 

'l's,7 (c:ı) = (B9 , B9 ) dir. 

Bıo =I® I® I® I® I® CJ1CJ2 ® 0"2 olmak üzere, 

'l's,7 (c:2) = (Bıo, Bıo) dir. 

Bıı =I® I® I® I® CJ1CJ2 0 0"2 ® 0"2 olmak üzere, 

'l's,7 (c:3) = (Bıı, Bıı) dir. 

Bı2 =I® I® I® O"ı ® O"ı0"2 ® 0"2 ® 0"2 olmak üzere, 

'l's,7 (c:4) = (Bı2, Bı2) dir. 

Bı3 =I® I® O"ı0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 olmak üzere, 

'l's,7 (es) = (Bı3, Bı3) dir. 

Bı4 = I® 0"ı0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 olmak üzere, 

'l's,7 (c6) = (Bı4, Bı4) dir. 

Bıs = O"ı0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 olmak üzere, 

Ws,7 (c7) = (Bıs, Bıs) dir. 
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ii) 'lr1,s : Ch,s -+C (ı28) 

Cl1 s -+ C (64) ®IR (2) -+ c (ı28) , 

e ı 1-+ ı® eı 1-+ I® I® I® I® I® I® aı 

e2 1-+ eı ®eıeı 1-+ I ® I ® I ® I ® I ® aı ® a2 

e3 1-+ e2 ®eıeı 1-+ I® I® I® I® aı ® a2 ® a2 

e4 1-+ e3 ®eıeı 1-+ I ® I ® I ® aı ® a2 ® a2 ® a2 

es 1-+ e4 ®eıeı 1-+ I ® I ® aı ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 

e6 1-+ es® eıeı 1-+ I ® aı ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 

e7 1-+ e6 ®eıeı 1-+ aı ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 

cı 1-+ ı® cı 1-+ I® I® I® I® I® I® aıa2 

E'2 1-+ cı® eıeı 1-+ I® I® I® I® I® aıa2 ® a2 

E'3 1-+ E2 ®eıeı 1-+ I® I® I® I® aıa2 ® a2 ® a2 

E'4 1-+ E3 ®eıeı 1-+ I ® I ® I ® aı a2 ® a2 ® a2 ® a2 

Es 1-+ c-4 ®eıeı 1-+ I® I® aıa2 ® a2 0 a2 ® a2 ® a2 

E'6 1-+ Es® eıeı 1-+ I ® aı a2 ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 

E'7 1-+ E6 ®eıeı 1-+ aıa2 ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 

Es 1-+ E7 ®eıeı 1-+ i a2 ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 ® a2 

ı6) IRı6 üzerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinden tabloda görülen-

ler C ls s , ""' IR (ı28) şeklindedir. Bu izomorfizmlerin açık ifadeleri aşağıdaki 

gibidir. 
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i) Ws,s : Cl8 ,8 -JR (ı28) 

Cls s - Ch1 ® Clıı -JR (64) ®JR (2) rv JR (ı28) , , , 

e ı 1---t ı® eı 1---t I ® I ® I ® I ® I ® I ® I ® a-ı 

e2 1---t eı ®eıeı 1---t I ® I ® I ® I ® I ® I ® a-ı ® a-2 

e3 1---t e2 ®eıeı 1---t I ® I ®'I ® I ® a-ı ® a-2 ® a-2 ® a-2 

e4 1---t e3 ®eıeı 1---t I ® I ® I ® I ® a-ı ® a-2 ® a-2 ® a-2 

es 1---t e4 ®eıeı 1---t I ® I ® I ® a-ı ® a-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 

e6 1---t es® eıeı 1---t I® I® a-ı ® a-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 

e7 1---t e5 ®eıeı 1---t I ® a-ı ® a-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 

es 1---t e7 ®eıeı 1---t O"ı ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 

cı 1---t ı® cı 1---t I ® I ® I ® I ® I ® I ® I ® a-ı a-2 

c2 1---t cı® eıeı 1---t I® I® I® I® I® I® a-ıa-2 ® a-2 

c3 1---t c2 ®eıeı 1---t I® I® I® I® I® a-ıa-2 ® 0"2 ® a-2 

c4 1---t c3 ®eıeı 1---t I® I® I® I® a-ıa-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 

es 1---t c4 ®eıeı 1---t I® I® I® a-ıa-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 

c6 1---t es® eıeı 1---t I® I® a-ıa-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 ® 0'2 ® a-2 

c7 1---t c5 ®eıeı 1---t I® a-ıa-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 ® a-2 

es 1---t c7 ®eıeı 1---t O" ı 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 
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6 MATRİS CEBİRLERİNİN TEMSiLLERİ 

Önceki bölümde tüm reel dejenere olmayan Chfford ce birlerinin JR. (n) , C (n) , 

IHI (n) yada JR. (n) EB JR. (n) , IHI (n) EB IHI (n) tipindeki matris ce birlerine izomorf 

olduğunu gördük. Bu nedenle Clifford cebirlerinin temsillerini inceleyebilmek 

için öncelikle bu tip matris cebirlerinin temsillerini anlamak gerekmektedir. Bu 

bölümde öncelikle matris ce birlerinin temsillerini inceleyeceğiz. C (n) cebrini 

reel cebir veya kompleks cebir, JR. (n) ve IHI (n) cebirlerini de reel cebir olarak 

alacağız. F ile, JR., C veya IHI dan birini gösteriyoruz. 

Tanım 6.1 A bir reel cebir ve V, F cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. 

p: A-+ EndF (V) 

reellineer dönÜ§Ümü, Va, b E A ve ı, A cebrinin birimi olmak üzere, 

p(ab)- p(a)op(b) 

p(ı) - Id 

ko§ullarını sağlıyorsa p dönü§ümüne A nın bir F -temsili denir. ( F = IHI, 

V = JH[n olması durumunda, IHI deği§me özelliğine sahip olmadığından IHin , IHI 

üzerinde bir modüldür. ) 

Pı : A ---+ EndF (Vı) ve p2 : A ---+ EndF (V2), A cebrinin iki temsili olsun. 

Her a E A için, p2 (a) = f o p1 (a) o f-1 olacak şekilde f : V1 -+ V2 lineer 

izomorfizması varsa p1 ve p2 ye denk temsiller denir. 

pı(a) 1 
f Vi -+ V2 

p dönüşümünün çekirdeği A cebrinde iki taraflı idealdir. p (ı) - Id 

olduğundan ı rj. K erp dur. 

Yardımcı Teorem 6.1 F (n) matris cebirlerindeki her iki taraflı ideal, ya 

{O} ya da tüm matris cebiridir. (Bakınız {8]} 
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Sonuç 6.1 F (n) nin her temsili birebirdir. 

Kanıt. Va, b E F (n) için p (a) = p (b) olsun. Vv E pn için, 

p (a) (v) = p (b) (v) 

p(a) (v)- p(b) (v) =O 

p(a-b)(v)=O 

a-b E K er (p) 

elde edilir. p dönüşümünün çekirdeği, F (n) de iki taraflı idealdir. Yardımcı 

teorem ( 6. ı) den F (n) matris ce birindeki iki taraflı ideal ya {O} ya da tüm 

matris cebiridir. Budurumdaa-b ya {O} ya da tüm matris cebiridir. Ancak 

a-b tüm matris cebiri olamaz. Çünkü ı~ K er (p) dur. Ohaldea-b =O 

dır. Buradan da a = b elde edilir. • 

Tanım 6.2 a E F (n) ve x E pn için
7 

p: F (n) ----> EndF (Fn) 

p (a) x = ax 

§eklinde tanımlanan F (n) nin bir F -temsiline7 F (n) nin standart temsili denir. 

a E C (n) verildiğinde a nın konjuge matrisini a olarak alalım. a E C (n) 

ve z E en olmak üzere, 

p: C (n) --+ Endc (Cn) 

p (a) z =az 

şeklinde tanımlı C (n) reel cebrinin C-temsili, C (n) nin konjuge temsili olarak 

adlandırılır. 

A mn her C-temsili veya IBI-temsili aynı zamanda bir IR-temsildir. IR-temsil 

olarak C (n) nin standart temsili ve konjuge temsili denktir. Ancak C (n) nin 

standart temsili ve konjuge temsili, C-temsil olarak denk değillerdir. 

Bir p : A ----> EndF (V) temsili verildiğinde, V uzayının her a E A için 

p (a) (W) c W olacak şekilde {O} ve V den farklı bir W alt uzayı varsa bu 

temsile indirgenebilir temsil denir. Eğer bir temsil indirgenebilir değilse o 

temsile indirgenemez temsil denir. 
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Tanım 6.3 p1 : A ---+ EndF (Vi) ve p2 : A ---+ EndF CV2) A cebrinin iki 

temsili olsun. 

P = (Pı EB p2) : A ---+ EndF (Vi EB V2) 

p ( a) = Pı ( a) EB P2 ( a) 

şeklinde tanımlanan p dönüşümü A nın bir F -temsilidir. p = p1 EB p2 

formunda yazılabilen p dönü§ümünün F -temsili7 F -indirgenebilirdir. Eğer A 

nın F -temsili indirgenebilir değilse bu temsile indirgenemez F -temsil denir. 

Teorem 6.1 pn üzerindeki F (n) nin temsili7 F (n) nin indirgenemez 

JR-temsilidir. 

Sonuç 6.2 C (n) reel cebrinin standart C-temsili ve konjuge C-temsili olmak 

üzere iki indirgenemez C-temsili vardır. 

Sonuç 6.3 JHI (n) nin JHin üzerindeki standart temsili7 indirgenemez JHI-temsildir. 

Yardımcı Teorem 6.2 F =JR veya JHI olmak üzere F (n) EB F (n) cebrinin iki 

indirgenemez F -temsili vardır. Bunlar ( a, b) E F (n) EB F (n) ve her x E pn 

olmak üzere, 

şeklindedir. 

p1 (a,b) (x) ax 

p2 (a,b) (x) - ıbx 

Bu durumda Bölüm 5 de elde edilen tabioyu 

p- q (mod8) p+q Clp,q 

0,2 2k JR (2k) 

ı 2k+ ı JR (2k) EBJR (2k) 

3,7 2k+ ı c (2k) 

4,6 2k+2 JHI (2k) 

5 2k+3 JHI (2k) EBJHI (2k) 

şeklinde ifade edelim. Bu son tabloya bakarak aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

ı) p- q =O, 2 (mod8) durumunda Clp,q r-v JR (2k) olduğundanBölüm 5 de 

verilen izomorfizmler Clp,q için indirgenemez JR-temsillerdir. 
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2) p-q = 1 (mod 8) durumunda Clp,q ~JR (2k) EBJR (2k) olduğundan Bölüm 

5 de verilen izomorfizm ve sonrada JR ( 2k) EB JR ( 2k) den JR ( 2k) ye giden birinci 

izdüşüm kullanılırsa bu tip Clifford cebirleri için indirgenemezJR-temsiller elde 

edilmiş olur. Eğer JR (2k) EB JR (2k) den JR (2k) ya ikinci izdüşüm kullanılırsa 

öncekine denk olmayan indirgenemezJR-temsiller elde edilmiş olur. 

3) p- q = 3, 7 (mod 8) durumunda Clp,q C'-.) C (2k) olduğundan Bölüm 5 de 

verilen izomorfizmler bu tip Clifford cebirleri için indirgenemez C-temsillerdir. 

4) p- q = 4, 6 (mod8) durumunda Clp,q C'-.) .!HI (2k) olduğundan Bölüm 5 de 

verilen izomorfizmler bu tip Clifford cebirleri için indirgenemez .IHI-temsillerdir. 

5) p-q = 5 (mod 8) durumunda Clp,q C'-.) .!HI (2k) EB.IHI (2k) olduğundan Bölüm 

5 de verilen izomorfizm ve sonrada .!HI ( 2k) EB .!HI ( 2k) den .!HI ( 2k) ye giden birinci 

izdüşüm kullanılırsa bu tip Clifford cebirleri için indirgenemez .IHI-temsiller elde 

edilmiş olur. Eğer .!HI (2k) EB .!HI (2k) den .!HI (2k) ya ikinci izdüşüm kullanılırsa 

öncekine denk olmayan indirgenemez .IHI-temsiller elde edilmiş olur. 
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7 Clp,q CLİFFORD CEBRiNİN REEL 

TEMSiLLERİNİN ELDE EDİLMESİ 

Önceki bölümde Clp,q Clifford ce birlerinin indirgenemez F- temsillerini 

verdik. Bu bölümdeki amacımız Clp,q Clifford cebirlerinin indirgenemez reel 

temsillerini elde etmektir. [4] de Clo,n tipincieki Clifford cebirlerinin 

indirgenemez temsilleri elde edilmiştir. Bu temsilleri ve önceki bölümdeki 

yardımcı teorem (6.2) yi kullanarak diğer Clp,q tipincieki Clifford cebirlerinin 

indirgenemez temsillerini bulacağız. 

Aı, A2 iki reel cebir ve Pı : Aı --+ EndiR(Vi) , p2 : A2 --+ EndiR(V2) 

bu cebirlerin temsilleri olsunlar, bu şekildeki dönüşümler yardımıyla bölüm 

2 de Pı ® p2 : Aı ® A2 --+ E ndiR (Vi ® V2 ) şeklinde tek türlü bir dönüşüm 

tanımlandığını söylemiştik. Bu dönüşüme p1 ve p2 temsillerinin tensör çarpımı 

denir. p1 ® p2 dönüşümü de A1 ® A2 cebrinin Vi® V2 vektör uzayı üzerinde bir 

temsilidir. p1 : A1 --+ EndiR(V1) , p2 : A2 --+ EndiR(V2) indirgenemez temsiller 

iken p1 ® p2 temsili indirgenemez bir temsil olmak zorunda değildir. Örneğin 

p1 ve p2 yi IBI nın JR4 üzerindeki standart reel temsilini alırsak, bunların tensör 

çarpımı 

şeklinde bir cebir homomorfizmi verir. Ancak IBI® lHI"' JR(4) olduğundan, 

lHI ® lHI nin indirgenemez modülü JR4 olmak zorundadır. Dolayısıyla p1 ® p2 

indirgenemez bir temsil değildir. Bazı durumlarda indirgenemez iki tenısİlin 

tensör çarpımı da indirgenemez bir temsil olur. 

Yardımcı Teorem 7.1 i) p1 : F(n) --+ EndiR(Fn) ve p2 :JR( m) --+ EndiR(JRm) 

indirgenemez temsillerinin tensör çarpımı indirgenemez bir temsildir. 

ii) p1 : F(n)ffiF(n)--+ EndiR(Fn) ve p2 : JR(m)--+ EndiR(JRm) indirgenemez 

temsillerinin tensör çarpımı indirgenemez bir temsildir. 

Bu tenısillerin tensör çarpımı p1 ® p2 : F(n) ®JR( m) --+ EndiR(Fn ® JRm) 

şeklinde bir homomorfizmdir. 
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izomorfizmlerinden ve F(rım) nin pnm üzerindeki reel temsili indirgenemez 

olduğundan p1 0 p2 indirgenemez bir temsildir. 

Öncelikle Cln+2,0 ('.) Clo,n 0 CZ2,o C::! Clo,n 0 JR. (2) izomorf olma ilişkisinden 

yararlanarak Clm,o tipincieki Clifford cebirlerinin indirgenemez temsillerini 

bulabiliriz. Po,n dönüşümü Clo,n nin [4) de verilen indirgenemez temsili, p da 

JR. (2) nin JR.2 üzerindeki standart temsili olsun. Bu durumda Po n 0 p tensör , 

çarpımı Cln+2,0 nin indirgenemez bir temsilini verir. 

Benzer şekilde Clp+l,q+ı ('.) Clp,q 0 Clı,ı ~ Clp,q 0 JR. (2) izomorf olma 

ilişkisinden yararlanarak tüm Clr,s tipincieki Clifford cebirlerinin indirgenemez 

temsillerini bulabiliriz. Başlangıçtap = O ise Clp,q nun indirgenemez temsili 

Pp,q [4) de verilmiş, q = O ise Clp,q nun indirgenemez temsili Pp,q nun nasıl 

elde edileceğini yukarıda söyledik. Pp,q ile JR. (2) nin indirgenemez temsilinin 

tensör çarpımı Clp+ı,q+ı cebrinin indirgenemez bir temsilini verir. Bu şekilde 

tüm Clr,s Clifford cebirlerinin indirgenemez temsilleri elde edilmiş olur. 

Şimdi yukarıda belirtilen yöntemle tablodaki Clifford cebirlerinin 

indirgenemez temsillerini listeliyoruz ( Aslında söz konusu JR.-lineer 

endomorfizmlerin ilgili uzaydaki standart tabana göre matrisini veriyoruz.). 

rı= ı için, 

Cl ı o -t JR. , 

e ı 1--+ -ı 

C lo, ı -t JR. (2) 

cı 1--+ crıcr2 

rı= 2 için, 

Cl2,o -t JR. (2) 

o ~] e ı 1--+ = crı 

ı 

ı ~~] e2 1--+ = 0"2 
o 

Clı ı -t JR. (2) , 

e ı 1--+ cr ı 

cı 1--+ O"ı0"2 

ı os 



Clo,2 -+ IR ( 4) 

c:2 f---+ a 1a2 0 a2 

n= 3 için, 

Cl3,o -+ Clo,ı 0 Cl2,o -+ IR ( 4) 

Cl2,ı -+ Clı,o 0 Clı,ı 

Clı,2 -+ Clo,ı 0 Clı,ı 
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n= 4 için, 

Cl4,o -+ Cl0,2 ® Cl2,o -+ IR (4) ®IR (2) f"'.J IR (8) 

eı ~----+ I ® I ® O"ı 

e2 ~----+ I ® I ® 0"2 

e4 1---+ O"ı0"2 ® 0"2 ® O"ı0"2 

cz3,ı -7 Cl2 o® C lı ı -7 , , IR (2) ®IR (2) f"'.J IR ( 4) 

ı o o 
e ı 1---+ ı 0 eı 1---+ ® ~ ] =I® O"ı 

o ı ı 

o ı ı ~ı ı e2 1---+ eı 0 eıeı 1---+ ® = O"ı ® 0"2 
ı o o 
ı o ı o 

e3 1---+ e2 ®eıeı 1---+ 0 = 0"2 ® 0"2 
o -ı o -ı 
ı o o -ı 

cı 1---+ ı Q9 cı 0 = 0"2 ® O"ı0"2 
o -ı ı o 

cz2,2 -7 Clı ı® Clı ı -7 IR (2) 0 IR (2) f"'.J IR (4) , , 

e ı 1---+ I® O"ı 

e2 1---+ O"ı ® 0"2 

cı 1---+ I® O"ı0"2 

C2 1---+ O"ı0"2 ® 0"2 

Clı3 -7 Clo 2 ®C lı ı -7 JR ( 4) ®IR (2) f"'.J IR (8) , , , 

e ı 1---+ ı® eı 1---+ I® I® O"ı 

cı 1---+ ı® cı 1---+ I®I®O"ı0"2 

C2 1---+ cı ®eıeı 1---+ I 0 O"ı0"2 ® 0"2 

C3 1---+ c2 ®eıeı 1---+ O"ı0"2 ® 0"2 0 0"2 

Clo,4 -7 IR (8) 

cı 1---+ I Q9 I 0 0"ı0"2 

C2 1---+ I 0 O"ı0"2 ® 0"2 

C3 1---+ O"ı ® 0"}0"2 ® O"ı 

C4 1---+ 0"2 ® O" ı 0"2 ® O" ı 

ııo 



n= 5 için, 

Cl5,o ---? Clo,3 0 Cl2,o ---? IR ( 4) ®IR (2) "-' IR (8) 

eı f---7 I 0 I 0 rJı 

e2 f---7 I 0 I 0 rJ2 

Cl4,ı ---? Cl3,o 0 Cl1,1 ---? IR ( 4) 0 IR (2) ~ IR (8) 

Cl3,2 ---? Cl2,ı 0 Clı,ı 

f---7 I 0 I 0 rJı 

f---7 . I 0 rJı 0 rJ2 

f---7 I 0 rJ2 0 rJ2 

Cl2,3 ---? Clı,2 0 Clı,ı ---? IR ( 4) ®IR (2) ,-...; IR (8) 

eı f---7 ı 0 eı f---7 I 0 I 0 rJı 

e2 f---7 e ı 0 e ı cı f---7 I 0 rJ ı 0 rJ2 

cı f---7 ı 0 cı f---7 I 0 I 0 rJ ı rJ2 

c2 f---7 cı 0 e ı cı f---7 I 0 rJ ı rJ2 0 rJ2 

ııı 



Clı,4 ---+ Clo,3 ® Cl ı, ı ---+ IR ( 4) ®IR (2) c-v IR (8) 

e ı f--+ ı® eı f--+ I® I® CYı 

cı f--+ ı® cı f--+ I® I® CYıCJ2 

E'2 f--+ cı® eıeı f--+ I® eYıeY2 ® CY2 

E'3 f--+ c:2 ®eıeı f--+ CYıCY2@ CY2 Q9 CY2 

C'4 f--+ c3 ®eıeı f--+ CYıCY2@ CYı@ CY2 

Clos ---7 IR (8) , 

cı f--+ -(72 ® I ® eY ı (72 

c2 f--+ -CYıCY2 ®I® I 

E'3 f--+ -:-CJı @ eY ı @ eY ı CY2 

c4 f--+ -CYı @ CY2@ CYıCJ2 

es f--+ CYı ® eYıeY2 ®I 
n= 6 için, 

Cl6,o ---+ Clo,4 ® Cl2,o -+ IR (8) ®IR (2) c-v IR (16) 

eı f--+ I ® I ® I ® CYı 

e2 f--+ I ® I ® I ® CY2 

e3 f--+ I® I® eYıci2 ® eYıeY2 

e4 f--+ I ® eY ı CY2 ® CY2 ® eY ı CY2 

Cls,ı ---+ Cl4,o ® Clı,ı ---+ IR (8) ®IR (2) r-J IR (16) 

e ı f--+ I ® I ® 1 ® eY ı 

e2 f--+ I ® I ® CYı ® CY2 

e3 f--+ I ® I ® CY2 ® CY2 

e4 f--+ I ® D-ı CY2 ® eY ı CY2 ® CY2 

es f--+ eY ı CY2 ® CY2 ® eY ı CY2 ® CY2 

cı f--+ I® I® I® .CYıeY2 
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Cl4,2 -+ Cl3 ı Q9 Clı ı -+ JR ( 4) Q9JR (2) "" JR (8) 
' ' 

e ı 1-+ I Q9 I Q9 CTı 

e2 1-+ I Q9 CTı Q9 0"2 

e3 1-+ CTı Q9 0"2 Q9 0"2 

e4 1-+ 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

cı 1-+ I Q9 I Q9 CTıCT2 

c2 1-+ 0"2 Q9 O" ı 0"2 Q9 0"2 

Cl3 3 -+ Cl2 2 0 Clıı -+ JR ( 4) Q9JR (2) rv JR (8) 
' ' ' 

e ı 1-+ I Q9 TQ9 CTı 

e2 1-+ I Q9 CT ı .Q9 0"2 

e3 1-+ O"ı Q9 0"2 Q9 0"2 

cı 1-+ I Q9 I Q9 CTıCT2 

c2 1-+ I Q9 O" ı 0"2 Q9 0"2 

6"3 1-+ O" ı 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

Cl2,4 -+ Clı 3 Q9 Clı ı -+ JR (8) Q9JR (2) rv JR (ı6) 
' ' 

e ı 1-+ ı Q9 eı 1-+ I Q9 I Q9 I Q9 CTı 

e2 1-+ eı Q9 eıeı 1-+ I Q9 I Q9 CTı Q9 0"2 

cı 1-+ ı Q9 cı 1-+ I Q9 I Q9 I Q9 CTıCT2 

c2 1-+ cı Q9 eıeı 1-+ I Q9 I Q9 O" ı 0"2 Q9 0"2 

6"3 1-+ c2 Q9 eıeı 1-+ I Q9 o: ı 0"2 Q9 0"2 0 0"2 

6"4 1-+ c-3 Q9 eıeı 1-+ O" ı 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

Clı,s -+ Clo4 0 Clı ı -+ JR (8) Q9JR (2) rv JR (ı6) 
' ' 

e ı 1-+ ı Q9 eı 1-+ I Q9 I Q9 I Q9 aı 

cı 1-+ ı Q9 cı 1-+ I Q9 I Q9 I Q9 aıa2 

c2 1-+ cı C!9 eıeı 1-+ I Q9 I Q9 aıa2 Q9 a2 

6"3 1-+ c-2 Q9 eıeı 1-+ I Q9 CT ı a2 0 a2 0 a2 

c4 1-+ c3 Q9 eıeı 1-+ O"ı Q9 O"ı0"2 Q9 O"ı Q9 0"2 

es 1-+ c4 0. eıeı 1-+ 0"2 Q9 O" ı 0"2 Q9 O" ı Q9 0"2 
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C lo 5 -+ JR (16) 
' 

cı 1----t -o-2 0 o-ıo-2 0 I 

E'2 1----t -o-ıo-2 0 I 0 I 

E'3 1----t -o-ı 0 O"ı0"2 0 O"ı 

E'4 1----t -o-ı 0 O" ı 0"2 0 0"2 

Es 1----t -o-ı 0 I 0 o-ıo-2 

E'5 1----t -o-2 @ O" ı @ O" ı 0"2 
n= 7 için, 

Ch o -+ Clos 0 CZ2o -+ JR (8) @JR (2) rv JR (16) 
' ' ' 

e ı 1----t I 0 I 0 I 0 o-ı 

e2 1----t I 0 I 0 I 0 o-2 

e3 1----t -o-2 0 I 0 o-ıo-2 0 o-ıo-2 

e4 1----t -o-ıo-2 0 I 0 I 0 o-ıo-2 

es 1----t -O"ı 0 O"ı 0 o-ıo-2 0 O"ı0"2 

e6 1----t -o-ı 0 0"2 0 o-ıo-2 0 O"ı0"2 

e7 1----t o-ı 0 o-ı o-2 0 I 0 o-ı o-2 

Cl5 ı -+ C ls o 0 C lı ı -+ JR (8) Q9 JR (2) rv JR (16) 
' ' ' 

e ı 1----t I 0 I 0 I 0 o-ı 

e2 1----t I 0 I 0 o-ı 0 o-2 

e3 1----t I 0 I 0 o-2 0 o-2 

e4 1----t I 0 o-ıo-2 0 o-ıo-2 0 o-2 

es 1----t O"ı0"2 0 0"2 0 o-ıo-2 0 0"2 

e6 1----t o-ıo-2 0 O"ı 0 O"ı0"2 0 0"2 

cı 1----t I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 
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Cls,2 ---+ CZ4,ı 0 Clı,ı ---+ JR (8) 0 JR (2) rv JR (ı6) 

eı f-+ I 0 I 0 I 0 O"ı 

e2 f-+ I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

e3 f-+ I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

e4 f-+ I 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

es f-+ O"ı0"2 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 

cı f-+ I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

C2 f-+ I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

Cl4,3 ---+ Cl3,2 0 Clı,ı ---+ JR ( 4) ®JR (2) rv JR (8) 

eı f-+ I 0 I 0 O"ı 

e2 f-+ I 0 O"ı 0 0"2 

e3 f-+ O"ı 0 0"2 0 0"2 

e4 f-+ -0"2 0 0"2 0 0"2 

cı f-+ I 0 I 0 0"ı0"2 

c2 f-+ I®O"ı0"200"2 

€3 f-+ O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 

Cl3,4 ---+ Cl2,3 0 Clı,ı ---+ JR (8) ®JR (2) rv JR (ı6) 

eı f-+ ı 0 eı f-+ I 0 I 0 I 0 O"ı 

e2 f-+ eı 0 eıeı f-+ I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

e3 f-+ e2 0 eıeı f-+ I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

cı f-+ ı 0 cı f-+ I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 

c2 f-+ cı 0 eıeı f-+ I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

€3 f-+ c2 0 eıeı f-+ I 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 

c4 f-+ c3 0 eıeı f-+ O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 
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Cl2 s - C lı 4 0 C lı ı - IR (8) ®IR (2) rv IR (ı6) 
' ' ' 

e ı f---+ ı 0 eı f---+ I 0 I 0 I 0 O"ı 

e2 f---+ eı 0 eıeı f---+ I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

cı f---+ ı 0 cı f---+ I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 

c2 f---+ cı 0 eıeı f---+ I 0 I 0 O" ı 0"2 0 0"2 

E"3 f---+ c-2 0 eıeı f---+ I 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 

c4 f---+ c3 0 eıeı f---+ O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

es f---+ c4 0 eıeı f---+ O" ı 0"2 0 O" ı 0 0"2 0 (}"2 

C lı e - Clos 0 Clı ı --+ IR (8) ®IR (2) rv IR (ı6) 
' ' ' 

e ı f---+ ı 0 eı f---+ I 0 I 0 I 0 O"ı 

cı f---+ ı 0 cı f---+ I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 

c2 f---+ cı 0 eıeı f---+ -(}"2 0 I 0 O" ı 0"2 0 0"2 

E"3 f---+ c2 0 eıeı f---+ -O"ı0"2 0 I 0 I 0 0"2 

c4 f---+ c-3 0 eıeı f---+ -O"ı 0 O"ı 0 O"ı0"2 0 0"2 

es f---+ c4 0 eıeı f---+ -O" ı 0 0"2 0 O" ı 0"2 0 0"2 

ce f---+ es 0 eıeı f---+ O" ı 0 O" ı 0"2 0 I 0 0"2 

Clo 1 - IR (8) 
' 

cı f---+ -(}"2 0 O" ı 0"2 0 I 

c2 f---+ -O"ı0"2 0 I 0 I 

E"3 f---+ -O" ı 0 O" ı 0"2 0 O" ı 

c4 f---+ -O" ı 0 O" ı 0"2 0 0"2 

es f---+ O" ı 0 I 0 O" ı 0"2 

ce f---+ -(}"2 0 I 0 O" ı 0"2 

c7 f---+ 0"2 0 0"2 0 O" ı 0"2 
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n= 8 için, 

Cls,o ---+ Clo,6 0 Cl2,o ---+ JR (8) ®JR (2) rv JR (16) 

eı ı--+ I 0 I 0 I 0 CTı 

e2 ı--t I 0 I 0 I 0 CT2 

e3 ı--+ -CT2 0 CT ı CT2 0 I 0 CT ı 0"2 

e4 ı--+ -CTıCT2 0 I 0 I 0 CTıeT2 

e5 1--+ -CTı 0 0"10"2 0 CTı 0 CTıCT2 

e5 1--+ -CTı 0 0"10"2 0 0"2 0 0"10"2 

e7 ı--+ -CT ı 0 I 0 CT ı CT2 0 CT ı CT2 

es 1--+ -0"2 0 CTı 0 CTıCT2 0 .0"10"2 

Ch,ı ---+ Cl6,o 0 Clı,ı ---+ .JR (16) ®JR (2) rv JR (32) 

eı ı--+ I 0 I 0 I 0 I 0 CTı 

e2 ı--+ I 0 I 0 I 0 CTı 0 CT2 

e3 ı--t I 0 I 0 I 0 CT2 0 CT2 

e4 ı--+ I 0 I 0 CTıeT2 0 CTıeT2 0 CT2 

e5 ı--+ I 0 CTıeT2 0 CT2 0 CTıCT2 0 0"2 

e5 1--+ CTı 0 0"10"2 0 CTı 0 0"10"2 0 0"2 

e7 1--+ 0"2 0 CT ı 0"2 0 CT ı 0 CT ı 0"2 0 0"2 

cı ı--+ I0I0I0I0CTıCT2 

Cl6,2 ---+ Cl5,ı 0 Clı,ı ---+ JR (16) ®JR (2) "'JR (32) 

eı ı--+ I 0 I 0 I 0 I 0 CTı 

e2 ı--+ I 0 I 0 I 0 CTı 0 CT2 

e3 ı--+ I 0 I 0 CTı 0 0"2 0 CT2 

e4 ı--t I 0 I 0 CT2 0 CT2 0 CT2 

e5 ı--+ I 0 CTıCT2 0 CTıCT2 0 CT2 0 0"2 

e5 1--+ CTıCT2 0 0"2 0 CTıCT2 0 0"2 0 0"2 

cı ı--+ I0I0I0I0CTıCT2 

C2 1--+ I 0 I 0 I 0 CTıCT2 0 0"2 
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Cls,3 ---+ CZ4,2 0 Clı,ı ---+ ~ (8) 0 IR (2) :::::: IR (ı6) 

eı H I 0 I 0 I 0 aı 

e2 H I@ I@ aı @ a2 

e3 H I @ aı @ a2 @ a2 

e4 H aı @ a2 @ a2 @ a2 

es H a2 @ a2 @ a2 @ 0"2 

cı H I®I®I®aıa2 

C2 H I@ I@ O"ı0"2@ 0"2 

c3 H 0"2 @ O" ı 0"2 @ 0"2 @ 0"2 

CZ4,4 ---+ Cl3,3 0 Clı,ı ---+ IR (8) 0 IR (2) ,.__, JR (ı6) 

eı H I @ I @ I @ aı 

e2 H I @ I @ aı @ 0"2 

e3 H I @ aı 0 a2 0 a2 

e4 H aı 0 a2 @ a2 0 a2 

cı H I®I®I®aıa2 

C2 H I@ I@ O"ı0"2@ 0"2 

C3 H I @ O" ı 0"2 @ 0"2 @ 0"2 

c4 H O" ı 0"2 @ 0"2 @ 0"2 @ 0"2 

Cl3,s ---+ Cl2,4 0 Clı,ı ---+ IR (ı6) ®IR (2) rv IR (32) 

eı H ı@ eı 

e2 H eı@ eıeı 

e3 H e2@ eıeı 

cı H ı@ cı 

H I @ I @ I @ I @ O"ı 

H I @ I @ I @ O"ı @ 0"2 

H I @ I @ O"ı @ 0"2 @ 0"2 

H I@I@I@I®aıa2 

c2 H cı @eıeı H I@ I 0 I@ aıa2@ a2 

c3 H c2 0 eıeı H I 0 I@ aıa2@ a2@ a2 

c4 H c3@ eıeı H I@ aıa2@ a2@ a2 0 a2 

es H c4@ eıeı H aıa2@ a2@ a2@ a2@ a2 

Cl2,6 ---+ Clı,s 0 Clı,ı ---+ IR (ı6) ®IR (2) ~ IR (32) 

eı H ı @ e1 H I @ I @ I 0 I 0 a 1 

e2 H eı @ eıeı H I@ I@ I@ aı @ 0"2 
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cı 1----+ ı 0 cı 1----+ I0I0I0I0aıo-2 

c2 1----+ cı 0 eıeı 1----+ I 0 I 0 I 0 o-ı o-2 0 o-2 

c3 1----+ s2 0 eıeı 1----+ I 0 I 0 o-ıo-2 0 o-2 0 o-2 

c4 1----+ c3 0 eıeı 1----+ I 0 o-ıo-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

es 1----+ c4 0 eıeı 1----+ O" ı 0 O" ı 0"2 0 O" ı 0 0"2 0 0"2 

c6 1----+ es 0 eıeı 1----+ 0"2 0 O"ı0"2 0 o-ı0 0"2 0 0"2 

Clı1 --+ Clo6 0 Clı ı --+ JR (8) 0JR (2) r-.J JR (ı6) 
' ' ' 

e ı 1----+ ı 0 eı 1----+ I 0 I 0 I 0 o-ı 

cı 1----+ ı 0 cı J---7 I 0 I 0 I 0 o-ı o-2 

c2 1----+ cı 0 eıeı 1----+ -o-2 0 o-ıo-2 0 I 0 o-2 

c3 1----+ c2 0 eıeı 1----+ · -o-ıo-2 0 I 0 I 0 o-2 

c4 1----+ c3 0 eıeı 1----+ -O"ı 0 O"ı0"2 0 O"ı 0 0"2 

es 1----+ c4 0 eıeı 1----+ -O"ı 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 

c5 1----+ es 0 eıeı 1----+ -o-ı 0 I 0 aıo-2 0 o-2 

c7 1----+ c5 0 eıeı 1----+ -0"2 0 O"ı 0 O"ı0"2 0 0"2 

Clos --+ JR (ı6) 
' 

cı 1----+ -I 0 I 0 o-2 0 o-ıo-2 

c2 1----+ -I0I0aıo-20I 

c3 1----+ -I 0 o-ı 0 o-ı 0 o-ıo-2 

c4 1----+ -I 0 o-2 0 o-ı 0 o-ıo-2 

es 1----+ I 0 o-ıo-2 0 o-ı 0 I 

c5 1----+ -I 0 o-ıo-2 0 o-2 0 o-ı 

c7 1----+ O"ı 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 

es 1----+ 0"2 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 
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n= 9 için, 

Cls,ı -+ Ch,o 0 Cl1,1 -+ JR (16) ®JR (2) rv JR (32) 

eı ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 

e2 ~---+ I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

e3 ~---+ I 0 I 0 I 0 0"2 0 0"2 

e4 ~---+ -0"2 0 I 0 O" ı 0"2 0 O" ı 0"2 0 0"2 

e5 ~---+ -O"ı0"2 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

e6 ~---+ -O" ı 0 O" ı 0 O" ı 0"2 0 O" ı 0"2 0 0"2 

e7 ~---+ -O" ı 0 0"2 0 O" ı 0"2 0 O" ı 0"2 0 0"2 

es ~---+ O" ı 0 O" ı 0"2 0 I 0 O" ı 0"2 0 0"2 

cı ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 

Cl7;2 -+ Cl6,ı 0 Clı,ı -+ JR (16) ®JR (2) rv JR (32) 

eı ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 

e2 ~---+ I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

e3 ~---+ I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

e4 ~---+ I 0 I 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

e6 ~---+ O" ı 0"2 0 0"2 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 

e7 ~---+ O" ı 0"2 0 O" ı 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 

cı ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 O" ı 0"2 

C2 1---7 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

Cl6,3 -+ Cl5,2 0 Clı,ı -+ JR (16) ®JR (2) rv JR (32) 

eı ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 

e2 ~---+ I 0 I 0 I ® O"ı 0 0"2 

e3 ~---+ I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

e4 ~---+ I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

e5 ~---+ I 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

cı ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 

C2 1---7 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

C3 1---7 I 0 I 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 
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Cl5,4 -t Cl4,3 0 Clı,ı -t JR (8) ®JR (2) rv JR (16) 

eı t--t I &;ıl 0 I 0 O"ı 

e2 t--t I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

e3 t--t I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

e4 t--t O"ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

e5 t--t -0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

cı t--t I ®1® I 0 0"ı0"2 

C2 l--t I 0 I 0 O" ı 0"2 0 0"2 

C3 l--t I 0 O" ı 0"2 0 (]"2 0 0"2 

c4 t--t O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

Cl4,5 -t Cls,4 0 Clı,ı -t JR (ı6) ®JR (2) rv JR (32) 

eı t--t ı 0 eı 

e2 t--t eı 0 eıeı 

e3 t--t e2 0 eıeı 

e4 t--t e3 0 e ı cı 

cı t--t ı 0 cı 

t--t I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 

t--t I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

t--t I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

t--t I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

t--t I 0 I 0 I 0 I 0 O" ı 0"2 

c2 t--t cı 0 eıeı t--t I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

c3 t--t c2 0 eıeı t--t I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 

c4 t--t c3 0 e ı cı t--t I 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

c5 t--t c4 0 eıeı t--t 0"ı0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

Cl3,6 -t Cl2,5 0 Clı,ı -t JR (ı6) ®JR (2) rv JR (32) 

eı t--t ı 0 eı 

e2 t--t eı 0 eıeı 

e3 t--t e2 0 eıeı 

cı t--t 1 0 cı 

c-2 t--t cı 0 eıeı 

c3 t--t c2 0 e ı cı 

c-4 t--t c3 0 eıeı 

c5 t--t c4 0 eıeı 

t--t I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 

t--t . I 0 I 0 I 0 o-ı 0 0"2 

t--t I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

t--t I 0 I 0 I 0 I 0 O" ı 0"2 

t--t I 0 I 0 I 0 O" ı 0"2 0 0"2 

t--t I 0 I 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 

t--t I 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

l--t O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 
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Cl2,1 ---+ Clı,6 0 Clı,ı ---+ IR (ı6) ®IR (2) "'IR (32) 

eı f---7 ı 0 eı f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 crı 

e2 f---7 eı 0 eıeı f---7 I 0 I 0 I 0 crı 0 cr2 

cı f---7 ı 0 cı f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 cr ı cr2 

c2 f---7 cı 0 eıeı f---7 I 0 I 0 I 0 crıcr2 0 cr2 

c3 f---7 c2 0 eıeı f---7 -cr2 0 I 0 crıcr2 0 cr2 0 cr2 

c4 f---7 c3 0 eıeı f---7 -crıcr2 0 I 0 I 0 cr2 0 cr2 

Clı,s ---+ Clo,7 0 Clı,ı ---+ IR (8) ®IR (2) rv IR (ı6) 

eı f---7 ı 0 eı f---7 I 0 I 0 I 0 crı 

cı f---7 ı 0 cı f---7 I 0 I 0 I 0 crıcr2 

c2 f---7 cı 0 eıeı f---7 -cr2 0 crıcr2 0 I 0 cr2 

6'3 f---7 c2 0 eıeı f---7 -crıcr2 0 I 0 I 0 cr2 

c4 f---7 c3 0 eıeı f---7 -crı 0 crıcr2 0 crı 0 cr2 

es f---7 6'4 0 eıeı f---7 -crı 0 crıcr2 0 cr2 0 cr2 

c7 f---7 c5 0 e ı cı f---7 -cr2 0 cr ı 0 cr ı cr2 0 cr2 

es f---7 c7 0 eıeı f---7 cr2 0 cr2 0 crıcr2 0 cr2 
n= ıo için, 

Cls,2 ---+ Cl7,ı 0 Clı,ı ---+ IR (32) 0 IR (2) ~IR (64) 

eı f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 cr1 

e2 f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 crı 0 cr2 

e3 f---7 I 0 I 0 I 0 crı 0 cr2 0 cr2 

e4 f---7 I 0 I 0 I 0 cr2 0.cr2 0 cr2 
\., 
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e5 ~---+ I® o-ıo-2 ® o-2 0 o-ıo-2 ® o-2 ® o-2 

e7 ı---+ o-ı ® O" ı 0"2 ® O" ı ® O" ı 0"2 ® o-2 ® o-2 

es ı---+ o-2 0 o-ı o-2 ® O" ı 0 O" ı o-2 0 0"2 0 o-2 

cı ~---+ I® I® I® I® I® o-ıo-2 

C2 1---7 I ® I ® I ® I ® O" ı 0"2 ® 0"2 

Cl7,3 -+ Cl6,2 ® Clı,ı -+ IR. (32) ·®IR. (2) rv IR. (64) 

eı ~---+ I ® I ® I ® I ® I ® o-1 

e2 ~---+ I ® I ® I ® I ® o-ı ® o-2 

e3 ~---+ I ® I ® I ® o-ı ® o-2 ® o-2 

e4 ~---+ I ® I ® o-ı ® o-2 ® o-2 0 o-2 

e5 ~---+ I ® I ® o-2 ® o-2 ® o-2 0 o-2 

e5 ı---+ I® o-ıo-2 ® o-ıo-2 ® o-2 ® o-2 0 o-2 

e7 ı---+ o-ı 0"2 ® o-2 ® O" ı o-2 ® o-2 ® o-2 0 o-2 

cı ~---+ I® I® I® I® I® o-ıo-2 

C2 1---+ I® I® I® I® O"ı0"2 ® 0"2 

C3 1---7 I® I® I® O"ı0"2 ® 0"2 ® 0"2 

CZ6,4 -+ Cl5,3 ® Clı,ı -+ IR. (16) ®IR. (2) rv IR. (32) 

e1 ~---+ I ® I ® I® I ® o-1 

e2 ~---+ I ® I ® I ® o-ı ® o-2 

e3 ~---+ I ® I ® o-ı ® o-2 0 o-2 

e4 ı---+ I ® o-ı ® o-2 ® o-2 ® o-2 

e5 ı---+ O" ı ® o-2 0 0"2 ® o-2 .® 0"2 

e6 ı---+ o-2 ® o-2 ® o-2 ® o-2 0 o-2 

cı ~---+ I® I® I® I® o-ıo-2 

C2 1---7 I® I® I® O"ı0"2 ® 0"2 

C3 1---7 I® I® O"ı0"2 ® 0"2 ® 0"2 

c4 1---7 d2 0 O"ı0"2 0 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 
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C ls s -+ Cl4,4 ® Clı,ı -+ lR (16) ® lR (2) f'.) lR (32) , 

e ı 1----+ I® I® I® I® o-ı 

e2 1---+ I® I® I® o-ı ® o-2 

e3 1----+ I ® I ® o-ı ® o-2 ® o-2 

e4 1---+ I ® o-ı ® o-2 ® o-2 ® o-2 

es 1----+ o-ı ® ()2 ® ()2 ® 0"2 ® 0"2 

cı 1----+ I ® I ® I ® I ® o-ı o-2 

C2 1---+ I® I® I® o-ıo-2 ® o-2 

C3 1----+ I® I® o-ıo-2 ® o-2 ® o-2 

E:4 1----+ I® o-ıo-2 ® o-2 ® o-2 ® o-2 

es 1---+ . o-ıo-2 ® o-:ı ® o-2 ® o-2 ® o-2 

Cl4,6 -+ Cl3 s® Clı ı -+ lR (32) ®lR (2) f'.) lR (64) , , 

e ı 1----+ ı® eı 1----+ I ® I ® I ® I ® I ® o-ı 

e2 1----+ eı ®eıeı 1---+ I® I® I® I® o-ı ® o-2 

e3 1----+ e2 ®eıeı 1---+ I ® I ® I ® o-ı ® o-2 ® o-2 

e4 1---+ e3 ®eıeı 1----+ I ® I ® o-ı ® o-2 ® o-2 ® o-2 

cı 1---+ ı® cı 1----+ I® I® I® I® I® o-ıo-2 

E:2 1---+ cı ® eıeı 1----+ I ® I ® I ® I ® o-ı o-2 ® o-2 

C3 1----+ e:2 ® e ı cı 1---+ I® I® I® o-ıo-2 ® o-2 ® o-2 

C4 1----+ c3 ® eıeı 1----+ I® I® o-ıo-2 ® o-2 ® o-2 ® o-2 

es 1----+ E:4 ®eıeı 1---+ I® o-ıo-2 ® o-2 ® o-2 ® o-2 ® o-2 

C6 1----+ es ® eıeı 1----+ O" ı ()2 ® ()2 ® 0"2 ® 0"2 ® ()2 ® ()2 
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Cl3,7 --+ Cl2,6 0 Clı,ı --+ IR (32) 0 IR (2) rv IR (64) 

eı f---7 I®I®I®I®I®O"ı 

e2 f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

e3 f---7 I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

cı f---7 I®I®I®I®I®O"ı0"2 

C2 f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 (]"2 

C3 f---7 I 0 I 0 I 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 

C4 f---7 I 0 I 0 O" ı (]"2 0 0"2 0 (]"2 0 0"2 

es f---7 I 0 0"ı0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

c5 f---7 O"i 0 O"ı0"2 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

c7 f---7 0"2 0 O"ı0"2 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

Cl2,s ----t Clı,7 0 Clı,ı ----t IR (16) ®IR (2) rv IR (32) 

eı f---7 1 0 eı f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 

e2 f---7 eı 0 eıeı f---7 I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

cı f---7 10 cı f---7 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 

c2 f---7 cı 0 eıeı f---7 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

c3 f---7 c2 0 eıeı f---7 -0"2 0 O"ı0"2 0 I 0 0"2 0 0"2 

c4 f---7 c3 0 eıeı f---7 -O"ı0"2 0 I 0 I 0 0"2 0 0"2 

es f---7 c4 0 eıeı f---7 -O"ı 0 O"ı0"2 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

c5 1---'7 es 0 eıeı f---7 -O"ı 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

c7 f---,7 c5 0 eıeı f---7 -O"ı 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 

es f---7 c7 0 eıeı f---7 -0"2 0 O"ı 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 
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n= ll için, 

Cls,3 ---+ Cl1,2 0 Clı,ı ---+ IR (32) 0 IR (2) "'IR (64) 

eı ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 u 1 

e2 ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 uı 0 u2 

e3 ~---+ I 0 I 0 I 0 uı 0 u2 0 u2 

e4 ~---+ I 0 I 0 uı 0 u2 0 u2 0 0"2 

es ı--+ I 0 I 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

e5 ~---+ I 0 O" ı 0"2 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

e7 ı--+ O" ı u2 0 0"2 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 u2 0 u2 

es H O"ı0"2 0 O"ı 0 0"ı0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

cı ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I ® O" ı 0"2 

C2 1--+ I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

C3 1--+ I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 

Cl7,4 ---+ Cl6,3 0 Clı,ı ---+ JR (32) ®JR (2) ~JR (64) 

eı ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 uı 

e2 ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

e3 ~---+ I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

e4 ~---+ I 0 I 0 O"ı 0 u2 0 0"2 0 0"2 

es ı--+ I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 u2 

e5 ~---+ I 0 u2 0 u2 0 0"2 0 u2 0 0"2 

e7 ~---+ O" ı 0"2 0 u ı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

cı ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 uıu2 

C2 1--+ I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

C3 1--+ I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 

C4 1--+ I 0 I 0 O" ı 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 
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Cl6 s --7 Cls 4 0 Clıı --7 IR (ı6) 0IR (2) r--ı IR (32) , . , , 

e ı f-+ I 0 I 0 I 0 I 0 aı 

ez f-+ I 0 I 0 I 0 aı 0 az 

e3 f-+ I 0 I 0 aı 0 az 0 az 

e4 f-+ I 0 aı 0 az 0 az 0 az 

es f-+ aı 0 az 0 az 0 az 0 az 

e6 f-+ -az 0 az 0 az 0 az 0 az 

cı f-+ I 0 I 0 I 0 I 0 aıaz 

ez f-+ I 0 I 0 I 0 aıaz 0 az 

C'3 f-+ I 0 I 0 aıaz 0 az 0 az 

€4 f-+ I 0 aıaz 0 az 0 az 0 az 

es f-+ aıaz 0 az 0 az 0 az 0 az 

Cls,6 --7 Cl4 s 0 Cl ı ı --7 IR (32) 0IR (2) ~IR (64) , , 

e ı f-+ ı 0 eı f-+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aı 

ez f-+ eı 0 eıeı H I 0 I 0 I 0 I 0 aı 0 az 

e3 f-+ ez 0 eıeı f-+ I 0 I 0 I 0 aı 0 az 0 az 

e4 f-+ e3 0 eıeı f-+ I 0 I 0 aı 0 az 0 az 0 az 

es f-+ e4 0 eıeı f-+ I 0 aı 0 az 0 az 0 az 0 az 

cı f-+ ı 0 cı f-+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aıaz 

ez f-+ cı 0 eıeı f-+ I 0 I 0 I 0 I 0 aı az 0 az 

C'3 f-+ ez 0 eıeı f-+ I0 I 0 I 0 aıaz 0 az 0 az 

c4 f-+ c3 0 eıeı f-+ I 0 I 0 aıaz 0 az 0 az 0 az 

es f-+ c4 0 eıeı f-+ I 0 aıaz 0 az 0 az 0 az 0 az 

C'6 f-+ es 0 eıeı f-+ aıaz 0 az 0 az 0 az 0 az 0 az 

Cl4,7 --7 Cl3 6 0 Clı ı --7 IR (32) 01R (2) rv IR (64) , , 

e ı f-+ ı 0 eı f-+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aı 

ez f-+ eı 0 eıeı f-+ I 0 I 0 I 0 aı 0 az 

e3 f-+ ez 0 eıeı f-+ I 0 I 0 I 0 aı 0 az 0 az 

e4 f-+ e3 0 eıeı f-+ I 0 I 0 aı 0 az 0 az 0 az 
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cı f---+ ı 0 c:ı f---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 

c:2 f---+ cı 0 eıeı f---+ I 0 I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 0 a-2 

c:3 f---+ c:2 0 eıeı f---+ I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 0 a-2 0 a-2 

C:4 f---+ €3 0 eıeı f---+ I 0 I 0 o-ıo-2 0 a-2 0 a-2 0 a-2 

c5 f---+ c4 0 e ı cı f---+ I 0 o-ı a-2 0 a-2 0 a-2 0 a-2 0 a-2 

Cl3,s ---+ Cl2,1 0 Clı,ı ---+ IR (32) ®IR (2) rv IR (64) 

eı f---+ ı 0 eı f---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 

e2 f---+ eı 0 eıeı f---+ I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 0 a-2 

e3 f---+ e2 0 eıeı f---+ I 0 I 0 I 0 o-ı 0 a-2 0 a-2 

c: ı f---+ 1 0 cı f---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı a-2 

c:2 f---+ cı 0 eıeı f---+ I 0 I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 0 a-2 

c:3 f---+ c:2 0 eıeı f---+ I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 0 a-2 0 a-2 

c:4 f---+ c:3 0 eıeı f---+ -a-2 0 I 0 o-ıo-2 0 a-2 0 a-2 0 a-2 

c5 f---+ c:4 0 eıeı f---+ -o-ıo-2 0 I 0 I 0 a-2 0 a-2 0 a-2 

C:7 f---+ c:5 0 eıeı f---+ -o-ı 0 a-2 0 o-ıo-2 0 a-2 0 a-2 0 a-2 

es f---+ c:7 0 eıeı f---+ o-ı 0 o-ıo-2 0 I 0 a-2 0 a-2 0 a-2 
n= 12 için, 

Cls,4 ---+ Cl1,3 0 Clı,ı ---+ IR (64) 0 IR (2) rv IR (128) 

eı f---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 

e2 f---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 0 a-2 

e3 f---+ I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 0 a-2. 0 a-2 

e4 f---+ I 01 0 I 0 o-ı 0 a-2 0 a-2 0 a-2 

e5 f---+ I 0 I 0 o-ı 0 a-2 0 a-2 0 a-2 0 a-2 

e5 f---+ I 0 I 0 a-2 0 a-2 0 a-2 0 a-2 0 a-2 
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es f---> O" ı 0"2 ® 0"2 ® O" ı 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 0 0"2 

cı f---> I ® I ® I ® I ® I ® I ® O" ı 0"2 

C2 f---> I@ I@ I@ I@ I@ (jl(j2@ ()2 

C3 f---> I@ I@ I@ I@ (jl(j2@ ()2@ ()2 

C4 f---> I@ I@ I@ (jl(j2@ ()2@ ()2@ ()2 

Ch,5 --+ Cl6,4 ® Clı,ı --+ JR (32) ®JR (2) '""JR (64) 

e 1 f---> I® I® I® I® I® O"ı 

e2 f---> I ® I ® I ® I ® O"ı ® 0"2 

e3 f---> I ® I ® I® O"ı ® 0"2 ® 0"2 

e4 f---> I ® I ® O"ı ® 0"2 ® 0"2 0 0"2 

e5 f---> I ® O"ı @ 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 

e5 f---> O"ı @ 0"2 0 0"2 @ 0"2 ® 0"2 ® 0"2 

e7 f---> 0"2 ® a-2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 0 0"2 

cı f---> I® I® I® I® I® O"ı0"2 

C2 f---> I@ I@ I@ I@ (jl(j2@ ()2 

C3 f---> I@ I@ I@ (jı(j2@ ()2@ ()2 

C4 f---> I@ I@ (jı(j2@ ()2@ ()2@ ()2 

c5 f---> 0"2@ 0"10"2@ 0"2@ 0"2@ 0"2@ 0"2 

Cl6,6 --+ Cl5,5 ® Clı,ı --+ JR (32) ®JR (2) '""JR (64) 

e1 f---> I ® I ® I ® I ® I ® O"ı 

e2 f---> I ® I ® I ® I ® O"ı ® 0"2 

e3 f---> I ® I ® I ® O"ı ® 0"2 ® 0"2 

e4 f---> I ® I ® O"ı ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 

e5 f---> I ® O"ı ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 

e5 f---> O"ı ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 ® 0"2 0 0"2 

cı f---> I® I® I® I® I® 0"ı0"2 

C2 f---> I@ I@ I@ I@ (jl(j2@ ()2 

C3 f---> I@ I@ I@ (jl(j2@ ()2@ ()2 

C4 f---> I@ I@ (jl(j2@ ()2@ ()2@ ()2 

C5 f---> I @ O" ı ()2 @ ()2 @ ()2 @ ()2 @ ()2 

c5 f---> O"ı0"2@ 0"2@ 0"2@ 0"2@ 0"2@ 0"2 
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Cls,7 -+ Cl4,6 0 Clı,ı -+ IR (64) ®IR (2) ('V IR (128) 

1-7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aı 

e2 1-7 eı 0 eıeı 1-7 I 0 I 0 I ®.J 0 I 0 aı 0 a2 

e3 1-7 e2 0 eıeı 1-7 I 0 I 0 I 0 I 0 aı 0 a2 0 a2 

e4 1-7 e3 0 eıeı 1-7 I 0 I 0 I 0 aı 0 a2 0 a2 0 a2 

es 1-7 e4 0 eıeı 1-7 I 0 I 0 aı 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

cı 1-7 1 0 cı 1-7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aıa2 

c2 1-7 cı 0 eıeı 1-7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aıa2 0 a2 

c3 1-7 c2 0 eıeı 1-7 I 0 I 0 I 0 I 0 aıa2 0 a2 0 a2 

c4 1-7 c3·® eıeı 1-7 I 0 I 0 I 0 aıa2 0 a2 0 a2 0 a2 

es 1-7 c4 0 eıeı 1-7 I 0 I 0 aıa2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

c5 1-7 es 0 eıeı 1-7 I 0 aıa2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

c7 1-7 c5 0 eıeı 1-7 aıa2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

ri= 13 için, 

Cls,s -+ Cl7,4 0 Clı,ı -+ IR (64) 0 IR (2) r-v IR (128) 

eı 1-7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aı 

e2 1-7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aı 0 a2 

e3 1-7 I 0 I 0 I 0 I 0 aı 0 a2 0 a2 

e4 1-7 I 0 I 0 I 0 aı 0 a2 0 a2 0 a2 

es 1-7 I 0 I 0 aı 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

e6 1-7 I 0 aı 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

e7 1-7 I 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

es 1-7 aıa2 0 aıa2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

cı 1-7 I®I®I®I®I®I®aıa2 

C2 1-7 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 

C3 1-7 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 (J2 0 (J2 

C4 1-7 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 0 (J2 0 0"2 0 0"2 

es 1-7 I 0 I 0 aıa2 0 0"2 0 a2 0 a2 0 a2 
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Cl1 6 --+ Cl6,5 0 Clı,ı --+ JR (32) @JR (2) "'JR (64) , 

e ı i-+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 

e2 i-+ I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 

es i-+ 1 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 

e4 i-+ I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

e5 i-+ I 0 O"ı 0 CJ2 0 CJ2 0 0"2 0 CJ2 

e6 i-+ CJı 0 0"2 @ 0"2 @ 0"2 @ 0"2 @ 0"2 

e7 i-+ -(]"2 @ 0"2 @ 0"2 @ 0"2 @ d2 @ 0"2 

cı i-+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı0"2 

62 i-+ I 0 I 0 I 0 I 0 CJı 0"2 i8ı CJ2 

es i-+ I 0 I 0 I 0 0"ı0"2 0 CJ2 0 CJ2 

C4 i-+ I 0 I 0 eJıCJ2 0 CJ2 0 0"2 0 0"2 

C5 i-+ I 0 0"ı0"2 0 CJ2 0 CJ2 0 0"2 0 CJ2 

66 i-+ O"ıCJ2@ 0"2@ 0"2@ 0"2 0 0"2 0 0"2 

Cl6 7 --+ Cl5 6 0 Cl ı ı --+ JR (64) @JR (2) "'JR (ı28) , , , 

e ı i-+ ı@ eı i-+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 

e2 i-+ eı@ eıeı i-+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 0 CJ2 

es i-+ e2@ eıeı i-+ I 0 I 0 I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 CJ2 

e4 i-+ es@ eıeı i-+ I 0 I 0 I 0 CJı 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

e5 i-+ e4@ eıeı i-+ I 0 I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 0 CJ2 0 CJ2 

e6 i-+ e5@ eıeı i-+ I 0 O"ı 0 0"2 0 0"2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 

cı i-+ ı 0 cı i-+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 O"ıCJ2 

c2 i-+ cı 0 eıeı i-+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 CJı0"2 0 CJ2 

es i-+ c2 0 eıeı i-+ I 0 I 0 I 0 I 0 CJı CJ2 0 CJ2 0 CJ2 

64 i-+ es 0 eıeı i-+ I 0 I 0 I 0 eJı0"2 0 0"2 0 CJ2 0 CJ2 

C5 i-+ c4 0 eıeı i-+ I 0 I 0 0"ı0"2 0 CJ2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

C6 i-+ c5 0 eıeı i-+ I 0 O"ıCJ2 0 0"2 0 CJ2 0 CJ2 0 0"2 0 CJ2 

67 i-+ c5@ eıeı i-+ O"ıCJ2 0 0"2 0 0"2@ 0"2@ 0"2 0 0"2 0 0"2 
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Cls,s -+ Cl4,7 Q9 Clı,ı -+ JR (64) QSıJR (2) rv JR (128) 

eı f---7 1 Q9 eı f---7 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 O"ı 

e2 f---7 eı Q9 eıeı f---7 I Q9 I Q9I Q9 I Q9 I Q9 O"ı Q9 0"2 

e3 f---7 e2 Q9 eıeı f---7 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 O"ı Q9 0"2 Q9 0"2 

e4 f---7 e3 Q9 eıeı f---7 I Q9 I Q9I Q9 O"ı Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

es f---7 e4 Q9 eıeı f---7 I Q9 I Q9 O"ı Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

cı f---7 1 Q9 cı f---7 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9I Q9 O"ı0"2 

c2 f---7 cı Q9 eıeı f---7 I Q9I Q9 I Q9 I Q9I Q9 0"ı0"2 Q9 0"2 

c3 f---7 c2 Q9 eıeı f---7 I Q9 I Q9I Q9I Q9 0"ı0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

c4 f---7 c3 Q9 e ı cı f---7 I Q9 I Q9 I Q9 O" ı 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

es f---7 c4 Q9 eıeı f---7 I Q9I Q9 O"ı0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

es f---7 es Q9 eıeı f---7 I Q9 O"ı0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

c7 f---7 es Q9 eıeı f---7 O"ı0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

es f---7 c7 Q9 eıeı f---7 O"ı0"2 Q9 O"ı Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

n= 14 için, 

Cls,s -+ Cl1,s Q9 Clı,ı -+ JR (64) Q9 JR (2) rv JR (128) 

e1 f---7 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 O"ı 

e2 · f---7 IQ9IQ9IQ9IQ9IQ90"ıi2J0"2 

e3 f---7 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 O"ı Q9 0"2 Q9 0"2 

e4 f---7 I Q9 I Q9 I Q9 O"ı Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

es f---7 I Q9 I Q9 O"ı Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

e6 f---7 I Q9 O"ı Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

e7 f---7 O"ı Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

es f---7 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 l2l 0"2 

cı f---7 IQ9IQ9IQ9IQ9IQ9IQ90"ı0"2 

C2 f---7 I Q9I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 O"ı0"2 Q9 0"2 

C3 f---7 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 O"ı0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

C4 f---7 I Q9 I Q9 I Q9 O" ı 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 

es f---7 I 0 I 0 O"ı0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 0 0"2 

c5 f---7 0"2 0 O"ı0"2 0 0"2 i2J 0"2 Q9 0"2 Q9 0"2 0 0"2 
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Cl1,1 -+ Cl6,6 0 Clı,ı -+ IR (64) 0 IR (2) rv IR (128) 

eı ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 a 1 

e2 ~---+ I @ I @ I @ I @ a 1 @ a2 @ a2 

e3 ~---+ I @ I @ I @ aı @ a2 @ a2 @ a2 

e4 ~---+ I @ I @ aı @ a2 @ a2 @ a2 @ a2 

e5 ~---+ I@ aı @ a2 @ a2 @ a2 @ a2 @ a2 

e5 1-+ I 0 aı @ d2 @ a2 @ a2 @ a2 @ a2 

e7 ~---+ aı @ a2 @ a2 @ a2 @ a2 @ a2 @ a2 

cı ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 a 1a2 

c2 ~---+ I 0 I 0 I@ I@ I@ a 1a2 0 a2 

c3 ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 a 1a2 0 a2 0 a2 

c4 ~---+ I@ I@ I@ aıa2@ a2@ a2@ a2 

c5 ~---+ I@ I@ aıa2@ a2@ a2@ a2 0 a2 

c5 ~---+ I@ aıa2@ a2@ a2@ a2@ a2@ a2 

C:7 ~---+ aıa2@ a2@ a2@ a2@ a2@ a2@ a2 

Cl6,s -+ Cl5,7 0 Clı,ı -+ IR (128) ®IR (2) rv IR (256) 

e1 ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 a 1 

e2 ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aı 0 a2 

e3 ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aı 0 a2 0 a2 

e4 ~---+ I@ I 0 I@ I@ aı @ a2 @ a2 @ a2 

e5 ~---+ I @ I @ I @ aı @ a2 @ a2 @ a2 0 a2 

e5 ~---+ I @ I @ aı @ a2 0 a2 @ a2 @ a2 0 a2 

.::1 ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aıa2 

c2 ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 aı a2 0 a2 

.::3 ~---+ I@ I@ I 0 I@ I 0 aıa2@ a2@ a2 

c4 ~---+ I@ I 0 I@ I 0 aıa2@ a2 0 a2 0 a2 

c5 ~---+ I@ I@ I@ aıa2@ a2@ a2@ a2 0 a2 

c5 ~---+ I 0 I 0 aıa2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

c7 ~---+ I 0 aıa2 0 a2@ a2 0 a2 0 a2 0 a2 0 a2 

es ~---+ aıa2@ a2@ a2@ a2 0 a2@ a2 0 a2@ a2 
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n= ı5 için, 

Cls,7 -ı- Cl1,6 0 Clı,ı -ı- IR (64) GIR (2) "'IR (ı28) 

eı ~----+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 

e2 ~----+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 0 o-2 

es ~----+ . I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 

e4 ~----+ I 0 I 0 I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

es ~----+ I 0 I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 0 o-2. 0 o-2 

e5 ~----+ I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

e7 ~----+ o-ı 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

es ~----+ -o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

cı ~----+ I0I0I0I0I0I0o-ıo-2 

C2 1---+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 O'"ı0"2 0 0'"2 

es ~----+ I 0 I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 0 o-2 0 o-2 

C4 1---+ I 0 I 0 I 0 O" ı 0'"2 0 0'"2 0 0'"2 0 0'"2 

es ~----+ I 0 I 0 o-ı o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

C6 1---+ I 0 O" ı 0'"2 0 0'"2 0 0'"2 0 0'"2 0 0'"2 0 0'"2 

c7 1---+ O'" ı 0'"2 0 0'"2 0 0'"2 0 0'"2 0 0'"2 0 0'"2 0 0'"2 

Cl1,s -ı- Cl6,7 0 Clı,ı __,. IR (ı28) GIR (2) "' IR (256) 

eı ~----+ ı 0 eı ~----+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 

e2 ~----+ eı 0 eıeı ~----+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 0 o-2 

es ~----+ e2 0 eıeı ~----+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 

e4 ~----+ es 0 eıeı ~----+ I 0 I 0 I 0 I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

es ~----+ e4 0 eıeı ~----+ I 0 I 0 I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

e5 ~----+ es 0 eıeı ~----+ I 0 I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

e7 ~----+ e5 0 eıeı ~----+ I 0 o-ı 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

cı ~----+ ı 0 cı ~----+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 

c2 ~----+ cı 0 eıeı ~----+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 0 o-2 

es ~----+ c2 0 eıeı ~----+ I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 0 o-2 0 o-2 

c4 ~----+ es 0 eıeı ~----+ I 0 I 0 I 0 I 0 o-ıo-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 

es ~----+ c4 0 eıeı ~----+ I® I 0 I 0 o-ıo-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 0 o-2 
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c5 1---7 es Q9 e ı cı 1---7 I Q9 I Q9 CJı CJ2 Q9 CJ2 Q9 CJ2 Q9 CJ2 Q9 CJ2 Q9 CJ2 

c7 1---7 c5 Q9 e ı cı 1---7 I Q9 CJı CJ2 Q9 CJ2 Q9 CJ2 Q9 CJ2 Q9 CJ2 Q9 CJ2 Q9 CJ2 

es 1---7 c7 Q9 e ı cı 1---7 CJı CJ2 Q9 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 Q9 CJ2 0 CJ2 

n= 16 için, 

Cls,s ---+ Cl7,7 Q9 Clı,ı ---+ IR (64) Q9 IR (2) A.J IR (128) 

eı 1---7 I Q9 I ® I Q9 I ® I Q9 I Q9 I Q9 CJı 

e2 1---7 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 CJı 0 CJ2 

e3 ~---+ I 0 I 0 I 0 I 0 CJı 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 

e4 ~---+ I® I Q9 I® I 0 CJı ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 

es ~---+ I 0 I 0 I ® CJı ® CJ2 Q9 CJ2 ® CJ2 Q9 CJ2 

e6 ~---+ I Q9 I Q9 CJı Q9 CJ2 Q9 CJ2 Q9 CJ2 ® CJ2 Q9 CJ2 

e7 1---7 I Q9 CJı ® CJ2 ® CJ2 Q9 CJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 

es 1---7 CJı 0 CJ2 ® CJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 0 CJ2 

cı ~---+ I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 I® I Q9 eJıCJ2 

C2 1---7 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 I Q9 CJıCJ2 Q9 CJ2 

C3 1---+ I® I® I® I® I® CJıCJ2 ® CJ2 ® CJ2 

C4 1---+ I® I® I® I® CJıCJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 

es 1---7 I® I® I® CJıCJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 

C6 1---+ I® I® CJıCJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 

C7 1---+ I® CJıCJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 

es 1---7 CJıCJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 ® CJ2 
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8 DEJENERE CLİFFORD CEBİRLERİ 

Dördüncü bölümde JRn üzerindeki 

Q( ) 2 2 2 2 
X = Xı + · · · + X - X ı - · · · - X . p p+ p+q (n=p+q) 

şeklinde dejenere olmayan kuadratik forma karşılık gelen Clp,q Clifford 

cebirlerini ineeledik Bu bölümde JRn üzerindeki 

Q(x) = xi + · · · + x;- x;+ı- · · ·- x;+q (n= p + q + r, r >O) (8.ı) 

şeklinde dejenere kuadratik forma karşılık gelen Clifford cebirlerini 

inceleyeceğiz. Bu tip bir kuadratik forma karşılık gelen Clifford cebri Clp,q,r 

şeklinde gösterilir ve buradaki r doğal sayısı kuadratik formun dejenerelik 

mertebesini göstermektedir 

8.1 Dejenere Clifford cebirlerinin dejenere olmayan 

CHfford cebirleri içerisine gömülmesi 

Bu tip Clifford cebirlerini de dejenere olmayan durumda olduğu gibi teorem 

yardımıyla belirlemeye çalışacağız. 

JRn üzerindeki (8.ı) deki dejenere kuadratik formuna karşılık gelen Sylvester 

tabanını 

şeklinde gösterelim. Bu durumda herhangi farklı iki taban elemanı anti-commute 

özelliğindedir yani x, y bu tabana ait herhangi farklı iki eleman iken xy = -yx 

olur, ayrıca 

ı ~ i ~ p ıçın e~ = Q( ei) · ı = ı 

ı ~ j ~ q ıçın cJ = Q (c i) · ı = -ı 

ı ~ k~ r için B%= Q(Bk) ·1 =O 

olur. Teorem (3.5) den dolayı biliyoruz ki JRn üzerindeki Q(x) dejenere kuadratik 

formuna karşılık gelen Clifford cebirleri bu tip elemanlar tarafından üretilir. 

Şimdi düşük boyutlarda bunun birkaç örneğini inceleyelim. 
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V IR ı-boyutlu reel vektör uzayı üzerindeki dejenere kuadratik form 

Q(x) O formudur ve bu forma karşılık gelen Clifford cebri eı E IR 

Q( eı) = O özelliğinde bir eleman olmak üzere Clo,o,ı = span {1, eı} 

şeklinde yazılabilir, bu aynı zamanda IR üzerindeki A(IR) dış cebridir. Daha açık 

olarak yazılırsa Clo,o,ı = {al+ beı 1 a, b E IR} olur, buradaki çarpma işlemi 

al+ beı, a'l + b'eı Clo 0 ı cebrinin elemanları olmak üzere 
'' 

(al+ beı). (a'l + b'eı) = aa'l +(ab'+ ba') eı 

şeklindedir. 

V= IRn üzerinde Q(x) =O sıfır kuadratik formu alındığında karşılık gelen 

Clifford cebrine dış cebir ( Grasman cebri ) denir ve Clo,o,n = A(IRn) şeklinde 

gösterilir. 

V= IR2 2-boyutlu reel vektör uzayı üzerinde Q(x) = xi dejenere kuadratik 

formuna karşılık gelen Clifford cebri Clı,o,ı dir. Bu uzayın Sylvester tabanı 

{ eı, e ı} olmak üzere Clı,o,ı = span {1, eı, e ı, eıeı} olur, buna göre herhangi 

xEClı,o,ı elemanı 

şeklinde yazılır. Burada skalerle çarpma ilgili elemanın katsayılarının skalerle 

çarpılması şeklinde, vektörlerin toplamı da aynı taban elemanına karşılık gelen 

katsayıların toplamı şeklindedir. Vektörlerin çarpımı ise y E Clı,o,ı ikinci bir 

eleman olmak üzere 

x · y - (xa.l + xıeı + x2eı + xseıeı) · (yo.l + Yıeı + Y2eı + Yseıeı) 

- (XoYo + XıYı) .ı+ (xoYı + XıYo) eı + (xoY2 + X2YO + XıYs- XsYı) eı 

+ (xoys + xsyo + XıY2- x2yı) eıeı 

şeklindedir. 

Clı,o,ı dejenere Clifford cebri bir matris cebri değildir. Ancak bir matris 

cebri içerisine yatırmak mümkündür, bunu şöyle başarabiliriz: 

Önce Clı,o,ı cebrini, dejenere olmayan Cl2,1 Clifford cebri içine yatıralım, 

Cl2,1 cebrinin de IR (2) E9 IR (2) matris cebrine izomorf olduğunu biliyoruz. 
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Clı,o,ı cebrini de Cl2,1 cebri içine gömme dönüşümü taban elemanları 

üzerinde 

f : Clı,o,ı '---+ 

eı 1--+ e2 + cı 
şeklinde tanımlıdır. Bu şekilde tanımlanan dönüşüm gerçekten bir ce bir 

homomorfizmasıdır. Toplam ve skalerle çarpımın korunduğu aşikardır. 

Çarpmanın da korunduğunu gösterebiliriz ve bunu da üreteçler üzerinde 

göstermek yeterlidir. f(ei) = j(ı) =ı= [f(eı)] 2 
=ei ve 

olur ve f ı-ı dir. Bu şekilde tanımlı f homomorfizması ile bölüm 5 de elde 

edilen Cl2 ,ı cebrinden JR. (2)EBJR. (2) cebrine giden '11 2 ,ı izomorfizmasının bileşkesi 

kullanılırsa 

Clı,o,ı '---+ Cl2,ı rv JR. (2) EB JR. (2) 

eı ~ eı = ( [ ~ ~ ] , [ ~ ~ ) 

e, ~ e,+ 01 = ([ ~ = ~ ] , ~ı ~ı ]) 

::de n ~IT =c~l r~:m~ıy::.7 biT gömme elde e~ olm. 

Buna göre herhangi bir xEClı,o,ı elemanını aldığımızda 

X = Xo.ı + Xıeı + x2el + X3eı8ı olarak yazabiliriz. Buradan da ı, eı, eı, eıeı 

değerlerini yerine yazarsak aşağıdakileri elde ederiz. 

X = 
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Buna göre Clı,o,ı dejenere Clifford cebiri JR (2) EB JR (2) matris cebirinin 

şeklindeki alt cebirine izomorftur. 

V= JR2 2-boyutlu reel vektör uzayı üzerinde Q(x) = -xi dejenere kuadratik 

formuna karşılık gelen Clifford cebri Clo,ı,ı dir. Benzer şekilde bu dejenere 

Clifford cebrini de uygun bir matris cebiri içerisine gömmek mümkündür. 

Önce Clo,ı,ı cebrini dejenere olmayan Clı,2 cebri içerisine yatıralım. Ayrıca 

Clı,2 cebrinin de C (2) matris cebrine izomorf olduğunu biliyoruz. 

Clo,ı,ı cebrini Clı,2 cebri içine gömme dönüşümü taban elemanları üzerinde 

Clo,ı,ı '--+ Clı,2 rv CC (2) 

şeklinde tanımlıdır. Yukarıdaki örneğe benzer şekilde bu şekilde tanımlanan 

dönüşümün ı-ı ve cebir homomorfizması .olduğu gösterilebilir. Bu şekilde 

tanımlı homomorfizma ile bölüm 5 .de elde edilen Clı,2 cebrinde CC (2) cebrine 

giden w ı, 2 izomorfizmasının bileşkesi kullanılırsa 

Clo,ı,ı '--+ Clı,2 rv CC (2) 

cı 1--7 - [o -1 J eıeı= [ -: ~ J cı .,.... 
ı o 

[ i ı J e ı 1--7 eı + c2 = 
ı -i 

şeklinde bir gömme elde edilmiş olur. Buna göre herhangi bir xı:Clo,ı,ı 

elemanını x = x0 .ı + x1c-1 + x2eı + x3c- 1 eı şeklinde yazabiliriz. Buradan da 

ı, cı, eı, eıeı değerlerini yerine yazarsak aşağıdakileri elde ederiz. 

x _ xa.[ı 0 ]+xı.[O -ı]+x2.[i ı_]+x3.[~ı i] 
o ı ı o ı -ı ı ı 
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Buradan 

Cio,ı,ı ~ { 

olduğu elde edilir. 

V = IR3 3-boyutlu reel vektör uzayı üzerinde Q(x) = -xf- x~ dejenere 

kuadratik formuna karşılık gelen Clifford cebri Clo,2 ,ı dir. Benzer şekilde bu 

dejenere Clifford cebrini de uygun bir matris cebiri içerisine gömmek mümkündür. 

Bunu yukarıdaki örneklerde belirttiğimiz gibi Cl0 ,2 ,ı cebrini önce dejenere 

olamayan Clı,3 cebri içerisine yatırıyoruz. Clı,3 cebrinin lHI (2) matris 

cebrine izomorf olduğunu biliyoruz. CZ0 , 2 ,ı cebri de Clı,3 cebri içerisine gömme 

dönüşümü taban elemanları üzerinde 

Clo,2,ı <-+ Clı,3 "' lHI (2) 

şeklinde tamrolıdır. Bu şekilde tammlı homomorfizma ile bölüm 5 de elde 

edilen Clı,3 cebrinden lHI (2) cebrine giden w 1,3 izomorfizmasımn bileşkesi alınırsa 

Clo2 ı '---+ Clı,3 rv JHI (2) , , 

o -ı o ~]· [-ı j] 
cı 1---+ cı = cıc2 = cıBı = . j ı 

ı o ı 

ı o k :]. [: ~k] c2 1---+ c2 = C2Bı = cı c2Bı = 
o -ı -ı 

Bı 1---+ eı + C3 = [ ~ ~j] 
şeklinde bir gömme elde edilmiş olur. Buna göre herhangi bir xc.Clo,2,ı elemanım 

şeklinde yazabiliriz. 
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Buradan da cı, C2ı eı, cıc2, eıeı, C2eı, cıc2eı değerlerini yerıne yazarsak 

aşağıdakiler elde edilir. 

X = [ Xo - X5 + (x2 + X7) i+ X3j + x 6k 

Xı + X3 + (x4- X6) i+ Xsj + X7k 

-Xı + X3 + (x4 + X6) i+ X5- X7k ] 

Xo + X5 + ( -X2 + X7) i - X3j + X5k 

O halde Clo,2,ı dejenere Clifford cebri Xi E JR ve i = O, ... , 7 olmak üzere lHI (2) 

matris cebrinin 

şeklindeki alt cebrine izomorf olur. 

V = JR3 3-boyutlu reel vektör uzayı üzerinde Q(x) = xi - x§ dejenere 

kuadratik formuna karşılık gelen Clifford cebri Clı,ı,ı dir. Benzer şekilde 

bu dejenere Clifford cebriili de uygun bir matris cebiri içerisine gömmek 

mümkündür. Bunu yukarıdaki örneklerde belirttiğimiz gibi Clı,ı,ı cebriili önce 

dejenere olamayan Cl2,2 cebri içerisine yatırıyoruz. CZ2,2 cebrinin JR ( 4) matris 

cebrine izomorf olduğunu bill.yoruz. Clı,ı,ı cebrinin de Cl2;2 cebri içerisine 

gömme dönüşümü taban elemanları üzerinde 

Olı,ı,ı <-+ Cl2,2 t'J IR ( 4) 

şeklinde· tanımlıdır. 
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Bu şekilde tammlı homomorfizma ile bölüm 5 de elde edilen Cl2,2 cebrinden 

JR ( 4) ce br ine giden 'll 1,3 izomorfizmasımn bileşkesi alırursa 

eşitlikleri vardır. Buna göre herhangi bir xcClı,ı,ı elemaruru 

şeklinde yazabiliriz. 
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Buradan da cı, C2, eı, cıc2, eıeı, C2eı, cıc2eı değerlerini yerine yazarsak 

aşağıdakileri elde ederiz. 

ı o o o o ı o o o -ı o o 
o ı o o ı o o o ı o o o 

X - xo. +xı. +x2. 
o o ı o o o o ı o o o -ı 
o o o ı o o ı o o o ı o 

o o o o ı o o o o o o o 
o o o o o -ı o o o o o o 

+xs. +x4 +xs 
2 o o o o o ı o o 2 o o 
o -2 o o o o o -ı 2 o o o 

o o o o o o o o 
o o o o o o o o 

+x6 +x1 
o -2 o o 2 o o o 
2 o o o o 2 o o 

Buradan 

Xo + X4 Xı- X2 o o 
Xı + X2 Xo- X4 o o 

X= 
2x3 + 2x7 2xs- 2x6 Xo + X4 Xı- X2 

2x5 + 2x6 -2xs + 2x7 Xı + X2 Xo- X4 

olduğu elde edilir. 

O halde Clı,ı,ı dejenere Clifford cebri JR ( 4) matris cebrinin 

Xo + X4 Xı- X2 o o 
o o xı+x2 Xo- X4 

Xi E JR, i= 0, ı, ... , 7 
2xs + 2x7 2x5 - 2x6 Xo + X4 Xı- X2 

2xs + 2x6 -2xs + 2x7 Xı + x2 xo- X4 

şeklindeki alt cebrine izomorf olur. 

Aşağıdabazı dejenere Clifford ce birlerinin ilgili matris cebri içerisine gömme 

dönÜ§ümleri verilmiştir. 
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Yukarıda yaptığımız örneklere benzer şekilde gömme dönüşümlerinin açık 

ifadeleri elde edilebilir. 

Clo 31 '---7 CZ1,4 rv IBI (2) EB IBI (2) , , 

Clo 41 '---7 CZ1,5 rv IBI ( 4) , , 

Clo 12 '---7 CZ2,3 ~C (4) , , 

C lo 2 2 '---7 . CZ2,4 rv IBI ( 4) , , 

Clo3 2 '---7 CZ2,5 rv IBI ( 4) EB IBI ( 4) , , 

CZ111 '---7 CZ2,2 rv JR ( 4) , , 

Cl1,2,1 '---7 cz2,3 ~c (4) 

Cl131 '---7 Cl2,4 rv IBI ( 4) , , 

Cl ı 4 ı '---7 Cl2,5 rv IBI ( 4) EB IBI ( 4) , , 

C lı o 2 '---7 CZ3,2 rv JR ( 4) EB JR ( 4) , , 

Buradan tüm Clp,q,r dejenere Clifford cebirleri için sözkonusu gömmelerin ne 

olduğunu aşağıdaki tablodan yararlanarak kolaylıkla bulabiliriz. 

(p- q) (mod 8) p+q Clp,q,r nin içine gömüldüğü matris cebri 

0,2 2m JR (2m+r) 

ı 2m+l JR (2m+r) EB JR (2m+r) 

3, 7 2m+l C (2m+r) 

4,6 2m+2 IBI (2m+r) 

5 2m+3 IBI (2m+r) EB IBI (2m+r) 

Şimdi yukarıdaki örneklerin ışığı altında dejenere Clifford cebirleri ile ilgili bir 

teorem ifade edelim: 

Teorem 8.1 Clp,q,r dejenere Clifford cebri, dejenere olmayan Clp+r,q+r 

Clifford cebri içerisine gömülebilir. 

Kanıt. Bunun için Clp,q,r den Clp+r,q+r ye giden 1-1 bir cebir homomorfizmi 

vermek yeterlidir. Söz konusu homomorfizmi de taban elemanları üzerinde 

tanımlayıp tüm cebire genişletmek mümkündür. 
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Taban elemanları üzerinde aşağıdaki şekilde tanımlanan dönüşüm istenilen 

homomorfizmi verir: 

E ı E ı 

Gerçekten 

Wp,q,r(er) = 'llp,q,r(l) = 1 = [Wp,q,r(ei)] 2 =er 

'llp,q,r(c:r) = wp,q,r(l) =-ı= [wp,q,r(c:i)]
2 = c:r 

eşitlikleri vardır. • 

Bu teoremden aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 8.1 Clp,q,r dejenere Clifford cebri IR( m), <C(m) 7 IHI(m) 7 IR( m) EB IR( m) 

7 IHI( m) EB IHI( m) tipindeki matris cebirlerinin içine gömülebilir. 

8.2 Dejenere CHfford cebirlerinin reel temsilleri 

Bölüm 7 da dejenere olmayan reel Clifford cebirlerinin reel 

temsillerinin açık ifadelerini elde etmiştik. Dejenere durumdaki reel 

Clifford ce birlerinin reel temsillerini, dejeriere olmayan reel Clifford cebirlerinin 

reel temsilleri yardımıyla elde etmek mümkündür. 
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Bunu da önce örnekler üzerinden inceleyelim. 

Clo,ı,ı dejenere Clifford cebrini dejenere olmayan Clı,2 cebrinin içerisine 

gömüldüğünü yukarıda söyledik. Şimdi Clı,2 nin Bölüm 7 de verilen reel 

temsili yardımıyla Clo,ı,ı in bir reel temsilini elde edelim. Hatırlanacağı üzere 

bir A reel cebrinin reel temsilini vermek demekA dan uygun bir JR.(m) ye gi

den bir cebir homomorfizmi vermek demektir. A mn bir Clifford cebri olması 

durumunda ise söz konusu homomorfizmin üreteçler üzerindeki değerlerini bilmek 

yeterli olur. Örneğimize geri dönecek olursak: Öncelikle 

Clo,ı,ı .,___,. Clı,2 

gömmesiyle Clo,ı,ı den Clı,2 ye gidilirseve sonrada Bölüm 7 de Clı,2 nin verilen 

reel temsili kullanılırsa 

C lo ı ı _.,. JR.(4) 
'' 

o -ı o o 
ı o o o 

cı = I® eJıCJ2 
o o o -ı 
o o ı o 
o ı -ı o 
ı o o ı 

Bı =I® CJı + CJıCJ2 ® CJ2 
ı o o ı 

o -ı ı o 

elde edilir. 

Clı,o,ı dejenere Clifford cebrini dejenere olmayan Cl2,ı cebrinin içerisine 

gömüldüğünü yukarıda söyledik. Şimdi Cl2,1 nin Bölüm 7 de verilen reel temsili 

yardımıyla Clı,o,ı in bir reel temsilini elde edelim. 
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Öncelikle 

Clı,o,ı <-+ Cl2,ı 

Bı f-+ e2 +cı 

görnmesiyle Clı,o,ı den Cl2,ı e gidilip ve sonra da Bölüm 7 de Cl2,ı nin verilen 

reel temsili kullamlırsa 

Clı o ı -+ ,, 

Clı,o,ı dejenere Clifford cebrinin reel temsili elde edilir. 

Şimdi daha genel olarak Clp,q,r dejenere Clifford cebirlerinin reel temsillerini 

vereceğiz. Bunu verirken de Bölüm 7 de verilen dejenere olmayan Clifford 

cebirlerinin reel temsillerini kullanacağız. 

Clp,q,r <-+ Clp+r,q+r -+ IR (n) 

Aı 

f-+ . 

Burada ı ~ i ~ p + r ve ı ~ j ~ q + r olmak üzere Ai ve Bi ler dejenere 

olmayan Clp+r,q+r Clifford cebrinin reel temsilidir. Ayrıca herhangi farklı iki 

taban elemarn x ve y ise xy = -yx özelliği vardır. 
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Bu durunıda ef =ı, cJ =-ı ve ı~ k~ rolmak üzere, 

- ı+O-ı=O 

dır. 

Not: Yukarıda elde edilen temsiller indirgenemez değildir. Örneğin Clı,o,ı 

in yukarıda elde edilen temsiline p diyelim. Herhangi bir x E Clı,o,ı elemaruru 

x = xoı + xıeı + x2Bı + x3eıBı şeklinde yazabiliriz. O zaman 

p (X) - X o l ı 0 ] + X ı l 0 ı ] + X2l ı -ı ] + X3l ı -ı ] 
o ı ı o ı -ı ı -ı 

l 

Xo + X2 + X3 Xı - X2 - X3 ] 

Xı + X2 + X3 Xo - X2 - X3 

olur. JR2 nin V= {(v, v) 1 vE JR} alt uzayıru aldığımızdap (x) V c V olduğu 

elde edilir. Gerçekten 

( ) l Xo + X2 + X3 
px V= 

Xı + X2 + X3 

Xı - X2- X3 ] l V ]. = l (xo + Xı) V ] 

Xo- X2- X3 V (xo + Xı) V 

olur. O halde Clı,o,ı dejenere Clifford cebrinin temsili indirgenemez değildir. 

Bunu genel dillunıda da aşağıdaki teoremin sonucu olarak da 

söyleyebiliriz ( Bakıruz [3] ) . 

Teorem 8.2 A reel bir cebir ve p : A -+ JR(m) indirgenemez bir temsil ise, 

Rad(A) =N olmak üzere, her a E N için p(a) =O dır. 
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